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 مقدمة

ونة الاخيرة كتب ومراجع عربيةة كثيةرة فةي الاقت ةاد الرياضةي ل حةاول فيهةا مةن ونة الاخيرة كتب ومراجع عربيةة كثيةرة فةي الاقت ةاد الرياضةي ل حةاول فيهةا مةن انتشرت في الآانتشرت في الآ      
و ل للقراء والمتخ  ين في هذا المجال المفاهيم الاساسية التي و ل للقراء والمتخ  ين في هذا المجال المفاهيم الاساسية التي ن ين يأأالموضوع المهم الموضوع المهم   أهتم بهذاأهتم بهذا

  ضوعاتضوعاتيتضمنها موضوع الاقت اد الرياضي ودور الرياضيات المهم في معالجة الكثير من المو يتضمنها موضوع الاقت اد الرياضي ودور الرياضيات المهم في معالجة الكثير من المو 
ن الاقت ةاد علةم ن الاقت ةاد علةم أألاسةيما لاسةيما و و في الاقت اد فضلا عن اخضةاع الرياضةيات لتفسةير السةلون الانسةاني في الاقت اد فضلا عن اخضةاع الرياضةيات لتفسةير السةلون الانسةاني 

و و أأيةةتم التعةةرى الةةةى السةةلون الانسةةاني باسةةلوب رياضةةةي يةةتم التعةةرى الةةةى السةةلون الانسةةاني باسةةلوب رياضةةةي   ال ةةعوبة فيةةةم عنةةدماال ةةعوبة فيةةةم عنةةدما  مثةةلمثةةلاجتمةةاعي  تتاجتمةةاعي  تت
لةى معةادلات رياضةية يةتم علةى اساسةها اسةتقراء المسةتقبل وتنفيةذ الخ ة  لةى معةادلات رياضةية يةتم علةى اساسةها اسةتقراء المسةتقبل وتنفيةذ الخ ة  إإتحويل القرارات البشةرية تحويل القرارات البشةرية 
 في مختلف المجالات. في مختلف المجالات. 

عةةةداد هةةةذا الكتةةةةاب ليكةةةون فةةةي متنةةةاول  لبةةةةة عةةةداد هةةةذا الكتةةةةاب ليكةةةون فةةةي متنةةةاول  لبةةةةة إإهةةةذل المحاولةةةةة المتواضةةةعة فةةةي هةةةذل المحاولةةةةة المتواضةةةعة فةةةي   كانةةةتكانةةةتمةةةن هنةةةا مةةةن هنةةةا       
سيتضمن الكتاب تمةارين تخةص سيتضمن الكتاب تمةارين تخةص   إذإذة الاقت اد الزراعي بشكل خاص ل ة الاقت اد الزراعي بشكل خاص ل الاقت اد بشكل عام و لبالاقت اد بشكل عام و لب

وتجةةدر الاشةةارة الةةى ان وتجةةدر الاشةةارة الةةى ان   مختلفةةةلمختلفةةةلقت ةةادية قت ةةادية إإ  ضةةوعاتضةةوعاتالواقةةع الزراعةةي فضةةلا عةةن تمةةارين عامةةة لمو الواقةةع الزراعةةي فضةةلا عةةن تمةةارين عامةةة لمو 
انم لن يتناول اساسةيات الرياضةيات انم لن يتناول اساسةيات الرياضةيات   إذإذالكتاب يت لب ان يكون القاريء ملما جيدا في الرياضيات الكتاب يت لب ان يكون القاريء ملما جيدا في الرياضيات 

الاسةةةتفادة قةةةدر الامكةةةان منهةةةا فةةةي تفسةةةير الاسةةةتفادة قةةةدر الامكةةةان منهةةةا فةةةي تفسةةةير   لتكةةةونلتكةةةونالاقت ةةةاد الاقت ةةةاد   هةةةذل الاساسةةةيات فةةةيهةةةذل الاساسةةةيات فةةةي  يوظةةةفيوظةةةفبقةةةدر مةةةا بقةةةدر مةةةا 
الظواهر الاقت ادية ل وعلى من تواجهم الاشكالات في فهم حالة رياضية معينة الرجوع الى كتب الظواهر الاقت ادية ل وعلى من تواجهم الاشكالات في فهم حالة رياضية معينة الرجوع الى كتب 

 الرياضيات المتخ  ة . الرياضيات المتخ  ة . 
لقد اضيفت مادة الاقت اد الرياضي الى مناهج قسم الاقت اد الزراعي للمرحلةة الرابعةة ح ةرا  لقد اضيفت مادة الاقت اد الرياضي الى مناهج قسم الاقت اد الزراعي للمرحلةة الرابعةة ح ةرا        

ت ل ولافتقةةةار القسةةةم الةةةى كتةةةاب منهجةةةي  والاعتمةةةاد علةةةى محاضةةةرات الاسةةةتاذ المعتمةةةدة ت ل ولافتقةةةار القسةةةم الةةةى كتةةةاب منهجةةةي  والاعتمةةةاد علةةةى محاضةةةرات الاسةةةتاذ المعتمةةةدة قبةةةل سةةةنواقبةةةل سةةةنوا
عةةةداد مجموعةةةة مةةةن عةةةداد مجموعةةةة مةةةن إإمحةةةاولات محةةةاولات ببا ةةةلا علةةةى مراجةةةع اجنبيةةةة وعربيةةةةل بةةةدأ قسةةةم الاقت ةةةاد الزراعةةةي ا ةةةلا علةةةى مراجةةةع اجنبيةةةة وعربيةةةةل بةةةدأ قسةةةم الاقت ةةةاد الزراعةةةي 

ن ن أأالكتب المنهجية او تنقيح القديم منهةا لتضةاف الةى المكتبةة العلميةة ل سةائلين المةولى عةز وجةل الكتب المنهجية او تنقيح القديم منهةا لتضةاف الةى المكتبةة العلميةة ل سةائلين المةولى عةز وجةل 
هةذا هةذا   دراسةةدراسةةخيةرا لابةد مةن الاشةادة بجهةود كةل مةن سةبقونا فةي خيةرا لابةد مةن الاشةادة بجهةود كةل مةن سةبقونا فةي أأو و   للنجةاز هةذا الكتةابنجةاز هةذا الكتةابيةتم نعمتةم فةي ايةتم نعمتةم فةي ا

 الموضوع ولمن قدم المشورة والمعلومة ابتغاء وجهم تعالى. الموضوع ولمن قدم المشورة والمعلومة ابتغاء وجهم تعالى. 
 
 
 

 

 الدكتور الدكتور                                                                                                                                                                                     

 علي الحياليعلي الحيالي                                                                                                                                                                          
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 يهدف هذا الفصل الى التعرف على:        

 

 علاقة الرياضيات بعلم الاقتصاد 

 الفرق بين الرياضيات الاقتصادية والاقتصاد الرياضي 

 اسباب استخدام الاقتصاد الرياضي 

 محاذير استخدام الاسلوب الرياضي 

 الاقتصاد الرياضي والاقتصاد القياسي 

 النماذج الاقتصادية 

 في الانموذج الاقتصادي تالعلاقا 

 خطوات بناء الانموذج الاقتصادي 

 نواع الدوالأ 
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 الفصل الاول
 الرياضيات وعلاقته بالاقتصاد

 دومالدومال ليست مثمرةليست مثمرة وحميمةلوحميمةل واسعةواسعة علاقةعلاقة لوجودلوجود  حظمحظم يندبيندب ربماربما أوأو  الاقت ادالاقت اد علمعلم يتباهىيتباهى        
 نحةو روتينةينحةو روتينةي علةىعلةى يسةتخدمونيسةتخدمون الاقت ةادالاقت ةاد علةمعلةم فةيفةي لبةاحثونلبةاحثوناال فل ف الرياضةياتالرياضةيات علةمعلةم وبةينوبةين بينةمبينةم

 التفاضةلية بغيةةالتفاضةلية بغيةة ال بولوجيةاال بولوجيةا فةيفةي معقةدةمعقةدة فةاهيمفةاهيممم إلةىإلةى بسةي ةبسةي ة جبريةةجبريةة عبةاراتعبةارات مةنمةن بةدءابةدءا الرياضةياتالرياضةيات
)بيكاريةا( )بيكاريةا(  بإي اليةابإي اليةا عشةرعشةر الثةامنالثةامن القةرنالقةرن فةيفةي كتبهةاكتبهةا كرّاسةةكرّاسةة ذلةنذلةن علةىعلةى ويشةهدويشةهد  لل  ممتهتهنظريةانظريةا عةنعةن التعبيةرالتعبيةر

ن السةةنوات الاخيةةرة ن السةةنوات الاخيةةرة أأغيةةر غيةةر   للبةةين اخ ةةار تهريةةب البضةةائع وفوائةةدلبةةين اخ ةةار تهريةةب البضةةائع وفوائةةدلاسةةتند فيهةةا الةةى علةةم الجبةةر كةةي ياسةةتند فيهةةا الةةى علةةم الجبةةر كةةي ي
حةةوثهم ذات التوجةةم الرياضةةي المتقةةدم تخ ةةى حةةوثهم ذات التوجةةم الرياضةةي المتقةةدم تخ ةةى شةةهدت اقبةةالا واضةةحا مةةن الاقت ةةاديين علةةى نشةةر بشةةهدت اقبةةالا واضةةحا مةةن الاقت ةةاديين علةةى نشةةر ب

الى حد بعيد البحوث في النظرية الاقت ادية الاساسية ل الامر الذي يؤكد وجةود شةغف كبيةر فةي الى حد بعيد البحوث في النظرية الاقت ادية الاساسية ل الامر الذي يؤكد وجةود شةغف كبيةر فةي 
 الاقت ادية الر ينة.الاقت ادية الر ينة.  قت حان لترسيخ مجموعة من المبادئقت حان لترسيخ مجموعة من المبادئالرياضيات وان الو الرياضيات وان الو 

العالميةة الثانيةة ل فقةد وجةد العالميةة الثانيةة ل فقةد وجةد   لاسيما بعد الحربلاسيما بعد الحربو و شهد الاهتمام بالاقت اد الرياضي حماسا متزايدا شهد الاهتمام بالاقت اد الرياضي حماسا متزايدا     
ولهمةةةةا ان ولهمةةةةا ان أأعلمةةةةاء الاجتمةةةةاع ومةةةةنهم علمةةةةاء الاقت ةةةةاد ان الرياضةةةةيات تمةةةةدهم بفائةةةةدتين مهمتةةةةينل علمةةةةاء الاجتمةةةةاع ومةةةةنهم علمةةةةاء الاقت ةةةةاد ان الرياضةةةةيات تمةةةةدهم بفائةةةةدتين مهمتةةةةينل 

 داةداةأأزودهم بنظام دقيق يساعدهم على  ياغة نظرياتهم بشكل دقيةق ل وثانيهمةا انةم زودهم بنظام دقيق يساعدهم على  ياغة نظرياتهم بشكل دقيةق ل وثانيهمةا انةم ييالرياضيات الرياضيات 
 . . الخامالخام البياناتالبيانات منمن هائلةهائلة أكوامأكوام منمن عميقةعميقة مفاهيممفاهيم لاستخراجلاستخراج

اسةةتخدام الرياضةةيات فةةي المسةةاعدة علةةى  ةةرح الاسةةئلة ال ةةحيحة مهةةد ال ريةةق لبنةةاء نمةةاذج اسةةتخدام الرياضةةيات فةةي المسةةاعدة علةةى  ةةرح الاسةةئلة ال ةةحيحة مهةةد ال ريةةق لبنةةاء نمةةاذج   ننإإ    
الاقت ةةادية الاقت ةةادية   ت نفسةةم تةةوفر اعترافةةا بالمبةةادئت نفسةةم تةةوفر اعترافةةا بالمبةةادئفةةي الوقةةفةةي الوقةةو و تن ةةوي علةةى براعةةة رياضةةية بالغةةة التعقيةةدل تن ةةوي علةةى براعةةة رياضةةية بالغةةة التعقيةةدل 

ان هذا الحماس الزائد للرياضيات في معالجة المشةاكل الاقت ةادية قابلةم تةذمر حتةى ان هذا الحماس الزائد للرياضيات في معالجة المشةاكل الاقت ةادية قابلةم تةذمر حتةى   إلاإلاالاساسية الاساسية 
فةةي فةةي   19721972العةةالم ) ليونتيةةف( الحةائز علةةى جةةائزة نوبةةل عةةام العةةالم ) ليونتيةةف( الحةائز علةةى جةةائزة نوبةةل عةةام   يقةةوليقةةولالاقت ةةاديين انفسةةهم ل اذ الاقت ةةاديين انفسةةهم ل اذ مةن  مةن  

 إخفةاءإخفةاء علةىعلةى الأغلةبالأغلةب فةيفةي عملةتعملةت الرياضةيةالرياضةية ال ةياغةال ةياغة تجةالتجةال الم لقةةالم لقةة الحماسةةالحماسةة إنإنهةذا الشةأن ))هةذا الشةأن ))
((ل كما اشةار هةذا العةالم الةى ((ل كما اشةار هةذا العةالم الةى الجبريةالجبرية الإشاراتالإشارات منمن هائلةهائلة جبهةجبهة خلفخلف للموضوعللموضوع المحتوى الجوهريالمحتوى الجوهري

ت قةةةد خرجةةةت مةةةن مهمتهةةةا فةةةي مسةةةاعدة الاقت ةةةاد الةةةى اثبةةةات النظريةةةات الرياضةةةية ت قةةةد خرجةةةت مةةةن مهمتهةةةا فةةةي مسةةةاعدة الاقت ةةةاد الةةةى اثبةةةات النظريةةةات الرياضةةةية ان الرياضةةةياان الرياضةةةيا
 إثبةاتإثبةات نحةونحةو ا مدفوعةةا مدفوعةةنهنهلألأ خا ةةخا ةة لمشةكلاتلمشةكلات تت ةدىتت ةدى الرياضةياتالرياضةياتفحسةب ويتجلةى هةذا بقولةم ))فحسةب ويتجلةى هةذا بقولةم ))

 ..((((الاقت اديةالاقت ادية أهميتهاأهميتها منمن أكثرأكثر رياضيارياضيا ةةممالمهالمه النظرياتالنظريات
 

إذا مةةا إذا مةةا  عةةالم اجتمةةاععةةالم اجتمةةاع أوأو فسةةانيفسةةانيعةةالم  نعةةالم  ن أوأو عةةالم اقت ةةادعةةالم اقت ةةاد لا يمكةةن أن يةةدعي  أي فةةرد أنةةملا يمكةةن أن يةةدعي  أي فةةرد أنةةم  اليةةوماليةةومو و     
أوبةةةةحساب الاحتمةةةالاتل فقةةة  لأنهمةةةا أ ةةةبحا مةةةن أهةةةم الأدوات التةةةي أوبةةةةحساب الاحتمةةةالاتل فقةةة  لأنهمةةةا أ ةةةبحا مةةةن أهةةةم الأدوات التةةةي  بعلةةةم الإح ةةةاءبعلةةةم الإح ةةةاء كةةةان جةةةاهلاكةةةان جةةةاهلا

فهةةةم مةةةدلولات نتةةةائج تجاربةةةم و فهةةةم مةةةدلولات نتةةةائج تجاربةةةم و   مةةةن ثةةةممةةةن ثةةةمبفضةةةلهما يمكةةةن للمخةةةتص أن يعةةةالج مختلةةةف المعلومةةةات و بفضةةةلهما يمكةةةن للمخةةةتص أن يعةةةالج مختلةةةف المعلومةةةات و 
  حسةةةةةةابحسةةةةةةاب باسةةةةةةتعمالباسةةةةةةتعمال 18381838فةةةةةةي سةةةةةةنة فةةةةةةي سةةةةةةنة   Cournotو فةةةةةةي هةةةةةةذا المجةةةةةةال ن ةةةةةةح كورنةةةةةةو و فةةةةةةي هةةةةةةذا المجةةةةةةال ن ةةةةةةح كورنةةةةةةو   للأبحاثةةةةةةمأبحاثةةةةةةم

هةةذا العةةالم الةةذي هةةو مةةن جهةةة أخةةرى  ةةاحب الأعمةةال التةةي هةةذا العةةالم الةةذي هةةو مةةن جهةةة أخةةرى  ةةاحب الأعمةةال التةةي و و   للالاقت ةةادالاقت ةةاد فةةي ميةةدانفةةي ميةةدان الاحتمةةالاتالاحتمةةالات
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و بأعمةال متنوعةة و بأعمةال متنوعةة   Walrasأخةرى لعالم الاقت ةةةةاد الشةهير أخةرى لعالم الاقت ةةةةاد الشةهير   ببحوثببحوثت ورت أكثر بفضل تدعيمها ت ورت أكثر بفضل تدعيمها 
  .. Paretoللعالم للعالم 

يسةةةةةةةةةةةةمى الاقت ةةةةةةةةةةةةاد يسةةةةةةةةةةةةمى الاقت ةةةةةةةةةةةةاد ماماو و أأالقيةةةةةةةةةةةةاس الاقت ةةةةةةةةةةةةادي القيةةةةةةةةةةةةاس الاقت ةةةةةةةةةةةةادي علةةةةةةةةةةةةم علةةةةةةةةةةةةم  و فةةةةةةةةةةةةي السةةةةةةةةةةةةنوات الأخيةةةةةةةةةةةةرة بةةةةةةةةةةةةيّنو فةةةةةةةةةةةةي السةةةةةةةةةةةةنوات الأخيةةةةةةةةةةةةرة بةةةةةةةةةةةةيّن  
قةةد تحولةةت إلةةى قةةد تحولةةت إلةةى  (Game theory)الالعةةاب الالعةةاب أن مةةا تسةةمى بةةةنظرية أن مةةا تسةةمى بةةةنظرية  (Econometrics) ييالقياسةالقياسة

نظريةةةة رياضةةةية يمكةةةن اسةةةتعمالها فةةةي دراسةةةة السةةةلوكيات الاقت ةةةاديةل وبةةةذلن و بعةةةد تةةةأخر كبيةةةرل نظريةةةة رياضةةةية يمكةةةن اسةةةتعمالها فةةةي دراسةةةة السةةةلوكيات الاقت ةةةاديةل وبةةةذلن و بعةةةد تةةةأخر كبيةةةرل 
 الاقت ةةةةةةةةةةةةةةةةاد السياسةةةةةةةةةةةةةةةةي.الاقت ةةةةةةةةةةةةةةةةاد السياسةةةةةةةةةةةةةةةةي. نفسةةةةةةةةةةةةةةةةم فةةةةةةةةةةةةةةةةي بةةةةةةةةةةةةةةةةرامج معاهةةةةةةةةةةةةةةةةدنفسةةةةةةةةةةةةةةةةم فةةةةةةةةةةةةةةةةي بةةةةةةةةةةةةةةةةرامج معاهةةةةةةةةةةةةةةةةد علةةةةةةةةةةةةةةةةم الاحتمةةةةةةةةةةةةةةةةالاتعلةةةةةةةةةةةةةةةةم الاحتمةةةةةةةةةةةةةةةةالات فةةةةةةةةةةةةةةةةرىفةةةةةةةةةةةةةةةةرى

لمدة تقارب القرن و الن فل فقةد لمدة تقارب القرن و الن فل فقةد   أهملتأهملتالتي التي و و  راء الناخبينراء الناخبينآآسبر سبر  عنعن (( كونودكراتكونودكرات))أما أعمال أما أعمال 
لمعرفةةة الاتجةال العةام للنةةاخبين لمعرفةةة الاتجةال العةام للنةةاخبين  الاحتمةالاتالاحتمةالات وو الإح ةاءالإح ةاء أكةدت للجميةع اليةةوم حتميةة التوجةم لعلمةةيأكةدت للجميةع اليةةوم حتميةة التوجةم لعلمةةي

يمكةةةن الةةةتكهن وفةةةي إ ةةةار محةةةدود يمكةةةن الةةةتكهن وفةةةي إ ةةةار محةةةدود   إذإذمةةةنهم تاختةةةار بشةةةكل علمةةةي و دقيةةةقل مةةةنهم تاختةةةار بشةةةكل علمةةةي و دقيةةةقل  نةةةةنةةةةييعع راءراءإثةةةر سةةةبر لآإثةةةر سةةةبر لآ
و فيمةا و فيمةا   للة بعةد الانتهةاء مةن الاقتةراعة بعةد الانتهةاء مةن الاقتةراعومدروس بمختلةف النسةب التةي سيتح ةل عليهةا لحظةات قليلةومدروس بمختلةف النسةب التةي سيتح ةل عليهةا لحظةات قليلة

  تتقةد فرضةقةد فرضة الاحتمةالاتالاحتمةالات فيهال فةإن علةمفيهال فةإن علةم و بحسن اتخاذ القراراتو بحسن اتخاذ القرارات ق التسييرق التسييرائائو ب ر و ب ر  يتعلق بالسياسةيتعلق بالسياسة
إذا مةةةا كةةةان التحضةةةير إذا مةةةا كةةةان التحضةةةير لاسةةةيما لاسةةةيما و و  الةةديمقرا يات الغربيةةةةالةةديمقرا يات الغربيةةةة  علةةةى أ ةةةحاب القةةةرار فةةةي مختلةةةفعلةةةى أ ةةةحاب القةةةرار فةةةي مختلةةةف  ااقواعةةدهقواعةةده
رات رات لنجةاح متعلقةا بحسةن ت ةور التغيةلنجةاح متعلقةا بحسةن ت ةور التغيةمع عامل الزمنل وعندئذ يكون امع عامل الزمنل وعندئذ يكون ا  ردي ردي مرتب ا بشكلمرتب ا بشكل للقرارللقرار

فالاقت ادي و السياسةي والاسةتراتيجي فةي مختلةف الميةادين يجةد فالاقت ادي و السياسةي والاسةتراتيجي فةي مختلةف الميةادين يجةد   للالمستقبلية للوضعيات الحاضرةالمستقبلية للوضعيات الحاضرة
تكةةون عمومةةةا تكةةون عمومةةةا    موضةةوعةموضةةوعة نفسةةم مضةة را للاختيةةار بةةين عةةةدة سةةبل للتحةةرن و هةةذا أمةةام أكثةةةر مةةننفسةةم مضةة را للاختيةةار بةةين عةةةدة سةةبل للتحةةرن و هةةذا أمةةام أكثةةةر مةةن

في مةةةةةةن مقةةةةةةةدار في مةةةةةةن مقةةةةةةةدار متغيةةةةةةرة و بشةةةةةةكل مسةةةةةةتمر مةةةةةةع الةةةةةةزمن ممةةةةةةةةا يجعلةةةةةةم غيةةةةةةر متةةةةةةيقن بالقةةةةةةدر الكةةةةةةامتغيةةةةةةرة و بشةةةةةةكل مسةةةةةةتمر مةةةةةةع الةةةةةةزمن ممةةةةةةةةا يجعلةةةةةةم غيةةةةةةر متةةةةةةيقن بالقةةةةةةدر الكةةةةةةا
و لهذا يتفق العلماء المعا رون على أن كل و لهذا يتفق العلماء المعا رون على أن كل   للتبدأ نتائج قراراتم بالظهورتبدأ نتائج قراراتم بالظهور  حيثحيث الموضوعاتالموضوعات تغيرتغير

لةةعلم لةةعلم  وو لةةةلرياضياتلةةةلرياضيات  لابد أن ياركَّز فيم على التثمين الحقيقي و الفعاللابد أن ياركَّز فيم على التثمين الحقيقي و الفعال   ريقة أو اسلوب ريقة أو اسلوبنجاح لأية نجاح لأية 
 خ و ا.خ و ا. الاحتمالاتالاحتمالات

مةةةةن الحلةةةةول المتاحةةةةة مةةةةن الحلةةةةول المتاحةةةةة  حةةةةلحةةةةل  رة باختيةةةةار رة باختيةةةةاريكمةةةةن فةةةةي المخةةةةايكمةةةةن فةةةةي المخةةةةا مسةةةةألة قةةةةرارمسةةةةألة قةةةةرار حةةةةلحةةةةل وخلا ةةةة القةةةةول  أنوخلا ةةةة القةةةةول  أن
يعلم ضمنيا أن كل قةرار يتخةذل لابةد أن يغيّةر  م ةير المقابلةة و يعلم ضمنيا أن كل قةرار يتخةذل لابةد أن يغيّةر  م ةير المقابلةة و  يفعل لاعب الش رنج الذييفعل لاعب الش رنج الذي كةةماكةةما

  هةةو الم ةةير الةةذي يتوقةةف بةةدورل علةةى قةةرارات الخ ةةم التةةي تبقةةى فةةي أغلةةب الأحيةةان مفترضةةة.هةةو الم ةةير الةةذي يتوقةةف بةةدورل علةةى قةةرارات الخ ةةم التةةي تبقةةى فةةي أغلةةب الأحيةةان مفترضةةة.
همةةة للةةتحكم فةةي الأحةةداث همةةة للةةتحكم فةةي الأحةةداث ممة ة و فةةي هةةذا المجةةال  ةةور العلمةةاء منةةذ عهةةد قريةةب جةةدا أدوات رياضةةيو فةةي هةةذا المجةةال  ةةور العلمةةاء منةةذ عهةةد قريةةب جةةدا أدوات رياضةةي

الةةذي ارتةةةب  أساسةةا بةةةالحرب العالميةةةة الةةذي ارتةةةب  أساسةةا بةةةالحرب العالميةةةة   (Operation research)  بحةةوث العمليةةةاتبحةةوث العمليةةةات نةةذكر منهةةةانةةذكر منهةةةا
التنظةةةةةيم التنظةةةةةيم  العوامةةةةةل الأساسةةةةةية التةةةةةي تةةةةةدخل فةةةةةي مسةةةةةائلالعوامةةةةةل الأساسةةةةةية التةةةةةي تةةةةةدخل فةةةةةي مسةةةةةائل اخضةةةةةاعاخضةةةةةاع الثانيةةةةةة و الةةةةةذي مةةةةةن خلالةةةةةم تةةةةةمّ الثانيةةةةةة و الةةةةةذي مةةةةةن خلالةةةةةم تةةةةةمّ 

علةةةةةةةةةةم علةةةةةةةةةةم  ويوظةةةةةةةةةةف البحةةةةةةةةةةث العمليةةةةةةةةةةاتيويوظةةةةةةةةةةف البحةةةةةةةةةةث العمليةةةةةةةةةةاتي  للللرياضةةةةةةةةةةياتللرياضةةةةةةةةةةيات  ال ةةةةةةةةةةناعيال ةةةةةةةةةةناعي وو الاقت ةةةةةةةةةةاديالاقت ةةةةةةةةةةادي وو العسةةةةةةةةةةكريالعسةةةةةةةةةةكري
تمثةل المةدن أو الم ةانع تمثةل المةدن أو الم ةانع   إذإذ   عدة مفاهيةم رياضية حديثةةة كنظريةة البيانةاتعدة مفاهيةم رياضية حديثةةة كنظريةة البيانةات  فضلا عنفضلا عن تتالاحتمالاالاحتمالا

 بالأسةةةةةةةةهم.بالأسةةةةةةةةهم. أوأو بق ةةةةةةةةع المسةةةةةةةةتقيماتبق ةةةةةةةةع المسةةةةةةةةتقيمات العلاقةةةةةةةةات بينهةةةةةةةةاالعلاقةةةةةةةةات بينهةةةةةةةةا كمةةةةةةةةا تمثةةةةةةةةلكمةةةةةةةةا تمثةةةةةةةةل أو مراحةةةةةةةةل الإنتةةةةةةةةاج بةةةةةةةةالنق أو مراحةةةةةةةةل الإنتةةةةةةةةاج بةةةةةةةةالنق 
 Process Evaluation andبعمليةةة التقةةويم واسةةتعراى المهةةامبعمليةةة التقةةويم واسةةتعراى المهةةام ال ريقةةة المسةةماةال ريقةةة المسةةماة  ددو تعةةةةو تعةةةة

Review Tasks  و اخت ةةارا و اخت ةةارا- P.E.R.T -   ق التنظيميةة فةةي برمجةةة مختلةةف ق التنظيميةة فةةي برمجةةة مختلةةف ائةةائةةمةن أهةةم ال ر مةن أهةةم ال ر
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فمةةثلا فمةةثلا   للتم عمليةةة مراقبةةة الإنجةةاز منهجيةةةاتم عمليةةة مراقبةةة الإنجةةاز منهجيةةةاالوظةةائف التةةي يحتاجهةةا كةةل مشةةروع ذي أهميةةة حيةةث تةةالوظةةائف التةةي يحتاجهةةا كةةل مشةةروع ذي أهميةةة حيةةث تةة
فةةي هةةذا الميةةدان فةةي هةةذا الميةةدان   يهةةتميهةةتم  إذإذيمكةةن للمخت ةةين أن يتةةابعوا و أن يسةةيّروا المخةةزون يمكةةن للمخت ةةين أن يتةةابعوا و أن يسةةيّروا المخةةزون  P.E.R.Tب ريقةةةةب ريقةةةة

تسويقها وفقدانها تسويقها وفقدانها   ةةدة التموين و كذلن ثمن تخزينها و مددة التموين و كذلن ثمن تخزينها و مدال لب على السلعة و التموين بها و إعاال لب على السلعة و التموين بها و إعابب
ة الأكيدة في مراقبة مختلف الأجهزة من حيةث فقةدان القيمةة و التلكةل و ة الأكيدة في مراقبة مختلف الأجهزة من حيةث فقةدان القيمةة و التلكةل و ققالدالد  لفضلا عنلفضلا عنفي السوقفي السوق
ق رياضةةةةية تفرضةةةةها ق رياضةةةةية تفرضةةةةها ائةةةةائةةةةيةةةةتم كةةةةل هةةةةذا ب ر يةةةةتم كةةةةل هةةةةذا ب ر و و تحديةةةةد قيمةةةةة الاسةةةةتثمارات الملائمةةةةة تحديةةةةد قيمةةةةة الاسةةةةتثمارات الملائمةةةةة     مةةةةن ثةةةةممةةةةن ثةةةةمالتجديةةةةد و التجديةةةةد و 

  باستمرار الظاهرة الاقت ادية.باستمرار الظاهرة الاقت ادية.
 
 ق بين الرياضيات الاقتصادية والاقتصاد الرياضيق بين الرياضيات الاقتصادية والاقتصاد الرياضيالفرالفر
الةةرغم مةةن ان الارتبةةا  بةةين المفهةةومين هةةو ارتبةةا  وثيةةق غيةةر ان كةةلا منهمةةا يتميةةز عةةن الةةرغم مةةن ان الارتبةةا  بةةين المفهةةومين هةةو ارتبةةا  وثيةةق غيةةر ان كةةلا منهمةةا يتميةةز عةةن علةةى علةةى     
تتنةةاول الرياضةةيات الاقت ةةادية تتنةةاول الرياضةةيات الاقت ةةادية   ل إذ ل إذ خةةر فةةي مجموعةةة مةةن المفةةاهيم والاهةةداف و ريقةةة التنةةاولخةةر فةةي مجموعةةة مةةن المفةةاهيم والاهةةداف و ريقةةة التنةةاولالآالآ

ق الرياضةةية التةةي ق الرياضةةية التةةي ائةةائةةة الاقت ةةاد( مختلةةف ال ر ة الاقت ةةاد( مختلةةف ال ر وليةةة ل لبةةوليةةة ل لبةة)والتةةي ينبغةةي ان تع ةةى فةةي المراحةةل الأ)والتةةي ينبغةةي ان تع ةةى فةةي المراحةةل الأ
دون الةدخول فةي تعقيةدات دون الةدخول فةي تعقيةدات مةن مةن تساعد ال الةب فةي فهةم السةلون الاقت ةادي للمتغيةرات الاقت ةادية تساعد ال الةب فةي فهةم السةلون الاقت ةادي للمتغيةرات الاقت ةادية 

ان المرحلة الاولى تت لب مسةتوى معينةا مةن التحليةل الاقت ةادي ان المرحلة الاولى تت لب مسةتوى معينةا مةن التحليةل الاقت ةادي   إذإذق الرياضية وتشابكاتها ق الرياضية وتشابكاتها ائائال ر ال ر 
ق ق ائةائةالمرحلة ل فضلا عن ان التوسع في ال ر المرحلة ل فضلا عن ان التوسع في ال ر يتناسب ومستوى مادة الاقت اد التي تع ى في هذل يتناسب ومستوى مادة الاقت اد التي تع ى في هذل 

يعتمد عليم يعتمد عليم   ااساسساسأأالرياضية بما يخدم الاقت اد قد يخرج المادة من اهدافها عليم تبقى الرياضيات الرياضية بما يخدم الاقت اد قد يخرج المادة من اهدافها عليم تبقى الرياضيات 
يةا يةا أأفي وضع ال الب على ال ريةق ال ةحيح فةي تفسةير السةلون الاقت ةادي للظةواهر الاقت ةادية في وضع ال الب على ال ريةق ال ةحيح فةي تفسةير السةلون الاقت ةادي للظةواهر الاقت ةادية 

 كانت.كانت.
نمةةةوذج نمةةةوذج أأال ريقةةةة التةةةي يقةةةوم الاقت ةةةادي بهةةةا ببنةةةاء ال ريقةةةة التةةةي يقةةةوم الاقت ةةةادي بهةةةا ببنةةةاء مةةةا فيمةةةا يتعلةةةق بالاقت ةةةاد الرياضةةةي فهةةةو مةةةا فيمةةةا يتعلةةةق بالاقت ةةةاد الرياضةةةي فهةةةو أأ      

اقت ادي نظري مبتدئين بالفروى ثم العلاقات الرياضية ثم المعالجة الرياضية التي تو ةلنا الةى اقت ادي نظري مبتدئين بالفروى ثم العلاقات الرياضية ثم المعالجة الرياضية التي تو ةلنا الةى 
النتائج النظرية المتوخاةل ومن ال بيعي ان تكون النتائج النظرية التي نح ل عليها من المعالجةة النتائج النظرية المتوخاةل ومن ال بيعي ان تكون النتائج النظرية التي نح ل عليها من المعالجةة 

نمةةةوذج. نمةةةوذج. للأللأروى التةةةي ترتكةةةز عليهةةةا العلاقةةةات الرئيسةةةة روى التةةةي ترتكةةةز عليهةةةا العلاقةةةات الرئيسةةةة الرياضةةةية معتمةةةدة علةةةى مةةةدى واقعيةةةة الفةةةالرياضةةةية معتمةةةدة علةةةى مةةةدى واقعيةةةة الفةةة
كمةن فةي كمةن فةي ييوتجدر الاشارة الى ان الفرق الجوهري بين الرياضيات الاقت ادية والاقت ةاد الرياضةي وتجدر الاشارة الى ان الفرق الجوهري بين الرياضيات الاقت ادية والاقت ةاد الرياضةي 

دراسةةةة ظةةةواهر اقت ةةةادية معقةةةدة ونمةةةاذج متقدمةةةة ي ةةةعب علةةةى المبتةةةدئين فةةةي دراسةةةة ظةةةواهر اقت ةةةادية معقةةةدة ونمةةةاذج متقدمةةةة ي ةةةعب علةةةى المبتةةةدئين فةةةي   يتنةةةاوليتنةةةاولان الثةةةاني ان الثةةةاني 
ذج المعقةةةدة ان يتسةةةلحوا بمقةةةدار وافةةةي مةةةن المعرفةةةة ذج المعقةةةدة ان يتسةةةلحوا بمقةةةدار وافةةةي مةةةن المعرفةةةة الاقت ةةةاد تناولهةةةال لةةةذا ينبغةةةي للمت ةةةدين للنمةةةاالاقت ةةةاد تناولهةةةال لةةةذا ينبغةةةي للمت ةةةدين للنمةةةا

الرياضية فضلا عن المعرفة الاقت ادية والتي سوف يتعرف عليهةا ال الةب فةي المراحةل المتقدمةة الرياضية فضلا عن المعرفة الاقت ادية والتي سوف يتعرف عليهةا ال الةب فةي المراحةل المتقدمةة 
 من الدراسة ونعني بها المراحل الثالثة والرابعة.من الدراسة ونعني بها المراحل الثالثة والرابعة.
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 اسباب استخدام الاقتصاد الرياضياسباب استخدام الاقتصاد الرياضي
لاقت ةةةادي لةةةم مةةةايبررل فهةةةو يتمتةةةع بمزايةةةا مهمةةةة لاقت ةةةادي لةةةم مةةةايبررل فهةةةو يتمتةةةع بمزايةةةا مهمةةةة ن اسةةةتخدام الاسةةةلوب الرياضةةةي فةةةي التحليةةةل ان اسةةةتخدام الاسةةةلوب الرياضةةةي فةةةي التحليةةةل اإإ      

تجعلةةم مهيئةةا لمعالجةةة المشةةاكل الاقت ةةادية المعقةةدة ووضةةعها ب ةةيح رياضةةية تسةةهل الحةةل ل ومةةن تجعلةةم مهيئةةا لمعالجةةة المشةةاكل الاقت ةةادية المعقةةدة ووضةةعها ب ةةيح رياضةةية تسةةهل الحةةل ل ومةةن 
 -اهم هذل المزايا :اهم هذل المزايا :

لةةم امكانيةةة كبيةةرة فةةي تحليةةل النتةةائج المتح ةةل عليهةةا بسةةبب تحديةةدل للفةةروى التةةي يةةتم لةةم امكانيةةة كبيةةرة فةةي تحليةةل النتةةائج المتح ةةل عليهةةا بسةةبب تحديةةدل للفةةروى التةةي يةةتم  ..11
 نموذج.نموذج.الأالأاعتمادها في بناء اعتمادها في بناء 

التعامةةةل مةةةع عةةةدد كبيةةةر مةةةن المتغيةةةرات الاقت ةةةادية التةةةي تتضةةةمنها بعةةةى التعامةةةل مةةةع عةةةدد كبيةةةر مةةةن المتغيةةةرات الاقت ةةةادية التةةةي تتضةةةمنها بعةةةى   يسةةةاعدنا فةةةييسةةةاعدنا فةةةي ..22
البيانيةة والو ةفية فةي البيانيةة والو ةفية فةي ككق الاخةرى ق الاخةرى ائةائةالظواهر الاقت ادية ل وبذلن يكةون متفوقةا علةى ال ر الظواهر الاقت ادية ل وبذلن يكةون متفوقةا علةى ال ر 

التحليل التي تقت ر في تحليلها احيانةا علةى متغيةرين او ثلاثةة واحيانةا علةى متغيةر واحةد التحليل التي تقت ر في تحليلها احيانةا علةى متغيةرين او ثلاثةة واحيانةا علةى متغيةر واحةد 
هةةد والوقةةت اللازمةةين لحةةل المشةةكلات الاقت ةةادية هةةد والوقةةت اللازمةةين لحةةل المشةةكلات الاقت ةةادية فقةة ل وهةةو بهةةذل الميةةزة سةةوف يقلةةل الجفقةة ل وهةةو بهةةذل الميةةزة سةةوف يقلةةل الج

 فضلا عن الدقة في التحليل.فضلا عن الدقة في التحليل.
الدقةةة والوضةةوح والايجةةاز فةةي التعبيةةر عةةن النظريةةات الاقت ةةادية وعةةرى العلاقةةات بةةين الدقةةة والوضةةوح والايجةةاز فةةي التعبيةةر عةةن النظريةةات الاقت ةةادية وعةةرى العلاقةةات بةةين  ..33

 المتغيرات الاقت ادية.المتغيرات الاقت ادية.
تجنب الافتراضات الضةمنية التةي ي ةعب اكتشةافها وجعلهةا اكثةر  ةراحة والمسةاهمة فةي تجنب الافتراضات الضةمنية التةي ي ةعب اكتشةافها وجعلهةا اكثةر  ةراحة والمسةاهمة فةي  ..44

اد القياسةةةةةي الةةةةةذي يت لةةةةةب ت بيقةةةةةم  ةةةةةياغة النظريةةةةةات والعلاقةةةةةات اد القياسةةةةةي الةةةةةذي يت لةةةةةب ت بيقةةةةةم  ةةةةةياغة النظريةةةةةات والعلاقةةةةةات ت بيةةةةةق علةةةةةم الاقت ةةةةةت بيةةةةةق علةةةةةم الاقت ةةةةة
 الاقت ادية باسلوب رياضي.الاقت ادية باسلوب رياضي.

سةةهل عمليةةة المعالجةةة والتحليةةل ب ةةرف سةةهل عمليةةة المعالجةةة والتحليةةل ب ةةرف يي  لةةذيلةةذيالتقةةدم المةةذهل فةةي الحاسةةبات الالكترونيةةة االتقةةدم المةةذهل فةةي الحاسةةبات الالكترونيةةة ا ..55
 ..وغيرهاوغيرهاالنظر عن عدد المتغيرات او تعدد العلاقات النظر عن عدد المتغيرات او تعدد العلاقات 

 ائية.ائية.تعدد وتنوع وتوافر برامج الحاسوب الرياضية منها والاح تعدد وتنوع وتوافر برامج الحاسوب الرياضية منها والاح  ..66
  

 محاذير استخدام الاسلوب الرياضي
ان استخدامم يشوبم  إلا ،الرغم من المزايا التي يتمتع بها الاسلوب الرياضي في التحليل على  

نوع من الحذر ل فقد اشتر  الاقت اديون الرياضيون توافر شر ين اساسيين لاستخدام 
 -الرياضيات في الاقت اد هما:

الامةةةر الةةةذي يمكةةةن معةةةم التعبيةةةر عةةةن تلةةةن الظةةةواهر الامةةةر الةةةذي يمكةةةن معةةةم التعبيةةةر عةةةن تلةةةن الظةةةواهر   للقيةةةاسللقيةةةاس  قابليةةةة الظةةةواهر الاقت ةةةاديةقابليةةةة الظةةةواهر الاقت ةةةادية ..11
 برموز رياضية.برموز رياضية.  ووأأبارقام بارقام 

قابليةةة العلاقةةات بةةين الظةةواهر الاقت ةةادية الكميةةة لل ةةياغة الرياضةةية بشةةكل يمكةةن معةةم قابليةةة العلاقةةات بةةين الظةةواهر الاقت ةةادية الكميةةة لل ةةياغة الرياضةةية بشةةكل يمكةةن معةةم  ..22
 استخدام المعادلات والعلاقات الرياضية المختلفة.استخدام المعادلات والعلاقات الرياضية المختلفة.
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ل فقد ل فقد   عدةعدة  سبابسبابخالفوها وذلن لاخالفوها وذلن لا  واختلفت الاراء بين دعاة استخدام الرياضيات في الاقت اد ومنواختلفت الاراء بين دعاة استخدام الرياضيات في الاقت اد ومن
اكةةد المخةةالفون ان اسةةتخدام الرياضةةيات قةةد اسةةهم فةةي تقةةدم العلةةوم ال بيعيةةة فةةي حةةين ان الاقت ةةاد اكةةد المخةةالفون ان اسةةتخدام الرياضةةيات قةةد اسةةهم فةةي تقةةدم العلةةوم ال بيعيةةة فةةي حةةين ان الاقت ةةاد 
علم انساني وان تضمن عوامل كميةة فانةم يتضةمن عوامةل اخةرى ي ةعب قياسةها او تقةديرها كميةا علم انساني وان تضمن عوامل كميةة فانةم يتضةمن عوامةل اخةرى ي ةعب قياسةها او تقةديرها كميةا 

رياضةةية واشةةاروا الةةى ان لغةةة رياضةةية واشةةاروا الةةى ان لغةةة اعترضةةوا علةةى اسةةتخدام لغةةة الرمةةوز المسةةتخدمة فةةي النمةةاذج الاعترضةةوا علةةى اسةةتخدام لغةةة الرمةةوز المسةةتخدمة فةةي النمةةاذج ال  كمةةاكمةةا
الرمةةةوز فقيةةةرة لانهةةةا دقيقةةةة جةةةدا ل فةةةي حةةةين ان اللغةةةة الو ةةةفية الادبيةةةة وان كانةةةت غامضةةةة وغيةةةر الرمةةةوز فقيةةةرة لانهةةةا دقيقةةةة جةةةدا ل فةةةي حةةةين ان اللغةةةة الو ةةةفية الادبيةةةة وان كانةةةت غامضةةةة وغيةةةر 

ومةةةن الممكةةةةن ايجةةةاز الانتقةةةةادات الموجهةةةة للاقت ةةةةاد ومةةةن الممكةةةةن ايجةةةاز الانتقةةةةادات الموجهةةةة للاقت ةةةةاد   لل ةةةريحة احيانةةةا لكنهةةةةا واسةةةعة وغنيةةةةة جةةةدا ةةةريحة احيانةةةا لكنهةةةةا واسةةةعة وغنيةةةةة جةةةدا
 -و الاتي:و الاتي:الرياضي بشكل خاص ولاستخدام الرياضيات في التحليل الاقت ادي على النحالرياضي بشكل خاص ولاستخدام الرياضيات في التحليل الاقت ادي على النح

وجود فجوة بين الاقت اديين الرياضيين وقدماء الاقت اديين الو فيين بسبب عدم تمكن وجود فجوة بين الاقت اديين الرياضيين وقدماء الاقت اديين الو فيين بسبب عدم تمكن  ..11
الو ةةفيين او ا لاعهةةم علةةى الاسةةاليب الرياضةةية الكافيةةة حتةةى مةةع تحةةول علةةم الاقت ةةاد الو ةةفيين او ا لاعهةةم علةةى الاسةةاليب الرياضةةية الكافيةةة حتةةى مةةع تحةةول علةةم الاقت ةةاد 

 وبشكل واسع الى الاسلوب الرياضي والكمي.وبشكل واسع الى الاسلوب الرياضي والكمي.
فةةي الاسةةلوب الرياضةةي فةةي الاسةةلوب الرياضةةي   وقةةوع بعةةى الاقت ةةاديين تحةةت تةةأثير ال ةةابع الرياضةةي والاغةةراقوقةةوع بعةةى الاقت ةةاديين تحةةت تةةأثير ال ةةابع الرياضةةي والاغةةراق ..22

 لا وسيلة وليست غاية.لا وسيلة وليست غاية.إإبينما الاساليب الرياضية لا تستخدم بينما الاساليب الرياضية لا تستخدم 
المتغيةةةرات والظةةةواهر الاقت ةةةادية غيةةةر قابلةةةة للقيةةةاس الكمةةةي ممةةةا ي ةةةعب المتغيةةةرات والظةةةواهر الاقت ةةةادية غيةةةر قابلةةةة للقيةةةاس الكمةةةي ممةةةا ي ةةةعب   بعةةةىبعةةةىهنةةةان هنةةةان  ..33

  ياغتها في شكل رياضي. ياغتها في شكل رياضي.
لا يفةةرق الاقت ةةاد الرياضةةي بةةين الحةةل الرياضةةي النةةاتج عةةن ال ةةياغة الرياضةةية للنظريةةة لا يفةةرق الاقت ةةاد الرياضةةي بةةين الحةةل الرياضةةي النةةاتج عةةن ال ةةياغة الرياضةةية للنظريةةة  ..44

 والحل الممكن تحقيقم اقت اديا وسياسيا واجتماعيا وانسانيا.والحل الممكن تحقيقم اقت اديا وسياسيا واجتماعيا وانسانيا.  الاقت اديةالاقت ادية
ن معظةةم الاقت ةةاديين يةةؤمن ن معظةةم الاقت ةةاديين يةةؤمن أألا لا إإالانتقةةادات الموجهةةة للاقت ةةاد الرياضةةي الانتقةةادات الموجهةةة للاقت ةةاد الرياضةةي   علةةى الةةرغم مةةن هةةذلعلةةى الةةرغم مةةن هةةذلو و 

في فهم النظرية الاقت ادية واثبات اسسها وافتراضاتها ومدلولاتها في فهم النظرية الاقت ادية واثبات اسسها وافتراضاتها ومدلولاتها   بارزا  بارزا    باهميتم الكبيرة وان لم دورا  باهميتم الكبيرة وان لم دورا  
 في التحليل.في التحليل.  فضلا عن استخدامهافضلا عن استخدامها

 
 الرياضي والاقتصاد القياسيالرياضي والاقتصاد القياسيالاقتصاد الاقتصاد 

Mathematical Economics & Econometrics  
)) ان الدور الاساس للاقت اد القياسي هو التقةدير والاختبةار )) ان الدور الاساس للاقت اد القياسي هو التقةدير والاختبةار   (Johnston)لاقت ادي لاقت ادي اا  يقوليقول      

ذج ذج نمةةو نمةةو الأالأفةةي تحديةةد او تو ةةيف فةةي تحديةةد او تو ةةيف     ولا  ولا  أأالاح ةةائي للنمةةاذج الاقت ةةادية(( ل ويتمثةةل هةةذا الةةدور ل الاح ةةائي للنمةةاذج الاقت ةةادية(( ل ويتمثةةل هةةذا الةةدور ل 
فةةي تجميةةع البيانةةات الاح ةةائية ذات العلاقةةة بةةالمتغيرات التةةي فةةي تجميةةع البيانةةات الاح ةةائية ذات العلاقةةة بةةالمتغيرات التةةي   وثانيةةا  وثانيةةا    للالاقت ةةادي بشةةكل رياضةةيالاقت ةةادي بشةةكل رياضةةي

فةةي اسةةتخدام البيانةةات التةةي تةةم تجميعهةةا لتقةةدير معةةالم او ثوابةةت فةةي اسةةتخدام البيانةةات التةةي تةةم تجميعهةةا لتقةةدير معةةالم او ثوابةةت   نمةةوذج ل وثالثةةا  نمةةوذج ل وثالثةةا  الأالأتظهةةر فةةي ذلةةن تظهةةر فةةي ذلةةن 
لعشةوائية لعشةوائية نموذج الاقت ادي بعةد تحويلةم الةى شةكل قابةل للتقةدير الاح ةائي بادخةال المتغيةرات انموذج الاقت ادي بعةد تحويلةم الةى شةكل قابةل للتقةدير الاح ةائي بادخةال المتغيةرات االأالأ

نمةةوذج ) مةةن غيةةر المت ابقةةات(ل  واخيةةرا اخضةةاع العلاقةةات التةةي تةةم نمةةوذج ) مةةن غيةةر المت ابقةةات(ل  واخيةةرا اخضةةاع العلاقةةات التةةي تةةم للأللأالةةى العلاقةةات الرياضةةية الةةى العلاقةةات الرياضةةية 
نمةةةةةوذج الاقت ةةةةةادي المقةةةةةدر الةةةةةى مجموعةةةةةة مةةةةةن الاختبةةةةةارات نمةةةةةوذج الاقت ةةةةةادي المقةةةةةدر الةةةةةى مجموعةةةةةة مةةةةةن الاختبةةةةةارات الأالأتقةةةةةديرها اح ةةةةةائيا والتةةةةةي تكةةةةةون تقةةةةةديرها اح ةةةةةائيا والتةةةةةي تكةةةةةون 
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  ممأأع ع لواقلواقللنموذج المقدر اح ائيا يع ي  ورة قريبة نموذج المقدر اح ائيا يع ي  ورة قريبة الأالأالاح ائية والاقت ادية لمعرفة ما اذا كان الاح ائية والاقت ادية لمعرفة ما اذا كان 
 لا.لا.
علةةةى ذلةةةن يمكةةةن القةةةول ان الاقت ةةةاد الرياضةةةي والاقت ةةةاد القياسةةةي يتفةةةاعلان ل أي يةةةؤثر علةةةى ذلةةةن يمكةةةن القةةةول ان الاقت ةةةاد الرياضةةةي والاقت ةةةاد القياسةةةي يتفةةةاعلان ل أي يةةةؤثر   بنةةةاء  بنةةةاء      

اقت ةاديا اقت ةاديا   نموذجةا  نموذجةا  أأفالاقت ةاد الرياضةي يعةد الاقت ةاد القياسةي فالاقت ةاد الرياضةي يعةد الاقت ةاد القياسةي   للاحدهما في الاخر وبشكل متبةادلاحدهما في الاخر وبشكل متبةادل
لل موضةةع لل موضةةع للعمةةل القياسةةي يوضةةع مةةن قبةةل الاخيةةرل ومةةن الناحيةةة المبدئيةةة علةةى الاقةةللعمةةل القياسةةي يوضةةع مةةن قبةةل الاخيةةرل ومةةن الناحيةةة المبدئيةةة علةةى الاقةة  نظريةةا دلةةيلا  نظريةةا دلةةيلا  

وفةةي وفةةي   للنمةةوذج تتفةةق او تتعةةارى مةةع الواقةةع نمةةوذج تتفةةق او تتعةةارى مةةع الواقةةع الأالأالاختبةةار العملةةي لمعرفةةة مةةا اذا كانةةت نتةةائج ذلةةن الاختبةةار العملةةي لمعرفةةة مةةا اذا كانةةت نتةةائج ذلةةن 
نمةةوذج النظةةري الةةذي وضةةع موضةةع الاختبةةار نمةةوذج النظةةري الةةذي وضةةع موضةةع الاختبةةار الأالأضةةوء تلةةن النتةةائج يةةتم قبةةول او تعةةديل او رفةةى ضةةوء تلةةن النتةةائج يةةتم قبةةول او تعةةديل او رفةةى 

ن الاقت ةةاد القياسةةي والاقت ةةاد الرياضةةي شةةيئان مختلفةةان وكلاهمةةا ن الاقت ةةاد القياسةةي والاقت ةةاد الرياضةةي شةةيئان مختلفةةان وكلاهمةةا إإالعملةةي. ومةةع كةةل ماسةةبق فةةالعملةةي. ومةةع كةةل ماسةةبق فةة
 ختلف عن الرياضيات الاقت ادية.ختلف عن الرياضيات الاقت ادية.يي
ن الحديث عن الرياضيات والاقت اد الرياضي والاقت اد القياسي لابد لم ان ينحرف بنا قلةيلا ن الحديث عن الرياضيات والاقت اد الرياضي والاقت اد القياسي لابد لم ان ينحرف بنا قلةيلا إإ    

نمةةوذج تةةدخل فةةي شةةتى العلةةوم سةةةواء  نمةةوذج تةةدخل فةةي شةةتى العلةةوم سةةةواء  الأالألاسةةيما وان كلمةةة لاسةةيما وان كلمةةة و و نمةةوذج ومفهومةةم نمةةوذج ومفهومةةم الأالأالةةى الحةةديث عةةن الةةى الحةةديث عةةن 
 التف يل.التف يل.هذل الكلمة بشيء من هذل الكلمة بشيء من   نوضحنوضحوغير الكمية وحري بنا ان وغير الكمية وحري بنا ان أأالكمية الكمية 

 
      Economic Models  ::النماذج الاقتصاديةالنماذج الاقتصادية

نمةةةوذج الاقت ةةةادي العلاقةةةات الاقت ةةةادية التةةةي يةةةتم  ةةةياغتها عةةةادة ب ةةةيح رياضةةةية نمةةةوذج الاقت ةةةادي العلاقةةةات الاقت ةةةادية التةةةي يةةةتم  ةةةياغتها عةةةادة ب ةةةيح رياضةةةية الأالأيعكةةةس يعكةةةس   
ويتضةةح مةةن ويتضةةح مةةن   لللتوضةةيح اتجةةال هةةذل العلاقةةات ل وغالبةةا مايشةةار لهةةذل العلاقةةات بالمعةةادلات الهيكليةةةلتوضةةيح اتجةةال هةةذل العلاقةةات ل وغالبةةا مايشةةار لهةةذل العلاقةةات بالمعةةادلات الهيكليةةة

ل عملية وضع  ورة مبس ة وسهلة الفهةم والتحليةل ل عملية وضع  ورة مبس ة وسهلة الفهةم والتحليةل ان النماذج الاقت ادية تسهان النماذج الاقت ادية تسه  لمذكورلمذكورالتعريف االتعريف ا
زمنيةة معينةة فةي زمنيةة معينةة فةي   مةدةمةدةو نشةا  اقت ةادي محةدد خةلال و نشةا  اقت ةادي محةدد خةلال أألكيفية عمل الانش ة ضمن اقت ةاد معةين لكيفية عمل الانش ة ضمن اقت ةاد معةين 
  ورة تجريد محدد او رموز او قيم عددية. ورة تجريد محدد او رموز او قيم عددية.

    Economic Model Componentsنموذج الاقتصادي: نموذج الاقتصادي: ل ل مكونات امكونات ا
ة الاقت ادية من مجموعة مةن العنا ةر والعلاقةات ة الاقت ادية من مجموعة مةن العنا ةر والعلاقةات نموذج الاقت ادي في ضوء النظرينموذج الاقت ادي في ضوء النظريلألأيتكون ايتكون ا  

 نموذج المراد بناؤل.نموذج المراد بناؤل.للأللأالاقت ادية وال يح الهيكلية التي توضح الهيكل الاساس الاقت ادية وال يح الهيكلية التي توضح الهيكل الاساس 
                                                   Economic model Elementsنموذج الاقتصادي: نموذج الاقتصادي: ل ل عناصر اعناصر ا

   -نموذج الاقت ادي من العنا ر الاتية:نموذج الاقت ادي من العنا ر الاتية:يتكون الأيتكون الأ  
 Variablesالمتغيرات المتغيرات اولا: اولا: 
   Constantsالثوابت الثوابت ثانيا: ثانيا: 
 Parametersالمعلمات المعلمات ثالثا: ثالثا: 
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 Variablesالمتغيرات المتغيرات اولا: اولا: 
ل ل   Pنمةةةةوذج الاقت ةةةةادي أي شةةةةيء يتغيةةةةر مقةةةةدارل )قيمتةةةةم( مثةةةةل السةةةةعرنمةةةةوذج الاقت ةةةةادي أي شةةةةيء يتغيةةةةر مقةةةةدارل )قيمتةةةةم( مثةةةةل السةةةةعرلالاتمثةةةةل متغيةةةةرات اتمثةةةةل متغيةةةةرات ا    

ل ل Mل والةةةةواردات ل والةةةةواردات Xل وال ةةةةادرات ل وال ةةةةادرات ل والةةةةربح ل والةةةةربح Iالاسةةةةتثمارالاسةةةةتثمارل و ل و   Yل والانتةةةةاج ل والانتةةةةاج   Cوالتكةةةةاليف والتكةةةةاليف 
ويمكةةةةن ت ةةةةنيف المتغيةةةةرات التةةةةي يتضةةةةمنها ويمكةةةةن ت ةةةةنيف المتغيةةةةرات التةةةةي يتضةةةةمنها   للوغيرهةةةةا مةةةةن المتغيةةةةرات الاقت ةةةةادية المعروفةةةةةوغيرهةةةةا مةةةةن المتغيةةةةرات الاقت ةةةةادية المعروفةةةةة

 -نموذج الاقت ادي الى عدة انواع وكما يأتي:نموذج الاقت ادي الى عدة انواع وكما يأتي:الأالأ
: وهي المتغيرات التي يةتم تحديةد : وهي المتغيرات التي يةتم تحديةد Exogenous Variablesيرات خارجية يرات خارجية متغمتغ -  أأ

نمةةوذج ل نمةةوذج ل الأالأتم مناقشةةتها داخةةل تم مناقشةةتها داخةةل تةةتةة ة عوامةةل لةةم  ة عوامةةل لةةم اانمةةوذج بوسةةنمةةوذج بوسةةلالاقيمتهةةا مةةن خةةارج اقيمتهةةا مةةن خةةارج ا
نمةةةةوذج آخةةةةر مختلةةةةف عةةةةن نمةةةةوذج آخةةةةر مختلةةةةف عةةةةن أأ ة  ة ااوفةةةةي بعةةةةى الاحيةةةةان يةةةةتم تحديةةةةد قيمتهةةةةا بوسةةةةوفةةةةي بعةةةةى الاحيةةةةان يةةةةتم تحديةةةةد قيمتهةةةةا بوسةةةة

ة ة  ة آليةةةات خارجيةةةة قةةةد تكةةةون سياسةةةية او اجتماعيةةة ة آليةةةات خارجيةةةة قةةةد تكةةةون سياسةةةية او اجتماعيةةةاانمةةةوذج الحةةةاليل او بوسةةةنمةةةوذج الحةةةاليل او بوسةةةلألأاا
وغيرهةةا وتسةةةمى احيانةةةا بةةةالمتغيرات التحكميةةةة عنةةدما يكةةةون بالامكةةةان الةةةتحكم بهةةةا وغيرهةةا وتسةةةمى احيانةةةا بةةةالمتغيرات التحكميةةةة عنةةدما يكةةةون بالامكةةةان الةةةتحكم بهةةةا 

Variables Control وتنقسةةم المتغيةةرات الخارجيةةة بحسةةب درجةةة تاثيرهةةا فةةي . وتنقسةةم المتغيةةرات الخارجيةةة بحسةةب درجةةة تاثيرهةةا فةةي .
 -نموذج الاقت ادي الى الاتي:نموذج الاقت ادي الى الاتي:الأالأ

 وهةةةي متغيةةةرات خارجيةةةة تسةةةتخدم : وهةةةي متغيةةةرات خارجيةةةة تسةةةتخدم   متغيررررات خارجيرررة  داتيرررة تحكميرررةمتغيررررات خارجيرررة  داتيرررة تحكميرررة :
لمتغيةةةةةرات الداخليةةةةةة المسةةةةةتهدفة مثةةةةةل لمتغيةةةةةرات الداخليةةةةةة المسةةةةةتهدفة مثةةةةةل دوات للةةةةةتحكم  او التةةةةةأثير فةةةةةي ادوات للةةةةةتحكم  او التةةةةةأثير فةةةةةي اأأ

و مسةتوى سةعر و مسةتوى سةعر أأ  Gو مسةتوى الانفةاق الحكةومي و مسةتوى الانفةاق الحكةومي أأ  Tمستوى الضرائبمستوى الضرائب
 وغيرها.وغيرها.  rالفائدة الفائدة 

 وهةةةي متغيةةةرات خارجيةةةة لا تسةةةتخدم : وهةةةي متغيةةةرات خارجيةةةة لا تسةةةتخدم   متغيررررات خارجيرررة ايرررر اداتيرررةمتغيررررات خارجيرررة ايرررر اداتيرررة :
لمتغيةةرات الداخليةةة المسةةتهدفة ل وقةةد لمتغيةةرات الداخليةةة المسةةتهدفة ل وقةةد دوات للةةتحكم فةةي او التةةاثير فةةي ادوات للةةتحكم فةةي او التةةاثير فةةي اأأ

ن تكةةةةون بيئيةةةةة او اجتماعيةةةةة او ن تكةةةةون بيئيةةةةة او اجتماعيةةةةة او أأتكةةةةون ذات ابعةةةةاد غيةةةةر اقت ةةةةادية كةةةةتكةةةةون ذات ابعةةةةاد غيةةةةر اقت ةةةةادية كةةةة
 سكانية او غير ذلن.سكانية او غير ذلن.

                       
: وهةةي المتغيةةرات التةةي يةةتم : وهةةي المتغيةةرات التةةي يةةتم Endogenous Variablesمتغيرررات داخليررة  متغيرررات داخليررة   -  بب

نمةةةةةةوذج الاقت ةةةةةةادي نفسةةةةةةم عةةةةةةن  ريةةةةةةق المعةةةةةةاملات نمةةةةةةوذج الاقت ةةةةةةادي نفسةةةةةةم عةةةةةةن  ريةةةةةةق المعةةةةةةاملات لالاتحديةةةةةةد قيمتهةةةةةةا ضةةةةةةمن اتحديةةةةةةد قيمتهةةةةةةا ضةةةةةةمن ا
Coefficients   نموذجل وتنقسم المتغيرات الداخلية نموذجل وتنقسم المتغيرات الداخلية للاللال وقيم المتغيرات الخارجية ل وقيم المتغيرات الخارجية

 -الى الاتي:الى الاتي:
 وهي متغيرات يراد استهدافها او التاثير فيها.: وهي متغيرات يراد استهدافها او التاثير فيها.  متغيرات هدفيةمتغيرات هدفية : 
 لا يراد التحكم بها او التاثير فيها. : لا يراد التحكم بها او التاثير فيها. متغيرات اير هدفيةمتغيرات اير هدفية : 

 -تي:تي:نموذج الآنموذج الآالأالأوكمثال على المتغيرات الخارجية والداخلية ناخذ وكمثال على المتغيرات الخارجية والداخلية ناخذ           
MXGICY o  00 
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ل هةةةي متغيةةةرات ل هةةةي متغيةةةرات   Mل و الةةةواردات ل و الةةةواردات Yل والةةةدخل القةةةومي ل والةةةدخل القةةةومي Cنجةةةد هنةةةا ان كةةةلا مةةةن الاسةةةتهلان نجةةةد هنةةةا ان كةةةلا مةةةن الاسةةةتهلان 
فةةةةي حةةةةين يعةةةةد فةةةةي حةةةةين يعةةةةد   للداخليةةةةة يمكةةةةن تقةةةةديرها او تقييمهةةةةا مةةةةن خةةةةلال معرفتنةةةةا للمتغيةةةةرات الخارجيةةةةةداخليةةةةة يمكةةةةن تقةةةةديرها او تقييمهةةةةا مةةةةن خةةةةلال معرفتنةةةةا للمتغيةةةةرات الخارجيةةةةة

ل متغيةةرات خارجيةةة تحةةدد بفعةةل قةةوى ل متغيةةرات خارجيةةة تحةةدد بفعةةل قةةوى oXل وال ةةادرات ل وال ةةادرات oGل والانفةةاق الحكةةومي ل والانفةةاق الحكةةومي oIالاسةةتثمارالاسةةتثمار
ويلاحةظ ان المتغيةرات الخارجيةة تةؤثر فةي المتغيةرات الداخليةة ولا ويلاحةظ ان المتغيةرات الخارجيةة تةؤثر فةي المتغيةرات الداخليةة ولا   للنموذجنموذجالأالأوآليات من خارج وآليات من خارج 

 بالمتغيرات الخارجية.بالمتغيرات الخارجية.و و تتأثر ببعضها تتأثر ببعضها تتاثر بهال بينما المتغيرات الداخلية تتاثر بهال بينما المتغيرات الداخلية 
 
كما ان هنان انواعا اخرى مةن المتغيةرات قةد يحتويهةا النمةوذج الاقت ةادي يمكةن ت ةنيفها كما ان هنان انواعا اخرى مةن المتغيةرات قةد يحتويهةا النمةوذج الاقت ةادي يمكةن ت ةنيفها       

   -الاتي:الاتي:  على النحوعلى النحو
: وهةي المتغيةرات : وهةي المتغيةرات  Lagged variables المتغيررات المتبائةرة نمنيرال المتخلفرة نمنيرا المتغيررات المتبائةرة نمنيرال المتخلفرة نمنيرا . . 11

ق الشخ ةي الحةالي الةذي قةد ق الشخ ةي الحةالي الةذي قةد زمنية سابقة ل وكمثال على ذلةن الانفةازمنية سابقة ل وكمثال على ذلةن الانفةا  مدةمدةالتي تنتمي الى التي تنتمي الى 
لايعتمد على الدخل الشخ ي المتاح للانفاق في السنة الحالية فق  ل ولكن ايضةا يعتمةد لايعتمد على الدخل الشخ ي المتاح للانفاق في السنة الحالية فق  ل ولكن ايضةا يعتمةد 

الاب ةةةاء ( ل ويمكةةةن الاب ةةةاء ( ل ويمكةةةن   مةةةدةمةةةدةعلةةةى الةةةدخل الشخ ةةةي المتةةةاح للانفةةةاق فةةةي سةةةنوات سةةةابقة ) علةةةى الةةةدخل الشخ ةةةي المتةةةاح للانفةةةاق فةةةي سةةةنوات سةةةابقة ) 
 -توضيح ذلن من خلال معادلة الفروق الاتية:توضيح ذلن من خلال معادلة الفروق الاتية:

........23121 tntmtttot UYcYcYcYccC   
الاب ةةاء)التخلف( الموزعةةة ل وهنةةا تعتمةةد القيمةةة الاب ةةاء)التخلف( الموزعةةة ل وهنةةا تعتمةةد القيمةةة   مراحةةلمراحةةلنموذج نموذج أأل المعادلةةة بةةل المعادلةةة بةةوي لةةق علةةى هةةذوي لةةق علةةى هةةذ            

الحةةالي علةةى المجمةةوع المةةرجح لمتغيةةرات القيمةةة الحاليةةة والقةةيم الحةةالي علةةى المجمةةوع المةةرجح لمتغيةةرات القيمةةة الحاليةةة والقةةيم   tCالحاليةةة للمتغيةةر التةةابع الحاليةةة للمتغيةةر التةةابع 
),,(السابقة للمتغيرات المستقلة السابقة للمتغيرات المستقلة  12 ttt YYY   فضلا عن المتغيرات العشوائيةفضلا عن المتغيرات العشوائية)( tU.. 

:وهةي المتغيةرات التةي تتولةد قيمتهةا بفعةل :وهةي المتغيةرات التةي تتولةد قيمتهةا بفعةل   Random variablesالمتغيرات العشرواةية المتغيرات العشرواةية  ..22
ان المتغيةةر العشةةوائي عبةةارة عةةن حةةد ان المتغيةةر العشةةوائي عبةةارة عةةن حةةد   إذإذيحكمهةةا قةةانون احتمةةالي يحكمهةةا قةةانون احتمةةالي   بةةذلنبةةذلنعمليةةة عشةةوائية و عمليةةة عشةةوائية و 

والذي يمثل المتغيرات التةي تةؤثر فةي الانفةاق الاسةتهلاكي )كمةا فةي والذي يمثل المتغيرات التةي تةؤثر فةي الانفةاق الاسةتهلاكي )كمةا فةي   Error termالخ أ الخ أ 
 ( والتي ي عب اخذها في الاعتبار بوضوح.( والتي ي عب اخذها في الاعتبار بوضوح.ابقابقالسالسمثالنا مثالنا 

 
     Constantsثانيا: الثوابت ثانيا: الثوابت     

ل ل   bلل  cل ل   66ل ل   99ل ل   77يعةةرف الثابةةت بانةةم كميةةة او مقةةدار او رمةةز جبةةري لا تتغيةةر قيمتةةم مثةةل يعةةرف الثابةةت بانةةم كميةةة او مقةةدار او رمةةز جبةةري لا تتغيةةر قيمتةةم مثةةل       
ل وتظهةةر هةذل الثوابةةت منفةةردة فةةي ل وتظهةةر هةذل الثوابةةت منفةةردة فةةي   Interceptوهةو عكةةس المتغيةةر ويسةةمى احيانةا بثابةةت التقةةا ع وهةو عكةةس المتغيةةر ويسةةمى احيانةا بثابةةت التقةةا ع 

ل او انهةةا تظهةةر ب ةةورة مقترنةةة ل او انهةةا تظهةةر ب ةةورة مقترنةةة Absolute termويسةةمى بالحةةد الم لةةق ويسةةمى بالحةةد الم لةةق نمةةوذج الاقت ةةادي نمةةوذج الاقت ةةادي لالااا
  Slopeاو بالميةةل او بالميةةل   Coefficientsذا ظهةةرت مقترنةةة بةةالمتغيرات تسةةمى معةةاملات ذا ظهةةرت مقترنةةة بةةالمتغيرات تسةةمى معةةاملات إإفةةفةة  للبةةالمتغيراتبةةالمتغيرات

  المسةتقيم   المسةتقيم . فمةثلا معادلةة الخة. فمةثلا معادلةة الخةPبمعامةل او بميةل المتغيةر بمعامةل او بميةل المتغيةر   77فةي هةذل الحالةة يسةمى فةي هةذل الحالةة يسةمى     P7فمثلا فمثلا 
bxay    وهي دالة خ يةة مةن الدرجةة الاولةى ل بمعنةى انهةا ت بةق علةى أي خة  مسةتقيم مثةل وهي دالة خ يةة مةن الدرجةة الاولةى ل بمعنةى انهةا ت بةق علةى أي خة  مسةتقيم مثةل
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xy 4
2

1
   او اوxy 65 ل أي ان ل أي انab وهذل الثوابت او المعلمةات تكتةب وهذل الثوابت او المعلمةات تكتةب   معلمات ثابتةمعلمات ثابتةتكون تكون   ,

ل أمةا قةيم هةذل ل أمةا قةيم هةذل   Parametersنموذج الاقت ادي نموذج الاقت ادي الأالأتينية وهي معلمات تينية وهي معلمات بالرموز الانجليزية او اللابالرموز الانجليزية او اللا
المعلمات والتي هيالمعلمات والتي هي









2

1
و و 4, 5,6  في لةق عليهةا معةاملاتفي لةق عليهةا معةاملات(Coefficients)    ذل المعلمةات ذل المعلمةات وهةوهة

 نموذج الاقت ادي.نموذج الاقت ادي.الأالأالجزء الثالث من عنا ر الجزء الثالث من عنا ر   تشكلتشكل
 

 ::نموذج الاقتصادينموذج الاقتصاديلا لا العلاقات في االعلاقات في ا
نمةةةوذج الاقت ةةةادي بانهةةةا مجموعةةةة مةةةن الاليةةةات يمكةةةن اسةةةتخدامها فةةةي نمةةةوذج الاقت ةةةادي بانهةةةا مجموعةةةة مةةةن الاليةةةات يمكةةةن اسةةةتخدامها فةةةي لالاتعةةةرف العلاقةةةات فةةةي اتعةةةرف العلاقةةةات فةةةي ا    

نمةةةةوذج الاقت ةةةةادي ل وتسةةةةمى العلاقةةةةات بسةةةةلون نمةةةةوذج الاقت ةةةةادي ل وتسةةةةمى العلاقةةةةات بسةةةةلون لالاتحديةةةةد حجةةةةم التةةةةاثير المتبةةةةادل بةةةةين عنا ةةةةر اتحديةةةةد حجةةةةم التةةةةاثير المتبةةةةادل بةةةةين عنا ةةةةر ا
نموذج الاقت ادي او ديناميكية المتغيرات الاقت ةادية مةع بعضةها ل وتنةدرج تحةت هةذا العنةوان نموذج الاقت ادي او ديناميكية المتغيرات الاقت ةادية مةع بعضةها ل وتنةدرج تحةت هةذا العنةوان الأالأ

 -ت الاقت ادية منها:ت الاقت ادية منها:العلاقاالعلاقا  بعىبعى
تسةتخدم العلاقةات تسةتخدم العلاقةات : :   Behavioral Relationshipsالعلاقرات الاقتصرادية السرلوكية العلاقرات الاقتصرادية السرلوكية  ..11

السةةةةلوكية لو ةةةةف سةةةةلون الوحةةةةدات الاقت ةةةةادية كسةةةةلون المسةةةةتهلكين وسةةةةلون المنتجةةةةين السةةةةلوكية لو ةةةةف سةةةةلون الوحةةةةدات الاقت ةةةةادية كسةةةةلون المسةةةةتهلكين وسةةةةلون المنتجةةةةين 
وغيرها من سلون الوحدات الاقت ادية محل الدراسةل فمثلا لمعرفةة متوسة  ن ةيب الفةرد وغيرها من سلون الوحدات الاقت ادية محل الدراسةل فمثلا لمعرفةة متوسة  ن ةيب الفةرد 

 نجد ان:نجد ان:  Yمن الناتج المحلي من الناتج المحلي 

N

GDP
Y  

 عدد السكان .عدد السكان .  Nل و ل و   الناتج المحلي الاجماليالناتج المحلي الاجمالي: : GDPان ل ان ل   إذإذ
 
التي تشرح التي تشرح   :هي العلاقات:هي العلاقات  Technical Relationshipsالعلاقات الاقتصادية الفنية العلاقات الاقتصادية الفنية  ..22

غير آخر ل مثل العلاقة بين مستوى الانتاج من منتج غير آخر ل مثل العلاقة بين مستوى الانتاج من منتج او ت ف الارتبا  الفني لمتغير بمتاو ت ف الارتبا  الفني لمتغير بمت
مةا والمةةدخلات اللازمةة لانتةةاج هةذا المنةةتجل كالعلاقةةة التةي توضةةحها دالةة كةةوب دوكةةلاص مةا والمةةدخلات اللازمةة لانتةةاج هةذا المنةةتجل كالعلاقةةة التةي توضةةحها دالةة كةةوب دوكةةلاص 

 للانتاج.للانتاج.
 LKAQ  

  -اذ ان:     
     Q                      حجم الانتاج =A= معلمة الكفاءة 
     K          راس المال المستخدم =مرونة الانتاج بالنسبة لعن ر راس المال = 
     L                         العمل =مرونة الانتاج بالنسبة لعن ر العمل = 
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: تمثةل : تمثةل Micro & Macro Relationshipsالعلاقرات الاقتصرادية الجنةيرة والكليرة العلاقرات الاقتصرادية الجنةيرة والكليرة  ..33
العلاقةة التةي تتعلةق بالوحةدات الاقت ةادية العلاقةة التةي تتعلةق بالوحةدات الاقت ةادية   Micro Relationshipsالعلاقات الجزئية العلاقات الجزئية 

وتتنةةةاول السةةةلون الاقت ةةةادي لتلةةةن الوحةةةداتل وهةةةي قةةةد تكةةةون جزئيةةةة سةةةلوكية ل كعلاقةةةة وتتنةةةاول السةةةلون الاقت ةةةادي لتلةةةن الوحةةةداتل وهةةةي قةةةد تكةةةون جزئيةةةة سةةةلوكية ل كعلاقةةةة 
ة  لةةب المسةةتهلن علةةى سةةلعة مةةا واسةةعار ة  لةةب المسةةتهلن علةةى سةةلعة مةةا واسةةعار العةةرى وال لةةب علةةى سةةلعة معينةةة ل أي علاقةةالعةةرى وال لةةب علةةى سةةلعة معينةةة ل أي علاقةة

 -وكما موضحة بال يغة الاتية:وكما موضحة بال يغة الاتية:واسعار السلعة البديلة ودخل المستهلن واسعار السلعة البديلة ودخل المستهلن تلن السلعة تلن السلعة 
YbPbPbaQd 32211  

 -اذ ان:    
    dQ  1= الكمية الم لوبة لP 2=سعر السلعة الم لوبة لPسعر السلعة البديلة = 
     Y    دخل المستهلن   ل =),,,( 123 bbbمعلمات = 
التةةي تةةرب  بةةين التةةي تةةرب  بةةين العلاقةةات العلاقةةات : فهةةي تلةةن : فهةةي تلةةن Macro Relationships مررا العلاقررات الكليررة  مررا العلاقررات الكليررة       

د ل د ل متغيةةةرات اقت ةةةادية تت ةةةل بسةةةلون المتغيةةةرات الاقت ةةةادية العامةةةة والبنيةةةة العامةةةة للاقت ةةةامتغيةةةرات اقت ةةةادية تت ةةةل بسةةةلون المتغيةةةرات الاقت ةةةادية العامةةةة والبنيةةةة العامةةةة للاقت ةةةا
بمعنى ان العلاقات الكلية تشمل ق اعات كاملة في الاقت اد مثةل العلاقةة الكليةة للاسةتهلان بمعنى ان العلاقات الكلية تشمل ق اعات كاملة في الاقت اد مثةل العلاقةة الكليةة للاسةتهلان 
الكلةةي) القةةومي ويسةةمى احيانةةا الةةو ني( والاسةةتثمار العةةام والةةدخل القةةومي ) الةةو ني( وغيرهةةا الكلةةي) القةةومي ويسةةمى احيانةةا الةةو ني( والاسةةتثمار العةةام والةةدخل القةةومي ) الةةو ني( وغيرهةةا 

   -من العلاقات والتي منها المعادلة الهيكلية للدخل القومي:من العلاقات والتي منها المعادلة الهيكلية للدخل القومي:

irII

YcCC

GICY

o

o

o







1 

 بدورها قد تكون العلاقات الكلية فنية او سلوكية وهكذا.و     
    
: هةي العلاقةات التةي لا : هةي العلاقةات التةي لا   Static Relationships     العلاقرات الاقتصرادية السراكنة العلاقرات الاقتصرادية السراكنة . . 44        

مةن مةن يكون الزمن احد متغيراتهةا او مةؤثرا فةي تغييةر قةيم احةد المتغيةرات الداخلةة فيهةا ) أي يكون الزمن احد متغيراتهةا او مةؤثرا فةي تغييةر قةيم احةد المتغيةرات الداخلةة فيهةا ) أي 
لتعظةيم منفعةةة المسةتهلن والعلاقةةات السةةاكنة لتعظةيم منفعةةة المسةتهلن والعلاقةةات السةةاكنة   نمةوذج سةةاكننمةوذج سةةاكنااب ةةاء زمنةي ( مثةةل ب ةةاء زمنةي ( مثةةل إإ  دون مةدددون مةدد

مختلفة ل فقد تكون جزئية سلوكية او قد تكون كلية سلوكية وقد تكون جزئية فنية او كلية مختلفة ل فقد تكون جزئية سلوكية او قد تكون كلية سلوكية وقد تكون جزئية فنية او كلية 
 فنية وما الى ذلن.فنية وما الى ذلن.

: وهي تلةن العلاقةات التةي : وهي تلةن العلاقةات التةي   Dynamic Relationshipsالعلاقات الاقتصادية الحركية العلاقات الاقتصادية الحركية . . 55      
فالعلاقات المتحركةة توضةح كيفيةة فالعلاقات المتحركةة توضةح كيفيةة   متغيراتهالمتغيراتهالي احد ي احد يكون الزمن احد متغيراتها او مؤثرا فيكون الزمن احد متغيراتها او مؤثرا ف

تاثير الزمن في المتغيرات الاقت ةادية ل وتعةد هةذل العلاقةات اكثةر واقعيةة وقةد تكةون هةذل تاثير الزمن في المتغيرات الاقت ةادية ل وتعةد هةذل العلاقةات اكثةر واقعيةة وقةد تكةون هةذل 
ويمكةةةن التعبيةةةر عنهةةةا بمعةةةادلات ويمكةةةن التعبيةةةر عنهةةةا بمعةةةادلات   Continuousالعلاقةةةات متحركةةةة مسةةةتمرة او مت ةةةلة العلاقةةةات متحركةةةة مسةةةتمرة او مت ةةةلة 

ويمكةن التعبيةر ويمكةن التعبيةر   Discreteتفاضلية ل او قد تكةون علاقةات متحركةة منف ةلة او متق عةة تفاضلية ل او قد تكةون علاقةات متحركةة منف ةلة او متق عةة 
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  وفق الدالة وفق الدالة عنها بمعادلات فروق وكمثال على العلاقات الحركية التي يمكن التعبير عنها عنها بمعادلات فروق وكمثال على العلاقات الحركية التي يمكن التعبير عنها 
 الاتية:الاتية:

121  to YcYccC 
الى متوس  استهلان الفةرد مةن السةلع المنتجةة فةي السةنة الجاريةة ل فةي حةين الى متوس  استهلان الفةرد مةن السةلع المنتجةة فةي السةنة الجاريةة ل فةي حةين   Cتشير تشير   إذإذ                

الدخل النقدي الدخل النقدي   1tYالدخل النقدي الحقيقي الفردي في السنة الجارية ل بينما تشيرالدخل النقدي الحقيقي الفردي في السنة الجارية ل بينما تشير  Yتمثل تمثل 
occcفةةي السةةنة السةةابقة ل امةةا كةةلا مةةن فةةي السةةنة السةةابقة ل امةةا كةةلا مةةن  ,, وتعةةد وتعةةد   للنمةةوذج الاقت ةةادينمةةوذج الاقت ةةاديالأالأفتمثةةل معلمةةات فتمثةةل معلمةةات   12

لون متوسةة  لون متوسةة  نهةةا ت ةف سةةنهةةا ت ةف سةةسةلوكية فلأسةلوكية فلأ  حيةث كونهةةاحيةث كونهةةاهةذل العلاقةةة سةلوكية كليةةة حركيةة فمةةن هةذل العلاقةةة سةلوكية كليةةة حركيةة فمةةن 
امةةةةا كونهةةةةا علاقةةةةةة كليةةةةة فلانهةةةةةا ت ةةةةف سةةةةةلون امةةةةا كونهةةةةا علاقةةةةةة كليةةةةة فلانهةةةةةا ت ةةةةف سةةةةةلون   للاسةةةةتهلان الفةةةةرد عنةةةةةدما يتغيةةةةر الةةةةةدخلاسةةةةتهلان الفةةةةرد عنةةةةةدما يتغيةةةةر الةةةةةدخل
امةةا كونهةةا علاقةةة حركيةةة امةةا كونهةةا علاقةةة حركيةةة   لللمسةةتهلن واحةةدلمسةةتهلن واحةةد  ا  ا  و ةةفو ةةف  تتالمسةةتهلكين فةةي المتوسةة  ككةةل وليسةةالمسةةتهلكين فةةي المتوسةة  ككةةل وليسةة

السةةةابقة السةةةابقة   لمراحةةةللمراحةةةلالحاليةةةة فحسةةةب بةةةل باالحاليةةةة فحسةةةب بةةةل با  المرحلةةةةالمرحلةةةةن المسةةةتهلكين لا يتةةةاثرون بالةةةدخل فةةةي ن المسةةةتهلكين لا يتةةةاثرون بالةةةدخل فةةةي لألأ
 ايضا.ايضا.

وهةةي العلاقةةات وهةةي العلاقةةات : :    Definitional Relationshipsتصررادية التعريفيررة تصررادية التعريفيررة . العلاقررات الاق. العلاقررات الاق66      
التي تعبر عن علاقة اقت ادية ناتجة عن تعةاريف متفةق عليهةا ل او هةي العلاقةات التةي التي تعبر عن علاقة اقت ادية ناتجة عن تعةاريف متفةق عليهةا ل او هةي العلاقةات التةي 

ذا عرفنةةةا ذا عرفنةةةا إإفةةةفةةة  للتعةةرف احةةةد المتغيةةةرات تعريفةةةا غيةةةر مشةةرو  ل أي انهةةةا معةةةادلات محاسةةةبية تعةةرف احةةةد المتغيةةةرات تعريفةةةا غيةةةر مشةةرو  ل أي انهةةةا معةةةادلات محاسةةةبية 
نم يمكننا القول ان الادخار يسةاوي نم يمكننا القول ان الادخار يسةاوي إإفف  (S)والادخاروالادخار  (C)نم يساوي الاستهلاننم يساوي الاستهلانأأبب  (Y)الدخلالدخل

 -الدخل ناق ا الاستهلان:الدخل ناق ا الاستهلان:

CYIIS

CYSSCY



 

 
: وتسةمى : وتسةمى   Organizational Relationships   . العلاقرات الاقتصرادية التنميميرة. العلاقرات الاقتصرادية التنميميرة77      

تنظيمية او تشريعية لان المجتمع هو الذي ينظمها ل وهي تستخدم لوضع متغيرات تحدد تنظيمية او تشريعية لان المجتمع هو الذي ينظمها ل وهي تستخدم لوضع متغيرات تحدد 
عات والقوانين التنظيمية في المجتمع ل وكمثةال علةى ذلةن العلاقةة عات والقوانين التنظيمية في المجتمع ل وكمثةال علةى ذلةن العلاقةة التشريالتشري  من خلالمن خلالمسبقا مسبقا 

الح ةةيلة الضةةريبية تسةةاوي الح ةةيلة الضةةريبية تسةةاوي   إذ انإذ انبةةين الح ةةيلة الضةةريبية والمبيعةةات مةةن سةةلعة معينةةة ل بةةين الح ةةيلة الضةةريبية والمبيعةةات مةةن سةةلعة معينةةة ل 
 المعامل الضريبي مضروبا في قيمة المبيعات أي ان:  المعامل الضريبي مضروبا في قيمة المبيعات أي ان:  

StTx . 
قيمةةة المبيعةةات وهةةذل العلاقةةة تعةةد تنظيميةةة قيمةةة المبيعةةات وهةةذل العلاقةةة تعةةد تنظيميةةة   Sلضةةريبي بينمةةا تمثةةل لضةةريبي بينمةةا تمثةةل المعامةةل االمعامةةل ا  tيمثةةل يمثةةل   إذإذ                

 تعريفية كلية.تعريفية كلية.
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 : :  Linear & Non Linear Relationships. العلاقات الخئية واير الخئية . العلاقات الخئية واير الخئية 88  
: تعةرف العلاقةة الخ يةة  بانهةا تلةن : تعةرف العلاقةة الخ يةة  بانهةا تلةن   Linear Relationshipsالعلاقرات الخئيرةالعلاقرات الخئيرة  -                

تظهر متغيرات هذل العلاقات في  ورة معادلات تظهر متغيرات هذل العلاقات في  ورة معادلات و و معادلتها ال يغة الخ ية ل معادلتها ال يغة الخ ية ل التي تتخذ التي تتخذ 
وهنا يمكن التمييز بةين وهنا يمكن التمييز بةين   للمن الدرجة الاولى والتي يعبر عنها بيانيا في  ورة خ  مستقيممن الدرجة الاولى والتي يعبر عنها بيانيا في  ورة خ  مستقيم

 نوعين من العلاقات الخ ية هما:نوعين من العلاقات الخ ية هما:
  العلاقررات الخئيررة البسرريئة العلاقررات الخئيررة البسرريئةSimple Linear Relationships  وهةةي تلةةن : وهةةي تلةةن :

كةون مةةن معادلةة واحةةدة معالمهةةا خ يةة وتحتةةوي علةى متغيةةرين فقةة  ل كةون مةةن معادلةة واحةةدة معالمهةةا خ يةة وتحتةةوي علةى متغيةةرين فقةة  ل العلاقةة التةةي تتالعلاقةة التةةي تت
YccCمثةةةةةل دالةةةةةة الاسةةةةةتهلان مثةةةةةل دالةةةةةة الاسةةةةةتهلان  o 1 ل وكةةةةةذلن دالةةةةةة ال لةةةةةب ل وكةةةةةذلن دالةةةةةة ال لةةةةةبbPaQd  ل ودالةةةةةة ل ودالةةةةةة

dPcQsالعرى العرى  .. 
  العلاقرات الخئيرة العامرة العلاقرات الخئيرة العامرةGeneral Linear Relationships    وتسةمى : وتسةمى :
لعةةام وتتكةةون مةةن متغيةةرين مسةةتقلين او اكثةةر ل وكلمةةا ازداد عةةدد لعةةام وتتكةةون مةةن متغيةةرين مسةةتقلين او اكثةةر ل وكلمةةا ازداد عةةدد نموذج الخ ةةي انموذج الخ ةةي االأالأبةةبةة

المتغيةةةرات كلمةةةا ا ةةةبحت العلاقةةةة اكثةةةر تعقيةةةدا ممةةةا يجعةةةل مةةةن الضةةةروري اسةةةتخدام المتغيةةةرات كلمةةةا ا ةةةبحت العلاقةةةة اكثةةةر تعقيةةةدا ممةةةا يجعةةةل مةةةن الضةةةروري اسةةةتخدام 
الم فوفات لحلها ل وتسمى ايضا العلاقات الخ يةة متعةددة المتغيةرات وكمثةال علةى الم فوفات لحلها ل وتسمى ايضا العلاقات الخ يةة متعةددة المتغيةرات وكمثةال علةى 

بةةة فيهةا علةةى سةةعر بةةة فيهةا علةةى سةةعر ذلةن معادلةةة ال لةب علةةى سةةلعة معينةة والتةةي تعتمةد الكميةةة الم لو ذلةن معادلةةة ال لةب علةةى سةةلعة معينةة والتةةي تعتمةد الكميةةة الم لو 
السلعة موضوع الدراسة ودخل المسةتهلن كمةا يمكةن اضةافة عوامةل اخةرى وسنقت ةر السلعة موضوع الدراسة ودخل المسةتهلن كمةا يمكةن اضةافة عوامةل اخةرى وسنقت ةر 

   -هنا على متغيرين مستقلين فق :هنا على متغيرين مستقلين فق :

YbPbaQd 21  
    
: هنةةا تكةةون متغيةةرات العلاقةةة : هنةةا تكةةون متغيةةرات العلاقةةة Non Linear Relationsالعلاقررات ايررر الخئيررة العلاقررات ايررر الخئيررة   -بب        

درجةةة الاولةةى ل ولا تشةةكل هةةذل العلاقةةة درجةةة الاولةةى ل ولا تشةةكل هةةذل العلاقةةة الاقت ةةادية او بعضةةها تحمةةل أسةةا اعلةةى مةةن الالاقت ةةادية او بعضةةها تحمةةل أسةةا اعلةةى مةةن ال
خ ا مستقيما ل واي علاقة مرفوعة لأس غيةر الواحةد تعةد علاقةة غيةر خ يةة ولا تمثةل خ ا مستقيما ل واي علاقة مرفوعة لأس غيةر الواحةد تعةد علاقةة غيةر خ يةة ولا تمثةل 

 دوكلاص دوكلاص   –خ ا مستقيما ل وكمثال على ذلن دالة انتاج كوب خ ا مستقيما ل وكمثال على ذلن دالة انتاج كوب 
LAKQ  
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 نموذج الاقتصادينموذج الاقتصاديل ل خئوات بناء اخئوات بناء ا
Steps of Building Economic Model     

 Descriptive Economicنمةوذج الاقت ةادي الو ةفي نمةوذج الاقت ةادي الو ةفي لالاثل هذل الخ وات امكانيةة تحويةل اثل هذل الخ وات امكانيةة تحويةل اتمتم
Model     نمةوذج اقت ةادي رياضةي نمةوذج اقت ةادي رياضةي ااالةى الةىMathematical Economic Model   وتسةمى هةذل وتسةمى هةذل

 ::  Specification of the modelنموذج نموذج لالااا  و يفو يفالخ وات بخ وات تالخ وات بخ وات ت
هنا يتم تحديد المتغيرات هنا يتم تحديد المتغيرات : و : و    Variables Determinationنموذج نموذج ل ل تحديد متغيرات اتحديد متغيرات ا ..11

 الخارجية والداخلية للظاهرة محل البحث.الخارجية والداخلية للظاهرة محل البحث.
: تعةد هةذل الخ ةوة مهمةة : تعةد هةذل الخ ةوة مهمةة   Economic Assumptionsوضع الفررو  الاقتصرادية وضع الفررو  الاقتصرادية  ..22

جةةةةدا وتعتمةةةةد علةةةةى الفةةةةروى والمع يةةةةات والنظريةةةةات الاقت ةةةةادية المعروفةةةةة لتحديةةةةد نةةةةوع جةةةةدا وتعتمةةةةد علةةةةى الفةةةةروى والمع يةةةةات والنظريةةةةات الاقت ةةةةادية المعروفةةةةة لتحديةةةةد نةةةةوع 
فمةثلا نقةول ان شةر  التةوازن فمةثلا نقةول ان شةر  التةوازن   للالعلاقة واتجال و بيعة العلاقةة بةين المتغيةرات الاقت ةادية العلاقة واتجال و بيعة العلاقةة بةين المتغيةرات الاقت ةادية 

يحةدث عنةةدما تتسةاوى الكميةةة المعروضةةة مةع الكميةةة الم لوبةةة ل او نقةول مةةثلا ان الكميةةة يحةدث عنةةدما تتسةاوى الكميةةة المعروضةةة مةع الكميةةة الم لوبةةة ل او نقةول مةةثلا ان الكميةةة 
 وهكذا.وهكذا.  (Decreasing Function)الم لوبة دالة متناق ة في السعر الم لوبة دالة متناق ة في السعر 

 Mathematical formنمرررروذج الاقتصررررادي نمرررروذج الاقتصررررادي لا لا تحديررررد الشرررركل الرياضرررري لتحديررررد الشرررركل الرياضرررري ل ..33
Determination  يةةةةةرات ونةةةةةوع العلاقةةةةةات بةةةةةين هةةةةةذل المتغيةةةةةرات يةةةةةرات ونةةةةةوع العلاقةةةةةات بةةةةةين هةةةةةذل المتغيةةةةةرات وهنةةةةةا يةةةةةتم تحديةةةةةد المتغوهنةةةةةا يةةةةةتم تحديةةةةةد المتغ

نمةوذج نمةوذج الأالأومع هةدف ومع هةدف   والمعادلات ودرجتها ومدى تجانسها واتساقها وارتبا ها مع بعضها والمعادلات ودرجتها ومدى تجانسها واتساقها وارتبا ها مع بعضها 
 الرياضي.الرياضي.

: ونعنةةي بالحةةةل الرياضةةةي : ونعنةةي بالحةةةل الرياضةةةي   Mathematical Solutionنمررروذج نمررروذج لا لا الحررل الرياضررري لالحررل الرياضررري ل ..44
د معةةادلات د معةةادلات نمةةوذج الاقت ةةادي ل وهةةذا يعتمةةد علةةى عةةدنمةةوذج الاقت ةةادي ل وهةةذا يعتمةةد علةةى عةةدالأالأايجةةاد القةةيم التةةي تحقةةق تةةوازن ايجةةاد القةةيم التةةي تحقةةق تةةوازن 

ق الرياضةةةية البسةةةي ة او ق الرياضةةةية البسةةةي ة او ائةةةائةةةنمةةةوذج وعةةةدد متغيراتهةةةا ودرجتهةةةا ويةةةتم هةةةذا باسةةةتخدام ال ر نمةةةوذج وعةةةدد متغيراتهةةةا ودرجتهةةةا ويةةةتم هةةةذا باسةةةتخدام ال ر الأالأ
 الجبر الخ ي او غيرها من الاساليب الرياضية.الجبر الخ ي او غيرها من الاساليب الرياضية.

: وهةو العةرى : وهةو العةرى    Graphical Presentationنمروذج الاقتصرادي نمروذج الاقتصرادي ل ل التمثيل البيراني لالتمثيل البيراني ل ..55
غيرين او ثلاثة فةي اق ةى حةد غيرين او ثلاثة فةي اق ةى حةد نموذج الاقت ادي أي تمثيل العلاقة بين اهم متنموذج الاقت ادي أي تمثيل العلاقة بين اهم متالبياني للأالبياني للأ

 نموذج.نموذج.الأالأمما يساعد في تبسي  فهم تركيب مما يساعد في تبسي  فهم تركيب 
 

 ::Types of Functions  انواع الدوال انواع الدوال 
يمكن تقسيم الةدوال يمكن تقسيم الةدوال   على وفق ذلنعلى وفق ذلنيعبر عن الدالة بشكل عام بانها علاقة بين متغيرين واكثر. و يعبر عن الدالة بشكل عام بانها علاقة بين متغيرين واكثر. و     

 -الى مجموعتين رئيستين هما:الى مجموعتين رئيستين هما:
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وهنةا يكةون المتغيةر وهنةا يكةون المتغيةر   -::   Functions of one variableالدوال ذات المتغير الواحد الدوال ذات المتغير الواحد  ..11
xfy)(التابع دالة لمتغيةر مسةتقل واحةد فقة  مثةل ال ةيغة الاتيةة: التابع دالة لمتغيةر مسةتقل واحةد فقة  مثةل ال ةيغة الاتيةة:   وتنةدرج تحةت هةذا . وتنةدرج تحةت هةذا .

 -النوع الدوال الاتية:النوع الدوال الاتية:
  الدالة الخ يةLinear Function خذ ال يغة الاتية أوتxaay 10  
  الدوال غير الخ يةNon Linear Functions و هي دوال الدرجة الثانية او :

 -تية:الدرجة الثالثة او اكثر وتاخذ ال يح الآ
: ويعبةةةر عنهةةةا بال ةةةيغة : ويعبةةةر عنهةةةا بال ةةةيغة Quadratic Functionالدالةةةة التربيعيةةةة الدالةةةة التربيعيةةةة  -  أأ

2الاتية:الاتية:

210 xaxaay .. 
تيةةةةةة: تيةةةةةة: : وتاخةةةةةذ ال ةةةةةيغة الآ: وتاخةةةةةذ ال ةةةةةيغة الآCubic Functionالدالةةةةةة التكعيبيةةةةةة الدالةةةةةة التكعيبيةةةةةة  -  بب

3

3

2

210 xaxaxaay  
 ميةةةةةة ميةةةةةة الةةةةةدوال اللوغاريتالةةةةةدوال اللوغاريتLogarithmic Functions   يمكةةةةةن كتابةةةةةة  ةةةةةيغتها : يمكةةةةةن كتابةةةةةة  ةةةةةيغتها :

::xy blog 
  الدوال الاسية الدوال الاسيةExponential Functions:يعبر عنها يال يغة الاتية:: يعبر عنها يال يغة الاتية :xby  

 
تجةدر تجةدر : :   Functions of two or more variablesالردوال ذات متغيررين او اكثرر الردوال ذات متغيررين او اكثرر   -22  

  إذإذالاقت ةةادية تكةةون ذات متغيةةرين او اكثةر كةةدوال ال لةةب والعةةرى الاقت ةةادية تكةةون ذات متغيةةرين او اكثةر كةةدوال ال لةةب والعةةرى الاشةارة الةةى ان معظةةم الةدوال الاشةارة الةةى ان معظةةم الةدوال 
عامل واحةد ل وبشةكل عةام يمكةن كتابةة ال ةيغة عامل واحةد ل وبشةكل عةام يمكةن كتابةة ال ةيغة ببيتاثر المتغير التابع بمجموعة من العوامل وليس يتاثر المتغير التابع بمجموعة من العوامل وليس 

 ::بالشكل الآتيبالشكل الآتي  العامة لهذل الدوالالعامة لهذل الدوال
),,( wzxfy  

 -تي:أما يولو عبرنا عن دالة ال لب متعددة المتغيرات فيمكن كتابتها ك
),,,( TIPPfQ yxd  

ل وعن Iل وعن الدخل yPل وعن اسعار السلع الاخرى  xPفيعبر عن سعر السلعة بالمتغير 
 .Tالاذواق 

 لى اشكال الدوال المختلفة :إتي يشير الشكل البياني الآ
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 الدالة الخ ية
 

 

 الدالة التربيعية
 

 

 



 27 

 

 الدالة التكعيبية

 

 الدالة الاسية والدالة اللوغاريتمية
 

 

 ( التمثيل البياني لاشكال الدوال المختلفة1شكل )
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   ::لى التعرف علىلى التعرف علىإإيهدف هذا الفصل يهدف هذا الفصل 
 

  نواع التوانننواع التوانن  مفهوم و مفهوم و 

 ن الجنةي والتوانن الكلين الجنةي والتوانن الكليالتوانالتوان 

  التواننالتوانن  فيفيتأثير الضراةب والاعانات الانتاجية تأثير الضراةب والاعانات الانتاجية 

 التوانن في سوق ذي سلعتين واكثرالتوانن في سوق ذي سلعتين واكثر 

 التوانن في النماذج اير الخئيةالتوانن في النماذج اير الخئية 

 استخدام المصفوفات في التوانناستخدام المصفوفات في التوانن 
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 الفصل الثاني
 تحليل التوانن في الاقتصاد

Equilibrium Analysis in Economic 
 مقدمةمقدمة

ن الحةةديث عةةن مفهةةوم التةةوازن يق ةةد منةةم تةةوازن السةةوق فةةي الاقت ةةاد وهةةو الحالةةة التةةي تكةةون ن الحةةديث عةةن مفهةةوم التةةوازن يق ةةد منةةم تةةوازن السةةوق فةةي الاقت ةةاد وهةةو الحالةةة التةةي تكةةون إإ    
ا ا فيهةةا قةةوى العةةرى وال لةةب علةةى السةةلع عنةةد وضةةع الاسةةتقرار الةةذي لايرغةةب احةةد فةةي تغييةةرل. كمةةفيهةةا قةةوى العةةرى وال لةةب علةةى السةةلع عنةةد وضةةع الاسةةتقرار الةةذي لايرغةةب احةةد فةةي تغييةةرل. كمةة

نم" رقةم لمجموعةة قةيم مةن المتغيةرات المختةارة لعلاقةة متبادلةة ومتسةقة مةع بعضةها نم" رقةم لمجموعةة قةيم مةن المتغيةرات المختةارة لعلاقةة متبادلةة ومتسةقة مةع بعضةها أأيعرف التوازن بيعرف التوازن ب
نمةةوذج الةةذي يتضةةمنها لا يعتريةةم أي نةةزوع داخلةةي نحةةو نمةةوذج الةةذي يتضةةمنها لا يعتريةةم أي نةةزوع داخلةةي نحةةو الأالأومتوافقةةة كةةلا مةةع الاخةةر الةةى درجةةة ان ومتوافقةةة كةةلا مةةع الاخةةر الةةى درجةةة ان 

  نةةةم توافةةةق رغبةةةاتنةةةم توافةةةق رغبةةةاتأأيعةةةرف بيعةةةرف ب  كمةةةاكمةةةاويعةةةرف التةةةوازن بانةةةم الثبةةةات )الاسةةةتقرار( فةةةي السةةةوق ل ويعةةةرف التةةةوازن بانةةةم الثبةةةات )الاسةةةتقرار( فةةةي السةةةوق ل   للالتغيةةةرالتغيةةةر
المنتجةةين او المسةةوقين لسةةلعة مةةا ممةةثلا بمنحنةةى العةةرى مةةع رغبةةات المسةةتهلكين ممةةثلا بمنحنةةى المنتجةةين او المسةةوقين لسةةلعة مةةا ممةةثلا بمنحنةةى العةةرى مةةع رغبةةات المسةةتهلكين ممةةثلا بمنحنةةى 

 ال لب.ال لب.
عند التعرى الى مفهوم التوازن ينبغي توضيح مفهومين من التوازن هما ل التوازن المستهدف عند التعرى الى مفهوم التوازن ينبغي توضيح مفهومين من التوازن هما ل التوازن المستهدف         

 -وغير المستهدف وكما يأتي:وغير المستهدف وكما يأتي:
 فة لمتغيةةرات اقت ةةادية فة لمتغيةةرات اقت ةةادية : هةةو محاولةةة تحقيةةق مسةةتويات معينةةة مسةةتهد: هةةو محاولةةة تحقيةةق مسةةتويات معينةةة مسةةتهدالترروانن المسررتهدفالترروانن المسررتهدف

زمنيةةةة محةةةددة او زمنيةةةة محةةةددة او   مةةةدةمةةةدةمعينةةة ل مثةةةل تحقيةةةق معةةةدل معةةةين مةةةن نمةةو الةةةدخل القةةةومي خةةةلال معينةةة ل مثةةةل تحقيةةةق معةةةدل معةةةين مةةةن نمةةو الةةةدخل القةةةومي خةةةلال 
تحقيةةةةق معةةةةدل نمةةةةو محةةةةدد فةةةةي ال ةةةةادرات او معةةةةدل محةةةةدد فةةةةي مسةةةةتويات الاسةةةةتخدام ) تحقيةةةةق معةةةةدل نمةةةةو محةةةةدد فةةةةي ال ةةةةادرات او معةةةةدل محةةةةدد فةةةةي مسةةةةتويات الاسةةةةتخدام ) 

  Optimal Equilibriumمثل مثل التوازن الأالتوازن الأببالتوظيف( ل وي لق على هذا النوع من التوازن التوظيف( ل وي لق على هذا النوع من التوازن 
 هةو الةذي ينشةأ نتيجةة تعةادل وتفاعةل القةوى الاقت ةادية وغيةر : هةو الةذي ينشةأ نتيجةة تعةادل وتفاعةل القةوى الاقت ةادية وغيةر   تهدفتهدفالتوانن اير المسالتوانن اير المس :

ل علةةةى سةةبيل المثةةةال ل علةةةى سةةبيل المثةةةال   المرجةةوةالمرجةةوةالاقت ةةادية ل ولا يحقةةق الاهةةةداف او المؤشةةرات المقترحةةةة و الاقت ةةادية ل ولا يحقةةق الاهةةةداف او المؤشةةرات المقترحةةةة و 
التةةوازن الةةذي ينشةةأ فةةي سةةوق سةةلعة معينةةة نتيجةةة تعةةادل قةةوى العةةرى وال لةةب او تةةوازن التةةوازن الةةذي ينشةةأ فةةي سةةوق سةةلعة معينةةة نتيجةةة تعةةادل قةةوى العةةرى وال لةةب او تةةوازن 

 لاستثمار.لاستثمار.الدخل القومي تحت ظروف معينة من الاستهلان واالدخل القومي تحت ظروف معينة من الاستهلان وا
 

 -تية:تية:سيتم تناول التوازن في الحالات الآسيتم تناول التوازن في الحالات الآ
 : التوانن الجنةي : التوانن الجنةي ولاا ولاا   
 : التوانن الكلي: التوانن الكليثانياا ثانياا 
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 تية:تية:سيتم تناول التوازن الجزئي في الحالات الآسيتم تناول التوازن الجزئي في الحالات الآ  : التوانن الجنةي: التوانن الجنةي  ولاا ولاا   
 : :   النماذج الخئيةالنماذج الخئية ..11
 . التوانن الجنةي للنماذج الخئية بعد اضافة ضريبة. التوانن الجنةي للنماذج الخئية بعد اضافة ضريبة22
 النماذج اللاخئية النماذج اللاخئية ..33
 تحليل التوانن تحليل التوانن ستخدام المصفوفات في ستخدام المصفوفات في اا..44
 

 النماذج الخئيةالنماذج الخئية ..11
فةةي فةةي   Partial Equilibriumنموذج التةةوازن الجزئةةي نموذج التةةوازن الجزئةةي أأيق ةةد بةةيق ةةد بةةنمرراذج الترروانن الجنةرري: نمرراذج الترروانن الجنةرري: 

سةةوق معينةةة هةةو تحديةةد السةةعر والكميةةة التوازنيةةة فةةي سةةوق سةةلعة واحةةدة بمعةةزل عةةن بقيةةة سةةوق معينةةة هةةو تحديةةد السةةعر والكميةةة التوازنيةةة فةةي سةةوق سةةلعة واحةةدة بمعةةزل عةةن بقيةةة 
 -ع الخ وات الاتية:ع الخ وات الاتية:اسواق السلع الاخرى ل ويمكن ت بيق خ وات بناء النماذج باتبااسواق السلع الاخرى ل ويمكن ت بيق خ وات بناء النماذج باتبا

: تتحةدد المتغيةرات : تتحةدد المتغيةرات   Variables Determinationنمروذج نمروذج ال ال تحديد متغيررات تحديد متغيررات  -  أأ
 Quantityفةةي هةةذل النمةةاذج المبسةة ة بثلاثةةة متغيةةرات هةةي الكميةةة الم لوبةةة فةةي هةةذل النمةةاذج المبسةة ة بثلاثةةة متغيةةرات هةةي الكميةةة الم لوبةةة 

Demanded  )( dQ   ل والكميةةةة المعروضةةةة ل والكميةةةة المعروضةةةةQuantity Supplied  )( sQ   ل ل
 ..Price  )(Pوسعر السلعة وسعر السلعة 

: وهةي الفةروى : وهةي الفةروى   Economic Assumptions  وضرع الفررو  الاقتصراديةوضرع الفررو  الاقتصرادية -  بب
عن آلية او نظةام عمةل السةوق ل اذ ان الشةر  الاول لتحقيةق التةوازن هةو تسةاوي عن آلية او نظةام عمةل السةوق ل اذ ان الشةر  الاول لتحقيةق التةوازن هةو تسةاوي 

 الكمية الم لوبة مع الكمية المعروضة من السلعة اذ ان:الكمية الم لوبة مع الكمية المعروضة من السلعة اذ ان:
sd QQ  

ظرية الاقت ادية فينبغي ان تكون الكمية الم لوبة دالةة متناق ةة فةي ظرية الاقت ادية فينبغي ان تكون الكمية الم لوبة دالةة متناق ةة فةي وبحسب النوبحسب الن                                
السةةعر ) قةةانون ال لةةب( وان الكميةةة المعروضةةة دالةةة متزايةةدة فةةي السةةعر ) قةةانون السةةعر ) قةةانون ال لةةب( وان الكميةةة المعروضةةة دالةةة متزايةةدة فةةي السةةعر ) قةةانون 

 العرى( العرى( 
أي ترجمةةةة أي ترجمةةةة : :    Mathematical form  نمرروذجنمرروذجلا لا تحديررد الشررركل الرياضررري لتحديررد الشررركل الرياضررري ل  -جج                    

   الى معادلات رياضية اذ ان:الى معادلات رياضية اذ ان:الفروى المع يات الفروى المع يات 
  : شر  التوازن هوsd QQ  
  : دالة ال لب هيbPaQd       )0,( ba 
  : دالة العرى هيdPcQs      )0,( dc 

( 2: يوضح الشكل رقم ) Graphical model  نموذجلا التمثيل البياني ل -د          
تظهر دالة ال لب في الشكل  إذنموذج السوق الجزئي لسوق سلعة واحدة ل لأالبياني  للتمثيا
)(ميل سالب ب b  وبجزء مق وع من المحور الرأسي موجب عند النق ةa   وتظهر دالة العرى
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)(بميل موجب  d سالب عند النق ة  وجزء مق وع من المحور الرأسي)( c وتجدر الاشارة .
 لاحقا. منموذج التوازن بيانيا وكما سيتم توضيحأالى انم يمكن حل 

 
 

 
 نموذج السوق الجزئي لسلعة واحدةلأ( التمثيل البياني 2شكل )

 
  نمةوذجنمةوذجلالايمثةل الحةل الرياضةي ليمثةل الحةل الرياضةي ل: :  Mathematical Solutionنمروذج نمروذج لا لا الحرل الرياضري لالحرل الرياضري ل  -دد
),,(الثلاث الثلاث لح ول على قيم المتغيرات لح ول على قيم المتغيرات اا sd QQP  وتجةدر الاشةارة الةى وتجةدر الاشةارة الةى   للالتي تحقق شر  التةوازنالتي تحقق شر  التةوازن

 نموذج الخ ي منها:نموذج الخ ي منها:الأالأان هنان اكثر من  ريقة لحل ان هنان اكثر من  ريقة لحل 
 Substitution Methodئريقة التعوي  ئريقة التعوي   -    
 Elimination Methodئريقة الحذف ئريقة الحذف  -  بب

 تية:وسيتم تناول التوانن في الحالات الآ
 سوق ذي سلعة واحدة التوانن في .1
 التوانن في سوق ذي سلعتين واكثر .2
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 . التوانن في سوق ذي سلعة واحدة//1
 

نموذج السوق الاتي ، استخرج السعر والكمية التواننيتين بدلالة معلمات    : لديك 2.1مثال ل
 نموذج ل الاسلوب المباشر .ال 

dPcQ

bPaQ

s

d



 

QQQهو هو ن شر  التوازن كما بينال سابقا ن شر  التوازن كما بينال سابقا إإ sd  

caPdb

cabPdP

dPcbPa







)(

 

اذن معادلة السعر التوازني هي اذن معادلة السعر التوازني هي 
db

ca
P




 

 -هنا نلاحظ ماياتي:هنا نلاحظ ماياتي:
الةةةةذي تةةةةم الح ةةةةول عليةةةةم قةةةةد تةةةةم التعبيةةةةر عنةةةةم بالكامةةةةل بدلالةةةةة  الةةةةذي تةةةةم الح ةةةةول عليةةةةم قةةةةد تةةةةم التعبيةةةةر عنةةةةم بالكامةةةةل بدلالةةةةة    Pن السةةةةعر التةةةةوازني ن السةةةةعر التةةةةوازني إإ ..11

 ..جميعهاجميعها  نموذجنموذجالأالأمعلمات معلمات 
وازني هةةةي قيمةةةة محةةةددة لان معلمةةةات النمةةةوذج هةةةي بيانةةةات مع ةةةاة وازني هةةةي قيمةةةة محةةةددة لان معلمةةةات النمةةةوذج هةةةي بيانةةةات مع ةةةاة ن قيمةةةة السةةةعر التةةةن قيمةةةة السةةةعر التةةةإإ ..22

 ومحددة مسبقا.ومحددة مسبقا.
التةةةي التةةةي   جميعهةةةاجميعهةةةا  ن السةةةعر التةةةوازني الةةةذي ح ةةةلنا عليةةةم هةةةو سةةةعر موجةةةب لان المعلمةةةاتن السةةةعر التةةةوازني الةةةذي ح ةةةلنا عليةةةم هةةةو سةةةعر موجةةةب لان المعلمةةةاتإإ ..33

 نموذج قد افترضت من البداية انها موجبة.نموذج قد افترضت من البداية انها موجبة.الأالأيتضمنها يتضمنها 
فةي أي مةن معةادلتي ال لةب فةي أي مةن معةادلتي ال لةب   Pالتةوازني التةوازني نعوى عةن السةعر نعوى عةن السةعر   Qوللح ول على الكمية التوازنية وللح ول على الكمية التوازنية 

 والعرى فلو عوضنا عن السعر التوازني في دالة ال لب:والعرى فلو عوضنا عن السعر التوازني في دالة ال لب:

db

bcabadab
Q

db

bcab

db

dba
Q

db

bcab
aQ

db

ca
baQ



































)(

 

 الكمية التوازنية هي:الكمية التوازنية هي:  وعليم فانوعليم فان

db

bcad
Q




 

 لتوازنية:لتوازنية:ملاحظتم في السعر التوازني يمكن ادراج الملاحظات الاتية عن الكمية املاحظتم في السعر التوازني يمكن ادراج الملاحظات الاتية عن الكمية ا  تتوكما تموكما تم
   جميعها.جميعها.  نموذجنموذجالأالأتم الح ول على الكمية التوازنية بدلالة  معلمات تم الح ول على الكمية التوازنية بدلالة  معلمات  ..11
 ن قيمة الكمية التوازنية هي قيمة موجبة ن قيمة الكمية التوازنية هي قيمة موجبة إإ ..22
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لو قمنا بالتعويى عن السةعر لو قمنا بالتعويى عن السةعر   نفسهانفسها  يمكن التحقق من اننا سنح ل على الكمية التوازنيةيمكن التحقق من اننا سنح ل على الكمية التوازنية ..33
 التوازني في دالة العرى.التوازني في دالة العرى.

 
 -نموذج السوق الاتي:نموذج السوق الاتي:ل ل ن ن  : جد السعر والكمية التواننيتي : جد السعر والكمية التواننيتي22.2.2مثاللمثالل

PQPQ sd 66,218  
QPيمكن استخراج يمكن استخراج   -تيتين:تيتين:حدى ال ريقتين الآحدى ال ريقتين الآإإبب  ,

 ئريقة التعوي :ئريقة التعوي : ..11

3
8

24
824

26618

66218









PP

PP

PP

QQQ sd

 

 في احدى المعادلتين فنح ل على الكمية التوازنية:في احدى المعادلتين فنح ل على الكمية التوازنية:  Pوبالتعويى عن قيمة وبالتعويى عن قيمة 
12618)3(218  QQ 

 1212والكمية التوازني تساوي والكمية التوازني تساوي   33اذن السعر التوازني يساوي اذن السعر التوازني يساوي 
 

بضةةرب بضةةرب   وذلةةنوذلةةن  ينينمتغيةةر متغيةةر احةةد الاحةةد التقةةوم هةةذل ال ريقةةة علةةى اسةةاس ان حةةذف تقةةوم هةةذل ال ريقةةة علةةى اسةةاس ان حةةذف ئريقررة الحررذف: ئريقررة الحررذف:  ..22
 رفي معادلتم بقيمة معامل نظيرل في المعادلة الاخرى وعندئذ يتم الحذف بجمع او  رح  رفي معادلتم بقيمة معامل نظيرل في المعادلة الاخرى وعندئذ يتم الحذف بجمع او  رح 

ل( ل وبالاعتمةةاد علةةى بيانةةات ل( ل وبالاعتمةةاد علةةى بيانةةات المعةةادلتين مةةن بعضةةهما ) ويتوقةةف ذلةةن علةةى اشةةارة المعامةةالمعةةادلتين مةةن بعضةةهما ) ويتوقةةف ذلةةن علةةى اشةةارة المعامةة
 تي:تي:أأ( يكون الحل كما ي( يكون الحل كما ي22المثال )المثال )

 ::اذا ضربنا  رفي معادلة العرى بمعامل سعر معادلة ال لب اذا ضربنا  رفي معادلة العرى بمعامل سعر معادلة ال لب 

)1........(....................12122

)6)(2()6)(2()2(

PQ

PQ

s

s



 

 وبضرب  رفي معادلة ال لب بمعامل سعر معادلة العرىوبضرب  رفي معادلة ال لب بمعامل سعر معادلة العرى

)2......(....................121086

)2)(6()18)(6()6(

PQ

PQ

d

d



 

sdلتوازن حيث لتوازن حيث ( وباعتماد حالة ا( وباعتماد حالة ا22( من المعادلة )( من المعادلة )11وب رح المعادلة )وب رح المعادلة ) QQQ   :يكون:يكون 

12
8

96
968

12129626

)12(1212108)2(6







QQ

PPQQ

PPQQ

 

   Pوبالتعويى في احدى المعادلتين يمكن ايجاد قيمة وبالتعويى في احدى المعادلتين يمكن ايجاد قيمة 
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3
12

36

1236

121224

1212)12(2













P

P

P

P

 

نمروذج الخئري لتروانن السروق الجنةري كمرا نمروذج الخئري لتروانن السروق الجنةري كمرا ال ال اذا كانت دالترا الئلرب والعرر  فري اذا كانت دالترا الئلرب والعرر  فري  :  : 33..22مثاللمثالل
 -تي:تي:أأيي

PQ

pQ

s

d

56

230



 

 اننيتين مع التمثيل البياني لهما.المئلوب// جد السعر والكمية التو 
 الحل

QPيمكن استخراج  نموذج او الاسلوب المباشر او عن  ريق التعويى في الأبدلالة معلمات  ,
 -:ال يح المختزلة في معادلتي الكمية التوازنية والسعر التوازني السابقين وكما يأتي

 
 . الاسلوب المباشر1

7.19

7
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52

)6(2)5(30

14.5

7

36
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 .  ريقة التعويى .  ريقة التعويى 22

14.5

736

25630

56230











P

P

PP

PP

QQ sd

 

 ثم نعوى في أي من معادلتي العرى او ال لب بقيمة السعر التوازني نح ل على:ثم نعوى في أي من معادلتي العرى او ال لب بقيمة السعر التوازني نح ل على:

7.19

)14.5(230





Q

QQ s 

 (3ي )ويمكن رسم معادلتي ال لب والعرى وتحديد سعر وكمية التوازن كما في الشكل البيان
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 (2.3نموذج توازن سوق سلعة واحدة )مثال أ( 3شكل )

 
 
 التوانن. فيتاثير الضراةب والاعانات الانتاجية  .2

عةةن  ريةةق عةةدد مةةن السياسةةات الاقت ةةادية تهةةدف مةةن عةةن  ريةةق عةةدد مةةن السياسةةات الاقت ةةادية تهةةدف مةةن تتةةدخل الحكومةةة فةةي النشةةا  الاقت ةةادي تتةةدخل الحكومةةة فةةي النشةةا  الاقت ةةادي 
نةات او فةرى نةات او فةرى التحكم في النشا  الاقت ادي ل ومن اشةكال هةذا التةدخل هةو تقةديم اعاالتحكم في النشا  الاقت ادي ل ومن اشةكال هةذا التةدخل هةو تقةديم اعا  الىالى  خلالهاخلالها

 Qualitativeوتسةمى هةذل الضةرائب بضةرائب الانتةاج النوعيةة وتسةمى هةذل الضةرائب بضةرائب الانتةاج النوعيةة ل ل ضرائب او كليهما علةى الانتةاجضرائب او كليهما علةى الانتةاج
Taxes   وقةةد وقةةد   للوهةةي عبةةارة عةةن فةةرى مبلةةح معةةين كضةةريبة علةةى كةةل وحةةدة مةةن وحةةدات الانتةةاج وهةةي عبةةارة عةةن فةةرى مبلةةح معةةين كضةةريبة علةةى كةةل وحةةدة مةةن وحةةدات الانتةةاج

 Value Addedتفرى الضريبة على المبيعات وتسمى في هذل الحالة ضرائب القيمة المضافة تفرى الضريبة على المبيعات وتسمى في هذل الحالة ضرائب القيمة المضافة 
Taxes  مةن مةن   النوعةانالنوعةانويةؤثر ويةؤثر   للعبارة عن فرى نسبة معينة علةى سةعر بعةى السةلع المباعةةعبارة عن فرى نسبة معينة علةى سةعر بعةى السةلع المباعةة  وهيوهي

الضةةةرائب علةةةى السةةةعر والكميةةةة التةةةوازنيتينل وتتفةةةاوت درجةةةة تةةةاثير فةةةرى الضةةةرائب بكةةةلا نوعيهةةةا الضةةةرائب علةةةى السةةةعر والكميةةةة التةةةوازنيتينل وتتفةةةاوت درجةةةة تةةةاثير فةةةرى الضةةةرائب بكةةةلا نوعيهةةةا 
 -حسب :حسب :
 نوع السوقنوع السوق ..11
 درجة المرونة السعريةدرجة المرونة السعرية ..22
 نوع السلعة واهميتهانوع السلعة واهميتها ..33
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 ةةسلعسلعتوانن سوق التوانن سوق ال  فيفيالنوعية النوعية الانتاج الانتاج تاثير ضراةب تاثير ضراةب   -  
ذا ذا إإفةةفةة  ر فةةي دالةةة العةةرى دون دالةةة ال لةةب لر فةةي دالةةة العةةرى دون دالةةة ال لةةب لوتجةةدر الاشةةارة الةةى ان فةةرى الضةةريبة النوعيةةة سةةيؤثوتجةةدر الاشةةارة الةةى ان فةةرى الضةةريبة النوعيةةة سةةيؤث

 ن دالة العرى ت بح كما يأتي:ن دالة العرى ت بح كما يأتي:إإفف  tكان مقدار الضريبة هو كان مقدار الضريبة هو 

)( tPdcQor

dPcQ

s

s



 

 

bPaQd  دون تغيير دون تغيير   وتبقى دالة ال لب وتبقى دالة ال لب    رى يكون بسبب تغير السعر رى يكون بسبب تغير السعر . وان تغير دالة الع. وان تغير دالة الع
الةةذي يح ةةل عليةةم المنةةتج والةةذي سةةيكون اقةةل مةةن سةةعر السةةوق بمقةةدار الضةةريبة وهةةذا يةةؤدي الةةى الةةذي يح ةةل عليةةم المنةةتج والةةذي سةةيكون اقةةل مةةن سةةعر السةةوق بمقةةدار الضةةريبة وهةةذا يةةؤدي الةةى 

كمةةا ان فةةرى الضةةريبة النوعيةةة علةةى الانتةةاج سةةوف يةةؤدي الةةى كمةةا ان فةةرى الضةةريبة النوعيةةة علةةى الانتةةاج سةةوف يةةؤدي الةةى   للالتقليةةل مةةن الكميةةة المعروضةةةالتقليةةل مةةن الكميةةة المعروضةةة
 ارتفاع السعر التوازني ولكن بمقدار اقل من الضريبة على الوحدة.ارتفاع السعر التوازني ولكن بمقدار اقل من الضريبة على الوحدة.

 
نموذج السروق الجنةري وتوجرب علرى المنرتي ان يردفع ضرريبة علرى الانتراج نموذج السروق الجنةري وتوجرب علرى المنرتي ان يردفع ضرريبة علرى الانتراج   لديك لديك     2.42.4مثال لمثال ل
 استخرج السعر والكمية التواننيتين بعد فر  الضريبة.استخرج السعر والكمية التواننيتين بعد فر  الضريبة.  لكل وحدة منتجة ،لكل وحدة منتجة ،  tمقدارها مقدارها 

dPcQbPaQ sd  
 -بعد فرى الضريبة ستكون دالة العرى كالاتي:بعد فرى الضريبة ستكون دالة العرى كالاتي:

)( tPdcQs  
 تتكون لدينا ثلاث معادلات هي :تتكون لدينا ثلاث معادلات هي :و و 

)3.......(..............................

)2.(..........).........(

)1(..............................

sd

s

d

QQ

tPdcQ

bPaQ






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 ي قبل فرى الضريبة هو:وبما ان السعر التوازن
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 اذن السعر التوازني الجديد ) بعد فرى الضريبة ( يكون كما ياتي:
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الضريبة على السعر التوازني هو زيادتم بالمقدار  أثرن أويتبين 

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





t

db
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 ي معادلة ال لب او العرى نست يع ايجاد الكمية التوازنية ( ف4وبتعويى المعادلة )
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 ( يتبين ان الكمية التوازنية بعد فرى الضريبة تساوي( يتبين ان الكمية التوازنية بعد فرى الضريبة تساوي55من المعادلة )من المعادلة )
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ولما كانت الكمية التوازنية قبل فرى الضريبة هي ولما كانت الكمية التوازنية قبل فرى الضريبة هي 
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Q
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كمية التوازنية يكون بتقليلها بالمقدار كمية التوازنية يكون بتقليلها بالمقدار الضريبة على الالضريبة على ال  أثرأثرفان فان 
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bd   . . 

خلا ة القول ان السعر التوزني سةوف يرتفةع نتيجةة وجةود الضةريبة بمقةدار خلا ة القول ان السعر التوزني سةوف يرتفةع نتيجةة وجةود الضةريبة بمقةدار 




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
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d   ل ويكةون ل ويكةون

 افي مةا يح ةل عليةم البةائع مةن بيعةم لسةلعة اقةل بمقةدار الضةريبة المفروضةة مةن سةعر السةوق  افي مةا يح ةل عليةم البةائع مةن بيعةم لسةلعة اقةل بمقةدار الضةريبة المفروضةة مةن سةعر السةوق 
  مةةا الكميةةة التوازنيةةة فسةةوف تةةنخفى عةةن مسةةتواها قبةةل فةةرىمةةا الكميةةة التوازنيةةة فسةةوف تةةنخفى عةةن مسةةتواها قبةةل فةةرىأأ  للالضةةريبةالضةةريبة  من من يتضةةيتضةةالةةذي هةةو الان الةةذي هةةو الان 

ن السعر التوازني والكمية التوازنية عند نق ةة التةوازن بعةد ن السعر التوازني والكمية التوازنية عند نق ةة التةوازن بعةد إإهكذا فهكذا فو و   للالضريبة نتيجة لارتفاع السعرالضريبة نتيجة لارتفاع السعر
 فرى الضريبة هما:فرى الضريبة هما:
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زنيتين ل والسةؤال الةذي يتبةادر زنيتين ل والسةؤال الةذي يتبةادر واضةحا علةى السةعر والكميةة التةواواضةحا علةى السةعر والكميةة التةوا  أثةرا  أثةرا  مما سبق يتضح ان للضةريبة مما سبق يتضح ان للضةريبة 
الةى الةذهن ل مةةن الةذي يتحمةةل عةبء الضةةريبة هةل هةةو المنةتج ام المسةةتهلن ام كلاهمةا  وللاجابةةة الةى الةذهن ل مةةن الةذي يتحمةةل عةبء الضةةريبة هةل هةةو المنةتج ام المسةةتهلن ام كلاهمةا  وللاجابةةة 
علةى هةذا السةةؤال سةيعتمد علةى نةةوع السةوق هةل هةةو سةوق منافسةة تامةةة ام احتكةار ام غيةر ذلةةن ل علةى هةذا السةةؤال سةيعتمد علةى نةةوع السةوق هةل هةةو سةوق منافسةة تامةةة ام احتكةار ام غيةر ذلةةن ل 

ن اجمةال ذلةن بالنقةا  ن اجمةال ذلةن بالنقةا  يمكةيمكة  بشكل عامبشكل عامكذلن يعتمد على مرونة ال لب ومرونة العرى السعرية ل و كذلن يعتمد على مرونة ال لب ومرونة العرى السعرية ل و 
 -تية:تية:الآالآ

فمعنةةةةى ذلةةةةن ان أي ارتفةةةةاع فةةةةي سةةةةعر السةةةةلعة فمعنةةةةى ذلةةةةن ان أي ارتفةةةةاع فةةةةي سةةةةعر السةةةةلعة   1dEذا كانةةةةت مرونةةةةة ال لةةةةب عاليةةةةة ذا كانةةةةت مرونةةةةة ال لةةةةب عاليةةةةة إإ ..11
فاذا حاول المنتجون رفةع فاذا حاول المنتجون رفةع   للسيؤدي الى انخفاى كبير في الكمية التي ي لبها المستهلكونسيؤدي الى انخفاى كبير في الكمية التي ي لبها المستهلكون

لنتيجةة انةةم سةةيكون لنتيجةة انةةم سةةيكون ن ان اإإسةعر السةةلعة بمقةةدار الضةريبة بحيةةث يتحملهةةا المسةتهلن بالكامةةل فةةسةعر السةةلعة بمقةةدار الضةريبة بحيةةث يتحملهةةا المسةتهلن بالكامةةل فةة
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هنةةان فةةائى كبيةةر فةةي السةةلعة فةةي السةةوق ممةةا يضةة رهم لتخفةةيى السةةعر للو ةةول الةةى هنةةان فةةائى كبيةةر فةةي السةةلعة فةةي السةةوق ممةةا يضةة رهم لتخفةةيى السةةعر للو ةةول الةةى 
 كمية التوازن ل الامر الذي يجعل المنتجين يتحملون الجزء الاكبر من الضريبة . كمية التوازن ل الامر الذي يجعل المنتجين يتحملون الجزء الاكبر من الضريبة . 

ن رفع السعر بمقةدار الضةريبة لةن يةؤثر ن رفع السعر بمقةدار الضةريبة لةن يةؤثر إإفف  1dEاذا كان ال لب على السلعة غير مرن اذا كان ال لب على السلعة غير مرن  ..22
يسةةت يع المنتجةةون ان ينقلةةوا الجةةزء الاكبةةر مةةن عةةبء يسةةت يع المنتجةةون ان ينقلةةوا الجةةزء الاكبةةر مةةن عةةبء   بةةذلنبةةذلنعلةةى الكميةةة الم لوبةةة و علةةى الكميةةة الم لوبةةة و   يةةرا  يةةرا  كثكث

 دون أي تاثير على الكمية المعروضة.دون أي تاثير على الكمية المعروضة.من من الضريبة الى المستهلكين الضريبة الى المستهلكين 
اذا كةةةةان منحنةةةةى ال لةةةةب علةةةةى السةةةةلعة عةةةةديم اذا كةةةةان منحنةةةةى ال لةةةةب علةةةةى السةةةةلعة عةةةةديم   باكملةةةةمباكملةةةةم  يتحمةةةةل المسةةةةتهلن عةةةةبء الضةةةةريبةيتحمةةةةل المسةةةةتهلن عةةةةبء الضةةةةريبة ..33

 ..0dEالمرونة المرونة 
اذا كةةةان منحنةةةى ال لةةةب علةةةى السةةةلعة لانهةةةائي اذا كةةةان منحنةةةى ال لةةةب علةةةى السةةةلعة لانهةةةائي   باكملةةةمباكملةةةم  الضةةةريبةالضةةةريبة  يتحمةةةل المنةةةتج  عةةةبءيتحمةةةل المنةةةتج  عةةةبء ..44

 ..dEالمرونةالمرونة
وكذلن الحال فيما يتعلق بمرونة العرى فكلما كان منحنى العرى اقل مرونة كلما تحمةل المنةتج وكذلن الحال فيما يتعلق بمرونة العرى فكلما كان منحنى العرى اقل مرونة كلما تحمةل المنةتج 
الجةةزء الاكبةةر مةةن عةةبء الضةةريبة ل وكلمةةا كةةان منحنةةى العةةرى اكثةةر مرونةةة ل تحمةةل المسةةتهلن الجةةزء الاكبةةر مةةن عةةبء الضةةريبة ل وكلمةةا كةةان منحنةةى العةةرى اكثةةر مرونةةة ل تحمةةل المسةةتهلن 

اذا كةةان العةةةرى اذا كةةان العةةةرى   باكملةةمباكملةةم  يتحمةةل المنةةتج  عةةةبء الضةةريبةيتحمةةل المنةةتج  عةةةبء الضةةريبة  المت رفةةةالمت رفةةةحالةةةة حالةةةة الالالاكبةةر منهةةا ل و الاكبةةر منهةةا ل و الجةةزء الجةةزء 
 اذا كان العرى لانهائي المرونة.اذا كان العرى لانهائي المرونة.  باكملمباكملم  عديم المرونة بينما يتحمل المستهلن عبء الضريبةعديم المرونة بينما يتحمل المستهلن عبء الضريبة

 
 نموذج خئي لسوق سلعة ما :نموذج خئي لسوق سلعة ما :  تية عن تية عن  : توفرت البيانات الآ : توفرت البيانات الآ2.5مثاللمثالل
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 // الم لوب 
PQايجاد السعر والكمية التوازنيتين  .1 , 
على سعر وحدة الانتاج( على كل من  2tماهو اثر فرى ضريبة نوعية مقدارها ) .2

 السعر التوازني والكمية التوازنية 
 من يتحمل التغيرات السعرية بسبب فرى الضريبة .3

 
 الحل// بال ريقة المباشرة

 والكمية التوازنيتين قبل فرى الضريبة والكمية التوازنيتين قبل فرى الضريبة   السعرالسعر ..11
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     السعر التوازني السعر التوازنيP = =22     ل والكمية التوازنية ل والكمية التوازنيةQ = =66     
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QPعلى على   2tاثر فرى ضريبة نوعية على وحدة الانتاج مقدارها اثر فرى ضريبة نوعية على وحدة الانتاج مقدارها  ..22 ,   
 معادلة السعر التوازني بعد فرى الضريبة هي:
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 هي :فاما معادلة الكمية التوازنية بعد فرى الضريبة 
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 الحل ب ريقة التعويى//

 السعر والكمية التوازنيتين قبل فرى الضريبة .1

6

)2(720

720

2

1224

57420

54720
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 لتوازنيتين بعد فرى الضريبةالسعر والكمية ا .2
ن دالة ال لب لن تتغير في حين سي رأ تغيير على دالة العرى وكما أ الى تجدر الاشارة

 تي:أي



 43 
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













QQ

P

P

PP

QQ

PQPQ

PQ

tPQ

PQ

sd

ss

s

s

d

 

 التفسير الاقتصادي للنتاةي المستخرجة:التفسير الاقتصادي للنتاةي المستخرجة:
ادى الةى رفةع السةعر التةوازني لوحةدة الانتةاج ادى الةى رفةع السةعر التةوازني لوحةدة الانتةاج   22تشير النتائج الى ان فةرى ضةريبة مقةدارها تشير النتائج الى ان فةرى ضةريبة مقةدارها     
وحةةةدة نقديةةةة ل أي ان المسةةةتهلن قةةةد تكبةةةد جةةةزءا مةةةن الضةةةريبة وحةةةدة نقديةةةة ل أي ان المسةةةتهلن قةةةد تكبةةةد جةةةزءا مةةةن الضةةةريبة   2.832.83وحةةةدة نقديةةةة الةةةى وحةةةدة نقديةةةة الةةةى   22ن ن مةةةمةةة

(ل امةةةةا الجةةةةزء الةةةةذي يتحملةةةةم المنةةةةتج مةةةةن (ل امةةةةا الجةةةةزء الةةةةذي يتحملةةةةم المنةةةةتج مةةةةن 2.832.83-22==0.830.83المفروضةةةةة علةةةةى المنةةةةتج مقةةةةدارل )المفروضةةةةة علةةةةى المنةةةةتج مقةةةةدارل )
(ل اما الكمية التوازنية فقد تةاثرت هةي الاخةرى نتيجةة فةرى (ل اما الكمية التوازنية فقد تةاثرت هةي الاخةرى نتيجةة فةرى 22-0.830.83==1.1671.167الضريبة فهو )الضريبة فهو )

 ..(5.84=0.16-6)الضريبة وانخفضت بمقدار الضريبة وانخفضت بمقدار 
 

 ::هيهي  الئلب والعر  في السوق لسلعة ماالئلب والعر  في السوق لسلعة ما  تيتي: اذا علمت ان دال: اذا علمت ان دال  2.6مثاللمثالل
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 :المئلوب
 ايجاد السعر التوانني والكمية التواننية .1
فرضت ضريبة نوعية مقدارها دينار واحد للوحدة المباعة . جد السعر والكمية  .2

 التواننيتين بعد فر  الضريبة
 وبعدها ياني لحالة التوانن قبل فر  الضريبةالتمثيل الب .3
 
 الحل

 التوازن قبل فرى الضريبة
 يتحقق التوازن عندما :
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  ( = على التوالي( على التوالي55لل  55السعر التوازني والكمية التوازنية قبل فرى الضريبة = )السعر التوازني والكمية التوازنية قبل فرى الضريبة ) 
 

 التوانن بعد فر  الضريبة التوانن بعد فر  الضريبة 
 الضريبة ل حيث تتغير دالة العرى وتبقى دالة ال لب على حالهاالضريبة ل حيث تتغير دالة العرى وتبقى دالة ال لب على حالهاشر  التوازن بعد فرى شر  التوازن بعد فرى 

725225)1(2

10

*** 



PQPQpQ

PQ

sss
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3.47.510

7.5

317

7210

1

1

*


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Q
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P
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QQ sd

 

 على التوالي 4.3ل   5.7السعر التوازني والكمية التوازنية بعد فرى الضريبة = 
 

7.057.51مقدار الزيادة في السعر التوازني :   مقدار الزيادة في السعر التوازني :     PPP 
7.053.41الكمية التوازنية: الكمية التوازنية: مقدار النق ان في مقدار النق ان في   QQQ 

 (:(:44ويمكن توضيح حالة التوازن قبل وبعد فرى الضريبة بيانيا كما في الشكل البياني رقم )ويمكن توضيح حالة التوازن قبل وبعد فرى الضريبة بيانيا كما في الشكل البياني رقم )
 

 
 (2.6( التمثيل البياني لتوازن السوق مثال )4شكل )
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 ضراةب الانتاج القيمية على توانن سوق السلعة//  ثر -ب
فةةاذا فةةاذا النوعيةةة بانهةا تفةةرى علةى المنةتج كنسةةبة مئويةة مةةن السةعر ل النوعيةةة بانهةا تفةةرى علةى المنةتج كنسةةبة مئويةة مةةن السةعر ل تختلةف الضةريبة القيميةةة عةن تختلةف الضةريبة القيميةةة عةن     

 فان دالة العرى ستاخذ الشكل الاتي:فان دالة العرى ستاخذ الشكل الاتي:  rرمزنا لهذل النسبة بة رمزنا لهذل النسبة بة 
)1( rdPcQs  

ولان السةةعر الةةةذي سيتقاضةةال المنةةةتج هةةةو سةةعر السةةةوق م روحةةا منةةةم الضةةةريبة كنسةةبة مئويةةةة مةةةن ولان السةةعر الةةةذي سيتقاضةةال المنةةةتج هةةةو سةةعر السةةةوق م روحةةا منةةةم الضةةةريبة كنسةةبة مئويةةةة مةةةن 
 -السعر أي:السعر أي:

)1( rPrPPPr  
خذ التةوازن شةكلم الجديةد نظةرا لتغيةر دالةة خذ التةوازن شةكلم الجديةد نظةرا لتغيةر دالةة يأيأدون تغييةر وسةدون تغييةر وسةمن من اما دالة ال لب فستبقى على حالها اما دالة ال لب فستبقى على حالها 

 العرى.العرى.

sd

d

s

QQ

bPaQ

rdPcQ





 )1(

 

وبيانيا سنلاحظ ان منحنى دالةة العةرى سةياخذ وضةعا جديةدا مقارنةة بالحالةة قبةل فةرى الضةريبة وبيانيا سنلاحظ ان منحنى دالةة العةرى سةياخذ وضةعا جديةدا مقارنةة بالحالةة قبةل فةرى الضةريبة 
   -وكما ياتي:وكما ياتي:

 
 رى بعد فرى ضريبة الانتاج القيمية( انتقال منحنى الع5شكل )

 -اما القيم التوازنية الجديدة بعد فرى الضريبة فنح ل عليها كما ياتي:اما القيم التوازنية الجديدة بعد فرى الضريبة فنح ل عليها كما ياتي:
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أي ان السعر الجديد هو اعلى من السعر قبل فرى الضريبة ويزداد السعر كلما ازدادت نسبة 
ة الجديدة فهي اقل من الكمية قبل فرى الضريبة وتتناقص كلما . اما الكمية التوازنيrالضريبة 
 .rازدادت 
 اذا توفرت لديك المعلومات الاتية عن دالة الئلب والعر  لسلعة ما في السوق: :2.7مثال ل

PQ

PQ

s

d
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2.040
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عر السلعة ، من س 25فرضت ضريبة بنسبة % -2جد سعر وكمية التوانن  -1المئلوب// 
 احسب السعر والكمية التواننيتين في مل الوضع الجديد.

 الحل
 قبل فر  الضريبة:قبل فر  الضريبة:  -11
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 بعد فر  الضريبة:  -2

 -نلاحم هنا ان السعر التوانني الجديد اكبر من السعر التوانني قبل فر  الضريبة  ي ان :

100739.121 

 PP 

  -التواننية الجديدة اقل من الكمية التواننية قبل فر  الضريبة  ي ان:في حين ان الكمية 

20652.15 

 QQ 
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 تاثير الاعانات الانتاجية على توانن سوق سلعةتاثير الاعانات الانتاجية على توانن سوق سلعة  -جج
علةةى زيةةادة الانتةةاج مةةن علةةى زيةةادة الانتةةاج مةةن   الاعانةةات الانتاجيةةة هةةي الاعانةةات التةةي تقةةدمها الحكومةةة للمنةةتج لتحفةةزلالاعانةةات الانتاجيةةة هةةي الاعانةةات التةةي تقةةدمها الحكومةةة للمنةةتج لتحفةةزل    

ة وتةةؤثر فةةي تةةوازن السةةوق بشةةكل مغةةاير لتةةاثير الضةةرائب . ان ة وتةةؤثر فةةي تةةوازن السةةوق بشةةكل مغةةاير لتةةاثير الضةةرائب . ان سةةلعة معينةةة او تقةةديم خدمةةة معينةةسةةلعة معينةةة او تقةةديم خدمةةة معينةة
سةينتقل سةينتقل   إذإذح ول المنتج على اعانات انتاجية سيؤدي الى تحفيةزل وزيةادة انتاجةم مةن تلةن السةلعة ح ول المنتج على اعانات انتاجية سيؤدي الى تحفيةزل وزيةادة انتاجةم مةن تلةن السةلعة 

 -منحنى العرى الى الاعلى لان دالة العرى ست بح كما ياتي:منحنى العرى الى الاعلى لان دالة العرى ست بح كما ياتي:
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نح ل على وضع توازني جديد كما في الشكل في حين ستبقى دالة ال لب على حالها ل وس
 -(:6البياني )

 
 سلعةالتوانن سوق  في  تاثير الاعانات الانتاجية 6شكل ل

 
 هي :  الاعانةن القيم التوازنية قبل فرى إ
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  مةةةن ثةةةممةةةن ثةةةمالانتةةةاج و الانتةةةاج و عةةةن كةةةل وحةةةدة منتجةةةة تةةةنخفى تكةةةاليف عةةةن كةةةل وحةةةدة منتجةةةة تةةةنخفى تكةةةاليف     tبعةةةد تلقةةةي المنةةةتج اعانةةةات بمقةةةدار بعةةةد تلقةةةي المنةةةتج اعانةةةات بمقةةةدار 
ينخفى سعر الوحدة مما يؤدي الى ارتفاع ال لب على هذل السلعة. وكل هذا يدفع المنتجين الى ينخفى سعر الوحدة مما يؤدي الى ارتفاع ال لب على هذل السلعة. وكل هذا يدفع المنتجين الى 

 -زيادة الانتاج الامر الذي يؤدي الى ظهور وضع توازني جديد وكما ياتي:زيادة الانتاج الامر الذي يؤدي الى ظهور وضع توازني جديد وكما ياتي:
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 -اما الكمية التوازنية الجديدة فستكون كما ياتي:
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tأي ان المستهلن يستفيد من الاعانات ما نسبتم : 
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d


 

والمساوية  ABويستفيد المنتج من النسبة الباقية والممثلة على الشكل  BCوهو على الشكل يمثل 
الى : 
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 -شكل الاتي:اذا علمت ان دالة العر  والئلب لسلعة في سوق ما هما على ال : 2.8مثال ل
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 المئلوب// 
 جد السعر والكمية التواننتين  -1
 10جد السعر والكمية التواننتين بعد تلقي المنتجين لاعانة انتاجية قيمتها  -2

 وحدات نقدية لكل وحدة منتجة.
 الحل//
 التوانن قبل منح الاعانة: -1
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 جية:التوانن بعد منح اعانة انتا -2
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 ونلاحظ ان السعر التوازني بعد منح الاعانة اقل منم قبل منحها :ونلاحظ ان السعر التوازني بعد منح الاعانة اقل منم قبل منحها :  

5.3275.28 

 PP 

 كما ان الكمية التوازنية بعد منح الاعانة اكبر من الكمية التوازنية قبل منح الاعانة:

75.3625.5 

 QQ 

 واكثرواكثرالتوانن في سوق ذي سلعتين التوانن في سوق ذي سلعتين 
لايقت ةةر التحليةةل فةةي الاقت ةةاد علةةى علاقةةة الكميةةة مةةن سةةلعة مةةا بسةةعرها كمةةا لاحظنةةا لايقت ةةر التحليةةل فةةي الاقت ةةاد علةةى علاقةةة الكميةةة مةةن سةةلعة مةةا بسةةعرها كمةةا لاحظنةةا         
أي ان الكمية الم لوبة من سلعة ما والكمية المعروضةة منةم تظهةر دالةة فةي سةعر هةذل أي ان الكمية الم لوبة من سلعة ما والكمية المعروضةة منةم تظهةر دالةة فةي سةعر هةذل   سابقاسابقا

ا بهةذا الوجةود المنفةردل أي ان ا بهةذا الوجةود المنفةردل أي ان سلعة مةسلعة مة  توجدتوجدالسلعة فق  لبل ان الواقع يقول انم من النادر ان السلعة فق  لبل ان الواقع يقول انم من النادر ان 
  عنهةةةةةةاعنهةةةةةةااو بديلةةةةةةة او بديلةةةةةةة لهةةةةةةا لهةةةةةةا ل ل   Complementaryكةةةةةةل سةةةةةةلعة  لابةةةةةةد مةةةةةةن وجةةةةةةود سةةةةةةلعة مكملةةةةةةة كةةةةةةل سةةةةةةلعة  لابةةةةةةد مةةةةةةن وجةةةةةةود سةةةةةةلعة مكملةةةةةةة 

Substitute   عند تقدير دالة ال لب او العرى ان تؤخةذ عند تقدير دالة ال لب او العرى ان تؤخةذ   الاهتمامالاهتماماو كليهمال وبذلن لابد من او كليهمال وبذلن لابد من
  العوامةةل الاخةةرى ولةةيس سةةعر السةةلعة نفسةةها فةةي الحسةةبان ل ومةةن هةةذل العوامةةل اسةةعار السةةلعالعوامةةل الاخةةرى ولةةيس سةةعر السةةلعة نفسةةها فةةي الحسةةبان ل ومةةن هةةذل العوامةةل اسةةعار السةةلع

 الاخرى.الاخرى.
 التوانن في سوق ذي سلعتينالتوانن في سوق ذي سلعتين

سةةنتناول فةةي هةةذا الجةةزء كيفيةةة حةةل النمةةاذج التةةي تحتةةوي علةةى سةةلعتين مكملتةةين او قةةابلتين سةةنتناول فةةي هةةذا الجةةزء كيفيةةة حةةل النمةةاذج التةةي تحتةةوي علةةى سةةلعتين مكملتةةين او قةةابلتين     
 -للاحلال من خلال الامثلة الاتية:للاحلال من خلال الامثلة الاتية:

و و   xالاتيرة عرن دوال الئلرب والعرر  لسرلعتين همرا الاتيرة عرن دوال الئلرب والعرر  لسرلعتين همرا   لديك المعئيراتلديك المعئيرات   : توافرت : توافرت99..22مثال لمثال ل
y   في سوق المنافسة الكاملة . المئلوب ايجاد السعر والكمية التواننية للسلعتين في سوق المنافسة الكاملة . المئلوب ايجاد السعر والكمية التواننية للسلعتينx   و وy 

x                      yxdxمعادلة ال لب للسلعة معادلة ال لب للسلعة  PPQ 5.05  
x                      xsxمعادلة العرى للسلعة معادلة العرى للسلعة  PQ 24 
y                          yxdyمعادلة ال لب للسلعة معادلة ال لب للسلعة  PPQ  5.010 
y                        ysyمعادلة العرى للسلعة معادلة العرى للسلعة  PQ 2 
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 الحلالحل
x             :           :sxdxشر  التوازن للسلعة شر  التوازن للسلعة  QQ  

)1....(....................9
2

1
3

542
2

1

24
2

1
5







yx

xyx

xyx

PP

PPP

PPP

 

y           :           :sydyشر  التوازن للسلعة شر  التوازن للسلعة  QQ  

)2.(....................103
2

1

102
2

1

2
2

1
10







yx

yyx

yyx

PP

PPP

PPP

 

( 6( في )1وذلن بضرب المعادلة )Simultaneously( آنيا 2( و )1وبحل المعادلتين )
  xPقيمة  والح ول على yP( للتخلص من 1( في )2والمعادلة رقم )

657.3

645.17

1035.0

54318

11035.0

695.03

















x

x

yx

yx

yx

yx

P

P

PP

PP

PP

PP

 

 657.3xPيساوي يساوي   xللسلعة للسلعة   ي ان السعر التوازنيي ان السعر التوازنيأأ
 ::yPنح ل على قيمة نح ل على قيمة   22او او   11في أي من المعادلات في أي من المعادلات   xPوبالتعويى عن قيمة وبالتعويى عن قيمة 

942.3

5.0971.1

2

1
9971.10

9
2

1
)657.3(3

9
2

1
3











y

y

y

y

yx

P

P

P

P

PP

 

 942.3yPيساوي يساوي   y  أي ان السعر التوازني للسلعةأي ان السعر التوازني للسلعة
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نح ةةةةل علةةةةى الكميةةةةات نح ةةةةل علةةةةى الكميةةةةات   وبةةةةالتعويى عةةةةن الاسةةةةعار التوازنيةةةةة فةةةةي معةةةةادلتي ال لةةةةب والعةةةةرىوبةةةةالتعويى عةةةةن الاسةةةةعار التوازنيةةةةة فةةةةي معةةةةادلتي ال لةةةةب والعةةةةرى
 التوازنية من السلعتين وكما ياتي:التوازنية من السلعتين وكما ياتي:

314.3

314.3

)657.3(24

314.3

)942.3(5.0)657.3(5











sxdx

sx

sx

dx

dx

QQ

Q

Q

Q

Q

 

 x==3.3143.314= الكمية المعروضة للسلعة = الكمية المعروضة للسلعة x  الكمية الم لوبة للسلعةالكمية الم لوبة للسلعة
 

 yكذلن الحال مع السلعة كذلن الحال مع السلعة 

88.7

88.7

)942.3(2

886.7

)942.3()657.3(5.010











sydy

sy

sy

dy

dy

QQ

Q

Q

Q

Q

 

 y =7.88= الكمية المعروضة للسلعة yالكمية الم لوبة للسلعة 
 

الئلب والعر  لسوق سلعتين، جد الاسعار  التي: توافرت المعلومات عن د 2.10مثال ل
 والكميات التواننية.

22

11

212

211

32

23

225

210

PQ

PQ

PPQ

PPQ

S

S

d

d









 

 الحل
 -بالاعتماد على معادلة التوازن الاتية:

2211 , SdSd QQQQ  
 -ومن معادلة التوازن الاولى:

)1.....(....................134

023210

23210

21

121

121







PP

PPP

PPP

 

 -ومن معادلة التوازن الثانية:

)2........(....................752

0527

32225

21

21

221







PP

PP

PPP
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 -( آنيا نح ل على الاتي:2( و)1وبحل المعادلتين )
 

3
9

27

279

_________________________

14104

134

_________________________

)2(............752

134

22

2

21

21

21

21

















PP

P

PP

PP

PP

PP

 

 ((44وتساوي )وتساوي )1P( نح ل على قيمة ( نح ل على قيمة 22( او )( او )11في أي من المعادلتين )في أي من المعادلتين )  2Pوبتعويى قيمة وبتعويى قيمة 
 -عرى نح ل على القيم الاتية:عرى نح ل على القيم الاتية:وبتعويى قيم الاسعار التوازنية في معادلات ال لب والوبتعويى قيم الاسعار التوازنية في معادلات ال لب وال

7

5

22

11





Sd

Sd

QQ

QQ 

 -اذن ح لنا على الاسعار التوازنية والكميات التوازنية وهي كالاتي:
7,5,3,4 2121  QQPP 
 لثلاث سلعالتوانن في سوق 

 ق الرياضية نفسها ق الرياضية نفسها ائائيمكن استخراج قيم الكميات والاسعار التوازنية لسلع ثلاث وبال ر يمكن استخراج قيم الكميات والاسعار التوازنية لسلع ثلاث وبال ر   
بافترا  وجود ثلاث سلع في السوق وان معادلات الئلب والعر  لها هي بافترا  وجود ثلاث سلع في السوق وان معادلات الئلب والعر  لها هي   ::  1111..22مثال لمثال ل
 -كالاتي:كالاتي:

33

3213

22

3212

11

3211

1

4

22

228

5

2216

PQ

PPPQ

PQ

PPPQ

PQ

PPPQ

s

d

s

d

s

d













 

 
 الحل// يتساوى ال لب والعرى في حالة التوازن ولكل سلعة :

السلعة الاولى:                                        السلعة الاولى:                                        
)1..(....................2123

52216

321

1321

111







PPP

PPPP

QQQ sd
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 السلعة الثانية:السلعة الثانية:

                                         
)2....(....................10232

22228

321

2321

222







PPP

PPPP

QQQ sd

 

 السلعة الثالثة : 

)3(..............................52

14

321

3321

333







PPP

PPPP

QQQ sd

 

 الحل
انم يمكن حل هذل المعادلات ب ريقة الحذف والتعويى و ريقة الم فوفاتل الى تجدر الاشارة 

وازن للسلع الثلاثة وسيتم الحل بال ريقة الاولى. وبوضع المعادلات التي تم تكوينها من عملية الت
 نح ل على:

)3...(....................52

)2....(..........10232

)1.........(..........2123

321

321

321







PPP

PPP

PPP

 

 وبحل المعادلات آنيا:
 (4( فنح ل على المعادلة )2( بالمقدار )1تضرب المعادلة )

)4..(....................42246 321  PPP 
 ((55( نح ل على المعادلة )( نح ل على المعادلة )22( و )( و )44وبجمع المعادلتين )وبجمع المعادلتين )

)5..(....................524 21  PP 
 ((66ى المعادلة )ى المعادلة )( نح ل عل( نح ل عل33( و )( و )22وبجمع المعادلتين )وبجمع المعادلتين )

)6........(..........152 21  PP 
 ((77( نح ل على  المعادلة )( نح ل على  المعادلة )22( بالمقدار )( بالمقدار )55وبضرب المعادلة )وبضرب المعادلة )

)7......(..........10428 21  PP 
 ( نح ل على:7( و )6وبجمع المعادلتين )

17

1197

1

1





P

P 

 ( نح ل على:( نح ل على:66في المعادلة )في المعادلة )  1Pوبالتعويى بقيمة وبالتعويى بقيمة 

16

15217

2

2





P

P 

12وبالتعويى بقيم  ,PP ( نح ل على:4في المعادلة ) 
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2

42264102

422)16(4)17(6

3

3

3







P

P

P

 

 وبالتعويى في معادلة ال لب ومعادلة العرى للسلعة الاولى نح ل على:

12

12)17(5

122)16(2)17(216

111

1

1







QQQ

Q

Q

sd

s

d

 

 وكذلن الحال للسلعة الثانية:

30

30)16(22

30)2(216)17(28

222

2

2







QQQ

Q

Q

sd

s

d

 

 وللسلعة الثالثة :

1

121

1216174

333

3

3







QQQ

Q

Q

sd

s

d

 

 
 
 
 : Non linear modelsالنماذج اللاخئية .3
يتم اعتماد النماذج الخ ية في التحليل لغرى التبسي  في التحليل غير ان معظةم دوال ال لةب يتم اعتماد النماذج الخ ية في التحليل لغرى التبسي  في التحليل غير ان معظةم دوال ال لةب     

والعةةرى هةةي دوال لاخ يةةة ل ولايجةةاد التةةوازن فةةي نمةةوذج السةةوق غيةةر الخ ةةي الةةذي تتمثةةل فيةةم والعةةرى هةةي دوال لاخ يةةة ل ولايجةةاد التةةوازن فةةي نمةةوذج السةةوق غيةةر الخ ةةي الةةذي تتمثةةل فيةةم 
وسةةيتم اعتمةةاد اسةاليب جديةةدة فةةي التحليةةل وسةةيتم اعتمةةاد اسةاليب جديةةدة فةةي التحليةةل   للالدرجةةة الثانيةة الدرجةةة الثانيةة   نمةاذج العةةرى وال لةةب بمعةادلات مةةننمةاذج العةةرى وال لةةب بمعةادلات مةةن

 هي:هي:
: يتقةا ع منحنيةا العةرى وال لةب فةي هةذل : يتقةا ع منحنيةا العةرى وال لةب فةي هةذل  Graphical method الئريقرة البيانيرة الئريقرة البيانيرة  ..11

الحالةةةة فةةةي نق تةةةين وتهمةةةل القةةةيم السةةةالبة للكميةةةات والاسةةةعار وتعتمةةةد القةةةيم الموجبةةةة فقةةة  الحالةةةة فةةةي نق تةةةين وتهمةةةل القةةةيم السةةةالبة للكميةةةات والاسةةةعار وتعتمةةةد القةةةيم الموجبةةةة فقةةة  
 لمن قيتها.لمن قيتها.

ويسةعى هةذا التحليةل الةى ويسةعى هةذا التحليةل الةى   ::   Factorization methodئريقرة التحليرل الرى العوامرل ئريقرة التحليرل الرى العوامرل  ..22
تحقق كل منهما المعادلة التربيعيةة ل أي ايجةاد جةذري المعادلةة ل تحقق كل منهما المعادلة التربيعيةة ل أي ايجةاد جةذري المعادلةة ل   Qايجاد قيمتين للكمية ايجاد قيمتين للكمية 

 وتهمل القيم السالبة ايضا.وتهمل القيم السالبة ايضا.
 The General Quadraticئريقرررة المعادلرررة التربيعيرررة العامرررة لالدسرررتور ئريقرررة المعادلرررة التربيعيرررة العامرررة لالدسرررتور  ..33

Formula : :مةةن ال ةةعب تنفيةةذ  ريقةةة التحليةةل الةةى العوامةةل مةةن ال ةةعب تنفيةةذ  ريقةةة التحليةةل الةةى العوامةةل   فةةي بعةةى الاحيةةان يكةةونفةةي بعةةى الاحيةةان يكةةون
 بسبب الكسور في معاملات المعادلة فيتم اللجوء الى هذل ال ريقة.بسبب الكسور في معاملات المعادلة فيتم اللجوء الى هذل ال ريقة.
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: حتةى نفهةم ال ريقةة البيانيةة فةي حةل النمةاذج : حتةى نفهةم ال ريقةة البيانيةة فةي حةل النمةاذج Graphical Methodالئريقرة البيانيرة الئريقرة البيانيرة  ..11
 غير الخ ية ناخذ المثال الاتي:غير الخ ية ناخذ المثال الاتي:

 الشكل الاتي:الشكل الاتي:نموذج السوق غير الخ ي على نموذج السوق غير الخ ي على أأاذا كان اذا كان   ::((1122..22مثال لمثال ل

46

3 2





PQ

PQ

s

d 

 جد السعر والكمية التوازنية باستخدام الرسم البياني
 الحل//

076

463

2

2







PP

PP

QQ sd

 

 يتم وضع المعادلة التربيعية الاخيرة على شكل دالة تربيعية في السعر كما يأتي:
76)( 2  PPPf 

التةي تجعةل التةي تجعةل   Pالتي تجعةل الدالةة اعةلال تسةاوي  ةفرا ل أي ان قةيم التي تجعةل الدالةة اعةلال تسةاوي  ةفرا ل أي ان قةيم   Pوتوضح الدالة ان قيم وتوضح الدالة ان قيم 
الدالةةة تتقةةا ع مةةع الاحةةداثي السةةيني تمثةةل مجموعةةة جةةذور المعادلةةة الحقيقيةةة مةةع اهمةةال القةةيم الدالةةة تتقةةا ع مةةع الاحةةداثي السةةيني تمثةةل مجموعةةة جةةذور المعادلةةة الحقيقيةةة مةةع اهمةةال القةةيم 

 السالبة للسعر لتعارضها مع من ق النظرية الاقت ادية.السالبة للسعر لتعارضها مع من ق النظرية الاقت ادية.
...... 22 11 00 11- 22- 33- 44- 55- 66- 77- 88- ........ P 
...... 99 00 77- 1212- 1515- 1616- 1515- 1212- 77- 00 99 ...... )(Pf 
 

 
 (2.12نموذج سوق غير خ ي  مثال )لأ( نق ة التوازن 7شكل )
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تسةاوي تسةاوي   Pf)(تجعةلان الدالةة تجعةلان الدالةة   7Pو و   1Pويتضح من المثال ان هنان قيمتين للسعر همةا ويتضح من المثال ان هنان قيمتين للسعر همةا 
ن السةةعر التةةوازني هةةو ن السةةعر التةةوازني هةةو إإال ةةفر وعنةةد اهمةةال القيمةةة السةةالبة لتعارضةةها مةةع المن ةةق الاقت ةةادي فةةال ةةفر وعنةةد اهمةةال القيمةةة السةةالبة لتعارضةةها مةةع المن ةةق الاقت ةةادي فةة

1P   ق الاخرى.ق الاخرى.ائائوهو ما سنلاحظم عند اعتماد ال ر وهو ما سنلاحظم عند اعتماد ال ر 
 

المثةةال المثةةال نفسةةها فةةي نفسةةها فةةي بيانةةات بيانةةات الالباعتمةةاد باعتمةةاد : :  Factorizationئريقررة التحليررل الررى العوامررل ئريقررة التحليررل الررى العوامررل  ..22
762المعادلةةة المعادلةةة   ( وبمةةا ان( وبمةةا ان1111))  PP   2هةةي معادلةةة مةةن الدرجةةة الثانيةةة حةةدها الاول هةةي معادلةةة مةةن الدرجةةة الثانيةةة حةةدها الاولP  

ويمكن حل هذل المعادلةة ويمكن حل هذل المعادلةة   -77هو هو   Absolute termوحدها الم لق وحدها الم لق   P6وحدها الاوس  وحدها الاوس  
 التحليل وكما ياتي:التحليل وكما ياتي:ب ريقة ب ريقة 
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                         اما                  
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 وهذا الحل مرفوى وغير مقبول اقت اديا لانم لا يوجد سعر سالب
أو ان السعر التوازني هو                      
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ادلتي اما الكمية التوازنية فنح ل عليها بالتعويى عن قيمة السعر التوازني في احدى مع
 ال لب او العرى وكما ياتي:
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 ::ئريقة المعادلة التربيعية العامة لالدستور ئريقة المعادلة التربيعية العامة لالدستور  ..33
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 وهذا الحل مرفوى وغير مقبول اقت اديا لان السعر دائما اكبر من ال فر أي موجب
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 او:
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الةةةةذي تةةةةم الح ةةةةول عليةةةةم بةةةةال ريقتين الةةةةذي تةةةةم الح ةةةةول عليةةةةم بةةةةال ريقتين   نفسةةةةمنفسةةةةم  وهةةةةو الحةةةةلوهةةةةو الحةةةةل    11السةةةةعر التةةةةوازني = السةةةةعر التةةةةوازني =   وهةةةةذا يعنةةةةي انوهةةةةذا يعنةةةةي ان
 السابقتين.السابقتين.

 
 -العر  والئلب الاتيتين:العر  والئلب الاتيتين:  يي : اعئيت دالت : اعئيت دالت1313..22مثال لمثال ل
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 -على: السعر نح ل انوبما ان المعادلتين تساوي
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 وبت بيق القانون العام 
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 -وتهمل القيمة السالبة ب بيعة الحال ل وعليم نح ل على قيمة السعر كما ياتي:

94150)4(10)4(

9422)4(144

2

2





P

P 

 -تي:وبيانيا يمكن تمثيل السؤال بالشكل الآ



 58 

 
 (2.13( التمثيل البياني للمثال )8شكل )

 
 تحليل التوانن تحليل التوانن استخدام المصفوفات في استخدام المصفوفات في ..44

عةةةرى المشةةةاكل الاقت ةةةادية عةةةرى المشةةةاكل الاقت ةةةادية   مةةةن خلالهةةةامةةةن خلالهةةةايعةةةد جبةةةر الم ةةةفوفات مةةةن الاسةةةاليب التةةةي يمكةةةن يعةةةد جبةةةر الم ةةةفوفات مةةةن الاسةةةاليب التةةةي يمكةةةن         
قةد بةرزت الحاجةةة للم ةفوفات التةةي تمثةل مةدخلاتها قيمةةا لكثيةر مةةن قةد بةرزت الحاجةةة للم ةفوفات التةةي تمثةل مةدخلاتها قيمةةا لكثيةر مةةن و و   للق منتظمةةةق منتظمةةةائةائةومعالجتهةا ب ر ومعالجتهةا ب ر 

الأنمةةةوذج الأنمةةةوذج حةةةل الدراسةةةة فةةةي حةةةل الدراسةةةة فةةةي المتغيةةةرات والتةةةي تعكةةةس تةةةاثير هةةةذل القةةةيم علةةةى قةةةيم متغيةةةرات اخةةةرى مالمتغيةةةرات والتةةةي تعكةةةس تةةةاثير هةةةذل القةةةيم علةةةى قةةةيم متغيةةةرات اخةةةرى م
وتةةأتي اهميةةة الم ةةفوفات فةةي العلةةوم الاقت ةةادية مةةن قةةدرتها علةةى التحليةةل الشةةامل وتةةأتي اهميةةة الم ةةفوفات فةةي العلةةوم الاقت ةةادية مةةن قةةدرتها علةةى التحليةةل الشةةامل   الاقت ةةاديلالاقت ةةاديل

للنماذج الاقت ادية واكتشاف  بيعة العلاقات بين المتغيرات المؤثرة فةي الظةاهرة المدروسةة وذلةن للنماذج الاقت ادية واكتشاف  بيعة العلاقات بين المتغيرات المؤثرة فةي الظةاهرة المدروسةة وذلةن 
زيةةد مةةن قيمةة المنشةةأة السةةوقية زيةةد مةةن قيمةة المنشةةأة السةةوقية للو ةول الةةى نتةةائج نهائيةة تعةةين علةةى اتخةاذ القةةرارات المثلةةى التةي تللو ةول الةةى نتةةائج نهائيةة تعةةين علةةى اتخةاذ القةةرارات المثلةةى التةي ت

 من خلال الاستفادة من الموارد الاقت ادية المتاحة.من خلال الاستفادة من الموارد الاقت ادية المتاحة.
ق السةةةابقة فةةةي حةةةل النظةةةام الخ ةةةي قةةةد تكةةةون قابلةةةة للحةةةل فةةةي حةةةال وجةةةود مجهةةةول او ق السةةةابقة فةةةي حةةةل النظةةةام الخ ةةةي قةةةد تكةةةون قابلةةةة للحةةةل فةةةي حةةةال وجةةةود مجهةةةول او ائةةةائةةةان ال ر ان ال ر   

مةةن المجاهيةةل فاننةةا نسةةتخدم مةةن المجاهيةةل فاننةةا نسةةتخدم   nمةةن المعةةادلات وعةةدد مةةن المعةةادلات وعةةدد   nمجهةةولين اوثلاثةةة ل غيةةر ان وجةةود عةةدد مجهةةولين اوثلاثةةة ل غيةةر ان وجةةود عةةدد 
وسنت رق هنا لبعى الت بيقات الاقت ادية وسنت رق هنا لبعى الت بيقات الاقت ادية   للعنم بالم فوفات والمحدداتعنم بالم فوفات والمحددات  الجبر الخ ي والمعبرالجبر الخ ي والمعبر
 استخداماتها على المستوى الكلي.استخداماتها على المستوى الكلي.فضلا عن فضلا عن على المستوى الجزئي على المستوى الجزئي 
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 : : نموذج التوانن الجنةي باستخدام المصفوفاتنموذج التوانن الجنةي باستخدام المصفوفات  
نمةةةوذج تةةةوازن السةةةوق الخ ةةةي لسةةةوق سةةةلعة واحةةةدة نمةةةوذج تةةةوازن السةةةوق الخ ةةةي لسةةةوق سةةةلعة واحةةةدة اانمةةةوذج تةةةوازن سةةةلعة واحةةةدة: يمكةةةن حةةةل نمةةةوذج تةةةوازن سةةةلعة واحةةةدة: يمكةةةن حةةةل اا

 ين الجبر الخ ي وكما ياتي:ين الجبر الخ ي وكما ياتي:باستخدام قوانباستخدام قوان
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نمةوذج الخ ةي وبمعنةى آخةر نضةع المعةادلات فةي نمةوذج الخ ةي وبمعنةى آخةر نضةع المعةادلات فةي لالاينبغي اولا تكوين المنظومةة الم ةفوفية لينبغي اولا تكوين المنظومةة الم ةفوفية ل
 شكل م فوفة.شكل م فوفة.
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 وبذلن تكون منظومة الم فوفة بالشكل الاتي:

 (م فوفة الثوابت = )م فوفة المجاهيل() م فوفة المعلمات
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 ق المعروفة ق المعروفة ائائنموذج اعلال باحدى ال ر نموذج اعلال باحدى ال ر الأالأويمكن حل ويمكن حل 
   Inverse Matrix Method ريقة معكوس الم فوفة  ريقة معكوس الم فوفة  ..11
 Grammar Rule ريقة كرامر  ريقة كرامر    ..22
 

 نموذج السوق الاتي:نموذج السوق الاتي:   : في  : في 1414..22مثال لمثال ل
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 كوس المصفوفة.جد السعر التوانني والكمية التواننية باستخدام ئريقة مع
 الحل//

 -بالشكل الاتي: السابقةتعاد كتابة الدوال 
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 وباستخدام نظام الم فوفات تعاد كتابة المعادلات وكما ياتي:
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 معكوس الم فوفة: يكون ل ريقةوعلى وفق ا
DAX i
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  Cofactors Matrixوبالامكةةان ايجةةاد الم ةةفوفة المرافقةةة مةةن خةةلال م ةةفوفة العوامةةل المتممةةة وبالامكةةان ايجةةاد الم ةةفوفة المرافقةةة مةةن خةةلال م ةةفوفة العوامةةل المتممةةة 

 -وكما ياتي:وكما ياتي:
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والتي من خلالها نح ل على الم فوفة  Transposeثم نجد مبدلة م فوفة العوامل المتممة 
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 7 ية = الكمية التوازن QQQ sd 
5والسعر التوازني =                      PP 
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PQdبلرد مرا هري بلرد مرا هري  : اذا كانت معادلة الئلب علرى محصرول القئرن فري  : اذا كانت معادلة الئلب علرى محصرول القئرن فري 1515..22مثال لمثال ل 214 ، ،
PQsومعادلة عرضه هي ومعادلة عرضه هي  316.جد السعر والكمية التواننية باستخدام ئريقة كرامر.. جد السعر والكمية التواننية باستخدام ئريقة كرامر . 
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 لاستخراج الكميات التوازنية ينبغي اجراء الخ وات الاتية حسب ماتقتضيم  ريقة كرامر:
  فوفة: باستخدام عنا ر ال ف الاول وكما ياتي:استخراج المحدد العام للم .1
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وذلةةةةةن بوضةةةةةع عمةةةةةود الثوابةةةةةت مكةةةةةان العمةةةةةود الاول مةةةةةن وذلةةةةةن بوضةةةةةع عمةةةةةود الثوابةةةةةت مكةةةةةان العمةةةةةود الاول مةةةةةن   1Aاسةةةةةتخراج المحةةةةةدد الاول اسةةةةةتخراج المحةةةةةدد الاول  ..22
 -1010ويساوي =ويساوي =1Aالم فوفة وبنفس ال ريقة في الخ وة الاولى نستخرج المحدد الاولالم فوفة وبنفس ال ريقة في الخ وة الاولى نستخرج المحدد الاول

 ((-1010وهنا يساوي )وهنا يساوي )  2Aاستخراج المحدد الثاني استخراج المحدد الثاني  ..33
 ((-3030ويساوي )ويساوي )  3Aاستخراج المحدد الثالث استخراج المحدد الثالث  ..44
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  الكمية التوازنيةالكمية التوازنيةQ  ==22    ل  والسعر التوازنيل  والسعر التوازنيP   = =66  .. 
 وباستخدام ال ريقة الاعتيادية للتوازن نست يع استخراج الكمية والسعر التوازنيتين:وباستخدام ال ريقة الاعتيادية للتوازن نست يع استخراج الكمية والسعر التوازنيتين:
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     ثانيا: التوانن الكليثانيا: التوانن الكلي
ق الرياضةية سةواء ق الرياضةية سةواء ائائتناولنا في ال فحات السابقة كيفية حل نماذج التوازن الجزئي بمختلف ال ر تناولنا في ال فحات السابقة كيفية حل نماذج التوازن الجزئي بمختلف ال ر     

يى او ب ريقة الم فوفات ل والامر نفسم سيتم تناول حلةول نمةاذج يى او ب ريقة الم فوفات ل والامر نفسم سيتم تناول حلةول نمةاذج التوازن ب ريقة الحذف والتعو التوازن ب ريقة الحذف والتعو 
ق ذاتها ل تاركين الا ار النظري الذي يتعلق بها لمراجعة ال الب نفسم على ق ذاتها ل تاركين الا ار النظري الذي يتعلق بها لمراجعة ال الب نفسم على ائائالتوازن الكلي بال ر التوازن الكلي بال ر 

لاسةةةيما فةةةي لاسةةةيما فةةةي و و قةةةد تةةةم تناولةةةم فةةةي السةةةنوات السةةةابقة مةةةن دراسةةةة ال الةةةب قةةةد تةةةم تناولةةةم فةةةي السةةةنوات السةةةابقة مةةةن دراسةةةة ال الةةةب اعتبةةةار ان الا ةةةار النظةةةري اعتبةةةار ان الا ةةةار النظةةةري 
 النظرية الاقت ادية الكلية.النظرية الاقت ادية الكلية.  المرحلة الثالثة في مادةالمرحلة الثالثة في مادة

 
 -نموذج الدخل القومي على الشكل الاتي:نموذج الدخل القومي على الشكل الاتي:   : اذا كان  : اذا كان 1616.22مثاللمثالل

YTGI

YC

GICY

d

3.015,25

8.058

00

00







 

 المئلوب// 
 والضراةب التواننية  Cوالاستهلاك التوانني  Yاحسب الدخل القومي التوانني 

 الحل//

YC

YYC

YYC

TYC

YC d

56.058

24.08.058

)3.0(8.058

)(8.058

8.058















 

 ولايجاد الدخل التوازني نعوى بمعادلة الاستهلان التي ح لنا عليها في معادلة الدخل
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73.222
44.0

98

9844.0

98)56.0(

1525)56.058(

00











Y

Y

YY

YY

GICY

 

 وبالتعويى في دالة الاستهلان نح ل على الاستهلان التوازني:وبالتعويى في دالة الاستهلان نح ل على الاستهلان التوازني:

73.128

73.12458

)73.222(56.058

56.058









C

C

C

YC

 

 وتحسب الضرائب التوازنية :

82.66

)73.222(3.0

)(3.0







T

T

YT

 

 
 نموذج الدخل القومي : فرت المعلومات الاتية عن  : توا2.17مثال ل

35,20

15.08.0,45,32,40

)(

00

1000

0

10

000











CM

mcIGX

mYMM

YcCC

MXGICY

 

YCMاستخرج القيم التواننية لكل من  :المئلوب ,, 
 الحل

 نعوى بالقيم المع اة في السؤال في معادلة الدخل القومي وكما ياتي:

143.377
35.0

132

13235.0

132)65.01(

13265.0

65.0132

15.08.02040324535

015204032458.035

))15.020(40(32458.035

))(( 000010



















Y

Y

Y

YY

YY

YYY

YYY

YYY

mYMXGIYcCY

 

  377.143ازني = الدخل التو 
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 في دالة الاستهلان وكما ياتي: Yولايجاد الاستهلان التوازني نعوى بقيمة 

71.30135

)143.377(8.035

8.035







C

C

YC

 

 
 
  = 336.71الاستهلان التوازني 

 نية:في دالة الواردات لايجاد الواردات التواز  Yثم نعوى قيمة 

57.76

57.5620

)143.377(15.020

15.020

0











M

M

M

YM

mYMM

 

 76.57أي ان حجم الواردات التوازني = 
 كما يمكن ايجاد حجم الادخار باستخدام المعادلة الاتية:

43.40

43.7535

2.035

)1( 10









S

S

YS

YcCS d

 

 
نموذج الدخل القومي على نموذج الدخل القومي على   توفرت المعلومات الاتية عن اقتصاد مغلق كان فيه توفرت المعلومات الاتية عن اقتصاد مغلق كان فيه  :  : 1818..22مثال لمثال ل

 الشكل الاتي:الشكل الاتي:

1525

8.058

00

00







GI

YC

GICY

 

 Cوالاستهلاك التوانني  Yايجاد الدخل القومي التوانني  -1المئلوب 
 استخرج المضاعف مع تفسير معناه الاقتصادي -2         

 
 الحل
 نعوى معادلة الاستهلان في معادلة الدخل القومي -1

490

982.0

988.0

15258.058









Y

Y

YY

YY
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المستخرجة اعلال في دالة الاستهلان نح ل على الاستهلان  Yالتوازني  وبتعويى قيمة الدخل
 التوازني:

 

450

)490(8.058





C

C 
 -وكما ياتي: The Investment Multiplierيتم استخراج مضاعف الاستثمار -2

5
8.01

1

1

1








c
Multiplier 

ل القةةةةومي نتيجةةةةة مضةةةةاعفة الانفةةةةاق ل القةةةةومي نتيجةةةةة مضةةةةاعفة الانفةةةةاق يمثةةةةل المضةةةةاعف عةةةةدد المةةةةرات التةةةةي يتضةةةةاعف فيهةةةةا الةةةةدخيمثةةةةل المضةةةةاعف عةةةةدد المةةةةرات التةةةةي يتضةةةةاعف فيهةةةةا الةةةةدخ
وتفسةير النتيجةة التةي ح ةلنا عليهةا بانةم عنةد زيةادة الاسةتثمار مةرة واحةدة وتفسةير النتيجةة التةي ح ةلنا عليهةا بانةم عنةد زيةادة الاسةتثمار مةرة واحةدة   للالاستثماري مرة واحدة الاستثماري مرة واحدة 

 ن ذلن يؤدي الى مضاعفة الدخل القومي بمقدار خمس مرات.ن ذلن يؤدي الى مضاعفة الدخل القومي بمقدار خمس مرات.إإفف
 

 : اذا كانت دالة الاستهلاك لسلعة ما في بلد ما هي : اذا كانت دالة الاستهلاك لسلعة ما في بلد ما هي     2.19مثال لمثال ل
YC 8.012 

40اذا علمت ان الاستثمار كان  Cوالاستهلان التوازني  Yاحسب الدخل التوازني  I 
 
 الحل

128.0

4

0







CY

CY

ICY

 






























12

4

18.0

11

C
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 Cو  Yباستخدام قانون كرامر نستخرج القيم التوازنية لة 
161المحدد الاول           A=0.2المحدد العام  A       2.15المحدد الثانيA 

76
2.0

2.15

80
2.0

16

1

2

1





A

A
C

A

A
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 نموذج الخئي الاتي:ال : ليكن  2.20مثال ل
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40

75.010


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


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 المئلوب
YCجد   بالئريقة العادية وبئريقة المصفوفات ,
 الحل

 الئريقة الاولى:

240
25.0

60

6025.0

104075.010







Y

Y

YY

 

19018010)240(75.010 C 
 الئريقة الثانية:
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 اعئيت المعلومات الاتية:لو  : 12.2مثال ل

252.0,709.0,35,20  YTYCIG d 
 المستوى التوانني للدخل القومي.  وجد :بالمئلو 
 الحل
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5.4772.0
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366
28.0

5.102

5.10228.0
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 366اذن المستوى التوانني للدخل القومي=
 الفصل الثانيالفصل الثاني  اسةلةاسةلة
 اذا كانت معادلة الئلب والعر  على سلعة ما هي كما يأتي:-:1س
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145.1
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PQ

PQ
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 وكمية التوازن لهذل السلعة جد سعر
 
 -نموذج السوق الاتي:نموذج السوق الاتي:  اعئيت اعئيت   -::22سس
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PQ
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d
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224


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 المئلوب
 جد سعر وكمية التوانن بئريق الحذف او الاختنال -1
 جد سعر وكمية التوانن بالئريقة المباشرة -2
 
 نموذج السوق الاتي:ل احسب كمية وسعر التوانن  -:3س
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0732


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 -نموذج السوق الاتي:نموذج السوق الاتي:  في في   -::44سس
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( وبين مقدار الارتفاع 3احسب كلا من سعر التوازن وكمية التوازن بعد فرى ضريبة مقدارها )
 في السعر وهل هو اقل من مقدار الضريبة او لا.

 
 نموذج السوق الاتي:نموذج السوق الاتي:  : لديك : لديك 55سس
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4 2
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 يانيا.جد سعر وكمية التوانن ب
 
 جد سعري وكميتي التوانن في سوقي سلعتين اذا كانت دالتا العر  والئلب للسلعتين -:6س

 هما كالاتي:
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 : جد الحل التوانني لكل من النماذج الاتية:: جد الحل التوانني لكل من النماذج الاتية:77سس
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112اذا كانت دالة ئلب السوق :  -:8س  QQP : ودالة عر  السوق 
0422 2  QQP.احسب السعر والكمية التوازنيتين في ذلن السوق . 
 
 اذا تحددت دوال الئلب والعر  لثلاث سلع ، احسب الاسعار والكميات التواننية لهذا-:9س
 نموذج لسوق السلع الثلاث.ال 
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 اذا توفرت لديك المعلومات الاتية حول اقتصاد مغلق: -:10س

rI

YC

301200

8.0100



 

 سعر الفائدة  rيمثل  إذ
YMdومعادلة ال لب على النقود لاغراى المعاملات والحي ة:  25.01  

rMdوال لب على النقود لاغراى المضاربة: 2513752  
 2500sMى النقود:وعر 

 rو  Yالم لوب//  جد القيم التوازنية لكل من 
 
 -اذا علمت ان دالة الئلب والعر  لاحدى السلع كما ياتي: -:11س
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 المئلوب
 ايجاد السعر والكمية التوازنيتين. -1
 2كمية التوازنيتين بعد فرى ضريبة نوعية على الانتاج مقدارها ايجاد السعر وال -2

 وحدة على كل وحدة منتجة.
ايجاد السعر والكمية التوازنيتين بعد منح اعانة على الانتاج بواقع وحدتين  -3

 نقديتين على كل وحدة.
ايجاد السعر والكمية التوازنيتين بعد فرى ضريبة قيمية على الانتاج بنسبة  -4

  P لبيعمن سعر ا %5
 
 توفرت دوال الئلب والعر  لسلعتين مستقلتين: -:12س
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 المئلوب
QPجد  -1 , 
 ؟م تبادلية بين العلاقة بين السلعتين هل هي تكاملية  -2
 
 لديك دالة الئلب والعر  لسلعة معينة: -:13س
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 ئلوبالم
 احسب سعر وكمية التوانن:

 بيانيا -1
 جبريا -2
 
 توافرت المعلومات عن دوال الئلب والعر  لثلاث سلع -:14س
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 :يهدف هذا الفصل الى التعرف على
 

 تعريف الميل في الاقتصاد 

  المرونة 

 مرونة الئلب السعرية 

 مرونة الئلب التقائعية 

 مرونة الئلب الدخلية 

  مرونة العر 
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 الفصل الثالث
 الميل والمرونة 

Slope & Elasticity  
 : Slopeالميل 
  xنتيجةة التغيةر فةي قيمةة متغيةر اخةر مثةل نتيجةة التغيةر فةي قيمةة متغيةر اخةر مثةل   yيةر مةا مثةل يةر مةا مثةل التغير فةي قيمةة متغالتغير فةي قيمةة متغ  عنعنيعبر الميل يعبر الميل     

بمقةةةدار وحةةةدة بمقةةةدار وحةةةدة   xبمقةةةدار وحةةةدة واحةةةدة. وحقيقةةةة الامةةةر فانةةةم لةةةيس بالضةةةرورة ان نحةةةدد التغيةةةر فةةةي بمقةةةدار وحةةةدة واحةةةدة. وحقيقةةةة الامةةةر فانةةةم لةةةيس بالضةةةرورة ان نحةةةدد التغيةةةر فةةةي 
 واحدة. واحدة. 

للخ  يمكن ان يؤخذ مةن للخ  يمكن ان يؤخذ مةن   Gradiantاو درجة الميل او المنحدر او درجة الميل او المنحدر   Slopeن الميل ن الميل إإبشكل عام فبشكل عام ف    
عنةد التحةرن بةين أي نق تةين علةى عنةد التحةرن بةين أي نق تةين علةى   xفةي فةي   لةم لةم   منةاظرمنةاظرالالتغيةر تغيةر الالمقسةوما علةى مقسةوما علةى     yالتغير فةي قيمةة التغير فةي قيمةة 

ل ل   xبةةةالرمز بةةةالرمز   x  وعةةةن التغيةةةر فةةةيوعةةةن التغيةةةر فةةةي  yبةةةالرمز اللاتينةةةي بةةةالرمز اللاتينةةةي   yذلةةةن الخةةة . ويعبةةةر عةةةن التغيةةةر فةةةي ذلةةةن الخةةة . ويعبةةةر عةةةن التغيةةةر فةةةي 
 -ورياضيا:ورياضيا:

x

y
Slope




 

  xو و   yلقةةيم المختلفةةة لكةةل مةةن المتغيةةرين لقةةيم المختلفةةة لكةةل مةةن المتغيةةرين علةةى وفةةق اعلةةى وفةةق اتعبةةر الاشةةكال البيانيةةة الاتيةةة عةةن الميةةل تعبةةر الاشةةكال البيانيةةة الاتيةةة عةةن الميةةل   
 -وكما ياتي:وكما ياتي:

 
 موجب Bو  A ( الميل بين النق تين9شكل )

 -نتبع الاتي: Bو  Aلحساب الميل بين النق تين 
1

2

2

13

24












x

y
Slope 
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ل الامةةةر الةةذي يشةةير الةةى زيةةةادة ل الامةةةر الةةذي يشةةير الةةى زيةةةادة   44الةةى الةةى   22يتغيةةر مةةن يتغيةةر مةةن   yن الاحةةةداثي ن الاحةةةداثي إإفةةفةة  Bو و   Aعنةةد التحةةرن مةةن عنةةد التحةةرن مةةن 
بزيةةادة مقةةدارها وحةةدتينل وهةةذا يعنةةي ان قيمةةة بزيةةادة مقةةدارها وحةةدتينل وهةةذا يعنةةي ان قيمةةة   33الةةى الةةى   11يتغيةةر مةةن يتغيةةر مةةن   xوالاحةةداثي والاحةةداثي   للمقةةدارها وحةةدتينمقةةدارها وحةةدتين
 . . 11  الميل تساويالميل تساوي

 -وكما ياتي:وكما ياتي:  Cو و    A( فيشير الى وضع اخر للميل بين النق تين ( فيشير الى وضع اخر للميل بين النق تين 1010ما الشكل البياني )ما الشكل البياني )أأ    

 
 سالب Cو  A( الميل بين النق تين 10شكل )
33.0

3

1

14

21















x

y
Slope 

أي ينخفى بمقدار وحدة أي ينخفى بمقدار وحدة   11الى الى   22من من   yيتغير يتغير   Cالى نق ة الى نق ة   Aنلاحظ هنا ان التحرن من نق ة نلاحظ هنا ان التحرن من نق ة 
 وحدات.وحدات.  33بزيادة مقدارها بزيادة مقدارها   44الى الى   11  منمن  xواحدة ل في حين يتغير واحدة ل في حين يتغير 

كةةان ثابتةةا فةةي حةةين كةةان ثابتةةا فةةي حةةين   yن الميةةل كةةان ثابتةةا لان التغيةةر فةةي ن الميةةل كةةان ثابتةةا لان التغيةةر فةةي أألةةى لةةى إإ( فيشةةير ( فيشةةير 1111مةةا الشةةكل البيةةاني )مةةا الشةةكل البيةةاني )أأ    
 -وكما ياتي:وكما ياتي:  55الى الى   11من من   xتغيرت تغيرت 

0
4

0

15

22












x

y
Slope 
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 ثابت= فر Dو  A( الميل بين النق تين 11شكل )

 
يةةل كةةان موجبةةا  المةةا كةةةان الخةة  متجهةةا الةةى الاعلةةةىل يةةل كةةان موجبةةا  المةةا كةةةان الخةة  متجهةةا الةةى الاعلةةةىل نلاحةةةظ ان المنلاحةةةظ ان الم  السةةابقةالسةةابقةمةةن خةةلال الامثلةةة مةةن خةةلال الامثلةةة 

 وسالبا اذا كان الخ  متجها نحو الاسفل ل في حين يكون الميل  فرا اذا كان الخ  افقيا.وسالبا اذا كان الخ  متجها نحو الاسفل ل في حين يكون الميل  فرا اذا كان الخ  افقيا.
كل الدوال الاقت ادية خ يةة ل ولهةذا مةن الضةروري ان نوسةع مفهةوم الميةل كل الدوال الاقت ادية خ يةة ل ولهةذا مةن الضةروري ان نوسةع مفهةوم الميةل   تتولسوء الحظ ليسولسوء الحظ ليس    

مفهةةةةوم ظةةةةل الزاويةةةةة مفهةةةةوم ظةةةةل الزاويةةةةة بب  التعريةةةةفالتعريةةةةفبغةةةةي بغةةةةي حتةةةةى يشةةةةمل منحنيةةةةات اكثةةةةر ل ولكةةةةي نتو ةةةةل الةةةةى ذلةةةةن ينحتةةةةى يشةةةةمل منحنيةةةةات اكثةةةةر ل ولكةةةةي نتو ةةةةل الةةةةى ذلةةةةن ين
(Tangent)  :والموضح بالشكل البياني الاتي:والموضح بالشكل البياني الاتي- 

 
 ( ظل الزاوية12شكل )

علةى المنحنةي يمةس المنحنةى عنةد تلةن النق ةة ويسةمى علةى المنحنةي يمةس المنحنةى عنةد تلةن النق ةة ويسةمى   aيمثل الخ  الذي يمر من خلال النق ةة يمثل الخ  الذي يمر من خلال النق ةة 
 عندئذ ظل الزاوية.عندئذ ظل الزاوية.
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axان الميةل او المنحةةدر للمنحنةى عنةةد ان الميةل او المنحةةدر للمنحنةى عنةةد     الزاويةة عنةةد الزاويةة عنةةد يعةرف بظةةل يعةرف بظةةلax  وتجةدر الاشةةارة الةةى . وتجةدر الاشةةارة الةةى .
 تية:تية:او ثابتا كما في الاشكال البيانية الآاو ثابتا كما في الاشكال البيانية الآ  ان ظل الزاوية او الميل ل يمكن ان يكون متغيرا  ان ظل الزاوية او الميل ل يمكن ان يكون متغيرا  

 
 ( الميل او ظل الزاوية المتغير13شكل )

 

 
 ( الميل او ظل الزاوية الثابت14شكل )

ادق عةةن المشةةتقة الاولةةى للدالةةة الرياضةةية ل وفةةي هةةذل ادق عةةن المشةةتقة الاولةةى للدالةةة الرياضةةية ل وفةةي هةةذل يعبةةر الميةةل عةةن مشةةتقة الدالةةة او بشةةكل يعبةةر الميةةل عةةن مشةةتقة الدالةةة او بشةةكل     
 -الحالة يمكن التعبير عنم رياضيا :الحالة يمكن التعبير عنم رياضيا :

dx

dy 
fوكما يمكن كتابتم باستخدام الرمز الرياضي    .والذي يشير الى المشتقة الاولى للدالة 
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)(2تي لقيم الدالة الاتية  : اكمل الجدول الا 3.1مثال ل xxf  
 

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 -0.5 -1.0 -1.5 -2.0 x 
         )(xf 
 

 الحل//
2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 -0.5 -1.0 -1.5 -2.0 x 
4 2.25 1.0 0.25 0.0 0.25 1 2.25 4 )(xf 

 
 
 

 
 (3.1( التمثيل البياني للمثال )15شكل )
 -من الرسم البياني نلاحظ الاتي:
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3
5.0

5.1
)5.1(

1
5.0

5.0
)5.0(

0
5.0

0
)0(

1
5.0

5.0
)5.0(

3
5.0

5.1
)5.1(

















f

f

f

f

f

 

 
 ////الميل في الاقتصادالميل في الاقتصاد

تعرفنا على المعنى الرياضي للميل واشكالم البيانية و ريقة التو ل اليم ل وفةي الاقت ةاد ياخةذ تعرفنا على المعنى الرياضي للميل واشكالم البيانية و ريقة التو ل اليم ل وفةي الاقت ةاد ياخةذ     
bPaQنا دالة ال لب نا دالة ال لب الميل حيزا كبيرا ل فمثلا لو اخذالميل حيزا كبيرا ل فمثلا لو اخذ    ل ورسمنا ل ورسمناQ     على المحور العمةودي على المحور العمةودي

bPaQعلى المحور الافقي سيكون ميل الدالة على المحور الافقي سيكون ميل الدالة   Pو و     مساويا الى مساويا الىb   لان زيادة وحةدة واحةدة لان زيادة وحةدة واحةدة
 من الوحدات وكما موضح بالشكل البياني الاتي:من الوحدات وكما موضح بالشكل البياني الاتي:  bبمقدار بمقدار   Q  انخفاىانخفاىي الى ي الى تؤدتؤد  Pفي في 

 
 ( منحنى  لب خ ي16شكل )

لان ارتفةةةاع السةةةعر قةةةد اقتةةةرن بانخفةةةاى الكميةةةة لان ارتفةةةاع السةةةعر قةةةد اقتةةةرن بانخفةةةاى الكميةةةة   ( سةةةالب( سةةةالب1616لميةةةل فةةةي الشةةةكل البيةةةاني )لميةةةل فةةةي الشةةةكل البيةةةاني )نجةةةد ان انجةةةد ان ا
bPaQ ة للسةعر. فةاذا كانةت الدالةة  ة للسةعر. فةاذا كانةت الدالةة ويقال بان الكمية هي دالة متناقويقال بان الكمية هي دالة متناق  للالم لوبة الم لوبة     ذات ميةل ذات ميةل

 ..0bسالب فيعني هذا ان سالب فيعني هذا ان 
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YCامةةةا لةةةو اخةةةذنا دالةةةة الاسةةةتهلان الخ يةةةة الاتيةةةة امةةةا لةةةو اخةةةذنا دالةةةة الاسةةةتهلان الخ يةةةة الاتيةةةة      56.0100   ل نجةةةد ان لهةةةذل الدالةةةة مةةةيلا ل نجةةةد ان لهةةةذل الدالةةةة مةةةيلا
ال بةةان الاسةةتهلان دالةةة ال بةةان الاسةةتهلان دالةةة يمثةةل زيةةادة الاسةةتهلان مةةع زيةةادة الةةدخل. وهكةةذا يقةةيمثةةل زيةةادة الاسةةتهلان مةةع زيةةادة الةةدخل. وهكةةذا يقةة  0.560.56موجبةةا مقةةدارل موجبةةا مقةةدارل 

YCفاذا كانةت الدالةة مةن الشةكل فاذا كانةت الدالةة مةن الشةكل   ة للدخللة للدخللمتزايدمتزايد     فانهةا ذات ميةل موجةب ويعنةي هةذا ان فانهةا ذات ميةل موجةب ويعنةي هةذا ان
   0يجب ان تكون موجبة او يجب ان تكون موجبة او  ( (:1717ويمكن توضيح ذلن بيانيا من الشكل )ويمكن توضيح ذلن بيانيا من الشكل:)- 

 
 ( دالة استهلان خ ية17شكل )

المتغير المستقل ل فاذا كانت  تغيرن ميل الرسم البياني للدالة كيفية تغير المتغير التابع عند يبي
 -دالة الاستهلان كالاتي:

YC   
 -ان:ف Cبمقدار  Cو  Yبمقدار  Yفاذا تغير 

 YYCC   

YCوعندما ن رح    نح ل على : الدالة اعلال من- 
YC   

YCالى دالة الاستهلان الخ ية السابقة وهي  لعودةوبا 56.0100 :نجد الاتي- 
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56.0

56.0

)(56.0100

56.0100












Y

C

YC

YYCC

YC

 

ويبةةةةين ويبةةةةين 
Y

C



  يةةةةر الاسةةةةتهلان اسةةةةتجابة لتغيةةةةر الةةةةدخل ويسةةةةمى الميةةةةل الحةةةةدي للاسةةةةتهلان يةةةةر الاسةةةةتهلان اسةةةةتجابة لتغيةةةةر الةةةةدخل ويسةةةةمى الميةةةةل الحةةةةدي للاسةةةةتهلان نسةةةةبة تغنسةةةةبة تغ
MPC فةةاذا رسةةمنا دالةةة الاسةةتهلان مةةع . فةةاذا رسةةمنا دالةةة الاسةةتهلان مةةع .Y   علةةى المحةةور الافقةةي و علةةى المحةةور الافقةةي وC   علةةى المحةةور العمةةودي علةةى المحةةور العمةةودي

  MPCوفي دالة الاستهلان الخ ية يكون وفي دالة الاستهلان الخ ية يكون   للميلهماميلهماهو هو   MPCن ن إإ( ف( ف1717وكما في الشكل البياني )وكما في الشكل البياني )
امةا امةا   للالةذي بةدأ منةم التغيةرالةذي بةدأ منةم التغيةر  Yاو علةى مسةتوى الةدخل او علةى مسةتوى الةدخل   Yثابتا ولايعتمد على مقةدار تغيةر الةدخل ثابتا ولايعتمد على مقةدار تغيةر الةدخل 

  Yثابتا بل يعتمد على كل من ثابتا بل يعتمد على كل من   MPCفي دالة الاستهلان غير الخ ية )الانحنائية ( فلا يكون في دالة الاستهلان غير الخ ية )الانحنائية ( فلا يكون 
 ..Yو و 

 :  :    Elasticityالمرونة المرونة 
يقيس الميل الاستجابة الفعلية لاحد المتغيرات الناتجة عن تغير متغير آخرل في حةين اذا اردنةا يقيس الميل الاستجابة الفعلية لاحد المتغيرات الناتجة عن تغير متغير آخرل في حةين اذا اردنةا     

نقةةارن بةةين نقةةارن بةةين   ممالميةةل وبةةالميةةل وبةة  المقارنةةة بةةين دوال مختلفةةة فيسةةتوجب الامةةر الرجةةوع الةةى مقيةةاس اخةةر غيةةرالمقارنةةة بةةين دوال مختلفةةة فيسةةتوجب الامةةر الرجةةوع الةةى مقيةةاس اخةةر غيةةر
فبةةاي نسةةبة فبةةاي نسةةبة   11ذا ازدادت اسةةعار السةةلعتين معةةا بنسةةبة %ذا ازدادت اسةةعار السةةلعتين معةةا بنسةةبة %إإالتغيةةرات النسةةبية فةةي كةةلا المتغيةةرين ل فةةالتغيةةرات النسةةبية فةةي كةةلا المتغيةةرين ل فةة

مئويةة تتغيةةر الكميةةة الم لوبةة او المعروضةةة منهمةةا  ان مقارنةة الميةةول لا يمكةةن ان تةوفر لنةةا هةةذل مئويةة تتغيةةر الكميةةة الم لوبةة او المعروضةةة منهمةةا  ان مقارنةة الميةةول لا يمكةةن ان تةوفر لنةةا هةةذل 
يةةاس المسةةتخدمة ل يةةاس المسةةتخدمة ل يعتمةةد ميةةل منحنةةى عةةرى او  لةةب أي سةةلعة علةةى وحةةدات القيعتمةةد ميةةل منحنةةى عةةرى او  لةةب أي سةةلعة علةةى وحةةدات الق  إذإذالمعلومةةات المعلومةةات 

 وعليم يستوجب الامر الرجوع الى مقياس اخر وهو المرونة.وعليم يستوجب الامر الرجوع الى مقياس اخر وهو المرونة.
ورياضةةةيا ورياضةةةيا   للتعةةةرف المرونةةةة بانهةةةا مةةةدى اسةةةتجابة المتغيةةةر التةةةابع للتغيةةةرات فةةةي المتغيةةةر المسةةةتقلتعةةةرف المرونةةةة بانهةةةا مةةةدى اسةةةتجابة المتغيةةةر التةةةابع للتغيةةةرات فةةةي المتغيةةةر المسةةةتقل      

فةاذا فةاذا   للتعرف بانها التغير النسبي فةي المتغيةر التةابع مقسةوما علةى التغيةر النسةبي للمتغيةر المسةتقلتعرف بانها التغير النسبي فةي المتغيةر التةابع مقسةوما علةى التغيةر النسةبي للمتغيةر المسةتقل
 -هي:هي:  Xبالنسبة للمتغير المستقل بالنسبة للمتغير المستقل   Yن مرونة التابع ن مرونة التابع إإفف  Eز ز رمزنا بالرمرمزنا بالرم

Y

X

X

Y

X

X

Y

Y

X

X
Y

Y

E XY 












 / 

ومةةةن هةةةذل العلاقةةةة نجةةةد انةةةم يمكةةةن حسةةةاب المرونةةةة بةةةين نق تةةةين حيةةةث يكةةةون الفةةةرق بةةةين فوا ةةةل ومةةةن هةةةذل العلاقةةةة نجةةةد انةةةم يمكةةةن حسةةةاب المرونةةةة بةةةين نق تةةةين حيةةةث يكةةةون الفةةةرق بةةةين فوا ةةةل 
XYوتراتيب هةذل النقةا  وتراتيب هةذل النقةا    الةى الةى   X  اقتربةتاقتربةت  إذإذل كمةا يمكةن حسةاب المرونةة عنةد نق ةة واحةدة ل كمةا يمكةن حسةاب المرونةة عنةد نق ةة واحةدة ,

 -ال فر وعندها تكون المرونة هي:ال فر وعندها تكون المرونة هي:

Y

X
Y

Y

X

X

Y
E XY 




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XYلنفر  انه لدينا الدالة الاتية :   3.2مثال ل 5.012 احسب المرونة بين النقئتين ،
2X  6وX  2، ثم احسب المرونة عند النقئةX. 
 الحل

 المرونة بين نق تين:

077.0
13

2

4

2

21315

426

156

132

















XY

XY

E

Y

X

YX

YX

Y

X

X

Y
E

 

 :2Xالمرونة عند نق ة واحدة 

077.0

13

2
5.0






Y

X
YE XY

 

ير التابع مأخوذة بشكل بان المرونة هي مقياس يع ي التغيرات في المتغ ذكرنا آنفايتضح مما 
 وعليم يمكن و ف المرونة كما ياتي: 1مئوي عندما يتغير المتغير المستقل بنسبة %

1- 0E.المتغير التابع عديم المرونة أي لايستجيب لتغيرات المتغير المستقل : 
2- 10  E في التابع اقل من التغيرات في : المتغير التابع ضعيف المرونة أي التغيرات

 المتغير المستقل.
3- 1E  تغير المتغير   ب: المتغير التابع متكافيء المرونة أي ان المتغير التابع يتغير

 .نفسم المستقل
4- 1Eيرات في : المتغير التابع مرن حيث تكون التغيرات في المتغير التابع اكثر من التغ

 المتغير المستقل.
5- E.المتغير التابع لانهائي المرونة : 
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والقيم المقابلة للمتغير  X : لنفتر  انه لدينا القيم الاتية لعدة متغيرات مستقلة 3.3مثال ل
 في حالات مختلفة. Yالتابع 
  :1الحالة ل

0

200

100
*

1

0

200

100
*

100101

200200

*

200101

200100

22

11



















XY

XY

E

Y

X

X

Y
E

YX

YX

 

، عليه التابع  0بنسبة % Yكانت تغيرات  1بنسبة % Xوتفسير النتيجة هنا : عندما تغير 
  Xعديم المرونةل عديم الاستجابة  ي انه لم يستجب للتغير في 

 
  : 2الحالة ل

1)5.0(*
1

2

200

100
*

100101

200202

202101

200100

22

11












XY

XY

E

E

YX

YX

 

 ي ان استجابة المتغير التابع لتغير  1بنفس النسبة % Yتغير  1بنسبة % Xوهنا بتغير 
 .Xمساوي للتغير في المتغير المستقل 

 
  :3الحالة ل

5.0
200

100
*

1

1

201101

200100

22

11







XYE

YX

YX

 

في حين كان تغير  Y %0.5حيث بلغ تغير  Xكان اقل من تغير  Yمن الواضح ان تغير 
X % =1 .عليه التابع قليل المرونة  ي استجابته قليلة للتغير في المتغير المستقل ، 
 
 
 



 86 

  : 4الحالة ل

4
200

100
*

1

8

208101

200100

22

11







XYE

YX

YX

 

 .التابع مرن جدا   المتغير بكثير فنقول ان Xتفوق التغير في  Yي وهنا نسبة التغير ف
 

بعد هذا التعريف الشامل للمرونة ا بح بالامكان ت بيقها على الدوال الاقت ادية حيث تختلف 
 نات اسماء مختلفة.هذل الدوال عن بعضها بالمتغير التابع والمتغير المستقل مما يع ي للمرو 

 
تعرف مرونة ال لب السعرية :  Price Elasticity of Demand. مرونة الئلب السعرية 1

 التغير النسبي في الكمية الم لوبة مقسوما على التغير النسبي في سعر الكمية -على انها:
 نفسهاالم لوبة 
 -ورياضيا :

 وبة/ التغير النسبي في السعرمرونة ال لب السعرية = التغير النسبي في الكمية الم ل

P

Q
E d

d





%

% 
 -ذا كانت دالة ال لب على النحو الاتي:إف

)( PPbaQQ

bPaQ



 

 -ن:إوبذلن ف
PbQ  

 -وان :

P

Q
b




 

ذ أو  هو  Qن التغير النسبي في ا 
Q

Q  ل كما ان التغير النسبي فيP  هو
P

P ن:إلذلن ف 

Q

P

P

Q

PP

QQ
Ed *

/

/









 

وبذلن لا يعتمد هذا على وحدات القياس التةي اسةتخدمت فةي قيةاس الاسةعار او الكميةات لاننةا اذا وبذلن لا يعتمد هذا على وحدات القياس التةي اسةتخدمت فةي قيةاس الاسةعار او الكميةات لاننةا اذا 
بةةدلا مةةن الا نةان ل مةةثلا فسةةوف يةةؤثر ذلةةن بةةدلا مةةن الا نةان ل مةةثلا فسةةوف يةةؤثر ذلةةن اسةتخدمنا وحةةدات ا ةةغر كقيةةاس الكميةات بالباونةةدات اسةتخدمنا وحةةدات ا ةةغر كقيةةاس الكميةات بالباونةةدات 

 ..Qعلى على   نفسهانفسها  نسبة تاثيرلنسبة تاثيرلبب  Qعلى على 
 -باتباع الاتي:باتباع الاتي:  المذكورالمذكوركما يمكن التو ل الى قانون المرونة كما يمكن التو ل الى قانون المرونة     

 -التغير المئوي في السعر يمكن  ياغتم كالاتي:التغير المئوي في السعر يمكن  ياغتم كالاتي:
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100


P

P 
 -الى الكمية : وكذلن الحال بالنسبة

100


Q

Q 

 -ن المرونة تساوي:إوعليم ف

















































P

P

Q

Q
E

P

P

Q

Q
E

100
100

100100

 

 -من القوسين نح ل على المرونة: 100بحذف 

Q

P

P

Q
E 




 

الى  1Pويشير الشكل البياني الاتي الى التمثيل البياني لمنحنى ال لب وفيم ينخفى السعر من 
2P  1ومؤديا الى زيادة الكمية منQ  2الىQ. 

 
 ( التغيرات في الاسعار والكميات 18شكل )

تجدر الاشارة الى انم  الما كانت العلاقة بةين الاسةعار والكميةات الم لوبةة هةي علاقةة عكسةية تجدر الاشارة الى انم  الما كانت العلاقة بةين الاسةعار والكميةات الم لوبةة هةي علاقةة عكسةية     
ية في الحالات الاعتيادية ذات قيمة سالبة ولاتكون اشارتها موجبة ية في الحالات الاعتيادية ذات قيمة سالبة ولاتكون اشارتها موجبة ل لذا تكون مرونة ال لب السعر ل لذا تكون مرونة ال لب السعر 

 Inferior)الا فةةي الحةةالات الاسةةتثنائية حيةةث تكةةون السةةلعة موضةةوع البحةةث مةةن السةةلع الرديئةةة الا فةةي الحةةالات الاسةةتثنائية حيةةث تكةةون السةةلعة موضةةوع البحةةث مةةن السةةلع الرديئةةة 
Goods)      او سلع جيفن او سلع جيفن(Geffen's Goods)( ولكي نتجنب القيمة السالبة فان العلامة ). ولكي نتجنب القيمة السالبة فان العلامة .-

ونة وستكون المرونة اكبر من واحةد عنةدما يكةون ال لةب مرنةا ونة وستكون المرونة اكبر من واحةد عنةدما يكةون ال لةب مرنةا ( ستدخل المعادلة لايجاد قيمة المر ( ستدخل المعادلة لايجاد قيمة المر 
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الحةالات الحةالات   وفيمةا يةأتيوفيمةا يةأتيل واذا كانت المرونة اقل من واحد فان ال لب على السةلعة غيةر مةرن وهكةذا ل واذا كانت المرونة اقل من واحد فان ال لب على السةلعة غيةر مةرن وهكةذا 
 المختلفة لمرونة ال لب رياضيا وبيانيا.المختلفة لمرونة ال لب رياضيا وبيانيا.

 
 1dEيكون ال لب مرنا تجال التغير في السعر اذا كانت  -1
 1dEون ال لب غير مرن تجال التغير في السعر اذا كانت يك -2
 1dEيكون ال لب احادي المرونة تجال التغير في السعر اذا كانت  -3
 dEيكون ال لب لانهائي المرونة تجال التغير في السعر اذا كانت  -4
 0dEرونة تجال التغير في السعر اذا كانت يكون ال لب عديم الم -5
 

 
 ( الحالات المختلفة لمرونة ال لب19شكل )

 
 في دالة الئلب الاتية:في دالة الئلب الاتية:  2P : احسب مرونة الئلب السعرية عندما يكون  : احسب مرونة الئلب السعرية عندما يكون 3.4مثال لمثال ل

QP 5.025 
 الحل

QPمن معادلة ال لب  5.025  : نجد ان 

PQ

PQ

250

5.0

1

5.0

25



 
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 فان :  2Pوعندما يكون 
46)2(250 Q 

ولما كانت معادلة المرونة هي 
Q

P

P

Q
Ed *




  ل 

نجد قيمة 
P

Q



  ن مرونة ال لب السعرية :وعليم فإ -2وتساوي- 

09.0
46

2
2 








dE 

  : اذا كانت دالة الئلب هي: : اذا كانت دالة الئلب هي:3.5مثاللمثالل
2300402  PPQd 

،  10Pاحسب التغير في الكمية المئلوبة اذا ناد السعر بمقدار وحدة واحدة عن السعر 
 وقارن النتيجة بحساب التغير الفعلي في كمية الئلب.

 الحل//
لم لوبة بالنسبة للتغير في السعر نجد المشتقة الاولى لدالة ال لب لحساب التغير في الكمية ا

 -وكما ياتي:
402)( 




PPf

P

Qd 
فةةةةي فةةةةي   10Pولقيةةةةاس التغيةةةةر فةةةةي الكميةةةةة الم لوبةةةةة اذا زاد السةةةةعر بمقةةةةدار وحةةةةدة واحةةةةدة نعةةةةوى ولقيةةةةاس التغيةةةةر فةةةةي الكميةةةةة الم لوبةةةةة اذا زاد السةةةةعر بمقةةةةدار وحةةةةدة واحةةةةدة نعةةةةوى 

 -المشتقة وكما ياتي:المشتقة وكما ياتي:
6040)10(2)10( f 

ن التغيةةةر فةةةي الكميةةةة الم لوبةةةة ن التغيةةةر فةةةي الكميةةةة الم لوبةةةة إإيى فةةةي مشةةةتقة دالةةةة ال لةةةب بةةةاي سةةةعر فةةةيى فةةةي مشةةةتقة دالةةةة ال لةةةب بةةةاي سةةةعر فةةةنلاحةةةظ انةةةم عنةةةد التعةةةو نلاحةةةظ انةةةم عنةةةد التعةةةو 
كمةةا سةةنلاحظ ان كمةةا سةةنلاحظ ان   لعلاقةةة العكسةةية بةين السةةعر والكميةةةللعلاقةةة العكسةةية بةين السةةعر والكميةةةلسةيكون سةةالبا وسةةبب ذلةةن معةروف لوجةةود اسةيكون سةةالبا وسةةبب ذلةةن معةروف لوجةةود ا

وحةدة اذا تةم رفةع السةعر بمقةدار وحةدة واحةدة عةن السةعر الةذي وحةدة اذا تةم رفةع السةعر بمقةدار وحةدة واحةدة عةن السةعر الةذي   6060الكمية الم لوبةة سةتقل بمقةدار الكمية الم لوبةة سةتقل بمقةدار 
 . . 1010يساوي يساوي 

 -تي:تي:أأكما يكما ي  11Pوعند السعر وعند السعر   10Pال لب عند السعرال لب عند السعروالان نقارن كمية والان نقارن كمية 
 ن كمية ال لب هي:ن كمية ال لب هي:إإفف  10Pعندما عندما 

18002300)10(40)10( 2 dQ 
 فان كمية ال لب هي : 11Pوعند زيادة السعر بمقدار وحدة واحدة أي 

17392300)11(40)11( 2 dQ 
وحدة نقدية وهذا تقريبا يساوي المقدار الذي ح لنا عليم وحدة نقدية وهذا تقريبا يساوي المقدار الذي ح لنا عليم   -6161نلاحظ ان الفرق بين السعرين هو نلاحظ ان الفرق بين السعرين هو 

 ..-6060من التعويى بالمشتقة الاولى لدالة ال لب وهو من التعويى بالمشتقة الاولى لدالة ال لب وهو 
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PQd : اذا كانررت دالررة الئلررب علررى سررلعة مررا هرري  : اذا كانررت دالررة الئلررب علررى سررلعة مررا هرري 3.6مثرراللمثررالل
5

1
10  جررد مرونررة الئلررب . جررد مرونررة الئلررب .

 وحدة نقدية.وحدة نقدية.  1515السعرية للئلب عندما يكون السعر السعرية للئلب عندما يكون السعر 
 الحلالحل

5

1






P

Qd 
 وهي: 15Pالكمية الم لوبة عندما 

7)15(
5

1
10 dQ 

 -ويمكن حساب مرونة ال لب كما ياتي:
429.0

7

15
*

5

1
* 







 dd

d

d EE
Q

P

P

Q
E 

جة هي ن قيمة المرونة المستخر إتجدر الاشارة الى اعتماد القيمة الم لقة لقيمة المرونة ل وعليم ف
 وهي اقل من الواحد وهذا يعني ان ال لب غير مرن. 0.429

 
 - : اذا كانت دالة الئلب كالاتي:3.7مثالل

28.0360 PPQd  
 المئلوب
 5Pاحسب مرونة الئلب السعرية عندما  -1
 مثل المعادلة بيانيا -2
 
 الحل
تحسب مرونة الئلب من المعادلة   -1

Q

P

P

Q
Ed *




  يمكن  المذكورةومن معادلة الئلب

 حساب الجنء الاول من المرونة وهو الميل كما ياتي:
P

P

Q
6.13



 

6.13)5(11ن قيمة الميل هي:إف 5Pوعند  




P

Q 
 وبالتعوي  في دالة الئلب بقيمة السعر :

25)5(8.0)5(360 2 dQ 
 ن المرونة تساوي :إوبذلك ف

22
25

5
11 








dE 
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28.0360تمثيل المعادلة بيانيا: لتحديد الجذر الموجب للمعادلة  -2 PPQd    فعندما
0Q 08.0360ن إف 2  PP 

7

)8.0(2

)60)(8.0(4)3()3( 2








P

P 

 فان : 0Pوعند 
60)0(8.0)0(360 2 dQ 

 وبيانيا يمكن تمثيل المعادلة كما ياتي:

 
 (3.7( تمثيل المعادلة في المثال )20شكل )

 
 - : اعئيت دالة الئلب الاتية :8.3مثال ل

9642  QQP 
 المئلوب
 .51Pاحسب مرونة الئلب السعرية عندما  -1
 ، احسب التغير المةوي الموافق في الئلب.% 2انداد السعر بنسبة  -2
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 الحل
 ن دالة الئلب تساويإف 51عندما يكون السعر =  -1

2

144

2

1964

)1(2

))45)(1(4)4(()4(

454

51964

2

2

2




















Q

Q

Q

QQ

QQ

 

وب بيعةةة الحةةال تهمةةل وب بيعةةة الحةةال تهمةةل   5Qاو او   9Qهمةةا : امةةا همةةا : امةةا   Qلحةةل المعادلةةة نح ةةل علةةى قيمتةةين لةةة لحةةل المعادلةةة نح ةةل علةةى قيمتةةين لةةة 
 ..5Qلسالبة ل أي ان قيمة لسالبة ل أي ان قيمة القيمة االقيمة ا

ولايجاد قيمة المرونة ينبغي حساب القيمة ولايجاد قيمة المرونة ينبغي حساب القيمة 
dP

dQ  :وكما ياتي:وكما ياتي- 

42

1

/

1

42






QdQdPdP

dQ

Q
dQ

dP

 

 -وتحسب المرونة كما ياتي:

73.0
14

1

5

51

14

1
,5,51















E

dP

dQ
QP

dP

dQ

Q

P
E

 

 %2عند تغير السعر بنسبة  -2

%46.1273.0

2
73.0

Pr







demandinchangePercentage

iceinchangePercentage

demandinchangePercentage
E

 

 %%1.461.46% فان الكمية الم لوبة تتغير )تنخفى( بنسبة % فان الكمية الم لوبة تتغير )تنخفى( بنسبة 22ير السعر بنسبة ير السعر بنسبة وهذا يعني انم بتغوهذا يعني انم بتغ
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 Price Elasticity of Supplyمرونة العر  السعرية  -2
تعرف مرونة العرى السعرية على انها التغير النسبي في الكميات المعروضة مقسوما على 

 التغير النسبي في الاسعار أي :
 نسبي في الكميات المعروضة / التغير النسبي في الاسعارمرونة العرى السعرية= التغير ال

حيث يتحدد العرى في منشلت تنافسية تعد كل منها اسعار السوق محددة ل فاذا كانت دالة 
 -العرى محددة بالشكل الاتي:

PQs   
 -فان: Pبمقدار  Pثم ازدادت 

PQ

PPQQ







 )( 

 ويكون ميل منحنى العرى في هذل الحالة :

P

Q




 

ويكةةون ميةةل منحنةةى العةةرى موجبةةا دائمةةا ل حيةةث يكةةون المنةةتج علةةى اسةةتعداد دائةةم لزيةةادة انتةةاج ويكةةون ميةةل منحنةةى العةةرى موجبةةا دائمةةا ل حيةةث يكةةون المنةةتج علةةى اسةةتعداد دائةةم لزيةةادة انتةةاج 
 وعرى السلعة عند ارتفاع سعرها.وعرى السلعة عند ارتفاع سعرها.

محةور الافقةةي فةةان محةور الافقةةي فةةان وبةافتراى ان الكميةةة المعروضةة قيسةةت علةى المحةةور العمةةودي والسةعر علةةى الوبةافتراى ان الكميةةة المعروضةة قيسةةت علةى المحةةور العمةةودي والسةعر علةةى ال
 -مرونة العرى السعرية ستكون:مرونة العرى السعرية ستكون:

P

Q
E s

s





%

% 

Q

P

P

Q

PP

QQ
Es *

/

/









 

 او تكتب بال يغة الاتية بافتراى ثبات العوامل الاخرى المؤثرة في العرى:او تكتب بال يغة الاتية بافتراى ثبات العوامل الاخرى المؤثرة في العرى:

Q

P

P

Q
Es *




 

المرونة  وكما هو الحال في مرونة ال لب فان مرونة العرى لها حالات مختلفة باختلاف قيمة
 -وكما ياتي:

 1sEيكون العرى مرنا تجال التغير في السعر اذا كانت  -1
 1sEيكون العرى غير مرن تجال التغير في السعر اذا كانت  -2
 1sEيكون العرى احادي المرونة تجال التغير في السعر اذا كانت  -3
 sEالعرى لانهائي المرونة تجال التغير في السعر اذا كانت  يكون -4
 0sEيكون العرى عديم المرونة تجال التغير في السعر اذا كانت  -5
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 (:21بالشكل البياني) المذكورة آنفاوبيانيا يمكن تمثيل حالات المرونة 

 
 ( الحالات المختلفة لمرونة العرى21شكل )

 
 - : اعئيت دالة العر  الاتية: : اعئيت دالة العر  الاتية:33..9مثاللمثالل

QP 10 
 المئلوب

 احسب مرونة العر  السعرية في الحالات الاتية:
 105Qو   100Qبين القيمتين  -1
 100Qعند النقئة  -2
 الحل
 -نحسب قيمتين للسعر وكما ياتي: 105Qو   100Qالقيمتين عند 

247.20105102010010 21  PandP 
 -وعليه:

    5.102105100
2

1
,123.20247.2020

2

1

5100105,247.020247.20





QP

QP

 

 -اذن قيمة المرونة هي:
97.3

247.0

5

5.102

123.20







P

Q

Q

P
E 
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 100Qالمرونة عند النقئة المرونة عند النقئة   -22
 الحلالحل

Q
dP

dQ

Q
Q

dQ

dP

QP

2

2

1

2

1

10

2

1

2

1







 

 -نحصل على: 100Qوعند النقئة 
201002 

dP

dQ 
 100Qاذن المرونة عند 

420
100

20


dP

dQ

Q

P
E 

 نلاحم من الحل ان قيمة المرونة في الحالتين قريبة جدا.
 
    Income Elasticity of Demandمرونة الئلب الدخلية مرونة الئلب الدخلية   -33
 لةةةب الدخليةةةة درجةةةة اسةةةتجابة الكميةةةات الم لوبةةةة او الانفةةةاق لتغيةةةرات الةةةدخل ل  لةةةب الدخليةةةة درجةةةة اسةةةتجابة الكميةةةات الم لوبةةةة او الانفةةةاق لتغيةةةرات الةةةدخل ل تقةةةيس مرونةةةة التقةةةيس مرونةةةة ال  

 -ورياضيا يمكن التعبير عنها بالاتي:ورياضيا يمكن التعبير عنها بالاتي:
 مرونة ال لب الدخلية = التغير النسبي في الكميات الم لوبة/ التغير النسبي في الدخل

Y

Q
E y






%

% 

Q

Y

Y

Q

YY

QQ
E y *

/

/









 

والعرى ل أي بافتراى ثبات العومل الاخرى المؤثرة في ال لب  وكما هو الحال بمرونة ال لب
 -فيمكن كتابة معادلة مرونة ال لب الدخلية كما ياتي:

Q

Y

Y

Q
E y *




 

وتكون مرونة ال لب الدخلية موجبة في اكثر الاحوال لان قيمة الميل موجبة وهذا في حالة السلع 
 سلع جيفن. الاعتيادية ل في حين تكون سالبة في حالة
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  Cross Elasticity of Demandمرونة الئلب التقائعية  -4
يعبةةر عنهةةا بانهةةا الاسةةتجابة النسةةبية للكميةةات الم لوبةةة مةةن سةةلعة مةةا للتغيةةرات فةةي اسةةعار السةةلع يعبةةر عنهةةا بانهةةا الاسةةتجابة النسةةبية للكميةةات الم لوبةةة مةةن سةةلعة مةةا للتغيةةرات فةةي اسةةعار السةةلع 

 الاخرى سواء البديلة او المكملة ل أي :الاخرى سواء البديلة او المكملة ل أي :
 النسبي في اسعار السلع النسبي في اسعار السلع مرونة ال لب التقا عية= التغير النسبي في الكمية الم لوبة/ التغير مرونة ال لب التقا عية= التغير النسبي في الكمية الم لوبة/ التغير 

r

x

cross
P

Q
E

%

%
 

x

r

r

x

rr

xx

cross
Q

P

P

Q

PP

QQ
E *

/

/









 

فان الميل  xسلعة بديلة للسلعة  rفاذا كانت السلعة 
r

x

P

Q



  تكون اشارة  من ثميكون موجبا و

 المرونة موجبة.
فان الميل  xسلعة مكملة للسلعة  rاما اذا كانت السلعة 

r

x

P

Q



  يكون سالبا وبالتاي تكون اشارة

 المرونة سالبة.
 

اتخذت  إذ : توفرت لديك المعلومات عن دالة الئلب على سلعة الدهن النباتي 3.10مثال ل
 -دالة الئلب الشكل الاتي:

YPPQ oild 1.08.05.010 21  
 -ن:إذ  

1Pسعر سلعة الدهن النباتي = 
2P سعر سلعة الدهن الحيوانيل كسلعة بديلة = 

Yالدخل = 
 المئلوب
 احسب مرونة الئلب السعرية عندما يكون: -1
    - 1P =6        2P=15         Y=100  
 احسب مرونة الئلب التقائعية عندما يكون : -2
      - 1P =4        2P=10         Y=120  
 احسب مرونة الئلب الدخلية عندما يكون:  -3
    - 1P =3        2P=6         Y=200  
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 الحل
152حساب مرونة الئلب السعرية : وهنا يتم التعوي  في دالة الئلب بقيم  -1 P  و

100Y  1دون قيمةP :وكما ياتي- 

)1....(....................5.032

5.0)101210(

10125.010

)100(1.0)15(8.05.010

1

1

1

1

PQ

PQ

PQ

PQ

d

d

d

d









 

 وباخذ المشتقة الاولى للدالة نستخرج الميل :
5.0

1






P

Qd 

61وبالتعوي  عن قيمة  P نحصل على ما ياتي:1في دالة الئلب في معادلة ل  - 

29

)6(5.032





d

d

Q

Q 

 وبتئبيق قانون مرونة الئلب السعرية :

1.0
29

6
5.0

* 1

1
















d

d

d
Q

P

P

Q
E

 

   = 0.1مرونة الئلب السعرية- 
 
41حساب مرونة الئلب التقائعية: هنا سيتم التعوي  عن قيمتي  -2 P  120وY  في

 -وكما ياتي: 2Pدالة الئلب  دون قيمة 

29.0

28

10
8.0*

28)10(8.020

8.0

8.020

8.0)12210(

)120(1.08.0)4(5.010

2

2

2

2

2

2































cross

d

d

cross

d

d

d

d

d

E

Q

P

P

Q
E

Q

P

Q

PQ

PQ

PQ

 

    0.290.29ة الئلب التقائعية = ة الئلب التقائعية = مرونمرون 
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31حساب مرونة الئلب الدخلية : هنا يتم التعوي  بقيمتي  -3 P   62و P  في دالة
 وكما ياتي:Yدون قيمة من الئلب 

6.0

3.33

200
1.0*

1.0

3.33203.13

)200(1.03.13

1.03.13

1.0)8.45.110(

1.0)6(8.0)3(5.010

































y

d

d

y

d

d

d

d

d

d

E

Q

Y

Y

Q
E

Y

Q

Q

Q

YQ

YQ

YQ

 

  = 0.6مرونة الئلب الدخلية 
 

 -اذن قيم المرونات الثلاث هي كالاتي:
 -dE=0.1مرونة الئلب السعرية  -1
 crossE=0.29مرونة الئلب التقائعية  -2
 yE =0.6مرونة الئلب الدخلية  -3
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 الفصل الثالث اسةلة
 bعرية للدالة الاتية = اثبت ان مرونة الئلب الس -:1س

b

d aPQ  
 
 6Pو  8Pاحسب مرونة الئلب و العر  السعرية للدوال الاتية عندما  -:2س
1- QP 5.040 
2- PQ 75.04 
3- 02  PQ 
4- 4025.02  QP 
5- QP 220 
6- 6444  PQ 
 
 
 اذا امكن تمثيل جدول الئلب لسلعة ما بالمعادلة :-:3س

YPPQ 01.05.0220 211  
 = الدخلY= سعر سلعة اخرى ، 2P= سعر السلعة  ،  1Pالسلعة ،   كمية= 1Q -: إذ  ن

 عبر عن :
1- )( 11 PfQ    102عندما P     500وY 51، ثم احسب المرونة السعرية عندما P 
2- )( 21 PfQ   101عندما P   2000وY  ثم احسب المرونة التقائعية عندما ،

102 P 
3- )(1 YfQ    51عندما P   102و P  1000، ثم احسب المرونة الدخلية عندماY 
 
 -عة نراعية كالاتي:اذا كانت دالة الئلب والعر  على سل -:4س

PQ

PQ

s

d

6.016

4.050



 

 استخرج مرونة الئلب والعر  عند نقئتي التوانن.
 
 اذا كانت دالة الئلب :-:5س

2

1

100


 QP 
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 المئلوب
 25مرونة الئلب السعرية عندما يكون السعر =  -1
 25مقدار الئلب الاستهلاكي عندما يكون السعر = -2
 
 ة الاستهلاك تعئى حسب المعادلة:دالاذا كانت  -:6س

10006.0 2  YYC 
 المئلوب
 15Yعندما  MPSو  MPCاحسب 
 
 اذا كانت دالة الاستهلاك تعئى بالمعادلة الاتية: -:7س

YC 625 
 المئلوب
 16Yعندما  MPSو  MPCاحسب 
 
 -اذا كانت دالة الئلب على البضاةع المصدرة من بلد ما الى بلد اجنبي تعئى كالاتي: -:8س

2

20

P
YQ f  

 : دخل المستهلك في البلد الاجنبيfY:  إذ  ن
         P :سعر السلعة المصدرة للبلد الاجنبي 
 المئلوب

 4Pو  3600fYاحسب المرونة السعرية والمرونة الدخلية عندما 
 
 تعئى بالشكل الاتي: Aاذا كانت دالة الئلب على سلعة معينة -:9س

YPPQ BAA 4.03020120  
 1200Yو     10BPو    8APاذا كانت : 
 المئلوب//

 AEمرونة الئلب السعرية  -1
 ABcrossEمرونة الئلب التقائعية  -2
 YEمرونة الئلب الدخلية  -3
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 -اذا كانت دالة العر  هي:-:10س
21.05150 PPQ  

 -احسب مرونة العر  السعرية في الحالات الاتية:
 11Pو  9Pبين النقئتين  -1
 10Pعند النقئة  -2
 
 -اعئيت دالة الئلب الاتية: -:11س

150102  QQP 
 4Qاحسب مرونة الئلب السعرية عندما -1
 %10احسب التغير النسبي في السعر لنيادة الكمية المئلوبة بنسبة  -2
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 -:التعرف علىيهدف هذا الفصل الى 
 

 الدوال المتنايدة والمتناقصة 

 القيم القصوى 

 تئبيقات الامثلية الاقتصادية 

 مبدا تساوي التكاليف الحدية والايرادات الحدية لتحقيق الامثلية 
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 الفصل الرابع
 الامثلية للدوال الاقتصادية ذات المتغير الواحد

Optimization of Functions of One variable 
   
نمةةةوذج نمةةةوذج للأللأنمةةةوذج اقت ةةةادي هةةةو تحديةةةد الحلةةةول المثلةةةى نمةةةوذج اقت ةةةادي هةةةو تحديةةةد الحلةةةول المثلةةةى أأن الهةةةدف الاسةةةاس فةةةي بنةةةاء أي ن الهةةةدف الاسةةةاس فةةةي بنةةةاء أي إإ          

ان تحقيةةق الهةةدف الةةرئيس للمنشةةأة وهةةو رفةةع القيمةةة السةةوقية للمنشةةأة فةةي السةةوق لا ان تحقيةةق الهةةدف الةةرئيس للمنشةةأة وهةةو رفةةع القيمةةة السةةوقية للمنشةةأة فةةي السةةوق لا   إذإذالمةةدروس ل المةةدروس ل 
ن هما ل التعظةيم ن هما ل التعظةيم وتقسم الامثلية الى حالتيوتقسم الامثلية الى حالتي  لليتحقق الا عن  ريق تعظيم الارباح وخفى التكاليفيتحقق الا عن  ريق تعظيم الارباح وخفى التكاليف

Maximization   ل والتدنيةةةة ل والتدنيةةةةMinimization وسةةةنتناول فةةةي هةةةذا الف ةةةل  ريقةةةة الو ةةةول الةةةى . وسةةةنتناول فةةةي هةةةذا الف ةةةل  ريقةةةة الو ةةةول الةةةى .
الامثلية في النماذج الاقت ادية عن  ريق تحديد القيم الق وى بشقيها ) العظمةى والةدنيا( للةدوال الامثلية في النماذج الاقت ادية عن  ريق تحديد القيم الق وى بشقيها ) العظمةى والةدنيا( للةدوال 

 غيرها.غيرها.نموذج ل مثل دالة التكاليف الكلية والارباح الكلية ودالة الانتاج و نموذج ل مثل دالة التكاليف الكلية والارباح الكلية ودالة الانتاج و الأالأموضوع موضوع 
وقبةل الةةدخول فةةي تفا ةةيل الامثليةةة لابةةد مةن اسةةتعراى بعةةى المفةةاهيم الرياضةةية ذات العلاقةةة وقبةل الةةدخول فةةي تفا ةةيل الامثليةةة لابةةد مةن اسةةتعراى بعةةى المفةةاهيم الرياضةةية ذات العلاقةةة                   

 على فهم الموضوع.على فهم الموضوع.  تساعدتساعدبموضوع الامثلية والتي بموضوع الامثلية والتي 
   Increasing and Decreasing functionsالدوال المتنايدة والدوال المتناقصة الدوال المتنايدة والدوال المتناقصة 

xfy)(نقول ان الدالة نقول ان الدالة             محددة من الاعداد اذا كانت قيم الدالة محددة من الاعداد اذا كانت قيم الدالة   مدةمدةهي دالة متزايدة في هي دالة متزايدة فيy   تتزايد تتزايد
 -ل أي ان:ل أي ان:  الفترةالفترةالتي تنتمي الى هذل التي تنتمي الى هذل xمع تزايد قيم مع تزايد قيم 

)()( 21 xfxf  
21بحيث ان  المدةضمن  xوذلن لجميع قيم  xx . 

علةى الةدوال المتزايةدة هةي دالةة العةرى اذ ان الكميةة المعروضةة علةى الةدوال المتزايةدة هةي دالةة العةرى اذ ان الكميةة المعروضةة   تجدر الاشارة الى ان خير مثةالتجدر الاشارة الى ان خير مثةال
 تزداد  بزيادة السعر كما هو معلوم.تزداد  بزيادة السعر كما هو معلوم.

xfy)(نقول ان الدالة نقول ان الدالة                 محةددة مةن الاعةداد اذا كانةت قةيم الدالةة محةددة مةن الاعةداد اذا كانةت قةيم الدالةة   مةدةمةدةهي دالة متناق ة فةي هي دالة متناق ة فةيy  
 -ل أي ان:ل أي ان:  المدةالمدةالتي تنتمي الى هذل التي تنتمي الى هذل xتناقص  مع تزايد قيم تناقص  مع تزايد قيم تت

)()( 21 xfxf  
21بحيةةةةث ان بحيةةةةث ان   المةةةةدةالمةةةةدةضةةةةمن ضةةةةمن   xوذلةةةةن لجميةةةةع قةةةةيم وذلةةةةن لجميةةةةع قةةةةيم  xx  . . ال لةةةةب واحةةةةدة مةةةةن الةةةةدوال ال لةةةةب واحةةةةدة مةةةةن الةةةةدوال وتمثةةةةل دالةةةةة وتمثةةةةل دالةةةةة

 السعر.السعر.  المتناق ة حيث تتناقص الكمية الم لوبة بزيادةالمتناق ة حيث تتناقص الكمية الم لوبة بزيادة
 

 والشكل البياني الاتي يوضح الدوال المتناق ة والمتزايدة :والشكل البياني الاتي يوضح الدوال المتناق ة والمتزايدة :
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 ( الدوال المتناق ة والمتزايدة والثابتة22شكل )

 
 

 اختبر الدوال الاتية من حيث التنايد والتناقص :4.1مثالل
PQPQ ds 325)2240)1  

 
 الحل

 قيم الدالتين : نعو  مجموعة من الاعداد العشواةية في الدالتين ونرى كيف تتجه
1  PQs 240 

PQs 240 P 
42)1(240 sQ 1 
44)2(240 sQ 2 
46)3(240 sQ 3 

 وهذا يعني ان الدالة متزايدةوهذا يعني ان الدالة متزايدة  sQزادت قيم زادت قيم   Pمن ملاحظة قيم الجدول نجد انم بزيادة بقيم من ملاحظة قيم الجدول نجد انم بزيادة بقيم 
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2)PQd 325 
PQd 325 P 

22)1(325 dQ 1 
19)2(325 dQ 2 
16)3(325 dQ 3 

 وهذا يعني ان الدالة متناق ة dQقيم نق ت  Pمن ملاحظة قيم الجدول نجد انم بزيادة قيم 
 

 :Extreme Valuesالقيم القصوى 
 تشير القيم الق وى والتي تشمل  القيم العظمى وال غرى الى الاعداد التي تمثل اكبر 

 المدروسة ل ويمكن تمثيل القيم الق وى للدالةالمدروسة ل ويمكن تمثيل القيم الق وى للدالة  المدةالمدةقيمة تحققها الدالة وكذلن ا غر قيمة ضمن قيمة تحققها الدالة وكذلن ا غر قيمة ضمن 
 -كل الاتي:كل الاتي:بالشبالش

 
xfy)(( القيم الق وى للدالة 23شكل )  

 
اذا ماقورنةةت بقةةيم الدالةةة اذا ماقورنةةت بقةةيم الدالةةة   xf)(تمثةةل قيمةةة عظمةةى للدالةةة تمثةةل قيمةةة عظمةةى للدالةةة Aان النق ةةة ان النق ةةة   ((2323))نلاحةةظ مةةن الشةةكل نلاحةةظ مةةن الشةةكل 

  A ةل الةى النق ةة  ةل الةى النق ةة نلاحظ ان منحنى الدالة يبقى متجها الى الاعلةى الةى ان ينلاحظ ان منحنى الدالة يبقى متجها الى الاعلةى الةى ان ي  كماكماالتي حولها ل التي حولها ل 
 Local maximumبالعظمى المحلية بالعظمى المحلية   Aثم بعد ذلن يتجم منحدرا الى الاسفل ل وتسمى النق ة ثم بعد ذلن يتجم منحدرا الى الاسفل ل وتسمى النق ة 
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xfy)(ل وان الدالةةةة ل وان الدالةةةة   Relative maximumاو العظمةةةى النسةةةبية او العظمةةةى النسةةةبية     تحقةةةق قيمةةةة نسةةةبية عنةةةد تحقةةةق قيمةةةة نسةةةبية عنةةةد
1xx القيمة العظمى هي القيمة العظمى هي   وهذلوهذل)( 1xf 
اذا ماقورنت بقيم الدالة التةي حولهةا اذا ماقورنت بقيم الدالة التةي حولهةا   xf)(فتمثل قيمة  غرى للدالة فتمثل قيمة  غرى للدالة   Bاما فيما يتعلق بالنق ة اما فيما يتعلق بالنق ة     
ثةةم يتجةةم  ةةعودا ثةةم يتجةةم  ةةعودا   Bنلاحةةظ ان منحنةةى الدالةةة ينحةةدر الةةى الاسةةفل الةةى ان ي ةةل الةةى النق ةةة نلاحةةظ ان منحنةةى الدالةةة ينحةةدر الةةى الاسةةفل الةةى ان ي ةةل الةةى النق ةةة   إذإذل ل 

او ال ةةةغرى النسةةةبية او ال ةةةغرى النسةةةبية     Local Minimumبال ةةةغرى المحليةةةة بال ةةةغرى المحليةةةة   Bبعةةةد ذلةةةن. وتسةةةمى النق ةةةة بعةةةد ذلةةةن. وتسةةةمى النق ةةةة 
Relative Minimum   ل ونقةةول ان الدالةةة ل ونقةةول ان الدالةةة)(xfy    2تحقةةق قيمةةة  ةةغرى نسةةبية عنةةد تحقةةق قيمةةة  ةةغرى نسةةبية عنةةدxx   

)(وهذل القيمة هي وهذل القيمة هي  2xf.. 
مواز للمحور الافقي مواز للمحور الافقي   Bو و   A( نلاحظ ان المماس الذي يمر بالنق ة ( نلاحظ ان المماس الذي يمر بالنق ة 2323وبالرجوع الى الشكل )وبالرجوع الى الشكل )    

والذي يعنةي ان ميةل المماسةين هةو  ةفر ل وحيةث ان قيمةة المشةتقة الاولةى عنةد نق ةة تشةير الةى والذي يعنةي ان ميةل المماسةين هةو  ةفر ل وحيةث ان قيمةة المشةتقة الاولةى عنةد نق ةة تشةير الةى 
)(0ن ن إإميةةةةةل الممةةةةةاس عنةةةةةد تلةةةةةن النق ةةةةةة فةةةةةميةةةةةل الممةةةةةاس عنةةةةةد تلةةةةةن النق ةةةةةة فةةةةة 1  xf   0او او

1






x

y ل وكةةةةةذلن الحةةةةةال بالنسةةةةةبة الةةةةةى ل وكةةةةةذلن الحةةةةةال بالنسةةةةةبة الةةةةةى

0)( 2  xf   0او او
2






x

y ل وي لةةق علةةى هةةذل النقةةا  بالنقةةا  الحرجةةة ل وي لةةق علةةى هةةذل النقةةا  بالنقةةا  الحرجةةةCritical Points   وكمةةا وكمةةا

 (.(.2525( و )( و )2424موضحة بالشكلين البيانيين الاتيين )موضحة بالشكلين البيانيين الاتيين )

 
 ( القيمة الحرجة في حالة التعظيم24شكل )
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 ( القيمة الحرجة في حالة التدنية25) شكل

القةةول انةةم للح ةةول علةةى القةةيم الق ةةوى ينبغةةي اولا ان نجةةد جةةذور المشةةتقة الاولةةى ثةةم القةةول انةةم للح ةةول علةةى القةةيم الق ةةوى ينبغةةي اولا ان نجةةد جةةذور المشةةتقة الاولةةى ثةةم وخلا ةةة وخلا ةةة 
نحةةةدد فيمةةةا اذا كانةةةت القةةةيم عظمةةةى ام  ةةةغرى ل ويةةةتم اختبةةةار فيمةةةا اذا كانةةةت النق ةةةة  ةةةغرى او نحةةةدد فيمةةةا اذا كانةةةت القةةةيم عظمةةةى ام  ةةةغرى ل ويةةةتم اختبةةةار فيمةةةا اذا كانةةةت النق ةةةة  ةةةغرى او 

 عظمى بالاعتماد على الاختبار الاتي:عظمى بالاعتماد على الاختبار الاتي:
axليكن ليكن     هو احد جذور المشتقة الاولى للدلة هو احد جذور المشتقة الاولى للدلة)(xfy   :فانم:فانم- 

)(0اذا كانت اذا كانت   -  af   0او او
2

2






x

y     فتوجد قيمة عظمى عند فتوجد قيمة عظمى عندax    

)(0اذا كانت اذا كانت   -  af   0او او
2

2






x

y     فتوجد قيمة  غرى عند فتوجد قيمة  غرى عندax  
xfy)(ويمكن تلخيص خ وات ايجاد القيم الق وى للدالة ويمكن تلخيص خ وات ايجاد القيم الق وى للدالة    تي:تي:أأبما يبما ي- 

xfy)(نجد المشتقة الاولى للدالة نجد المشتقة الاولى للدالة  ..11   .ثم نجد جذورها.ثم نجد جذورها 
نجةةةد المشةةةتقة الثانيةةةة للدالةةةة ونعةةةوى جةةةذور المشةةةتقة الاولةةةى التةةةي تةةةم ايجادهةةةا بةةةالخ وة نجةةةد المشةةةتقة الثانيةةةة للدالةةةة ونعةةةوى جةةةذور المشةةةتقة الاولةةةى التةةةي تةةةم ايجادهةةةا بةةةالخ وة  ..22

  للكون هنالةن قيمةة عظمةىكون هنالةن قيمةة عظمةىتتانت قيمة المشتقة الثانية عند التعويى سالبة فانت قيمة المشتقة الثانية عند التعويى سالبة فذا كذا كوا  وا  السابقة  السابقة  
كةون هنةان قيمةة  ةغرى. كةون هنةان قيمةة  ةغرى. تتفي حين اذا كانت قيمة المشتقة الثانية عند التعويى موجبة ففي حين اذا كانت قيمة المشتقة الثانية عند التعويى موجبة ف

ذا كانةةةت قيمةةةة المشةةةتقة الثانيةةةة عنةةةد التعةةةويى  ةةةفرا فيكةةةون الاختبةةةار قةةةد فشةةةل فةةةي ذا كانةةةت قيمةةةة المشةةةتقة الثانيةةةة عنةةةد التعةةةويى  ةةةفرا فيكةةةون الاختبةةةار قةةةد فشةةةل فةةةي إإمةةةا مةةةا أأ
هةةةةذا الاختبةةةار باختبةةةةار المشةةةةتقة الثانيةةةةة هةةةةذا الاختبةةةار باختبةةةةار المشةةةةتقة الثانيةةةةة اع ةةةاء معلومةةةةات عةةةةن القةةةيم الق ةةةةوى. ويسةةةةمى اع ةةةاء معلومةةةةات عةةةةن القةةةيم الق ةةةةوى. ويسةةةةمى 

Second Derivative test   
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  : اوجد القيم القصوى للدالة : : اوجد القيم القصوى للدالة :4.2مثال لمثال ل
463)( 2  xxxfy 

 الحل
 -نئبق المشتقة الاولى للدالة ثم نجد جذورها كما ياتي:

1066 



xx

x

y 
 -وى كما ياتي:نئبق اختبار المشتقة الثانية لتحديد نوع القيمة القص

06
2

2






x

y 
 
 

 وهذه القيمة هي:وهذه القيمة هي:  1xهنا نجد ان المشتقة الثانية سالبة وهذا يعني وجود قيمة عممى عند هنا نجد ان المشتقة الثانية سالبة وهذا يعني وجود قيمة عممى عند 
74)1(6)1(3)1( 2  fy 

 -وكما في الشكل الاتي: 7وهذا يعني ان اكبر قيمة ستحققها الدالة هي 

 
)(463الة ( القيمة العظمى للد26شكل ) 2  xxxfy 

  : اوجد القيم القصوى للدالة :4.3مثالل
518

2

3
)( 23  xxxxfy 

 الحل
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 -نجد المشتقة الاولى للدالة ثم نجد جذورها كما ياتي:
01833 2 




xx

x

y 
 -: إذ  ندالة تربيعية نجد جذورها عن ئريق القانون العام  المذكورةوالدالة 

3,3,18  abc 

23

6

153

6

2253

)3(2

)18)(3(4)3()3(

2

4
22















xorx

x

a

acbb
x

 

 
 -نئبق الان اختبار المشتقة الثانية لتحديد نوع القيمة القصوى وكما ياتي:

36)(
2

2





xxf

x

y 
 -في دالة المشتقة الثانية لتحديد نوع القيمة القصوى كما ياتي: 3xنعو  الان 

0153)3(6)3(
2

2





f

x

y 
  -وهذه القيمة هي : 3xمة صغرى عند وهذا يعني وجود قي

5.355)3(18)3(
2

3
)3()3( 23  fy 

 -في دالة المشتقة الثانية لتحديد نوع القيمة القصوى كما ياتي: 2xنعو  الان 
0153)2(6)2( f 
 -هي: وهذه القيمة 2xوهذا يعني وجود قيمة عممى عند 

275)2(18)2(
2

3
)2()2( 23  fy 

 -الدالة بيانيا كما في الشكل الاتي: لويمكن تمثي
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518( تمثيل الدالة 27شكل )

2

3
)( 23  xxxxfy بيانيا 

 
 .تية  ومثلها بيانيا   : جد القيم القصوى للدالة الآ4.4مثالل

 
41232)( 23  xxxxfy 

 الحل
 نستخرج المشتقة الاولى  والثانية للدالة

612)(

1266)( 2





xxf

xxxf 

 نحتاج الى حل المشتقة الاولى للدالة لانها معادلة من الدرجة الثانية :

1,2
2

31

2

91

)1(2

))2)(1(41(1

02

61266

2

2

2
















x

xx

xx

 

 ل  1و  -2هما  x  توجد قيمتان من الحل لة
f)1(و  f)2(ولت نيف النق تين نحتاج الى ايجاد   :أي ان- 
186)2(12)2( f 

 2x وعندما 2x  وهذل القيمة المستخرجة قيمة سالبة عليم توجد نق ة نهاية عظمى عند
244)2(12)2(3)2(2 23 y 
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 . (2,24-)وعند نق ة النهاية العظمى نجد الاحداثية الاتية 
f)1(لت نيف النق ة الثانية  :- 

186)1(12)1( f 
 -نح ل على: 1xوعندما   1xوهذل النق ة موجبة أي توجد نق ة نهاية دنيا عند 

34)1(12)1(3)1(2 23 y 
 (3-, 1)وعليم عند نق ة النهاية الدنيا نجد الاحداثية 

وكما موضح  yوالمناظرة لها قيم  xم ولتوضيح ال ورة بشكل عام يمكن توقيع بعى النقا  لقي
 -بالجدول الاتي:

10 0 -10 x 
2184 4 -1816 y 

 
 -الدالة بيانيا من خلال الاشكال البيانية الاتية: ويمكن توضيح 

 
 

 
   (4.4)النقا  العظمى والدنيا للمثال  (28شكل)
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)(41232اني للدالة ( التمثيل البي29شكل ) 23  xxxxfy 

 
  Economical Application of Optimization تئبيقات الامثلية الاقتصادية

  Total Revenue Functionدالة الايراد الكلي  -اولا
جد حجم الانتاج الامثل الذي يحقق اعلى ايراد ممكن اذا علمت ان دالة الايراد  : 4.5مثال ل

 -الكلي هي:
QQTR 242 2  

 الحل
)حجم الانتاج( التي تحقق عندها دالة الايراد الكلي قيمة عظمى ينبغي ايجاد Qلايجاد قيمة 

 المشتقة الاولة لدالة الايراد الكلي ثم نجد جذور المشتقة  وكما ياتي:
6

4

24
0244 




QQ

Q

TR 

هي  6Qلكلي ونتاكد من كون القيمة التي تتحقق عند والان نجد المشتقة الثانية لدالة الايراد ا
 قيمة عظمى:

04
2

2






Q

TR 

. اما قيمة  6Qنية سالبة ويعني وجود قيمة عظمى عند اجة  يتبين ان المشتقة الثيمن النت
 الايراد الكلي عند هذل الكمية من الانتاج فهي:

72)6(24)6(2 2 TR 
 هي: 5فتكون قيمة الايراد الكلي عند  5ولتكن   6Qولو جربنا أي قيمة اخرى غير
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70)5(24)5(2 2 TR 
 72وهذل القيمة اقل من 

 هي: 7ستكون قيمة الايراد الكلي عند القيمة  7ولتكن القيمة  6وفي حال اختيار قيمة اكبر من 
70)7(24)7(2 2 TR 

 72وهذل القيمة كذلن اقل من 
 تحقق اعلى قيمة لدالة الايراد الكلي. 6Qعليم تكون قيمة الانتاج 

 
  Total Cost Functionدالة التكاليف الكلية  -ثانيا
  : اذا كانت دالة الكلفة الكلية هي:4.6مثالل  

15249 23  QQQTC 
 اج الذي يخف  الكلفة الكلية لادنى مستوياتها:جد حجم الانت:  المئلوب

 
 
 الحل

 -نشتق دالة التكاليف الكلية ثم نجد جذور المشتقة وكما ياتي:
024183 2 




QQ

Q

TC 

 -إذ أن:إذ أن:وهذل الدالة تربيعية نجد جذورها عن  ريق القانون العام )الدستور( وهذل الدالة تربيعية نجد جذورها عن  ريق القانون العام )الدستور( 
  3,18,24  abc 

 

24

6

618

6

3618

)3(2

)24)(3(418)18(

2

4
22















QorQ

Q

a

acbb
Q

 

ن المشةةتقة الثانيةةة لدالةةة التكةةاليف ونختبةةر القةةيم الناتجةةة مةةن جةةذور المشةةتقة الاولةةى وكمةةا ن المشةةتقة الثانيةةة لدالةةة التكةةاليف ونختبةةر القةةيم الناتجةةة مةةن جةةذور المشةةتقة الاولةةى وكمةةا نجةةد الانجةةد الا
 -ياتي:ياتي:

186
2

2





Q

Q

TC 

 في المشتقة الثانية لنحدد القيمة ال غرى وكما ياتي: 2Qو  4Qنعوى 
 -تقة الثانية هي:فان قيمة المش 4Qعند 
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0618)4(6
2

2






Q

TR

 

 -ن قيمة المشتقة الثانية هي:إف 2Qوعند 
0618)2(6

2

2






Q

TR

 

هي سالبة فهي لاتحقق شر  المشتقة الثانية في حالة التدنية اذ  2Qوالمشتقة الثانية عند 
 ينبغي ان تكون موجبة. 

فان المشتقة الثانية موجبة وهي تحقق الشر  ل وان القيمة ال غرى للتكاليف  4Q وعليم فعند
 -وهذل الكلفة هي: 4Qالكلية تتحقق عند 

3115)4(24)4(9)4( 23 TC 
وذلن بتجربة ارقام اخرى  تحقق ادنى قيمة لدالة التكاليف الكلية 4Qويمكن التاكد من القيمة 

 وتعويضها في دالة التكاليف الكلية. 4Qاكبر واقل من 
 
 
 Total Profit Functionدالة الربح الكلي  -ثالثا
  - : اذا كانت دالة الئلب هي:4.7مثالل 

QP 5.0200 
 -ودالة الكلفة الكلية هي:

QTC 20500 
 عند  ي مستوى من المبيعات يتحقق اعلى ربح ممكن؟ :وبالمئل
 الحل

 -نجد دالة الربح الكلي وهي:
TCTR 

 -ويعبر عن دالة الايراد الكلي بما ياتي:
25.0200)5.0200(. QQQQQPTR  

500205.0200 2  QQQ 
5001805.0 2  QQ 

 نشتق دالة الربح ونجد جذورها:
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1800180 



QQ

Q

 

 -تتحقق عندها معظمة الدالة: 180نجد المشتقة الثانية للتاكد من شر  التعظيم وان القيمة 
01

2

2






Q

 

وهذل  180Qولان المشتقة الثانية سالبة فهذا يشير الى وجود قيمة عظمى للربح الكلي عند 
 -القيمة للربح الكلي هي:

15700500)180(180)180(5.0 2  
 

 كما يمكن ان نجد ان اعلى ربح يتحقق عند تساوي الايراد الكلي مع التكلفة الحدية وكما ياتي:
 لتحقيق المثليةلتحقيق المثلية  مبد  تساوي التكاليف الحدية مع الإيرادات الحديةمبد  تساوي التكاليف الحدية مع الإيرادات الحدية

وبعد أن تسنى لنا التعرف على كيفية الاستعانة بعلم التفاضل لحل مشكلات الأمثلية      
ة ل وهي أن القاعدة الأساسية مهمل ي بح من السهل علينا إدران حقيقة  العظمى أو ال غرى

ويوضح الشكل  لالربح ل لا تتأتى إلا حينما تتساوى التكلفة الحدية مع الإيراد الحدي  تعظيمل
 يساوي الإيرادات الكلي لشركة ما وبما أن الربحالكلية والإيرادات  الكلية التكاليف تيدال (28)

يكون مساويا  للمسافة الرأسية بين  الكلي لربحال لذا فإن  اليف الكليةالتكمنم  م روحا   الكلية
عند أي مستوى من مستويات الإنتاج المختلفة .  الكلية ومنحنى التكلفة الكلية منحنى  الإيرادات

 ل حيث يتساوى ميل منحنى Q1هذا وت ل هذل المسافة إلى أق اها عند مستوى الإنتاج 
هو الإيراد  الكلية ولما كان ميل منحنى الإيراداتكاليف الكلية التمع ميل منحنى الكلية الإيرادات 

ل فإن هذا يعني و ول  (MC)هو التكلفة الحدية التكاليف الكليةوميل منحنى  (MR)الحدي
 الربح إلى أق ى حد ممكن عندما تتساوى التكلفة الحدية مع الإيرادات الحدية .

 ورياضيا: 
TCTR 

0وان القيمة العظمى تتحقق عندما 




Q

  فهذا يؤدي الى 

Q

TC

Q

TR

Q

TC

Q

TR

Q 






















0

 

 وهذا يعني ان اعلى ربح يتحقق عندما :
MCMR  
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عند مستتو  عند مستتو    الربح :الربح :  لتعظيملتعظيمقاعدة تساوي التكلفة الحدية مع الإيراد الحدي قاعدة تساوي التكلفة الحدية مع الإيراد الحدي   (30)شكل شكل 

( يستتاوي ( يستتاوي   Rيتتتعظم التتربح نظتترالإ را الإيتتراد الحتتدي ا والتت ي يستتاوي ميتتل المستتت يم يتتتعظم التتربح نظتترالإ را الإيتتراد الحتتدي ا والتت ي يستتاوي ميتتل المستتت يم   Q1لإنتتتا  لإنتتتا  اا
 ( .( .  Sالتكلفة الحدية ا والتي تساوي ميل المست يم التكلفة الحدية ا والتي تساوي ميل المست يم 

 
 : جد الكمية التي يتحقق عندها اعلى ربح ممكن اذا كانت دالة الايراد الكلي هي: 8.4مثال ل

QQTR 3883 2  
151009لية هي:  ودالة الكلفة الك 23  QQQTC 

 
 الحل

MCMRعندما  يتحقق اعلى ربح ممكن  
3886نجد الايراد الحدي :  




 Q

Q

TR
MR 

100183ثم نجد الكلفة الحدية :  2 



 QQ

Q

TC
MC 

 وبالمساواة ينتج :

0288123

03886100183

1001833886

2

2

2









QQ

QQQ

QQQ

MCMR

 

 : )الدستور(قانون العاموهذل دالة تربيعية نجد جذورها عن  ريق ال
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812

6

6012

6

360012

)3(2

)288)(3(4)12()12( 2


















QorQ

Q

Q

 

 .12وحيث ان الكمية السالبة تهمل فتكون الكمية التي تحقق اعلى ربح هي 
 

 - : اذا كانت دالة ئلب السوق لمنشأة ما كالاتي:4.9مثال ل
0164 QP 
 -وكانت دالة التكاليف المتوسئة كالاتي:

205.03.02
4

QQ
Q

AC  

 -:تحققالتي  Qجد قيمة  :ئلوبالم
 اقصى ايراد ممكن -1
 ادنى تكاليف حدية -2
 اقصى ارباح -3
 
 الحل
 اقصى ايراد ممكن: -1

 -نبس  دالة ال لب ونجدها كالاتي:نبس  دالة ال لب ونجدها كالاتي:
QPستكون دالة ال لب كالاتي: ستكون دالة ال لب كالاتي:   44بالتقسيم على بالتقسيم على  25.04 
 يراد الكلي :يراد الكلي :نجد دالة الانجد دالة الا

225.04)25.04(. QQQQQPTR  
0ويكون الايراد الكلي عند نهايتم العظمى عندما 





Q

TR  0و
2






Q

TR :وكما ياتي- 

8
5.0

4

5.04








Q

Q
Q

TR

 

05.0
2






Q

TR 

 -وقيمتم هي : 8Qوبذلن فان الايراد الكلي يكون عند نهايتم العظمى عندما 
16)8(25.0)8(4 2 TR 
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 ف حدية: يادنى تكال -2
التي تدني التكاليف الحدية  ينبغي اولا ايجاد دالة التكاليف الكلية وكما  Qحتى نجد قيمة 

 -ياتي:

33

2

05.03.024

05.03.02
4

))((

QQQTC

QQ
Q

TC

QACTC







 

 تقة الاولى لدالة التكاليف الكلية وتساوي:اما دالة التكاليف الحدية فهي المش
215.06.02 QQ

Q

TC
MC 




 

0وتكون التكاليف الحدية عند نهايتها الدنيا عند 




Q

MC   0و
2

2






Q

MC 

2

6.03.0

03.06.0

03.06.0












Q

Q

Q

Q
Q

MC

 

03.0
2

2






Q

MC 

 2Qعند نهايتها الدنيا عندما لذلن فان التكاليف الحدية تكون 
 
  اقصى ارباح -3

4205.005.0

05.03.02425.04

23

322







QQQ

QQQQQ

TCTR







 

0وتكون الارباح عند نهايتها العظمى عندما 




Q

     0و
2

2






Q

 :وكما ياتي 

021.015.0 2 



QQ

Q



 

او  4Qهما اما  Qعلى قيمتين لةوبعد حل المعادلة باستخدام القانون العام نح ل 
3.3Q  وحيث ان .Q  4لايمكن ان تكون سالبة عليم فانQ   هي التي تحقق الشر

 -ن :إف 4Qوعندما 

01.11.0)4(3.0

1.03.0
2

2







Q

Q


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 .4Qن الارباح تكون اق ى مايمكن عند إوبذلن ف
 

PQd :اذا كانت دالة الئلب : 4.10مثال ل 240 : 202، وكانت دالة العر  sQP .
ة، وقد ضوحدة من الوحدات المعرو على كل  tافتر  ان الحكومة قد فرضت ضريبة بمقدار 

 قام المنتجون بتعديل دالة العر  لتتضمن هذه الضريبة . احسب:
 نسبة الضريبة التي تعمم ايراد الضريبة -1
 اقصى ايراد ضريبة يمكن الحصول عليه -2
 
 الحل
 نسبة الضريبة التي تعمم ايراد الضريبة -1

202اذا كانت   sQP  ل فانsQP 5.010 ان المنتجين يعدلون دالة العرى لتتضمن  إذل
 سابقا. االضريبة فسيؤدي ذلن الى انتقال الدالة كما تم بيانه

tQP s  5.010 
 ان دالة ال لب هي: إذ

dQP 5.020 
dsوعند حالة التوازن تكون  QQ  ن :إوبذلن ف 

Qt

QtQ





10

5.0205.010 

t :هي نسبة الضريبة وبذلن فان اجمالي ايراد الضريبةtQT  
 أي انم نسبة الضريبة مضروبة في الكمية المنتجة وبذلن فان:

210)10( QQQQT  
0اق ى ما يمكن عندما Tوتكون 





Q

T  0و
2

2






Q

T 

Q
Q

T
210 



 

 اق ى ما يمكن فان: Tوعندما يكون اجمالي ايراد الضريبة 
0210  Q 

 اي ان:
5Q 

02
2

2






Q

T 

 فان: 5Qل وعندما تكون  5Qاق ى ما يمكن عند  Tوبذلن تكون 
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5510 t 
  Tهي نسبة الضريبة التي تعظم  5tن إوبذلن ف
 اقصى ايراد ضريبي يمكن الحصول عليه -2

25)5(5  tQT 
 

 الفصل الرابعالفصل الرابع  اسةلةاسةلة
 حتكر كالاتي:حتكر كالاتي:كانت دالة  لب مكانت دالة  لب م-::11سس

QP 75.030 
 على الشكل الاتي: ACذا كانت دالة إف

Q
Q

AC 3.09
30

 

 التي تع ي: Qجد قيمة  :الم لوب
 اق ى ايراد ممكن -1
 ادنى تكاليف متوس ة -2
 اق ى ارباح -3
 اختبر في كل حالة الشر  الثاني -4
 
 اذا كانت دالة ال لب والكلفة الكلية لسلعة ما هي: -:2س

2010
324

0164

32 QQ
QTC

QP





 

 الم لوب//
TRMRMCجد كلا من  -1 ,,, 
MCMRجد النق ة التي تجعل  -2  
اثبت رياضيا ان مرونة النق ة التي تعظم الايرادات تساوي ) -3  1dE) 
 
 وع اقت ادي معين كانت دالتا معدل ايراداتم ومعدل تكاليفم كما ياتي:مشر -:3س

Q
QQAC

QAR

90
505.8

3

1

5.022

2 


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 :الم لوب
 استخراج الايرادات الحدية والتكاليف الحدية -1
 مستوى انتاجم الذي يعظم ارباحم -2
 
ة تعمل احدى المنشلت في ظل المنافسة غير الكاملة ولها دالة كلفة كلية من الدرج -:4س

وحدة  40000وحدة نقدية ل وتبلح الكلفة الثابتة  1800الاولى ل يكلف انتاج كل وحدة اضافية 
QPنقدية ل اما دالة ال لب فهي  53000 والم لوب: 

 ايجاد مستوى الانتاج الذي يعظم الربح -1
 ايجاد اعظم الارباح -2
 يعظم الايراد ايجاد مستوى السعر الموافق لمستوى الانتاج الذي -3
 
 30QP لدين دالة ال لب الاتية: -:5س

76 -ودالة الكلفة الكلية هي:
2

1 2  QQTC 
 المئلوب
 جد مستوى الانتاج الذي يعظم الايراد الكلي. .1
 جد مستوى الناتج الذي يعظم الربح  .2
 احسب الايراد الحدي والكلفة الحدية .3
 
202 -لاتية:اع يت دالة ال لب ا -:6س  QP 

2208الكلفة الكلية الاتية:    ودالة           23  QQQ 
 المئلوب
 جد مستوى الناتج الذي يعظم الايراد الكلي .1
 جد مستوى الناتج الذي يعظم الربح  .2

 
 اع يت دالة الكلفة الكلية الاتية: -:7س

QQQTC 3633 23  
ثم احسب متوس  الكلفة والكلفة  لالانتاج الذي يدني متوس  الكلفة  احسب مستوى :الم لوب

 الحدية عند ذلن المستوى من الانتاج.
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 لدين المعلومات الاتية عن دالتي ال لب والكلفة الكلية : -:8س

2010

3
24

0164

32 QQ
QTC

and

QP





 

 :الم لوب
TRMRMCاستخرج دوال  .1 ,,,   بدلالة الناتجQ. 
حل المعادلة الاتية :   .2

Q

.ل ثم جد قيمة الناتج الذي يعظم الربح 

MCMRاثبت انم عند النق ة التي يعظم بها الربح فان  .3  
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 -:يهدف هذا الفصل الى التعرف على
 

 الدوال الاقتصادية ذات متغيرين مستقلين 

 الدوال الاقتصاديةمتعددة المتغيرات 

 الامثلية اير المقيدة 

 الامثلية المقيدة 

 الامثلية المقيدة ومضاعفات لاكراني 
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 الفصل الخامس
 ات المتعددةالامثلية للدوال الاقتصادية ذات المتغير 

Optimization of Functions of Several variables 
 مقدمة

ل غيةر ان هنةان دوالا ل غيةر ان هنةان دوالا تناولنا في الف ةل الرابةع الامثليةة للةدوال الاقت ةادية ذات المتغيةر الواحةد تناولنا في الف ةل الرابةع الامثليةة للةدوال الاقت ةادية ذات المتغيةر الواحةد     
كثر من متغير مستقل تسمى بدوال ذات متغيرات متعددة كمةا فةي دالةة ال لةب كثر من متغير مستقل تسمى بدوال ذات متغيرات متعددة كمةا فةي دالةة ال لةب أأاقت ادية تحتوي  اقت ادية تحتوي  

 الكمية الم لوبة بمجموعة من المتغيرات وكما ياتي:الكمية الم لوبة بمجموعة من المتغيرات وكما ياتي:  اااثر فيهاثر فيهالاتية والتي تتالاتية والتي تت
),,,,( 321 pd NYPPPfQ  

 Unconstrainedوسةةةنتناول فةةةي هةةةذا الف ةةةل الامثليةةةة للةةةدوال الاقت ةةةادية غيةةةر المقيةةةدة وسةةةنتناول فةةةي هةةةذا الف ةةةل الامثليةةةة للةةةدوال الاقت ةةةادية غيةةةر المقيةةةدة     
Optimization    والدوال الاقت ادية المقيدة والدوال الاقت ادية المقيدةConstrained Optimization . . 

المتغيةةر المسةةتقل الواحةةد والشةةرو  الواجةةب توافرهةةا لكةةي تكةةون المتغيةةر المسةةتقل الواحةةد والشةةرو  الواجةةب توافرهةةا لكةةي تكةةون وكمةةا لاحظنةةا فةةي حالةةة الةةدوال ذات وكمةةا لاحظنةةا فةةي حالةةة الةةدوال ذات 
الشةةرو  الواجةةب توافرهةةا فةةي حالةةة الةةدوال ذات الشةةرو  الواجةةب توافرهةةا فةةي حالةةة الةةدوال ذات   فنوضةةح فنوضةةح الدالةةة عنةةد قيمتهةةا العظمةةى او ال ةةغرىل الدالةةة عنةةد قيمتهةةا العظمةةى او ال ةةغرىل 

المتغيرات المتعددة ولسهولة التحليل سناخذ اولا الةدوال ذات متغيةرين فقة  ل ثةم  الةدوال المتضةمنة المتغيرات المتعددة ولسهولة التحليل سناخذ اولا الةدوال ذات متغيةرين فقة  ل ثةم  الةدوال المتضةمنة 
 اكثر من متغيرين مستقلين.اكثر من متغيرين مستقلين.

 
 اولا: الدوال الاقتصادية ذات متغيرين مستقليناولا: الدوال الاقتصادية ذات متغيرين مستقلين

12نفترى وجود الدالةة الاتيةة ذات المتغيةرين المسةتقلين نفترى وجود الدالةة الاتيةة ذات المتغيةرين المسةتقلين      , XX     وهةي وهةي),( 21 XXfY    وينبغةي وينبغةي
 توافر شر ين مهمين لكي تكون الدالة عند نهايتها العظمى او ال غرى )الدنيا(توافر شر ين مهمين لكي تكون الدالة عند نهايتها العظمى او ال غرى )الدنيا(

: المشةتقات الجزئيةة الاولةى لهةذل : المشةتقات الجزئيةة الاولةى لهةذل  Necessary Condition الشةر  الضةروري )الةلازم(الشةر  الضةروري )الةلازم(  -11
 -الدالة يجب ان تساوي  فرا أي ان:الدالة يجب ان تساوي  فرا أي ان:

0,0 2

2

1

1










ff

X

Y
ff

X

Y 

كتابة رموز المشتقات الجزئية الاولى ب يح مختلفة لتعدد  يغها في بعى  تملاحظة: تم
 الكتب حتى يمكن لل الب ملاحظتها جميعا.

 
: ان تكون قيم المشتقات الجزئية الثانية للدالة   Sufficient Conditionالشر  الكافي  -2

 عند القيم الحرجة وكما ياتي:
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 0ن تكةةةةةةةةةةةةون موجبةةةةةةةةةةةةة فةةةةةةةةةةةةي حالةةةةةةةةةةةةة النهايةةةةةةةةةةةةات ال ةةةةةةةةةةةةغرى أي ان ن تكةةةةةةةةةةةةون موجبةةةةةةةةةةةةة فةةةةةةةةةةةةي حالةةةةةةةةةةةةة النهايةةةةةةةةةةةةات ال ةةةةةةةةةةةةغرى أي ان إإ,
2

2

2

2

1

2










X

Y

X

Y   او او

 0, 2211 ff.ل ويعنى ذلن ان الدالة متجهة الى الاعلى عند القيمة الحرجة.ل ويعنى ذلن ان الدالة متجهة الى الاعلى عند القيمة الحرجة 
 بغي ان تكون المشتقات الجزئية الثانية للدالة سةالبة أي بغي ان تكون المشتقات الجزئية الثانية للدالة سةالبة أي ما في حالة النهايات العظمى فينما في حالة النهايات العظمى فينأأ

0,
2

2

2

2

1

2










X

Y

X

Y   او او 0, 2211 ff   ويعني ذلةن ان الدالةة متجهةة الةى الاسةفل عنةد القةيم ويعني ذلةن ان الدالةة متجهةة الةى الاسةفل عنةد القةيم

 الحرجة.الحرجة.
  جميعهاجميعها  ما في حال معرفة كون الدالة في حالتها المثلى عند النظر اليها من الاتجاهاتما في حال معرفة كون الدالة في حالتها المثلى عند النظر اليها من الاتجاهاتأأ  -33

 الشر  الاتي:الشر  الاتي:  فينبغي ان يتحققفينبغي ان يتحقق

    
2

21
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2

2

2

2
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2
2

122211 










































XX

Y

X

Y

X

Y
orfff 

 Local)ن الدالة ذات قيمة عظمى او  غرى محلية إف المذكوروفي حال عدم توافر الشر  
Maximum or Minimum)  وليست قيمة كليةGlobal  ويمكن توضيح ذلن بيانيا من الشكل.

 الاتي:

 
 ( النقا  المحلية العظمى وال غرى والكلية31شكل رقم )
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التةةي يمكةةن ان تظهةةر بهةةا الدالةةة  ففةةي احيةةان اخةةرى التةةي يمكةةن ان تظهةةر بهةةا الدالةةة  ففةةي احيةةان اخةةرى   جميعهةةاجميعهةةا  الحةةالاتالحةةالات  ذكرنةةال آنفةةا لا يمثةةلذكرنةةال آنفةةا لا يمثةةلان ماان ما
لايكفةةي ان تتشةةابم الاشةةارات الجبريةةة للمشةةتقات الجزئيةةة الثانيةةة لتحقيةةق النهايةةات العظمةةى والةةدنيا لايكفةةي ان تتشةةابم الاشةةارات الجبريةةة للمشةةتقات الجزئيةةة الثانيةةة لتحقيةةق النهايةةات العظمةةى والةةدنيا 

 -للدالة ومن هذل الحالات :للدالة ومن هذل الحالات :
ن حا ةل ضةرب المشةتقات ن حا ةل ضةرب المشةتقات الاشارات الجبرية للمشتقات الجزئية الثانية غير متشابهة وكةاالاشارات الجبرية للمشتقات الجزئية الثانية غير متشابهة وكةا  -11

هنةةا ليسةةت للدالةةة نهايةةة عظمةةى او  ةةغرى هنةةا ليسةةت للدالةةة نهايةةة عظمةةى او  ةةغرى و و الثانيةةة اقةةل مةةن قيمةةة مربةةع المشةةتقة المتقا عةةة ل الثانيةةة اقةةل مةةن قيمةةة مربةةع المشةةتقة المتقا عةةة ل 
 -ل أي ان:ل أي ان:Saddle Pointوانما عند نق ة تسمى النق ة السرجية وانما عند نق ة تسمى النق ة السرجية 

    2

122211 fff  
22ويبن الشكل البياني الاتية النق ة السرجية للدالة   YXZ  رة باللون الاحمرفي مؤش

 وس  الشكل البياني

 
 ( النق ة السرجية32شكل )

ان حا ل ضربهما ان حا ل ضربهما   إلاإلاذا كانت الاشارات الجبرية للمشتقات الجزئية الثانية متشابهة ذا كانت الاشارات الجبرية للمشتقات الجزئية الثانية متشابهة إإما ما أأ  -22
معةةا اقةةل مةةن قيمةةة مربةةع المشةةتقة المتقا عةةة عنةةد هةةذل الحالةةة تكةةون الدالةةة عنةةد نق ةةة تعةةرف معةةا اقةةل مةةن قيمةةة مربةةع المشةةتقة المتقا عةةة عنةةد هةةذل الحالةةة تكةةون الدالةةة عنةةد نق ةةة تعةةرف 

 -ل أي ان:ل أي ان:  Inflection Pointبنق ة الانقلاب بنق ة الانقلاب 
    2

122211 fff  
XXXYحد اشكال نق ة الانقلاب للدالة حد اشكال نق ة الانقلاب للدالة أأتي تي ويبن الشكل البياني الآويبن الشكل البياني الآ 106 23 :: 
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 ( التمثيل البياني لنق ة انقلاب معينة33شكل )

والجدول الاتي يوضح شرو  النهايات العظمى وال غرى للدوال ذات متغيرين 
),( 21 XXfY  
 . شرو  النهايات العظمى وال غرى للدوال ذات متغيرين مستقلين1ول جد

 الشر 
Conditio

n 

 نق ة دنيا
Minimum 

 نق ة عظمى
Maximum 

 نق ة انقلاب
Inflection 

Point 

 نق ة سرجية
Saddle Point 

 الاول
1st 

021  ff 021  ff 021  ff 021  ff 

 الثاني
2nd 

0, 2211 ff 0, 2211 ff 0, 2211 ff 
or 

0, 2211 ff 
0,0

0,0

2211

2211





ff

or

ff

 
 الثالث
3rd 

 2

122211 fff 

 
 2

122211 fff 

 
 2

122211 fff 

 
 2

122211 fff  
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 ثانيا: الدوال الاقتصادية متعددة المتغيرات ثانيا: الدوال الاقتصادية متعددة المتغيرات 
الةةدوال الةةدوال   نعةةرىنعةةرى  الةةدوال التةةي تحتةةوي متغيةةرين مسةةتقلين فقةة  ل وهنةةاالةةدوال التةةي تحتةةوي متغيةةرين مسةةتقلين فقةة  ل وهنةةا  السةةابقةالسةةابقةتناولنةةا فةةي الفقةةرة اولا تناولنةةا فةةي الفقةةرة اولا   

 ولنفترى ان لدينا الدالة الاتية:ولنفترى ان لدينا الدالة الاتية:  وأكثروأكثرمتعددة المتغيرات أي ثلاثة متغيرات متعددة المتغيرات أي ثلاثة متغيرات 
),,.........,,( 321 nXXXXfY  

ال ينبغي توافر الشرو  الاتية لتكون الدالة عند نهايتها العظمى او ال غرى وكما ومثل هذل الدو 
 -ياتي:

: هو ان تبلح الدالةة نق ةة اسةتقرارها : هو ان تبلح الدالةة نق ةة اسةتقرارها Necessary Condition الشر  الضروري )اللازم( الشر  الضروري )اللازم(   -11
ل أي ان الدالةةة عنةةد هةةذل النقةةا  ليسةةت متزايةةدة ولا متناق ةةة ) أي ان الدالةةة عنةةد القيمةةة الحرجةةة(ل ل أي ان الدالةةة عنةةد هةةذل النقةةا  ليسةةت متزايةةدة ولا متناق ةةة ) أي ان الدالةةة عنةةد القيمةةة الحرجةةة(ل 

ي هةذل النق ةة تكةون جميةع المشةتقات الجزئيةة الاولةى للدالةة بالنسةبة للمتغيةرات المسةتقلة تسةاوي ي هةذل النق ةة تكةون جميةع المشةتقات الجزئيةة الاولةى للدالةة بالنسةبة للمتغيةرات المسةتقلة تسةاوي وفوف
 - فرا ل أي ان: فرا ل أي ان:

0,0,0
3
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2

2

1

1 



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
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Y
f
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: هنةةةا ينبغةةي الح ةةةول اولا علةةةى م ةةةفوفة : هنةةةا ينبغةةي الح ةةةول اولا علةةةى م ةةةفوفة    Sufficient Conditionالشةةر  الكةةةافي الشةةر  الكةةةافي   -22

دة تفاضةةل الدالةةة جزئيةةا بالنسةةبة دة تفاضةةل الدالةةة جزئيةةا بالنسةةبة المشةةتقات الجزئيةةة مةةن الدرجةةة الثانيةةة ل ويةةتم ذلةةن مةةن خةةلال اعةةاالمشةةتقات الجزئيةةة مةةن الدرجةةة الثانيةةة ل ويةةتم ذلةةن مةةن خةةلال اعةةا
وبما اننا نتناول الدوال متعددة المتغيراتل سنفرى ان عةدد المتغيةرات المسةتقلة وبما اننا نتناول الدوال متعددة المتغيراتل سنفرى ان عةدد المتغيةرات المسةتقلة   لللجميع المتغيراتلجميع المتغيرات

ويعنةةةي ذلةةةن ان هةةةذل الم ةةةفوفة تحتةةةوي علةةةى ويعنةةةي ذلةةةن ان هةةةذل الم ةةةفوفة تحتةةةوي علةةةى   nفةةةي الدالةةةة يسةةةاوي فةةةي الدالةةةة يسةةةاوي  nn   مةةةن العنا ةةةر وكمةةةا مةةةن العنا ةةةر وكمةةةا
 -ياتي:ياتي:
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


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
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21

22221

11211
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. 

12وبعد استخراج القيم الحرجة لكل من  ,,......, XXX n  يتعين ت بيق شرو  الفئة الثانية لمعرفة
ان هذل الخ وات تت لب استخدام  إلاما اذا كانت القيم الحرجة تعبر عن نق ة ق وى ام دنيا. 

 المحدد الهيسي.
 Hessian Determinantالمحدد الهيسي 

  Second Order Conditionلتشةةخيص اسةةتيفاء شةةر  الفئةةة الثانيةةة لتشةةخيص اسةةتيفاء شةةر  الفئةةة الثانيةةة   يسةةتخدم هةةذا المحةةدديسةةتخدم هةةذا المحةةدد    
افتةةراى الدالةةة افتةةراى الدالةةة إذ عنةةد إذ عنةةد الخةةاص بالنقةةا  المثلةةى سةةواء العظمةةى او الةةدنيا للةةدوال متعةةددة المتغيةةراتل الخةةاص بالنقةةا  المثلةةى سةةواء العظمةةى او الةةدنيا للةةدوال متعةةددة المتغيةةراتل 

 -الاتية :الاتية :
),,( 321 XXXfY  
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 -ن:فإ First Order Conditionوبعد ت بيق شر  الفئة الاولى 
0,0,0

321
















X

Y

X

Y

X

Y 

123ومن ثم استخراج القيم الحرجة لكل من ومن ثم استخراج القيم الحرجة لكل من  ,, XXX ل يتعين ت بيةق شةر  الفئةة الثانيةة لمعرفةة مةا ل يتعين ت بيةق شةر  الفئةة الثانيةة لمعرفةة مةا
  جميعهةةاجميعهةةا  وتكةون عنا ةر المحةدد الهيسةيوتكةون عنا ةر المحةدد الهيسةي  للم دنيةام دنيةاأأاذا كانةت القةيم الحرجةة تعبةر عةن نق ةة عظمةى اذا كانةت القةيم الحرجةة تعبةر عةن نق ةة عظمةى 

ات الجزئيةة ات الجزئيةة مشتقات جزئية ثانية ل بعضها مباشر وتقع علةى الق ةر الةرئيسل فةي حةين تقةع المشةتقمشتقات جزئية ثانية ل بعضها مباشر وتقع علةى الق ةر الةرئيسل فةي حةين تقةع المشةتق
اذا اذا   2Hمةةن الفئةةة الثانيةةة مةةن الفئةةة الثانيةةة   Hويكةةون المحةةدد الهيسةةي ويكةةون المحةةدد الهيسةةي   نيةةة المتقا عةةة خةةارج الق ةةر الةةرئيسلنيةةة المتقا عةةة خةةارج الق ةةر الةةرئيسلالثاالثا

اذا كانةةةت تضةةةم ثلاثةةةة متغيةةةرات اذا كانةةةت تضةةةم ثلاثةةةة متغيةةةرات   3Hكانةةةت الدالةةةة تضةةةم متغيةةةرين مسةةةتقلين ل ومةةةن الفئةةةة الثالثةةةة كانةةةت الدالةةةة تضةةةم متغيةةةرين مسةةةتقلين ل ومةةةن الفئةةةة الثالثةةةة 
 -دالة فان المحدد الهيسي لها سيكون:دالة فان المحدد الهيسي لها سيكون:مستقلة. وبالنسبة للمستقلة. وبالنسبة لل

333231

232221

131211

fff

fff

fff

H  

 وفي حالة النقا  العظمى تكون:
,.......0,0,0,0 4321  HHHH 
 وفي حالة النقا  الدنيا تكون:

,.....0,0,0 321  HHH 
 

ويشةةةةةير الجةةةةةدول الاتةةةةةي الةةةةةى شةةةةةرو  النهايةةةةةات العظمةةةةةى وال ةةةةةغرى للةةةةةدوال متعةةةةةددة المتغيةةةةةرات ويشةةةةةير الجةةةةةدول الاتةةةةةي الةةةةةى شةةةةةرو  النهايةةةةةات العظمةةةةةى وال ةةةةةغرى للةةةةةدوال متعةةةةةددة المتغيةةةةةرات 
),....,,( 21 nXXXfY :: 

 . شرو  النهايات العظمى وال غرى للدوال متعددة المتغيرات. شرو  النهايات العظمى وال غرى للدوال متعددة المتغيرات22جدول جدول 
 الشر 

Condition 
 النق ة العظمى
Maximum 

 النق ة الدنيا
Minimum 

1st 0.....21الاول   nfff 0.....21  nfff 
2nd 0....,,0,0الثاني  21  nHHH 0,...,, 21 nHHH 
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  Bordered Hessian Determinantالهيسي المؤئر  المحدد
لعظمةى لعظمةى اايستخدم هذا المحدد لتشخيص استيفاء شر  الفئةة الثانيةة الخةاص بالنقةا  المثلةى سةواء يستخدم هذا المحدد لتشخيص استيفاء شر  الفئةة الثانيةة الخةاص بالنقةا  المثلةى سةواء     
 -و الدنيا للدوال متعددة المتغيرات الخاضعة لقيود بافتراى الدالة الاتية مثلا:و الدنيا للدوال متعددة المتغيرات الخاضعة لقيود بافتراى الدالة الاتية مثلا:أأ

),( 21 XXfY  
),(            الخاضعة للقيد             21 XXgG  

 -تكون عندئذ: Composite Functionن الدالة المركبة إف
 GXXgXXfF  ),(),( 2121  

ويكون المحدد الهيسي المؤ ر  Lagrange Multiplierيعبر عن مضاعف لاكرانج  حيث 
 -ان: إذ 2Hبالنسبة لهذل الدالة من الفئة الثانية ويرمز لم 

0
21

2

2

2

2

12

2

121

2

2

1

2

2

X

g

X

g

X

g

X

Y

XX

Y

X

g

XX

Y

X

Y

H

































 

 -في حالة النق ة العظمى يكون:
.,.........0,0,0 432  HHH 

أي ان قيمةةةة المحةةةدد الهيسةةةي المةةةؤ ر تكةةةون موجبةةةة اذا كانةةةت فئةةةة المحةةةدد زوجيةةةة ل أي ان دالةةةة أي ان قيمةةةة المحةةةدد الهيسةةةي المةةةؤ ر تكةةةون موجبةةةة اذا كانةةةت فئةةةة المحةةةدد زوجيةةةة ل أي ان دالةةةة 
ل أي ان دالةة ل أي ان دالةة   الهدف تضم عددا زوجيا من المتغيرات ل وتكون سالبة اذا كانةت فئةة المحةدد فرديةةالهدف تضم عددا زوجيا من المتغيرات ل وتكون سالبة اذا كانةت فئةة المحةدد فرديةة

 الهدف تضم عددا فرديا من المتغيرات المستقلة.الهدف تضم عددا فرديا من المتغيرات المستقلة.
 -في حالة النق ة الدنيا يكون:
.,.........0,0,0 432  HHH 

أي ان قيمةةةةة المحةةةةدد الهيسةةةةي المةةةةؤ ر تكةةةةون سةةةةالبة دائمةةةةا ب ةةةةرف النظةةةةر عةةةةن عةةةةدد المتغيةةةةرات أي ان قيمةةةةة المحةةةةدد الهيسةةةةي المةةةةؤ ر تكةةةةون سةةةةالبة دائمةةةةا ب ةةةةرف النظةةةةر عةةةةن عةةةةدد المتغيةةةةرات 
 المستقلة في دالة الهدف.المستقلة في دالة الهدف.

تقلة فانها يمكن ايضا ان تخضع لعدة قيود وكما ان دالة الهدف يمكن ان تضم عدة متغيرات مس
 -ل أي ان الدالة المركبة يمكن ان تاخذ الشكل العام الاتي:

 





mj

j

jnjjn GXXXgXXXfL
1

2121 ),....,,(),.....,,(  

 -وعندئذ يكون المحدد الهيسي المؤ ر كما ياتي:
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g
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g
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X
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















































 

ة سةةيتم الاشةةارة الةةى ة سةةيتم الاشةةارة الةةى لاسةةيما الامثليةةة المقيةةدلاسةةيما الامثليةةة المقيةةدو و وبمةةا ان اسةةتخدام المحةةددات فةةي حةةل مسةةائل الامثليةةة وبمةةا ان اسةةتخدام المحةةددات فةةي حةةل مسةةائل الامثليةةة 
دون الدخول في تفا يل حل امثلة تخةتص بهةذا النةوع وانمةا سةيتم اللجةوء الةى دون الدخول في تفا يل حل امثلة تخةتص بهةذا النةوع وانمةا سةيتم اللجةوء الةى من من ا ارها النظري ا ارها النظري 

 مسائل اقل  عوبة تتناسب ومستوى ال الب في مرحلة البكالوريوس.مسائل اقل  عوبة تتناسب ومستوى ال الب في مرحلة البكالوريوس.
بعةةد التعةةرف علةةى الجةةزء النظةةري للامثليةةة الاقت ةةادية فةةي حالتيهةةا غيةةر المقيةةدة والمقيةةدة سةةنتناول بعةةد التعةةرف علةةى الجةةزء النظةةري للامثليةةة الاقت ةةادية فةةي حالتيهةةا غيةةر المقيةةدة والمقيةةدة سةةنتناول 

 لامثلة في الحالتين. لامثلة في الحالتين. بعى ابعى ا
 

 امثلة على الحالة الاولىل الامثلية اير المقيدة امثلة على الحالة الاولىل الامثلية اير المقيدة 
 

 : توافرت لديك المعلومات الاتية عن دالتي ئلب على سرلعة فري سروقين منفصرلين  : توافرت لديك المعلومات الاتية عن دالتي ئلب على سرلعة فري سروقين منفصرلين 11..55مثال لمثال ل
 هما:هما:

22

11

2300

3400

QP

QP



 

1P =   2سعر السلعة في السوق الاول لP =سعر السلعة في السوق الثاني 
1Q  2= الكمية الم لوبة في السوق الاول لQالكمية الم لوبة في السوق الثاني = 
 

25032كلفة الكلية هي : توكانت دالة ال 2  QQTC 
 ربح ممكن.جد حجم الئلب على السلعة في السوقين والذي يحقق اعلى  :المئلوب

 
 الحل
 -يعبر عن الايراد الكلي هنا بانم مجموع الايراد المتحقق في السوقين أي ان: -1

21 TRTRTR  
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2

22

2

1121

2

22222222

2

11111111

23003400

2300)2300(

3400)3400(

QQQQTRTRTRTR

QQQQTRQPTR

QQQQTRQPTR







 

 
 اما دالة الكلفة للسلعتين فيعبر عنها  كالاتي: -2

25033242

250)(3)(2

25032

21

2

2211

21

2

21

2







QQQQQQTC

QQQQTC

QQTC

 

 
 -ي:نجد دالة الربح الكلي والذي يعبر عنم بما يات -3

250297397445

)25033242(23003400

2121

2

2

2

1

21

2

221

2

1

2

22

2

11







QQQQQQ

QQQQQQQQQQ

TCTR







 

 
لايجاد النقا  الحرجة نقوم بايجاد جذور المشتقة الجزئية الاولى لدالة الربح الكلي بالنسبة  -4

12لةكل من  , QQ :وكما ياتي- 

)2........(..........029748

)1.....(..........0397410

12

2

21

1











QQ
Q

QQ
Q





 

 -ق المعروفة نح ل على الاتي:ائباحدى ال ر  المذكورتينوبعد حل المعادلتين 

31

49716

049716

1

1

1







Q

Q

Q

 

 22وتساوي  2Qنح ل على قيمة  2او  1في احدى المعادلتين  1Qوبتعويى قيمة 
 
نجد الان المشتقة الجزئية الثانية لاختبار النق ة الحرجة  -5  )22,31(, 21 QQ 

4

8

10

21

2

2

2

2

2

1

2
















QQ

Q

Q


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 يد نوع النق ة الحرجةلتحد انجري اختبار  -6

1680

)4()8(*)10(

)(*

08

010

2

2

21

2

2

2

2

2

1

2

2

2

2

2

1

2




























QQQQ

Q

Q







 

ان اعلى ربح  يمكن  إذلدالة الربح ل  ىنستنتج ان النق ة المتح ل عليها هي نق ة عظم
 في دالة الربح وهو: 2Qو  1Qتحقيقم من بيع السلعة في السوقين بعد تعويى قيمتي 

9122 
 
$ 800$ للمنتي الاول ، و 1000، بسعر G2و  G1:منشأة تبيع منتوجين (5.2)مثال

 للمنتي الثاني. وكانت المنشأة تواجه دالة الكلفة الاتية:
2

221

2

1 22 QQQQTC  
 . G2مستوى الانتاج لر  2Qو  G1مستوى الانتاج لر  1Qوتمثل 
 عند اقصى الارباح 2Qو   1Qاحسب اقصى الارباح وقيم كل من  :وبالمئل
 الحل

 نستخرج معادلة الايراد الكلي الاول والثاني وكما ياتي:

22

11

800

1000

QTR

QTR



 

 :ووعليم يكون الايراد الكلي للمنشأة ه
2121 8001000 QQTRTRTR  

 ع اة اعلال:ودالة الكلفة الم
2

221

2

1 22 QQQQTC  
 وبذلن تكون دالة الربح هي:

2

221

2

121

2

221

2

121

228001000

)22()8001000(

QQQQQQ

QQQQQQ

TCTR







 

ولتحقيق الامثلية نستخرج الشر  الضروري الاول  2Qو  1Qتتضمن هذل الدالة متغيرين هما 
 والشر  الكافي للمشتقة وكما ياتي:
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 وينبغي ان تكون المشتقة الاولى مساوية لل فر أي:
0,0

21











QQ

 

 وتحل المعادلتان آنيا وكما ياتي:

022800

0241000

21

21





QQ

QQ 

 بترتيب المعادلتين نح ل على الاتي:

2002

_________________

)2....(..........80022

)1...(..........100024

1

21

21







Q

QQ

QQ

 

)100( 100وتساوي  1Qوعليم نح ل على قيمة  1 Q ل وبتعويضها في احدى المعادلتين
)300(  300وتساوي  2Qقيمة  على نح ل اعلال 2 Q. 

 كد من ان تلن النق ة هي نق ة نهاية عظمى نتبع الاتي:أتللو 
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)100(مستويات  اذن اتضح ان المنشأة تعظم ارباحها عند 1 Q   300(و( 2 Q  للمنتوجينG1 
 . G2و 

 ويمكن حساب مستوى الربح عند تلن المستويات وهو:
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$170000

)300()300)(100(2)100(2)300(800)100(1000

228001000

22

2

221

2

121











 QQQQQQ

 

 
 وكان لديه دوال الئلب الاتية: Yو  X : محتكر يبيع منتوجين 5.3مثالل

04032010

02.02.11.0





YP

XP

Y

X 

 وكانت دالة تكاليفه المشتركة كالاتي:
02 22  YXYXTC 

 :المئلوب
جد السعر وكمية الناتي من كل سلعة الذي يعمم ارباحه، ثم تحقق من هذه الارباح كانت عند 

 نهايتها في تلك النقئة.
 الحل

TCYPXP

TCTR

YX 





 

02.02.11.0ناخذ دالة ال لب الاولى:   XPX  نح ل  0.1بالتقسيم على معامل السعر
 على دالة ال لب الاولى بال ورة الاتية:

XPX 212 
XPTRاذن دالة الايراد الكلي الاولى تساوي  XX   أي 

2212)212( XXXXTRX  
 

04032010وكذلن الحال بالنسبة لدالة ال لب الثانية :   YPY  بالتقسيم على معامل السعر
 بال ورة الاتية:نح ل على دالة ال لب الثانية  10

YPY 432 
YPTRاذن دالة الايراد الكلي الثانية تساوي  YY   أي 

2432)432( YYYYTRY  
 لثانية:ست بح دالة الربح بالاعتماد على ال يح الجديدة للايراد الكلي الاولى وا

TCTRTR YX  

XYYYXX

YXYXYYXX

2532312

2432212

22

2222







 

0وتكون الارباح عند نهايتها العظمى عندما  YX ff  وعندما تكونXXf  وYYf  سالبة
)(2وعندما تكون  XYYYXX fff  :وكما ياتي- 
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02612ل فان     0Xfعندما   YX(..................1) 
021032ل فان   0Yfوعندما   XY(..................2) 

 ( وهي:( وهي:33( نح ل على المعادلة )( نح ل على المعادلة )11من معادلة رقم )من معادلة رقم )
)3...(....................1226  YX 

 -( وهي:4( نح ل على المعادلة )2ومن معادلة رقم )
)4........(..........32102  YX 

 نح ل على: 3( في 4وبضرب المعادلة )
)5........(..........96306  YX 

 -( نح ل على الاتي:3( من المعادلة )5وب رح المعادلة )

3

8428





Y

Y 

1226 في المعادلة Yبعد تعويى قيمة  1Xفان  3Yوعندما   YX 
 نح ل على الاتي: XYfوكذلن المشتقة المتقا عة  Yو  Xوباخذ المشتقات الثانية لكل من 

 
2

21032

010

06











X

XY
f

f

f

XY

YY

XX

 

ويجب ان تكون  2

XYYYXX fff   : 6)(10()2(2أي ان(   460يساوي و  
 أي ان الارباح تكون اعظم مايمكن عندما :

10XP      1وX 
20YP     3وY 
 في دوال ال لب. Yو  Xد تعويى قيم بع YPو  XPتجدر الاشارة انم تم الح ول على قيم 

 
وذلةةن وذلةةن   اتاتوقةةد يلاحةةظ ال الةةب انةةم تةةم اسةةتخدام رمةةوز المشةةتقات ب ةةيح مختلفةةة فةةي حلةةول التمرينةةوقةةد يلاحةةظ ال الةةب انةةم تةةم اسةةتخدام رمةةوز المشةةتقات ب ةةيح مختلفةةة فةةي حلةةول التمرينةة

مراعاة لاختلاف ال يح في مختلف الكتب التي قد يتم الا لاع عليها للاستزادة ولذلن تم الرجةوع مراعاة لاختلاف ال يح في مختلف الكتب التي قد يتم الا لاع عليها للاستزادة ولذلن تم الرجةوع 
 ..نفسهانفسها  ل يح في حل المسائل علما انها تشير الى النتيجةل يح في حل المسائل علما انها تشير الى النتيجةالى مختلف االى مختلف ا
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 امثلة على الامثلية المقيدةامثلة على الامثلية المقيدة
دون اللجوء الةى  ريقةة المحةددات مراعةاة دون اللجوء الةى  ريقةة المحةددات مراعةاة من من كما اشرنا سابقا سيتم حل مسائل الامثلية المقيدة كما اشرنا سابقا سيتم حل مسائل الامثلية المقيدة     

 لمستوى ال الب في هذل المرحلة من الدراسة.لمستوى ال الب في هذل المرحلة من الدراسة.
 دون مضاعف لاكرانج.دون مضاعف لاكرانج.من من ل الامثلية المقيدة ل الامثلية المقيدة ( والذي يتناو ( والذي يتناو 44..55سنتناول الان المثال رقم )سنتناول الان المثال رقم )

 كلفة الكلية لانتاج سلعتين:كلفة الكلية لانتاج سلعتين:تت : توافرت لديك المعلومات الاتية عن دالة ال : توافرت لديك المعلومات الاتية عن دالة ال44..55مثال لمثال ل
2

1

21 2QQQTC   
ايجاد عدد الوحدات المنتجة من كل سلعة لتحقيق اقل كلفة معينة ضمن القيد : المئلوب 
 الاتي:

1021 QQ 
 الحل

2تم كتابة دالة الكلفة اعلال بال يغة الاتية: ت

2

1 2Q
Q

Q
TC  

 باستخدام معادلة القيد يتم استخراج الكمية الاولى بدلالة الثانية وكما ياتي:
21 10 QQ  

 -في دالة الكلفة  فنح ل على الاتي: 1Qثم نعوى عن قيمة 

2

2

22

2

2

2

210

2
10

Q

QQ
TC

Q
Q

Q
TC









 

 :2Qبت بيق قاعدة مشتقة قسمة دالتين نشتق دالة الكلفة بالنسبة للمتغير 

25

5
2

10
10102

0
102

0
2104

0
)1)(210()4)1((

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

22

2

2

2

2

2222

2





























Q

QQQ

Q

Q

Q

TC

Q

QQQQ

Q

TC

Q

QQQQ

Q

TC

 

 -نجد المشتقة الثانية لاختيار النق ة الحرجة وكما ياتي:

3

2

4

2

2

2

2

2

4

2

2

2

22

2

2

2

2

2

2020

)2)(102()4)((

QQ

Q

Q

TC

Q

QQQQ

Q

TC












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22نعوى قيمة  Q :في المشتقة الثانية وكما ياتي 
03.3

)2(

20
22

2

2






Q

TC 

22من النتيجة اعلال يتبين مجود قيمة  غرى عند القيمة  Q  22ل ثم  نعوى قيم Q  في
 :1Qمعادلة القيد ونح ل على قيمة 

8

210

10

1

1

21







Q

Q

QQ

 

وحدات من السلعة الاولى  8توى ينبغي انتاج اذن النتيجة توضح انم لتقليل التكاليف لادنى مس
 ووحدتين من السلعة الثانية.

 
 : 5.5مثالل
 تقوم بإنتاج نوعين من السلع ، و ن إجمالي تكلفتها : ما  نفتر   ن شركة 

TC Q Q Q Q  4 51

2

2

2

1 2   
تساوي إنتاج الشركة   2Q تساوي إنتاج الشركة من السلعة الأولى في الساعة ل وأن  1Q إذ أن

من السلعة الثانية في الساعة . ونتيجة لالتزامات الشركة تجال عملائها ل فإنم يتحتم على الشركة 
ومن ال بيعي أن يرغب مدير  لوحدة في الساعة من السلعتين معا 30إنتاج ما لا يقل عن 

الشركة  تكاليفعتين التي من شأنها تخفيى شركة في الوقوف على مستويات الإنتاج من السلال
 وحدة في الساعة . 30إلى أدنى حد ممكن مع افتراى أن حا ل إنتاج السلعتين معا يساوي 

 الحل
 : الآتييمكن التعبير عن مثل هذا النوع من مشاكل الأمثلية المقيدة على النحو 

21دالة الكلفة الكلية :                                     دالة الكلفة الكلية :                                     

2

2

2

1 54 QQQQTC  
3021ضمن القيد الاتي:                                ضمن القيد الاتي:                                 QQ 
3021وبال بع يتمثل القيد في أنم لا بد أن تكون :  QQ 1. ولحل مشكلة قيدQ علينا أن

 :الآتيةنتتبع الخ وات 
21 30 QQ  

21عويى عنوبالت 30 QQ   1بةQ نجد أن : دالة الكلفة الكلية  في معادلة 
   TC Q Q Q Q    4 30 5 302

2

2

2

2 2  
      4 900 60 5 302 2

2

2

2

2 2

2
Q Q Q Q Q  

  3600 270 102 2

2
Q Q   
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 وية لل فر .ل وجعلها مسا2Qبالنسبة إلى  TCالح ول على مشتقة يتم  
dTC

dQ
Q

2

2270 20 0     

20 2702Q   
Q2 135 .  

 ينبغي الح ول على المشتقة الثانية وهي : -لا عظمى  -وللتحقق من أنها نهاية  غرى 
d TC

dQ

2

2

2
20  

 وبما أن هذل المشتقة الثانية موجبة ل لذا فإن الناتج نهاية  غرى .
 التي ت ل بالتكلفة الإنتاجية إلى أدنى حد ل علينا أن نتذكر أن القيد يت لب أن  1Qمة ولإيجاد قي
3021تكون :  QQ  أي أن ل: 

21 30 QQ   
تكون القيمة  ل فإنم من ال بيعي أن 13.5هي  2Qولما كنا على علم بأن القيمة المثلى لة  

5.165.13301 هي 1Q المثلى لة Q شركة  الحد من ال. وجملة القول هو أنم إذا ما أرادت
إجمالي تكلفتها إلى أدنى درجة ممكنة مع وجود قيد الإنتاج وهو ألا يزيد إجمالي إنتاجها من 

وحدة من السلعة  16.5لقيام بإنتاج وحدة ل فإنم يتعين على الشركة ا 30السلعتين معا عن 
 33أي أنم ينبغي أن تقوم الشركة بإنتاج ل وحدة من السلعة الثانية في الساعة  13.5الأولى و 

 وحدة من السلعة الثانية كل ساعتين .  27وحدة من السلعة الأولى و 
 

و عن  16.5بة  1Qبالتعويى عن 
2Q ل نجد أن  دالة الكلفة الكلية ل في معادلة 13.5ة ب

 إجمالي تكلفة الشركة تساوي :
      TC   4 165 5 135 165 135

2 2
. . . .  

     4 272 25 5 182 25 222 75. . .  
  1089 91125 222 75. .  
 $1777.5 
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  : لديك دالة الانتاج الاتية:5.6مثالل

1052

4 2





LK

tosubject

LLKQ

 

 التي تعمم الناتي Lو  Kجد مستويات  :المئلوب
 الحل

 -تعاد كتابة معادلة القيد كما ياتي:
LK 2105 

 -تعوى معادلة القيد في دالة الانتاج وكما ياتي:
2222 74208420)2105(4 LLLLLLLLQ  

ل والان نحسب المشتقة  Lنلاحظ ان دالة الهدف أي دالة الانتاج تحتوي متغيرا واحدا هو 
 -وكما ياتي: Lالاولى بالنسبة الى 

014

30
14

420
014420

2

2











L

Q

LL
L

Q

 

 في دالة الانتاج: Lاق ى انتاج يمكن الح ول عليم بتعويى قيمة 

6300)30(7)30(420

7420

2

2





Q

LLQ
 

 وكما ياتي: Kي دالة القيد نح ل على قيمة ف Lوبتعويى قيمة 
45)30(21052105  KLK 

س المال أوحدة من ر  45وحدة من العمل و  30اذن من الحل ينبغي على المنشأة استخدام 
 .6300لتحقيق اق ى انتاج وهو 

 
 Constrained Optimization andالامثلية المقيدة ومضاعف لاكراني 

Lagrange Multiplier 
جدوى محدودة للت بيق عند كثرة القيود أو  اقد يكون الأسلوب الذي قمنا بتناولم فيما سبق ذ   

. وتن وي هذل ال ريقة الخا ة بحل  Lagrangeتعقدها ل لذلن يمكن الاستعانة بمضاعفات 
لة التي ل وهي المعاد Lagrangeمشكلات الأمثلية المقيدة على تكوين معادلة تعرف بدالة 

تشتمل على كل من الدالة المراد الح ول على أق ى أو ا غر قيمة لها من ناحية والقيود أو 
 تكون هنان حقيقتان :لتم  ياغة هذل المعادلة تو  لالضواب  من ناحية أخرى 
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قيمة لها ل تكون الدالة الأ لية عند أق ى  -أو أ غر  -عندما تبلح هذل المعادلة أق ى  (1) 
 قيمة لها بالفعل . -أو أ غر  -

 . جميعها وفي هذل الحالة نكون قد واجهنا الضواب  أو القيود (2)
 -( الى الامثلية المقيدة بشكلها المجسم  ذي الابعاد الثلاثة:34ويشير الشكل البياني )

 
 ضمن القيد  التي تعظم الدالة  yو  xالامثلية المقيدة : ايجاد قيمة ( 34شكل )      
 الموضح باللون الاحمر      

 
 (  34(: يمثل الخري ة المناسيبية للشكل )35شكل )

الخ  الاحمر الى  يشيرو ( 34( الخري ة المناسيبية للشكل البياني )35يشير الشكل البياني )    
ل اما ل في حين تشير الخ و  الزرقاء الى تناسبيات الدالة   القيد 

http://en.wikipedia.org/wiki/File:LagrangeMultipliers3D.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:LagrangeMultipliers3D.png
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النق ة التي تقع  عند نق ة تماس الخ  الاحمر والخ  الازرق تشير الى نق ة الحل ل حيثما 
 .ل والحل هو تعظيم الدالة  

المشكلة التي  نع ل علينا معاودة الحديث Lagrangeولإيضاح كيفية بناء إحدى دوال    
 TC(. فقد أشرنا إلى أن الشركة ترغب في الو ول بة 5.5واجهتها الشركة في مثالنا السابق )

TC = 4Q1إلى أ غر قيمة لها بحيث : 
2 + 5Q2

2 – Q1Q2  ل عند وجود قيدQ1 + Q2 = 
لمواجهة مشكلة هذل  Lagrange. ولعل أولى الخ وات الواجب إتباعها عند تكوين دالة  30
 لشركة هي القيام بإعادة  ياغة القيد الذي تواجهم الشركة في شكل معادلة مساوية لل فر :ا

30 – Q1 – Q2 = 0 (1) 
ل ثم نجمع النتيجتين  فإذا قمنا بضرب هذا النوع من القيود في عامل مجهول نشير إليم بة    

فإننا نح ل على  (2) غرى في المعادلة على الدالة التي نرغب في الح ول على قيمتها ال
 وهي : Lagrangeدالة 

 L Q Q Q Q Q Qtc      4 5 301

2

2

2

1 2 1 2  (2) 
من أنم إذا ما تمكننا من إيجاد القيمة  التحققيمكننا  الآتيةولأسباب سيرد ذكرها في الفقرة 

فإن الحل سوف يكون م ابقا تماما  Lagrangeغير المقيدة لدالة  -أو ال غرى  -العظمى 
وبعبارة أخرى ل فإن حل مشكلة  لالمقيدة  -أو ال غرى  -شكلة الأ لية للقيمة العظمى لحل الم

. ففي حالة شركتنا هنا ل لا بد Lagrangeالأمثلية المقيدة يت لب منا القيام بتحقيق أمثلية دالة 
إلى أ غر قيمة لها في tcLالتي تؤدي إلى الو ول بة  و  Q2و  Q1لنا من إيجاد قيم كل من 

بالنسبة إلى كل من هذل  tcL. وللقيام بذلن ل يتحتم علينا إيجاد المشتقة الجزئية لة  (1)المعادلة 
 : و  Q2و  Q1المتغيرات الثلاثة 






 

 Q1

L
Q Qtc   8 1 2  






 

 Q2

L
Q Qtc    1 210  



 

 

 

L
Q Qtc    1 2 30  

شرنا فيما سبق ل أنم ينبغي أن نجعل هذل المشتقات الجزئية الثلاثة مساوية لل فر حتى وكما أ
 وهكذا فإن : tcLنتمكن من الح ول على أدنى قيمة لة 

8 01 2Q Q    (3) 
   Q Q1 210 0  (4) 
   Q Q1 2 30 0  (5) 
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) أي أن  بالنسبة إلى  Lagrangeأن المشتقة الجزئية لدالة  كما أنم من الضروري ملاحظة  
 :Ltc /   هي نفسها القيد الموجود في  (5)( عندما تكون مساوية لل فر في المعادلة

السبب في ذلن إلى الأسلوب الذي تتألف  يعود[ و  (1)مشكلة الأمثلية الأ لية ] راجع المعادلة 
نت هذل المشتقة تساوي  فر ل يمكننا التأكد من استيفاء ولذلن فإذا كا لLagrangeمنم دالة 

  Lagrangeوفي هذل الحالة يكون الحد الأخير على يمين دالة  لهذا القيد الأ لي لمت لباتم 
إلى الدالة الأ لية التي كنا نرغب في الح ول على  Lagrangeل وهكذا تؤول دالة  ا   فر 

مر الذي يعني نجاحنا في حل المشكلة الأ لية لهاو وهو الأ -أو ال غرى  -القيمة العظمى 
قيمة ممكنة لدالة  -أو أ غر  -للأمثلية المقيدة إذا ما تمكنا من الح ول على أكبر 

Lagrange . 
هي ثلاث  (5)ل  (4)ل  (3)وبمعاودة الحديث عن الشركة موضوع البحث نجد أن المعادلات   

ل فإذا تمكننا من حل هذا النوع من  و  Q2و  Q1معادلات آنية في ثلاث مجاهيل هي 
من  (4)ل وب رح المعادلة  Q2و  Q1ل فإننا نح ل على القيم المثلى لة  Q2و  Q1المعادلات لة 

 نجد أن : (3)المعادلة 
9Q1 – 11Q2 = 0 (6)  

ضافة الناتج إلى المعادلة  9 المقدار في (5)وبضرب المعادلة  نتمكن من إيجاد الحل لة  (6)وا 
Q2 : 
 

– 9Q1 – 9Q2 + 270 = 0 
9Q1 – 11Q2 = 0 

ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة  
– 20 Q2 + 270 = 0 

Q2 = 270 / 20 
= 13.5 

ل  (5)في المعادلة  13.5بة  Q2وبالتعويى عن  13.5هي  Q2وهكذا تكون القيمة المثلى لة 
 . 16.5هي  Q1نجد أن القيمة المثلى لة 

وأن القيمة  16.5هي  Q1: وهي أن القيمة المثلى لة  نفسها وهكذا فإننا ن ل إلى النتيجة
وحدة من السلعة  16.5 الشركة إنتاجم على فإنم يتحت أخرىلوبعبارة . 13.5هي  Q2المثلى لة 

وحدة من السلعة الثانية في الساعة . كما يتضح أن  ريقة مضاعفات  13.5الأولى و 
Lagrange  الأقل: فيهذل أفضل من تلن التي سبق لنا تف يلها وذلن لسببين 

 أنها قادرة على معالجة أكثر من قيد واحد . (1)
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 ونافعة . مهمةبمعلومات  تمد  انع القرار أن قيمة  (2)
[ فإنها تستخدم خ ي ا لقياس ما يحدث  Lagrange] والتي تعرف بمضاعف   نإ

في  TC ةمن تغير في العامل أو المتغير الذي نرغب في الح ول على أق ى أو أدنى قيمة ل
 شركة ترغب فيالإذا كانت فهذل الحالة مع افتراى إمكانية تجاوز القيد بمقدار وحدة واحدة 

 31تخفيى إجمالي نفقاتها إلى أدنى حد ممكن مع وجود قيد إنتاجي يسمح لها بإجمالي إنتاج 
هي التي توضح مقدار الزيادة  وحدة فق  ل وكانت قيمة  30وحدة من السلعتين معا  بدلا  من 

 = Q1ل وبالتعويى عن  (3)و بقا للمعادلة  ل فما هي قيمة  TCفي القيمة ال غرى لة 
 ت بح : Q2 = 13.5و  16.5

 = 8(16.5) – 13.5 = 118.5 
 31أنم في حالة تجاوز الإنتاج بمقدار وحدة واحدة ل بحيث يكون إجمالي الإنتاج  ذلنمعنى 

 دولار . 118.50وحدة ل فسوف يرتفع إجمالي التكلفة بمقدار  30بدلا  من 
ن أحةد ن أحةد اااريةة فعلةى فةرى  اريةة فعلةى فةرى  وتعد هذل المعلومات ذات قيمة كبرى في حالةة الكثيةر مةن القةرارات الإدوتعد هذل المعلومات ذات قيمة كبرى في حالةة الكثيةر مةن القةرارات الإد

دولار ل سةةةوف دولار ل سةةةوف   115السةةةلعتين اللتةةةين تنتجهمةةةا الشةةةركة مقابةةةل السةةةلعتين اللتةةةين تنتجهمةةةا الشةةةركة مقابةةةل   ىىحةةةدحةةةدااأراد شةةةراء أراد شةةةراء   عمةةةلاء شةةةركات عمةةةلاء شةةةركات 
وحةةةدة فةةي السةةةاعة . وبنةةاء علةةةى المعلومةةةات وحةةةدة فةةي السةةةاعة . وبنةةاء علةةةى المعلومةةةات   31يتحةةتم علةةةى الشةةركة زيةةةادة إجمةةالي إنتاجهةةةا إلةةى يتحةةتم علةةةى الشةةركة زيةةةادة إجمةةالي إنتاجهةةةا إلةةى 

أن هةذل أن هةذل   إذإذل ل   السابق إيضاحها ل فإنم ليس من ال واب بمكان أن توافق الشركة على هذا العرىالسابق إيضاحها ل فإنم ليس من ال واب بمكان أن توافق الشركة على هذا العرى
  3.50دولار ل أي بزيةادة قةدرها دولار ل أي بزيةادة قةدرها   118.50الوحدة الإضافية المنتجةة سةوف ترفةع التكةاليف بمقةدار الوحدة الإضافية المنتجةة سةوف ترفةع التكةاليف بمقةدار 

 مقابل هذل الوحدة الإضافية .مقابل هذل الوحدة الإضافية .  )الزبون()الزبون(دولار عن الثمن الذي سوف يدفعم العميلدولار عن الثمن الذي سوف يدفعم العميل
 هي هي   2xو و   1xاذا كانت دالة المنفعة للسلعتين اذا كانت دالة المنفعة للسلعتين  :  : 5.7مثال لمثال ل

12121 4),( xxxxxU  
اوجد حجم الاستهلاك الامثل من السلعتين لتحقيق اعلى منفعة ممكنة اذا كان قيد الكلفة 

12048: للسلعتين هو  21  xx 
 الحل

 باتباع خ وات  ريقة لاكرانج
)12048(4 21121  xxxxxL  

 و  2xو  1xنجد المشتقات الجزئية لكل من 

)3........(............................................................012048

)2.......(..........25.0404

)1(..........5.0125.048084

21

111

2

222

1
















xx
L

xxx
x

L

xxx
x

L






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 ( تساوي 2( ومعادلة )1كلا من معادلة )  
12 25.05.0125.0 xx  

 -نح ل على الاتي: 1x( ثم التقسيم على معامل -1بضرب  رفي المعادلة بة)
12 25.0 xx  

 -( فنح ل على الاتي:3في معادلة القيد رقم ) 2xنعوى قيمة 

13
8

104
1048

161208

120168

01204164

01204)25.0(8

22

2

2

22

22











xx

x

x

xx

xx

 

 (:3في معادلة القيد ) 2xنعوى  1xللح ول على قيمة 

5.8
8

68

0688

0120528

0120)13(48

1

1

1

1









x

x

x

x

 

ونكون بذلن قد اوجدنا حجم الاستهلان من السلعتين والذي يحقق اكبر منفعة ممكنة والتي 
 تساوي المقدار الاتي بعد تعويى كل من قيم السلعتين في دالة المنفعة:

5.144

345.110

)5.8(4)13)(5.8(

4),( 12121









U

U

U

xxxxxU

 

 
 لاتية:لاتية:لديه دالة التكاليف المشتركة الديه دالة التكاليف المشتركة ا  G2و و   G1منتي محتكر ينتي سلعتين هما منتي محتكر ينتي سلعتين هما    : :5.8لل  مثالمثال

2211 1010 QQQQTC  
1Q تشير الى الكميات المنتجة من السلعة :G1. 
2Q تشير الى الكميات المنتجة من السلعة :G2 . 

 -وكانت دوال الئلب التي يواجهها المحتكر هي:

212

211

230

50

QQP

QQP




 

 -صول اليها ضمن القيد الاتي:احسب اقصى ارباح يمكن الو  :المئلوب
1521 QQ 
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 الحل

2211 1010 QQQQTC

TCTR




 

 -نتبع الاتي: G1للح ول على معادلة الايراد الكلي من بيع السلعة 
12

2

11121111 50)50( QQQQQQQQPTR  
 -: G2وكذلن الحال للسلعة 

2

2212221222 230)230( QQQQQQQQPTR  
 -ثم نستخرج معادلة الايراد الكلي للسلعتين:

2

2221

2

11

2

221212

2

11

21

30350

23050

QQQQQQ

QQQQQQQQ

TRTRTR







 

 وبعد الح ول على معادلة الايراد الكلي والكلفة الكلية نكتب معادلة الربح :

2

2221

2

11

2211

2

2221

2

11

20240

)1010()30350(

QQQQQQ

QQQQQQQQQQ

TCTR







 

 -ا بح لدينا المشكلة الرياضية لتعظيم دالة الهدف هنا كما ياتي:

15

:

20240

21

2

221

2

11 2





QQ

tosubject

QQQQQQ

 

 -باستخدام  يغة لاكرانج :

)3..(..................................................015

)2........(220202202

)1........(224002240

)15(20240

21

2121

2

2121

1

21

2

2221

2

11


















QQ
L

QQQQ
Q

L

QQQQ
Q

L

QQQQQQQQL









 

 نح ل على الاتي: ( تساوي 2( ومعادلة )1كل من معادلة )بما ان 
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05

404420

022022240

22022240

21

21

2121

2121









QQ

QQ

QQQQ

QQQQ

 

512 QQ 
 -( نح ل على:3في معادلة ) 2Qوبتعويى قيمة 

5510

10

220

0220

0515

0)5(15

2

1

1

1

11

11













Q

Q

Q

Q

QQ

QQ

 

12وبتعويى قيمة  ,QQ :في دالة الربح نح ل على الاتي- 

475

)5()5(20)5(10(2)10()10(40 22







 
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 اسةلة الفصل الخامساسةلة الفصل الخامس
 لدين دالة المنفعة الاتية :لدين دالة المنفعة الاتية :  -::11سس

25.06.0 YXU  
الم لوب// ماهي افضل توليفة من السلعتين التي يجب ان تستهلن لغرى تعظيم المنفعة اذا 

 شر  الاتي:علمت ان هذل الدالة مقيدة بال
68058  YX 

 
 -في سوقين مرتب ين وكانت دوال ال لب كالاتي: Yو  Xمنشأة تبيع منتوجين  -:2س

0213

0213





YXP

YXP

Y

X 

YXTCفاذا كانت   . 
يعظم الارباح . ثم تحقق من ان هذل  الم لوب// جد السعر ومقدار الناتج من كل سلعة الذي

 الارباح كانت عند نهايتها العظمى في تلن النق ة.
 
 -لتكن دالة المنفعة مع اة يالشكل الاتي:-:3س

212 LogXLogXU  
 -وقيد الميزانية:

3642 21  XX 
 الم لوب//

 التي تعظم منفعة المستهلن بوجود قيد الميزانية 2Xو  1Xجد مستويات  
 
 -منتج محتكر لسلعتين يواجم دالتي ال لب الاتيتين : -:4س

22

11

395

50

QP

QP



 

 -وكانت دالة كلفتم هي:
2

21

2

1 3 QQQQTC  
)(الم لوب// جد قيم  1Q  و)( 2Q . التي تعظم الربح 

 
 -لدين دالة المنفعة الاتية : -:5س

2

2

2

12121 105310260 xxxxxxU  
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 .Uالتي تعظم المنفعة  2xو  1xالم لوب// احسب قيم كل من 
 
 لدين دالة المنفعة الاتية :  -:6س

21xxU  
 -ضمن القيد الاتي:

400102 21  xx 
21الم لوب// جد مستويات  , xx التي تعظم دالة المنفعة 

 
KLجد مستويات  -:7س  -التي تدني دالة الكلفة الكلية الاتية: ,

LKTC 34  
 -ضمن القيد الاتي:

1602 2

1

2

1

LK 
 
 -اع يت دالة انتاج منشأة ما : -:8س

4

1

2

1

10 LKQ  
 -وكانت دالة القيد هي:

6054  LK 
KLالم لوب// احسب مستويات   التي تعظم الناتج. ,

 
 -لدين دالة منفعة لمستهلن : -:9س

21 ln2ln xxU  
12الم لوب// جد قيم  , xx يزانية الاتي:التي تعظم المنفعة ضمن قيد الم- 

1832 21  xx 
 

 -باستخدام مضاعفات لاكرانج اجب عن الاسئلة الاتية:
12استخرج قيم  -:10س , xx :التي تعظم دالة المنفعة الاتية- 

12121 32),( xxxxxU  
 -المقيدة بالقيد الاتي:

832 21  xx 
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 -ة الانتاج الاتية :جد القيمة الق وى لدال -:11س
KLQ 10 

 -ضمن القيد الاتي:
164  LK 

 
 -ولديم دالة الكلفة الاتية: G2و G1منتج محتكر ينتج سلعتين هما  -:12س

21 105 QQTC  
 -ويواجم دالتي ال لب الاتيتين:

212

211

4100

50

QQP

QQP



 

 -ن القيد الاتي:الم لوب// احسب اق ى ارباح ضم
10021 QQ 
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 :يهدف هذا الفصل الى التعرف على

 
 مفهوم دالة الانتاج 
 اشكال دوال الانتاج 
 عواةد الحجم 
 تعميم ارباح المنشأة باستخدام دالة كوب دوكلاص 
 يف من دالة انتاج كوب دوكلاصاشتقاق دالة التكال 
 دالة الانتاج ذات مرونة الاحلال الثابتة 
 الانتاجية الجبرية من الدرجة الثانية لالدوا 
 دوال الانتاج اير الجبرية 
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 الفصل السادس
 دوال الانتاج

 Production Functions 

 مقدمةمقدمة
ف علةةةى بعةةةى دوال الانتةةةاج الشةةةائعة فةةةي ف علةةةى بعةةةى دوال الانتةةةاج الشةةةائعة فةةةي نظريةةةة الانتةةةاج فضةةةلا عةةةن التعةةةر نظريةةةة الانتةةةاج فضةةةلا عةةةن التعةةةر يتنةةةاول هةةةذا الف ةةةل يتنةةةاول هةةةذا الف ةةةل 

كما سنستعرى مختلف مؤشرات دوال الانتاج بالاعتماد على مفاهيم الاشتقاق الجزئية كما سنستعرى مختلف مؤشرات دوال الانتاج بالاعتماد على مفاهيم الاشتقاق الجزئية   للالاقت ادالاقت اد
ثةةم ننتقةةل الةةى دوال الانتةةاج المتجانسةةة وخوا ةةها ل ويشةةمل هةةذا الف ةةل ايضةةا الشةةكل العةةام لدالةةة ثةةم ننتقةةل الةةى دوال الانتةةاج المتجانسةةة وخوا ةةها ل ويشةةمل هةةذا الف ةةل ايضةةا الشةةكل العةةام لدالةةة 

 اخرى.اخرى.ضوعات ضوعات لال فضلا عن مو لال فضلا عن مو الانتاج ومؤشراتها والمعدل الحدي للاحلال ومرونة الاحالانتاج ومؤشراتها والمعدل الحدي للاحلال ومرونة الاح
 

 Production Functionدالة الانتاج دالة الانتاج 
بةةين بةةين   Technically Efficientتمثةةل دالةةة الانتةةاج مجموعةةة العلاقةةات الممكنةةة والكفةةوءة فنيةةا تمثةةل دالةةة الانتةةاج مجموعةةة العلاقةةات الممكنةةة والكفةةوءة فنيةةا     

كميةةةة الانتةةةاج التةةةي تمثةةةل المتغيةةةر التةةةابع كميةةةة الانتةةةاج التةةةي تمثةةةل المتغيةةةر التةةةابع   تةةةم التعبيةةةر عةةةنتةةةم التعبيةةةر عةةةنعنا ةةةر الانتةةةاج وكميةةةة الانتةةةاج . فةةةاذا عنا ةةةر الانتةةةاج وكميةةةة الانتةةةاج . فةةةاذا 
Dependent Variable   الرمةةةةز الرمةةةةزY   ل واع يةةةةت عنا ةةةر الانتةةةةاج وهةةةةي المتغيةةةةرات المسةةةةتقلة ل واع يةةةةت عنا ةةةر الانتةةةةاج وهةةةةي المتغيةةةةرات المسةةةةتقلة
Independent Variables   الرموز الرموزnXXX ,....,,  ::فان دالة الانتاج تاخذ الشكل الاتيفان دالة الانتاج تاخذ الشكل الاتي    21

),.....,,( 21 nXXXfY  
كمةةةةةةةةةا يمكةةةةةةةةةن ان تعةةةةةةةةةرف دالةةةةةةةةةة الانتةةةةةةةةةاج بانهةةةةةةةةةا)) علاقةةةةةةةةةة تةةةةةةةةةرب  بةةةةةةةةةين عنا ةةةةةةةةةر الانتةةةةةةةةةاج كمةةةةةةةةةا يمكةةةةةةةةةن ان تعةةةةةةةةةرف دالةةةةةةةةةة الانتةةةةةةةةةاج بانهةةةةةةةةةا)) علاقةةةةةةةةةة تةةةةةةةةةرب  بةةةةةةةةةين عنا ةةةةةةةةةر الانتةةةةةةةةةاج       

((. وتعبةةر عةةن الحالةةة الفنيةةة ((. وتعبةةر عةةن الحالةةة الفنيةةة   (Outputs)والنةةاتج النهةةائي ) المخرجةةات( والنةةاتج النهةةائي ) المخرجةةات(   (Inputs)لات(لات()المةةدخ)المةةدخ
وتقةةةوم هةةةذل العلاقةةةة علةةةى اسةةةاس اسةةةتخدام عنا ةةةر الانتةةةاج وتقةةةوم هةةةذل العلاقةةةة علةةةى اسةةةاس اسةةةتخدام عنا ةةةر الانتةةةاج   للالتةةةي تةةةرب  المةةةدخلات والمخرجةةةاتالتةةةي تةةةرب  المةةةدخلات والمخرجةةةات

 ..K  ورأس المالورأس المال  Lباشكالها المختلفة والتي من اهمها العمل باشكالها المختلفة والتي من اهمها العمل 
يةةةرتب  بعلاقةةةة داليةةةة يةةةرتب  بعلاقةةةة داليةةةة   Yان حجةةةم الانتةةةاج ان حجةةةم الانتةةةاج ويمكةةةن  ةةةياغة دالةةةة الانتةةةاج فةةةي ابسةةة   ةةةورها مةةةن ويمكةةةن  ةةةياغة دالةةةة الانتةةةاج فةةةي ابسةةة   ةةةورها مةةةن     

وتاخةةذ دالةةة الانتةةاج  فةةي هةةذل الحالةةة الشةةكل وتاخةةذ دالةةة الانتةةاج  فةةي هةةذل الحالةةة الشةةكل   للس المةةال والعمةةل والتقةةدم التقنةةيس المةةال والعمةةل والتقةةدم التقنةةيأأبعوامةةل الانتةةاج ل ر بعوامةةل الانتةةاج ل ر 
 -العام الاتي:العام الاتي:

),( LKfY  
تمثل حجم  Lس المال و أكمية ر  فتمثل Kكمية الانتاج في وحدة الزمن ل اما   Yتمثل  إذ

ق ائما التقدم التقني فيمكن ادخالم في العلاقة الدالية ب ر أ لالعمل المستخدم في العملية الانتاجية
وقد بذل الاقت اديون القياسيون جهودا كبيرا لمحاولة توضيح  للا مجال للتعرى اليها هنا عدة

نتاج ان لاقا من الاح اءات المتوفرة على مستوى المنشأة او الق اع الاشكال الرياضية لدوال الا
وتنح ر مهمة الاقت اد الرياضي في تحليل دوال الانتاج من  لاقت اد القوميال ناعي او ا

 الوجهة النظرية والرياضية وايجاد مؤشراتها بالاعتماد على مفاهيم الاشتقاق والتفاضل.
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 شيوعا هي دوال الانتاج الاتية: هاكثر أان  إلا ورا مختلفة تتعدد اشكال دوال الانتاج وتتخذ 
 
  Linear Function الدالة الخئية -اولا

ان السلعة هنا يمكن ان  إذيفترى هذا الشكل من الدوال احلال كاملا بين عنا ر الانتاج ل    
س أعمل ور من ال ةلانهائي بتوليفاتو أو عن ر العمل فق  أس المال فق  أما باستخدام ر أتنتج 

 المالل وتتخذ الشكل الاتي:

 
( الشكل الخ ي لدالة الانتاج36شكل )  

 
 Input-Output Functionدالة المستخدم المنتي ل دالة ليونيتيف   -ثانيا
مةر مةر الأالأ  ل بةين عنا ةر الانتةاج يسةاوي  ةفرا لل بةين عنا ةر الانتةاج يسةاوي  ةفرا لتعتمد الدالة في  ياغتها على ان معامةل الاحةلاتعتمد الدالة في  ياغتها على ان معامةل الاحةلا    

س س أأن يكةةون اسةةتخدام لعن ةةر ر ن يكةةون اسةةتخدام لعن ةةر ر أأمةةا مةةا إإ  لانتةةاج أي سةةلعة ل ف  لانتةةاج أي سةةلعة ل فالةةذي يعنةةي ان هنةةان  ريقةةة واحةةدة فقةةالةةذي يعنةةي ان هنةةان  ريقةةة واحةةدة فقةة
دون أي اسةةةتخدام دون أي اسةةةتخدام   مةةةنمةةةن  دون أي اسةةةتخدام لعن ةةةر العمةةةل او اسةةةتخدام لعن ةةةر العمةةةلدون أي اسةةةتخدام لعن ةةةر العمةةةل او اسةةةتخدام لعن ةةةر العمةةةلمةةةن مةةةن المةةةال المةةةال 

س المال والعمل مساوية لل فر س المال والعمل مساوية لل فر أأس المال وهذا يعني ان مرونة الاحلال بين عن ري ر س المال وهذا يعني ان مرونة الاحلال بين عن ري ر أألعن ر ر لعن ر ر 
 -اي:اي:

0 
 

 -يف الشكل الاتي:وتتخذ دالة ليونيت
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 ليونيتيف –( دالة المستخدم المنتج 37شكل )

 المنكسر  يالمتساو  دالة الناتي -ثالثا
ويكون فيم ويكون فيم   ( ( 38في الشكل البياني )في الشكل البياني )  ( Kinked Isoquant )يمثل المنحنى المنكسر يمثل المنحنى المنكسر     

ق  لإنتاج أي سلعة ل ويكةون ق  لإنتاج أي سلعة ل ويكةون ق قليلة فق قليلة فائائل وتوجد  ر ل وتوجد  ر   (K,L)الإحلال محدودا  بين عنا ر الإنتاج الإحلال محدودا  بين عنا ر الإنتاج 
الإحةةلال ممكنةةا  عنةةد نق ةةة الانكسةةار ويسةةمى هةةذا الشةةكل أيضةةا  بمنحنةةى تحليةةل النشةةا  أو منحنةةى الإحةةلال ممكنةةا  عنةةد نق ةةة الانكسةةار ويسةةمى هةةذا الشةةكل أيضةةا  بمنحنةةى تحليةةل النشةةا  أو منحنةةى 

الإنتاج إلى استخدام المنحنى المنكسر نظرا  الإنتاج إلى استخدام المنحنى المنكسر نظرا    يين ومهندسن ومهندسييإذ يميل عامة المنظمإذ يميل عامة المنظم  للجة الخ ية جة الخ ية البرمالبرم
 لأنهةةةةةةةةةةةةةةةةةةم ينظةةةةةةةةةةةةةةةةةةروا إلةةةةةةةةةةةةةةةةةةى عمليةةةةةةةةةةةةةةةةةةة الإنتةةةةةةةةةةةةةةةةةةاج علةةةةةةةةةةةةةةةةةةى أنهةةةةةةةةةةةةةةةةةةا ذات اتجةةةةةةةةةةةةةةةةةةال منف ةةةةةةةةةةةةةةةةةةل لأنهةةةةةةةةةةةةةةةةةةم ينظةةةةةةةةةةةةةةةةةةروا إلةةةةةةةةةةةةةةةةةةى عمليةةةةةةةةةةةةةةةةةةة الإنتةةةةةةةةةةةةةةةةةةاج علةةةةةةةةةةةةةةةةةةى أنهةةةةةةةةةةةةةةةةةةا ذات اتجةةةةةةةةةةةةةةةةةةال منف ةةةةةةةةةةةةةةةةةةل 

( Discrete )    وليس مستمرا  وليس مستمرا( Continuous )  ..    :ل وكما في الشكل الاتي:ل وكما في الشكل الاتي 
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 ( منحنى الناتج المنكسر38شكل )

 المحدب تجاه نقئة الاصلالمحدب تجاه نقئة الاصل  المتساويالمتساوي  دالة الناتيدالة الناتي  -رابعارابعا
وهةةةو المنحنةةةى وهةةةو المنحنةةةى   لل  (L,K)س المةةةال س المةةةال العمةةةل ورأالعمةةةل ورأ  بةةةين عن ةةةري الإنتةةةاج بةةةين عن ةةةري الإنتةةةاج   ددمحةةةدو محةةةدو الالالإحةةةلال الإحةةةلال   وهةةةووهةةةو          

. ويكةون التحةدب نحةو نق ةة الأ ةل لأنةم . ويكةون التحةدب نحةو نق ةة الأ ةل لأنةم    Smooth-Convex Isoquant المحةدب الأملةسالمحةدب الأملةس
وذلن لأن معدل الإحلال الحدي سوف يساوي النسبة بةين الإنتاجيةة وذلن لأن معدل الإحلال الحدي سوف يساوي النسبة بةين الإنتاجيةة   ال ال متناق متناق   ااحديحدي  يمثل إحلالايمثل إحلالا

الحديةةة لأحةةد عنا ةةر الإنتةةاج إلةةى الإنتاجيةةة الحديةةة للعن ةةر الآخةةر فةةي أي نق ةةة علةةى منحنةةى الحديةةة لأحةةد عنا ةةر الإنتةةاج إلةةى الإنتاجيةةة الحديةةة للعن ةةر الآخةةر فةةي أي نق ةةة علةةى منحنةةى 
مةةةا ازداد القةةةدر المسةةةتخدم مةةةن عن ةةةر مةةةا ازدادت مةةةا ازداد القةةةدر المسةةةتخدم مةةةن عن ةةةر مةةةا ازدادت ل فكلل فكل  ااالنةةةاتج المتسةةةاوي ممةةةا يجعةةةل ميلةةةم سةةةالبالنةةةاتج المتسةةةاوي ممةةةا يجعةةةل ميلةةةم سةةةالب

 ةةعوبة إحلالةةمل محةةل العن ةةر الآخةةر جةةاعلا  النةةواتج الحديةةة لعنا ةةر الإنتةةاج موجبةةة ومتناق ةةة  ةةعوبة إحلالةةمل محةةل العن ةةر الآخةةر جةةاعلا  النةةواتج الحديةةة لعنا ةةر الإنتةةاج موجبةةة ومتناق ةةة 
 تي:تي:ويعبر عنم بالشكل الآويعبر عنم بالشكل الآل ل والتي تمثل بدورها المن قة الرشيدة للإنتاج والتي تمثل بدورها المن قة الرشيدة للإنتاج 
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 ( منحنى الناتج المحدب39شكل )

 -ويعبر عن ذلن رياضيا  بالآتي:ويعبر عن ذلن رياضيا  بالآتي:
),(ا كانةةت دالةةة الانتةةاج ا كانةةت دالةةة الانتةةاج إذإذ LKfY    فةةيمكن عنةةد ذلةةن إشةةتقاق فةةيمكن عنةةد ذلةةن إشةةتقاق ل لMRTS   رياضةةيا ل الةةذي يمثةةل رياضةةيا ل الةةذي يمثةةل

 -خذ التفاضل الكلي لدالة الانتاج وكما يأتي :خذ التفاضل الكلي لدالة الانتاج وكما يأتي :بأبأميل منحنى الناتج المتساوي ل وذلن ميل منحنى الناتج المتساوي ل وذلن 
dLfdKfdY 21  

علةةةى التةةةوالي علةةةى التةةةوالي     Lو و   Kعن ةةةري الانتةةةاج عن ةةةري الانتةةةاج   الجزئيةةةة الاولةةةى لكةةةل مةةةنالجزئيةةةة الاولةةةى لكةةةل مةةةنالمشةةةتقة المشةةةتقة   2fوو  1fإذ تمثةةةل إذ تمثةةةل   
  ولغةرى المحافظةة علةى مسةتوى الانتةاجولغةرى المحافظةة علةى مسةتوى الانتةاج  ..الانتاجية الحدية لكل منهماالانتاجية الحدية لكل منهماوالتي تساوي والتي تساوي     Y  بالنسبة لةبالنسبة لة

  Lوتقليةةل وتقليةةل   dKبمقةةدار بمقةةدار   K. وعنةد ذلةةن يمكةةن زيةادة . وعنةد ذلةةن يمكةةن زيةادة     0dYن ذلةن يسةةتوجب أن يكةةونن ذلةن يسةةتوجب أن يكةةونإإفةةفةة  نفسةمنفسةم
    -ل أي أن :ل أي أن :dL  بمقدار بمقدار 

 
021  dLfdKf 

dLfdKf 21  
                                                  

LforK
MRTS

MPL

MPK

f

f

dK

dL


2

1 

 
Where f 1= MPK  
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f 2= MPL  

 Marginal Rate of)  التقنةةةيالتقنةةةيإن هةةةذا يقةةةود إلةةةى ا ةةة لاح معةةةدل الإحةةةلال الحةةةدي إن هةةةذا يقةةةود إلةةةى ا ةةة لاح معةةةدل الإحةةةلال الحةةةدي         
Technical Substitution )   ل والذي يرمز لم ل والذي يرمز لم( MRSt )   المستخدمة المستخدمة   ويعني تناقص الكمياتويعني تناقص الكمياتل ل

مةةن عن ةةر إنتةةاجي معةةين مقابةةل زيةةادة الوحةةدات المسةةتخدمة مةةن عن ةةر إنتةةاجي آخةةر مةةع بقةةاء مةةن عن ةةر إنتةةاجي معةةين مقابةةل زيةةادة الوحةةدات المسةةتخدمة مةةن عن ةةر إنتةةاجي آخةةر مةةع بقةةاء 
 مستوى الإنتاج من دون تغيير ل وميل منحنى سواء المنتج يعبر عن ذلن الا  لاح .مستوى الإنتاج من دون تغيير ل وميل منحنى سواء المنتج يعبر عن ذلن الا  لاح .

 Edgworth Boxدالة صندوق ايدجورث دالة صندوق ايدجورث   -خامساخامسا
تخدام خلةةي  مختلةةف مةةن عن ةةري تخدام خلةةي  مختلةةف مةةن عن ةةري تسةةتخدم هةةذل الدالةةة لانتةةاج سةةلعتين ولةةيس سةةلعة واحةةدة وباسةةتسةةتخدم هةةذل الدالةةة لانتةةاج سةةلعتين ولةةيس سةةلعة واحةةدة وباسةة    

 يكون لكل سلعة دالة انتاج.يكون لكل سلعة دالة انتاج.و و تتكون هنا دالتان بعدد السلع المنتجة تتكون هنا دالتان بعدد السلع المنتجة   إذإذس المال س المال أأالانتاج العمل ور الانتاج العمل ور 

 
 ( دالة  ندوق ايدجورث40شكل )

 Cobb-Douglas Function  سسدالة كوب دوكلادالة كوب دوكلا  –سادسا سادسا 
ا سةةيتم التركيةةز علةةى هةةذا ا سةةيتم التركيةةز علةةى هةةذا تسةةتخدم هةةذل الدالةةة بشةةكل واسةةع فةةي البحةةوث النظريةةة والت بيقيةةة ولهةةذتسةةتخدم هةةذل الدالةةة بشةةكل واسةةع فةةي البحةةوث النظريةةة والت بيقيةةة ولهةةذ    

 الشكل من دوال الانتاج في ال فحات القادمة.الشكل من دوال الانتاج في ال فحات القادمة.
  :هنان ثلاثة قوانين أساسية تحكم العملية الإنتاجية وهيالى ان تجدر الاشارة   

  .(x’s)والمستخدم من عوامل الإنتاج (y)وجود علاقة  ردية بين حجم الإنتاج   -:اولا
تتناقص الإنتاجية الحدية  إذ: Law of Diminishing Returnقانون تناقص الغلة   -:ثانيا

  لعوامل الإنتاج عند زيادتها.
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تبين غلة الحجم نسبة الزيادة في حجم الإنتاج الكلي الناتجة من زيادة  إذ  غةةلة الحجم -ا:ثالث   
  فإذا بدأنا بالدالة: لفي مستوى النشا ) أي جميع عوامل الإنتاج المستخدمة( بنسبة معينة

21

0

 KLY  
باستخدام بيانات عن علاقات واقعية  Paul Douglas,C.W Cobb كل منولقد أكتشف 

نين اللإنتاج على مدى أربعة وعشرين عاما  دالة من أكبر مميزاتها  واعيتها لت بيق القو 
 م ويمكن كتابتها1927وقد ارتب ت هذل الدالة بإسميهما عام  لالثلاثة السابق الإشارة إليها

  ي:أتكما أتت في دراستهما رياضيا  كما ي
)1.(....................21

0

 KLY  
                                                                                         

  :إذ أن  
Yالناتجل =  
L =رجل/سنة(ل عدد العاملين(  
Kرأس المالل =  

0 .مقدار ثابت = 
21, .عوامل موجبة تختلف قيمتها من دالة لأخرى = 
ت ويع بيانات عن ال ناعة   Paul Douglas,C.W Cobbهذل الدالة التي حاول فيها  دتع

م لقياس مدى مساهمة العمالة ورأس المال في الإنتاج من 1922-1899من  المدةالأمريكية في 
ظهرت حتى الآن والتي انتشرت بشكل واسع وما زالت أهم أدوات التحليل الاقت ادي التي 

الأداة التي مك نت  دتستخدم بكثرة في مجال الدراسات الاقت اديةل فضلا  عن أن هذل الدالة تع
الاقت اديين من بناء نماذج واكتشاف دوال أخرى أدت إلى إحداث  فرة واضحة في أساليب 

سة هذل الدالة بالتف يل من كافة جوانبها تعد التحليل الاقت ادي في ع رنا هذا ولهذا فإن درا
  هدفا  أساسيا  في هذا الجزء من المادة.

  كةةةةيفية إنةةةةةةة باق الةةةةةةةةةقوانين الةةةةةةةةثلاثة عةةةةةةةلى هةةةةةةذل الةةةةةةةةةدالة:
 ه ولا : مررررونة الإنررررررتاج بالرررررنمر إلررررررى عررررررررامل

رجة استجابة التغير في حجم الإنتاج نتيجة التغير في حجم أحد عوامل الإنتاج ويق د بها د
 يتضح أن: L لعن ر العمل( بالنسبة 1المستخدمة. بمفاضلة الدالة )
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 

L

Y

L

KL

KL
L

Y

1

0
1

1

01

21

21



















 

 

 اذ ان:
21

0

 KLY  
)2.....(....................1





Y

L

L

Y 
)العمالة(  حيث أن النتيجة في  Lلعن ر العمل وي لق على  مرونة الإنتاج بالنسبة 

  ( تشير إلى أن:2المعادلة )
( / التغير النسبي في عن ر العمل Y= التغير النسبي في حجم الناتج )معلمة عن ر العمل

(L)  
تساوي     K لعن ر راس المالوبال ريقة السابقة نفسها يمكن إثبات أن مرونة  الإنتاج بالنسبة 

2    ي أن:أ  
2





Y

K

L

Y 
 

فان ذلن سيؤدي الى زيادة % 1بنسبة   (L) عن ر العملفإذا زادت نسبة المستخدم من 
الانتاج بنسبة 

1%  بافتراى ثبات عن ر راس المال(K)  واذا ازدادت نسبة المستخدم من
بافتراى % 2 نتاج بنسبة % فان ذلن سيؤدي الى زيادة الا1عن ر راس المال بنسبة 

 .(L)ثبات عن ر العمل
 

  ثانيا : ترناقص الرغلة
 L لعن ر العمليعني قانون تناقص الغلةل تناقص الإنتاجية الحدية. أي أن الإنتاجية الحدية 

  هي:
 

L

Y

L

Y
1



 

  Lأي أن الإنتاجية الحدية لعامل الإنتاج 
L

Y
1  تتناقص بزيادة المستخدم منL  وقياسا  على

  هي: Kذلن فإن الإنتاجية الحدية للعامل 

K

Y

K

Y
2



 



 164 

  Kأي ان الإنتاجية الحدية لعامل الإنتاج 
K

Y
2  تتناقص هي الأخرى بزيادة المستخدم منK. 

  ثالثا : اررلة الحجم
لزيادة في حجم الإنتاج الكلي الناتجة من زيادة في مستوى النشا ) أي تبين غلة الحجم نسبة ا

  فإذا بدأنا بالدالة: لالإنتاج المستخدمة( بنسبة معينة جميع عوامل
21

0

 KLY  
   فإن: Aفإذا قررنا زيادة مستوى النشا  بالنسبة 

YA

KLA

KALA

AKALY

21

2121

1211

21

)(

)3.(..............................

)(

)()(

0

0

0



























 

21حجم الإنتاج الكلي سيزيد بنسبة فإن  Aأي إذا زاد حجم النشا  بنسبة   
A( 3والمعادلة )

 وعلى ذلن إذا كانت: Returns to Scaleيمكن أن تساعدنا في تقدير عائد السعة 
(1) 

21   =1  فإن هذا يعني ثبات عائد السعةConstant Returns to Scale.  
(2 )21    >1  فإن هذا يعني تزايد عائد السعةIncreasing Returns to Scale .  
(3) 

21  <1  فإن هذا يعني تناقص عائد السعةDecreasing Returns to Scale  
 
 : بين سمة عواةد الحجم في دوال الانتاج الاتية:(6.1)مثال

6.07.02 KLY  
 الحل
بقيمة ثابتة  ,KLفي دوال الانتاج السابقة تضرب عوامل الانتاج  لكي نحسب عوائد الحجم   

 -او أي رمز آخر وكما ياتي: Aاو  mولتكن مثلا 

Ym

KLm

KmLm

mKmL

KLY

3.1

6.07.06.07.0

6.06.07.07.0

6.07.0

6.07.0

)(2)(

)()()()(2

)()(2

2













   

13.1  لمختلف  نفسها فان عوائد الحجم في هذل الدالة متزايدة. وهكذا يمكن استخدام ال ريقة
 دالة الانتاج.اشكال 

 Cobb-Douglasةلاس كدو  -الةةةةخ ائص الةةةةةةسابق الإشةةةةةةارة إلةةةةةيها فإن دالةةةةةة كةةةةةوبفضلا عن 
  :لآتيتتسم أيضا  با
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 إن الدالة خئية في الصورة اللوااريتمية  ي  ن: -1

)4.(....................210 LogKLogLLogLogY   

ير معلماتها وهي في هذل ال ورة ( ذات أهمية خا ة إذ أن الدالة يتم تقد4وتعد ال يغة )
  المبس ة.

 الناتي الحدي للمورد دالة للناتي المتوسئ فإذا كان الناتي الحدي للمورد مثلا  هو:يعد  -2

)5.........(..........0)(

0

1

1









L

L

AP

L

Y

L

Y
MP



 

ذ أن مقسوما  على مورد الإنتاج  Yتشير إلى الناتج المتوس  الذي يساوي الناتج الكلي    AP وا 
L ( توضح أ5ل المعادلة ) ن مرونة الإنتاج للموردL  تساوي  نسبة الإنتاج الحدي لمتوس  إنتاج

 المورد نفسم أي أن :

L

L

AP

MP
1 

الناتج الحدي موجبا  مادام مورد الإنتاج كذلن كما أن مجموعة النقا  التي تكون فيها  يظل
الخ و  الحرجة  الإنتاجية الحدية للموارد مساوية لل فر على خري ة سواء الإنتاج تشكل

Ridge Lines  للدالة والتي تح ر بداخلها توليفة الموارد الأكثر كفاءة من الناحية التقنية و
  التي ي لق عليها أيضا  المن قة الرشيدة للإنتاج.

المراحررل الررثلاث لجنترراج والترري تكررون فيهرررا المراحررل الررثلاث لجنترراج والترري تكررون فيهرررا   ىىلاس بمهررور  حررردلاس بمهررور  حررردكرركررتسررمح دالررة كرروب دو تسررمح دالررة كرروب دو     -33
ايدة،  و متناقصة ويمهر هذا مرن خرلال التفاضرل الثراني للنراتي   ايدة،  و متناقصة ويمهر هذا مرن خرلال التفاضرل الثراني للنراتي   الإنتاجية الحدية إما ثابتة، متن الإنتاجية الحدية إما ثابتة، متن 

   ::ييرأترأتبالنسبة لمستوى مورد الإنتاج كما يبالنسبة لمستوى مورد الإنتاج كما ي

2112

2

)1(
L

Y

L

Y





 

ويتضح من التفاضل الثاني أن قيمتم سواء كانت  فريةل موجبةل أو سالبة إنما تتوقف على 
   1 قيمة
21دالررة متجانسررة مررن الدرجررةدالررة متجانسررة مررن الدرجررة  لاس هرريلاس هرريكرركرردو دو   –الررة كرروب الررة كرروب دد  -44       ي  ن درجررة التجررانس  ي  ن درجررة التجررانس 

 حيث:حيث:  Eتتوقف على مجموع مرونات الإنتاج تتوقف على مجموع مرونات الإنتاج 
21  E 
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وكمةةا سةةبق وأشةةرنا فةةإن درجةةة التجةةانس قةةد تكةةون مسةةاوية للوحةةدة أو ال ةةفر أو أكبةةر مةةن الوحةةدة وكمةةا سةةبق وأشةةرنا فةةإن درجةةة التجةةانس قةةد تكةةون مسةةاوية للوحةةدة أو ال ةةفر أو أكبةةر مةةن الوحةةدة 
هةةةذا وتشةةةير درجةةةة هةةةذا وتشةةةير درجةةةة   لليةةةدها علةةةى الترتيةةةبيةةةدها علةةةى الترتيةةةبتناق ةةةها أو تزاتناق ةةةها أو تزا  وذلةةةن فةةةي حةةةالات ثبةةةات عائةةةد السةةةعة أووذلةةةن فةةةي حةةةالات ثبةةةات عائةةةد السةةةعة أو

 التجانس إلى مدى استجابة الناتج للتغير في عن ري الإنتاج بنسبة واحدة.التجانس إلى مدى استجابة الناتج للتغير في عن ري الإنتاج بنسبة واحدة.
ن القيم الموجبة لمرونة إنتاج الموردين والتي تقل عن الوحدة فري هرذه الدالرة، إنمرا تعنري ن القيم الموجبة لمرونة إنتاج الموردين والتي تقل عن الوحدة فري هرذه الدالرة، إنمرا تعنري إإ-55

ل الحرردي ل الحرردي  ن منحنررى سررواء الإنترراج محرردب تجرراه نقئررة الصررل ممررا يعنرري تنرراقص معرردل الإحررلا  ن منحنررى سررواء الإنترراج محرردب تجرراه نقئررة الصررل ممررا يعنرري تنرراقص معرردل الإحررلا 
Marginal Rate of Technical Substitution (MRTS)   كمرا فري كمرا فري برين المروردين برين المروردين

 الشكل الاتي:الشكل الاتي:
 

 
 ( المعدل الحدي للاحلال الفني41شكل )

 

)6......(..........
/

/

/

/

2

1

2

1

L

K

KY

LY

KY

LY
MRTSLK















 

  يتناقص باستمرار. MRTSLKفإن  Kمحل  Lويتضح من المعادلة  أنم كلما زاد إحلال 
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 مى ومن ثم ليس لها خئوئ حرجة.الدالة ليس لها نهاية عم -6
يتوقررف السررلوب التقنرري لئريقررة مررنج المرروارد  علررى النسرربة    يتوقررف السررلوب التقنرري لئريقررة مررنج المرروارد  علررى النسرربة      -77

2

1



      66فرري المعادلررة لفرري المعادلررة ل  ..  

ثبةةات معامةةل عن ةةر رأس المةةال  فةةإن زيةةادة معامةةل العمالةةة  ثبةةات معامةةل عن ةةر رأس المةةال  فةةإن زيةةادة معامةةل العمالةةة    فمةةعفمةةع
1           تعنةةي اسةةتخدام أسةةلوب تعنةةي اسةةتخدام أسةةلوب

فةي الإنتةاج علةى حسةاب الآلات أي بمعنةى فةي الإنتةاج علةى حسةاب الآلات أي بمعنةى   Labour Intensive Techniqueتكثيةف العمالةة تكثيةف العمالةة 
آخةر اسةتخدام قةدر أكبةر مةن العمالةة والعكةس إذا كانةت قيمةة   آخةر اسةتخدام قةدر أكبةر مةن العمالةة والعكةس إذا كانةت قيمةة   

2         أكبةر مةن قيمةة أكبةر مةن قيمةة   
1       

هةةةو الأفضةةةل هةةةو الأفضةةةل   Capital Intensive Techniqueفةةإن اسةةةتخدام إسةةةلوب تكثيةةةف رأس المةةةال فةةإن اسةةةتخدام إسةةةلوب تكثيةةةف رأس المةةةال 
هةةذا وتجةةدر الإشةةارة إلةةى أن اختيةةار أي مةةن الأسةةلوبين إنمةةا يتوقةةف علةةى أسةةعار هةةذين هةةذا وتجةةدر الإشةةارة إلةةى أن اختيةةار أي مةةن الأسةةلوبين إنمةةا يتوقةةف علةةى أسةةعار هةةذين   للإنتةةاج.للإنتةةاج.
 الموردين.الموردين.

 
 The Elasticity ofبرات مرونرة الإحرلال ومسراواتها للوحردة، تعررنف مرونرة الإحرلال برات مرونرة الإحرلال ومسراواتها للوحردة، تعررنف مرونرة الإحرلال ثث  -88

Substitution  بأنها التغير النسبي في الموارد إلى التغير النسربي فري معردل الإحرلال الحردي بأنها التغير النسبي في الموارد إلى التغير النسربي فري معردل الإحرلال الحردي
  ي  ن: ي  ن:

σ  التغير النسبي في =/ K/L       التغير النسبي فيMRTS  

MRTS

LK






%

%/%
 

  ثابتة ومساوية للوحدة فإن: C-Dهي مرونة الإحلالل ولإثبات أن مرونة إحلال دالة  σ إذ أن

1
)/()/(

)/)(/(

)7...(....................

)/./(

)/./(

)//()/(

)//()/(

)//()/(

11

21

21

21

















LK

LK

LK

LK

LKLK

LKLK

LKLK










 

 
وضح بالمعادلة دوجلاس يكون خ ا  مستقيما  كما هو م-مما يعني أن الممر التوسعي لدالة كوب

  :الآتية
L

r

r
K 










2

1
21 )/(  
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  ررررررلاسكدو  -ترررررعميم  ربررررراح الررررررمنشأة باسررررررتخدام دالة كرررررروب
أن الإيةراد الكلةي أن الإيةراد الكلةي   نانافةإذا فرضةفةإذا فرضة  لللتكةاليف الكليةةلتكةاليف الكليةةتعرف أرباح المنشأة بأنها الفرق بين الإيةراد الكلةي واتعرف أرباح المنشأة بأنها الفرق بين الإيةراد الكلةي وا

 يأخذ الشكل :يأخذ الشكل :
YPYTR . 

و سعر الوحةدة مةن و سعر الوحةدة مةن   الماديالماديإلى الناتج إلى الناتج   Py,Yإلى الإيراد الكلي في حين تشير كل من إلى الإيراد الكلي في حين تشير كل من   TRتشير تشير و و 
فةإن دالةة التكةاليف الكليةةة فةإن دالةة التكةاليف الكليةةة   X2,X1النةاتج علةى الترتيةب. وبفةرى وجةود مةوردين إنتةاجيين فقة  همةا النةاتج علةى الترتيةب. وبفةرى وجةود مةوردين إنتةاجيين فقة  همةا 

 تأخذ الشكل:تأخذ الشكل:
TFCXPXPTC XX  21 21

 
حين تشير كل من إلى التكاليف الثابتة الكلية في  TFCحيث تشير 

12
, XX PP  إلى سعر الوحدة

  :الآتيةعلى الترتيب. وأن دالة الربح تأخذ ال ورة  X2,X1من الموردين 
)8......(..........

21
TFCPPYP XXY  

 
ن كانةةت جميعهةةا ت  ائةةقائةةق ر  ر ثةةلاث ثةةلاث هنةةان هنةةان  ن كانةةت جميعهةةا تلتعظةةيم أربةةاح المنشةةأة وا  نتيجةةة واحةةدة نتيجةةة واحةةدة الةةى الةةى فةةي النهايةةة فةةي النهايةةة    ةةل ةةللتعظةةيم أربةةاح المنشةةأة وا 
  وهي:وهي:

( وبعدها يتم إيجاد التفاضلات الجزئية 8إحلال دالة الإنتاج في المعادلة )وذلن ب الئريقة الولى:
 .X2,X1بالنسبة لمتغيرات المعادلة وهي في هذل الحالة   للمتغير

  
وفيهةا يةتم الاسةتعانة بمضةروبات لا جةرانج وفيهةا تتحةول دالةة الةربح إلةى دالةة لا وفيهةا يةتم الاسةتعانة بمضةروبات لا جةرانج وفيهةا تتحةول دالةة الةربح إلةى دالةة لا  الئريقرة الثانيرة:الئريقرة الثانيرة:

  ي:ي:تتيأيأجرانج كما جرانج كما 
 ),( 2121 21

XXFYTFCXPXPYP XXY   
λ   تشير إلةى معامةل لاجةرانج تشير إلةى معامةل لاجةرانجLagrange Multiplier   وبةاقي العوامةل كمةا هةي معرفةة سةابقا ل ثةم وبةاقي العوامةل كمةا هةي معرفةة سةابقا ل ثةم

مةةةةع مةةةةع   Yو المتغيةةةةر و المتغيةةةةر   λبالإضةةةةافة إلةةةةى المتغيةةةةر بالإضةةةةافة إلةةةةى المتغيةةةةر   X2,X1يةةةةتم إجةةةةراء التفاضةةةةلات الجزئيةةةةة للمتغيةةةةرات يةةةةتم إجةةةةراء التفاضةةةةلات الجزئيةةةةة للمتغيةةةةرات 
  Y=f( ( X2,X1))لال الدالةة لال الدالةة ( يعبر عةن الإيةراد الكلةي فةي هةذل الحالةة ولا يةتم إحة( يعبر عةن الإيةراد الكلةي فةي هةذل الحالةة ولا يةتم إحةY Pyملاحظة أن )ملاحظة أن )

 في  الإيراد الكلي.في  الإيراد الكلي.  Yمحل محل 
  

وفيها يتم اسةتخدام مضةروبات لاجةرانج ولكةن لإيجةاد توليفةة المةوارد الأقةل تكلفةة. وفيها يتم اسةتخدام مضةروبات لاجةرانج ولكةن لإيجةاد توليفةة المةوارد الأقةل تكلفةة.  الئريقة الثالثة:الئريقة الثالثة:
وت ةبح دالةة الهةدف فةي وت ةبح دالةة الهةدف فةي   للالمنشأة في ظل قيد دالة الإنتاجالمنشأة في ظل قيد دالة الإنتاج  أي أن دالة الهدف تكون تدنية تكاليفأي أن دالة الهدف تكون تدنية تكاليف

   ::لآتيةلآتيةااهذل الحالة كما في المعادلة هذل الحالة كما في المعادلة 







 ),( 21

0

21 21
XXFYTFCXPXPTC XX  
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0فةي حةين فةي حةين   λ,X1,X2ثةم يةتم إيجةاد التفاضةلات الجزئيةة لدالةة الهةدف للمتغيةرات ثةم يةتم إيجةاد التفاضةلات الجزئيةة لدالةة الهةدف للمتغيةرات 

Y  تشةير إلةى ثبةات تشةير إلةى ثبةات
0الإنتةةاج عنةةد الإنتةةاج عنةةد 

Y  وفةةي مناقشةةتنا سةةوف نسةةتخدم ال ريقةةة الثانيةةة وفةةي مناقشةةتنا سةةوف نسةةتخدم ال ريقةةة الثانيةةة   للولا يةةتم إجةةراء التفاضةةل بالنسةةبة لةةمولا يةةتم إجةةراء التفاضةةل بالنسةةبة لةةم
( ت بح دالة الهةدف ( ت بح دالة الهةدف 11المشار إليها في المعادلة )المشار إليها في المعادلة )  سسلالاككدو دو   -تخدام دالة إنتاج كوبتخدام دالة إنتاج كوبومن خلال اسومن خلال اس

  ::ةأتيةأتيكما يكما ي
  أي أن:

21

21

0

*

0

(

)(









KLYTFCwLrKTR

KLYTFCwLrKYPY





 

  :إذ أن
  =أق ى ربحل  
 rسعر الوحدة من رأس المال )سعر الفائدة(ل =  
 wأجر العاملل =  

TFCإجمالي التكاليف الثابتةل =  
λ = معامل لاجرانجل  

Py  سعر الوحدة من الناتج =Yل  
TR .الإيراد الكلي = 

ولتحديةةد كميةةات المةةوارد التةةي تحقةةق هةةدف المنشةةأة فةةي معظمةةة أرباحهةةا فةةإن ذلةةن يسةةتدعي تحقيةةق ولتحديةةد كميةةات المةةوارد التةةي تحقةةق هةةدف المنشةةأة فةةي معظمةةة أرباحهةةا فةةإن ذلةةن يسةةتدعي تحقيةةق 
  شر ين:شر ين:

  الشرئ الضروري:
   ::يأتييأتيوفيم يجب مساواة التفاضلات الجزئية لدالة الهدف لمتغيرات الدالة بال فر كما وفيم يجب مساواة التفاضلات الجزئية لدالة الهدف لمتغيرات الدالة بال فر كما 

0
21

0
1 





L

KL
w

L


 

 ومنها:

L

Y
w 1 

 
 وبالمثل : 

0
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0
2 





K

KL
r

L


 

 ومنها: 

K

Y
r 2 

 كذلن: 
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0
ˆ

*





YP

Y
 

 ومنها: 
YP 

  كذلن:
021

0

*




 


KLY 
  ومنها فإن:

21

0

 KLY  
 

  في:الرشرئ الرركا
لمعظمة أرباح المنشأة يستدعى أن تكون التفاضلات الثانية لدالة الربح لموارد الإنتاج سالبة أي 

  أن:
0112  )أ(

2





PF

K
 

 
0222    )ب(
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

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2221

12112
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
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LKL
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ذ أن   :وا 
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موجبة فإن تحقيق الشر  الكافي لمعظمة أرباح المنشأة  Pyسعر الوحدة من الناتج لما كان و 
  يستدعي أن:

0
)1(

2

22
11 




K

Y
f
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0
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11
22 




L

Y
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21122211 ffff  

22

22

21

22

2

2101 )()1)(1(

KL

Y

KL

Y 


 
 
 

   أي أن :
2121 )1)(1(   

 
 وهذا يستدعي بال بع أن تكون :

121   
الأرباح بافتراى سيادة المنافسة الكاملة في أسواق الموارد وسوق الناتج  تعظيمأي أن شر  

يستدعي أن تكون الدالة متجانسة من الدرجة أقل من الوحدة أي معنى آخر في ظل تناقص 
  عوائد السعة.

 ة متنوعة عن تعميم الانتاج:امثل
نظرا ل ةعوبة الا ةار النظةري المعةروى حةول اسةتخدام الم ةفوفات والمحةددات سةيتم تنةاول نظرا ل ةعوبة الا ةار النظةري المعةروى حةول اسةتخدام الم ةفوفات والمحةددات سةيتم تنةاول         

بعةةى الامثلةةة التةةي تتناسةةب مةةع مسةةتوى ال الةةب فةةي هةةذل المرحلةةة ل وتمهيةةدا لهةةذا الامثلةةة سةةيتم بعةةى الامثلةةة التةةي تتناسةةب مةةع مسةةتوى ال الةةب فةةي هةةذل المرحلةةة ل وتمهيةةدا لهةةذا الامثلةةة سةةيتم 
دنيةةة لدالةةة كلفتةةم دنيةةة لدالةةة كلفتةةم عةةرى ا ةةار نظةةري عةةن كيفيةةة تعظةةيم المنةةتج لانتاجةةم فةةي ظةةل قيةةود معينةةة او تعةةرى ا ةةار نظةةري عةةن كيفيةةة تعظةةيم المنةةتج لانتاجةةم فةةي ظةةل قيةةود معينةةة او ت

 لانتاج حجم معين من الانتاج وكل هذا ضمن موضوع توازن المنتج.لانتاج حجم معين من الانتاج وكل هذا ضمن موضوع توازن المنتج.
 توانن المنتيتوانن المنتي  

يتعرى المستهلن الى مشكلة اختيار السلع التي تمنحم اق ى اشباع ممكةن فةي حةدود دخلةم ل و يتعرى المستهلن الى مشكلة اختيار السلع التي تمنحم اق ى اشباع ممكةن فةي حةدود دخلةم ل و 
س المال الةذي يمنحةم اق ةى س المال الةذي يمنحةم اق ةى أأاختيار عوامل الانتاج  من عمل ور اختيار عوامل الانتاج  من عمل ور يواجهم المنتج في يواجهم المنتج في   نفسمنفسم  الشيءالشيء

وسنتعرى الى بعى المفاهيم التي تساعدنا في تناول هذا الموضةوع أي وسنتعرى الى بعى المفاهيم التي تساعدنا في تناول هذا الموضةوع أي   للانتاج باقل كلفة ممكنةانتاج باقل كلفة ممكنة
 توازن المنتج.توازن المنتج.
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 :: Isoquant curve  منحنى الناتي المتساويمنحنى الناتي المتساوي
س المةةال )كمةةا تةةم افتراضةةم فةةي س المةةال )كمةةا تةةم افتراضةةم فةةي أأهةةو المحةةل الهندسةةي لكافةةة التوليفةةات مةةن عن ةةري العمةةل ور هةةو المحةةل الهندسةةي لكافةةة التوليفةةات مةةن عن ةةري العمةةل ور       

 والممثل بالدالة الاتية:والممثل بالدالة الاتية:  نفسمنفسم  لانتاجلانتاجمبحثنا هذا( والتي تمنح المنتج حجم امبحثنا هذا( والتي تمنح المنتج حجم ا
),(0 LKfY  

 Marginal rate of ((المعةةدل الحةةدي للاحةةلال مةةابين عةةاملي الانتةةاج ) العمةةل وراس المةةالالمعةةدل الحةةدي للاحةةلال مةةابين عةةاملي الانتةةاج ) العمةةل وراس المةةال
substitution  : : س المةال س المةال أأويساوي النسبة ما بين التغير في كمية العمل على التغيةر فةي كميةة ر ويساوي النسبة ما بين التغير في كمية العمل على التغيةر فةي كميةة ر

 دالة الانتاج وكما ياتي:دالة الانتاج وكما ياتي:. ولحساب ذلن نحسب التفاضل الكلي ل. ولحساب ذلن نحسب التفاضل الكلي ل
00  dLfdKfdY LK 

س المال/ الانتاجية الحدية للعمل = س المال/ الانتاجية الحدية للعمل = أأالانتاجية الحدية لر الانتاجية الحدية لر 
L

K

f

f

K

L
MRS 




 

: هنةةةا نفتةةرى ان المنةةةتج يخ ةةص مبلغةةةا معينةةا مةةةن المةةةال : هنةةةا نفتةةرى ان المنةةةتج يخ ةةص مبلغةةةا معينةةا مةةةن المةةةال Isocost  خررئ التكررراليف المتسررراويةخررئ التكررراليف المتسررراوية
س المةةال وذلةةن لانتةةاج كميةةة س المةةال وذلةةن لانتةةاج كميةةة أأعمةةل ور عمةةل ور نسةةميم الميزانيةةة لشةةراء عوامةةل الانتةةاج وهنةةا كمةةا افترضةةنا النسةةميم الميزانيةةة لشةةراء عوامةةل الانتةةاج وهنةةا كمةةا افترضةةنا ال
 -معينة من سلعة معينة. وتكتب دالة الكلفة على النحو الاتي:معينة من سلعة معينة. وتكتب دالة الكلفة على النحو الاتي:

LPKPTC LK  
 -ويعبر عن النسبة بين عوامل الانتاج بميل الخ  المستقيم أي ميل خ  التكاليف ويساوي:ويعبر عن النسبة بين عوامل الانتاج بميل الخ  المستقيم أي ميل خ  التكاليف ويساوي:

K

L

P

P
 

لح ةول علةى اق ةى انتةاج ممكةن باقةل تكلفةة ممكنةة  لح ةول علةى اق ةى انتةاج ممكةن باقةل تكلفةة ممكنةة  السلون الامثل للمنتج : يهةدف المنةتج الةى االسلون الامثل للمنتج : يهةدف المنةتج الةى ا
 -ق الاتية:ق الاتية:ائائويمكن التو ل الى هذل النتيجة بال ر ويمكن التو ل الى هذل النتيجة بال ر 

: نرسةةم منحنةةى النةةاتج المتسةةاوي ومنحنةةى خةة  التكةةاليف. وعنةةدما يمةةس : نرسةةم منحنةةى النةةاتج المتسةةاوي ومنحنةةى خةة  التكةةاليف. وعنةةدما يمةةس   الئريقررة البيانيررةالئريقررة البيانيررة -11
خةة  التكةةاليف المتسةةاوية منحنةةى النةةاتج المتسةةاوي فةةي النق ةةة المؤشةةرة بالرسةةم ادنةةال وهةةي خةة  التكةةاليف المتسةةاوية منحنةةى النةةاتج المتسةةاوي فةةي النق ةةة المؤشةةرة بالرسةةم ادنةةال وهةةي 

س س كميةةةات اللازمةةةة مةةةن عن ةةةري العمةةةل ورأكميةةةات اللازمةةةة مةةةن عن ةةةري العمةةةل ورأن احةةةداثيات هةةةذل النق ةةةة تمثةةةل الن احةةةداثيات هةةةذل النق ةةةة تمثةةةل الفةةةافةةةا  Aنق ةةةة نق ةةةة 
 المال التي تعظم انتاج المشروع باقل كلفة.المال التي تعظم انتاج المشروع باقل كلفة.
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 ( تعظيم الانتاج 42شكل )

ميةةةةل خةةةة  التكةةةةاليف = المعةةةةدل الحةةةةدي ميةةةةل خةةةة  التكةةةةاليف = المعةةةةدل الحةةةةدي   -ن :ن :إإ: فةةةةي نق ةةةةة التمةةةةاس فةةةة: فةةةةي نق ةةةةة التمةةةةاس فةةةةالئريقررررة الجبريررررةالئريقررررة الجبريررررة -22
 للاحلالللاحلال
س المةةال/ الانتاجيةةة الحديةةة س المةةال/ الانتاجيةةة الحديةةة أأحديةةة لةةر حديةةة لةةر س المةةال/ سةةعر وحةةدة العمةةل= الانتاجيةةة الس المةةال/ سةةعر وحةةدة العمةةل= الانتاجيةةة الأأسةةعر وحةةدة ر سةةعر وحةةدة ر 

 للعملللعمل

L

K

L

K

f

f

P

P
 

 
: يةتم تعظةيم دالةة الانتةاج تحةت قيةد الكلفةة ويةتم تشةكيل ال ةيغة : يةتم تعظةيم دالةة الانتةاج تحةت قيةد الكلفةة ويةتم تشةكيل ال ةيغة ئريقة مضاعف لاكررانيئريقة مضاعف لاكرراني -33

 -الاتية :الاتية :
)(),( LPKPTCLKfF LK   

 -وباخذ المشتقات الجزئية الاولى نح ل على الاتي:وباخذ المشتقات الجزئية الاولى نح ل على الاتي:

)3(..............................0

)2........(..........0

)1....(..........0












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
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





 

 -( نح ل على الاتي:2( ومعادلة )1ومن معادلة )
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 التي ح لنا عليها سابقا. نفسها وهي النتيجة
 
ما السلون الامثل للمنتج الذي يهدف الى تقليل تكاليف الانتاج عند حجم انتاج معين فيمكن أ

 -الح ول عليم بتشكيل  يغة لاكرانج وكما ياتي:
),(( 0 LKfYLPKPF LK   

 -وباخذ المشتقات الجزئية الاولى نح ل على:

)3.....(..............................).........,(

)2..(....................0

)1.........(..........0

0 LkfY
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fPfP
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 -( نح ل على الاتي:2( ومعادلة )1ومن معادلة )
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KLY  : لدينا دالة الانتاج الاتية : 6.2مثالل 4  5، واسعار عوامل الانتاجKP  و

10LP. 
 . 100ماهو اقصى انتاج ممكن ضمن كلفة كلية =  :المئلوب

 بالئريقة الرياضية :الحل   
 بالاتي: يمكن التعبير عن دالة الكلفة الكلية 

LKTC 105100  
 : لتعظيم الانتاج تحت قيد الكلفة الكلية نشكل  يغة لاكرانج

)105100(4 LKKLF   
 تعظيم الدالة نستخرج المشتقات الجزئية الاولى شر 

)3..(....................0105100

)2.(..........1040104

)1....(..........54054
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              -( نح ل على الاتي:2( و معادلة )1من معادلة )
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 -( نح ل على الاتي:3في معادلة ) Kوبالتعويى عن قيمة 
200,5,10  YLK 

 
 الحل بالئريقة البيانية

  نرسةةةم منحنةةةى النةةةةاتج المتسةةةاوينرسةةةم منحنةةةى النةةةةاتج المتسةةةاوي  
L

K
50

    وكةةةةذلن خةةة  التكةةةةاليفوكةةةةذلن خةةة  التكةةةةاليف  LK 220   . .  يمةةةس خةةةة  يمةةةس خةةةة
)10,5(واحةةةةداثياتها هةةةةي واحةةةةداثياتها هةةةةي   Aمنحنةةةةى النةةةةاتج المتسةةةةاوي فةةةةي النق ةةةةة منحنةةةةى النةةةةاتج المتسةةةةاوي فةةةةي النق ةةةةة التكةةةةاليف التكةةةةاليف   KL   وحجةةةةم وحجةةةةم

 . . 200Yالانتاج المقابل الانتاج المقابل 
 

 
 (6.2( تعظيم الانتاج للمثال )43شكل)
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 - :توفرت المعلومات عن دالة انتاج تاخذ الشكل الاتي:6.3لمثال 
22 542 LKLKY  

 80KPو    40LP -واسعار عوامل الانتاج هي:
 :المئلوب
 2000Yالانتاج الذي يساوي احسب قيمة الكلفة الكلية الموافقة لحجم  -1
 6000TCاحسب حجم الانتاج الموافق لكلفة كلية تساوي  -2
 
 الحل

 -نريد تخفيى تكاليف الانتاج عند حجم انتاج معين نشكل ال يغة الاتية:
)5422000()4080( 22 LKLKLKF   

 -ح ل على:لتعظيم هذل الدالة نستخرج المشتقات الجزئية الاولى لن

)3.........(....................05422000

)2)........(25(240010440

)1...().........(48004480

22 














LKLK
F

KLLK
L

F

LKLK
K

F







 

 -نح ل على الاتي: 2ومعادلة  1من معادلة 
LK 2 

   -وبعد الحل نح ل على قيمة كل من:وبعد الحل نح ل على قيمة كل من:
40,20  KL 

 4000TCهي هي   2000Yذن الكلفة الكلية الموافقة لحجم الانتاج ذن الكلفة الكلية الموافقة لحجم الانتاج إإ
 -ج الموافق لكلفة كلية معلومة نشكل ال يغة الاتية:ج الموافق لكلفة كلية معلومة نشكل ال يغة الاتية:لحساب حجم الانتالحساب حجم الانتا

)40806000(542 22 LKLKLKF   
 نستخرج المشتقات الجزئية الاولى فنح ل على :

)3........(..............................040806000

)2....(..........448008044

)1........(41040040104
















LK
F

LKLK
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F

KLLK
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





 

LKبعد الحل نح ل على  2 
 4500Yهو  6000TCاذن حجم الانتاج الموافق لكلفة كلية 
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  سلاكدو  – هررم عرريوب دالة كروب 
  ( هي:C-Dم أن أهم عيوب دالة )1943عام  Rederأوضح ريدر  

ثبات الإنتاجية الحدية لعنا ر الإنتاج خا ة العمل داخل المنشأة و المتح ل عليم  -1
 :يأتيوذلن كما  C-Dمن معادلة 

L

Y

L

Y
1



 

يتساوى مع يتساوى مع   wمن أن معدل الأجر من أن معدل الأجر   Douglasلاس لاس ككليها دو ليها دو والذي يتفق مع النتيجة التي تو ل إوالذي يتفق مع النتيجة التي تو ل إ
     الإنتاجية الحدية للعمل أي أن : الإنتاجية الحدية للعمل أي أن : 

w
L

Y




 
إذا واجم عن ر العمل ظروف تشغيل احتكار القلة في سوق العمل إذا واجم عن ر العمل ظروف تشغيل احتكار القلة في سوق العمل   ولاسيماولاسيماهو أمر غير ممكن هو أمر غير ممكن و و 

  إذ تدفع المنشلت للعمل أجرا  أقل من إنتاجيتم الحدية.إذ تدفع المنشلت للعمل أجرا  أقل من إنتاجيتم الحدية.
 
فةإن هنةان فةإن هنةان   C-Dم أن أمةام بسةا ة وسةهولة قيةاس دالةة م أن أمةام بسةا ة وسةهولة قيةاس دالةة Carter   19561956رتر رتر أضةاف كةاأضةاف كةاكمةا كمةا   -22

ثبةةةات المرونةةة الإنتاجيةةةة للمةةوارد وكةةةذلن ثبةةةات مرونةةة الإحةةةلال إذ أن كفةةةاءة ثبةةةات المرونةةة الإنتاجيةةةة للمةةوارد وكةةةذلن ثبةةةات مرونةةة الإحةةةلال إذ أن كفةةةاءة   ثمنةةا  لهةةةذا يتمثةةل فةةةيثمنةةا  لهةةةذا يتمثةةل فةةةي
  إضافة وحدات متتالية منم ومن ثم انخفاى إنتاجيتم الحدية.إضافة وحدات متتالية منم ومن ثم انخفاى إنتاجيتم الحدية.  عندعند  المورد قد تتناقص باستمرارالمورد قد تتناقص باستمرار

على التعبير عن مراحل الإنتاج الثلاث معا  في آن واحد أي أنها غيةر قةادرة على التعبير عن مراحل الإنتاج الثلاث معا  في آن واحد أي أنها غيةر قةادرة الدالة غير قادرة الدالة غير قادرة   -33
العائةةةد الحةةةدي العائةةةد الحةةةدي   فضةةةلا عةةةنفضةةةلا عةةةنعلةةةى إظهةةةار الأحةةةوال التةةةي تعكةةةس العائةةةد الحةةةدي المتزايةةةد والمتنةةةاقص علةةةى إظهةةةار الأحةةةوال التةةةي تعكةةةس العائةةةد الحةةةدي المتزايةةةد والمتنةةةاقص 

 السالب معا .السالب معا .
هةةي دالةةة ت بيقيةةة فقةة  للمةةوارد هةةي دالةةة ت بيقيةةة فقةة  للمةةوارد   C-Dدالةةة دالةةة   ان ان   ممHeathfield  19711971فةي حةةين ذكةةر هيثفيلةةد فةي حةةين ذكةةر هيثفيلةةد   -44

يس المكملةةة ولهةةذا فةةإن الدالةةة ت ةةلح فقةة  للمةةدى البعيةةد إذ يمكةةن أن تتحةةول المةةوارد يس المكملةةة ولهةةذا فةةإن الدالةةة ت ةةلح فقةة  للمةةدى البعيةةد إذ يمكةةن أن تتحةةول المةةوارد الإحلاليةةة ولةةالإحلاليةةة ولةة
  المكملة في المدى القريب إلى إحلالية في المدى البعيد.المكملة في المدى القريب إلى إحلالية في المدى البعيد.

م م Yotopoulos, Pan A-and Deffery B.Nugent  19761976أمةا يوتوبةولس و نوجنةت أمةا يوتوبةولس و نوجنةت     -55
إنمةةا تعنةةي أن الممةةر التوسةةعي إنمةةا تعنةةي أن الممةةر التوسةةعي ومسةةاواتها للوحةةدة ومسةةاواتها للوحةةدة   C-Dثبةةات مرونةةة الإحةةلال لدالةةة ثبةةات مرونةةة الإحةةلال لدالةةة  فأضةةافوا أنفأضةةافوا أن

للمنشأة هةو خة  مسةتقيم أي أن مقةدرة المةوارد علةى الإحةلال محةل بعضةها هةي مقةدرة ثابتةة. لةيس للمنشأة هةو خة  مسةتقيم أي أن مقةدرة المةوارد علةى الإحةلال محةل بعضةها هةي مقةدرة ثابتةة. لةيس 
هةةةذا فحسةةةب فةةةإذا اشةةةتملت الدالةةةة علةةةى أكثةةةر مةةةن متغيةةةرين مسةةةتقلين فةةةإن هةةةذا يعنةةةي أن الممةةةرات هةةةذا فحسةةةب فةةةإذا اشةةةتملت الدالةةةة علةةةى أكثةةةر مةةةن متغيةةةرين مسةةةتقلين فةةةإن هةةةذا يعنةةةي أن الممةةةرات 

ع أمةر بةالح ال ةعوبة ع أمةر بةالح ال ةعوبة التوسعية لكل عن رين إنتاجيين في الدالة يجب أن تكون خ ية وهذا بةال بالتوسعية لكل عن رين إنتاجيين في الدالة يجب أن تكون خ ية وهذا بةال ب
إن لةةم يكةةن نةةادر الحةةدوثل فةةلا يمكةةن أن تظةةل جميةةع المةةوارد بالكفةةاءة نفسةةها مةةع اسةةتمرار إحلالهةةا إن لةةم يكةةن نةةادر الحةةدوثل فةةلا يمكةةن أن تظةةل جميةةع المةةوارد بالكفةةاءة نفسةةها مةةع اسةةتمرار إحلالهةةا 

  محل بعضها.محل بعضها.
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تةةةتم العمليةةةة الإنتاجيةةةة إذ أن غيةةةاب تةةةتم العمليةةةة الإنتاجيةةةة إذ أن غيةةةاب للضةةةرورة وجةةةود كةةةل عنا ةةةر الإنتةةةاج ضةةةرورة وجةةةود كةةةل عنا ةةةر الإنتةةةاج   C-Dتشةةةتر  دالةةةة تشةةةتر  دالةةةة   -66
 .. أحدهما يؤدي إلى تلاشي الدالة كليةأحدهما يؤدي إلى تلاشي الدالة كلية

 
  سرررررلاكدو  –تكاليف من دالررررة إنرررررتاج كرررررروب اشتقاق دالررررة الرررر

  -:الآتيإذا فرى أن دالة كوب دوجلاس تأخذ الشكل 
LAKY  

  وأن دالة التكاليف للمنشأة هي:
wLrKC  

  :و
Y الناتجل =K رأس المالل =L العملل =r سعر رأس المالل = w سعر وحدة العملل =C =

  ملات الدالة.ل= معA,α,βالتكاليف الكلية )المتغيرة (ل 
باسةةتخدام مضةةةروبات لاجةةةرانج فةةةإن كميةةةات المةةةوارد التةةي تحقةةةق تدنيةةةم التكةةةاليف الإنتاجيةةةة لتعنةةةي باسةةتخدام مضةةةروبات لاجةةةرانج فةةةإن كميةةةات المةةةوارد التةةي تحقةةةق تدنيةةةم التكةةةاليف الإنتاجيةةةة لتعنةةةي 

  ::يأتييأتيمساواة التفاضلات الجزئية للدالة لهذل المتغيرات بال فر كما مساواة التفاضلات الجزئية للدالة لهذل المتغيرات بال فر كما 
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0
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













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
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
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لتدنيم التكاليف الإنتاجية للمنشأةل ومن هذا الشر  الضروري وهذا ما يسمى بالشر  الضروري 
  يتضح أن :
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r
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L




 

  وعلى هذا فإن:
L

r

w
K




 

  المتو ل إليها في معادلة الإنتاج الأ لية ينتج أن: Kوبإحلال 

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  -:كالآتيتكون  ومنها ينتج أن دالة ال لب المشرو  لعن ر العمل




 























1

w

r

A

Y
L 

 



 179 

في معادلة الممر التوسعي Lوبإحلال 







 L

r

w
K



 نح ل على دالة ال لب المشتر  لعن ر

 :على النحو الآتيرأس المال والتي تكون 

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 ل على دالة التكاليف في معادلة التكاليف الأ لية نح *L*,Kثم بإحلال المعادلتين الأخيرتين 
 الم لوبة:
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 فضلا عن   r,wو أسعار الموارد  Yويتضح من هذل المعادلة أن التكاليف دالة لكل من الناتج 

  .A,α,βلاس كملات دالة كوب دو لمع
 

  دالرة الإنرتاج ذات مررررونة الإحرلال الرثابتة
The Constant Elasticity of Substitution Production Function (CES)  

سةةةةةةنة سةةةةةةنة   Solwسةةةةةةولو سةةةةةةولو   فضةةةةةةلا عةةةةةةن فضةةةةةةلا عةةةةةةن   Minhasومنهةةةةةةاس ومنهةةةةةةاس   Cheneryل تشةةةةةةنري ل تشةةةةةةنري Arrowأشةةةةةةار أرو أشةةةةةةار أرو 
م إلى أن معدل الإحلال الثابت بةين مةوردي العمةل ورأس المةال والمسةاوي للوحةدة فةي دالةة م إلى أن معدل الإحلال الثابت بةين مةوردي العمةل ورأس المةال والمسةاوي للوحةدة فةي دالةة 19611961

تفتةرى تفتةرى التةي التةي   CESكوب دوجةلاس هةو أخ ةر عيوبهةا وعليةم ولتلافةي هةذا العيةب تةم ابتكةار دالةة كوب دوجةلاس هةو أخ ةر عيوبهةا وعليةم ولتلافةي هةذا العيةب تةم ابتكةار دالةة 
ثبات مرونة الإحلال بين الموارد ولكن عدم مساواة تلن المرونة للوحةدةل هةذا وتأخةذ هةذل المعادلةة ثبات مرونة الإحلال بين الموارد ولكن عدم مساواة تلن المرونة للوحةدةل هةذا وتأخةذ هةذل المعادلةة 

الشةكل الرياضةي الشةكل الرياضةي   ((نسةبة إلةى الحةروف الأولةى لمكتشةفيهانسةبة إلةى الحةروف الأولةى لمكتشةفيها  ACMSالتي ي لةق عليهةا أحيانةا  دالةة  التي ي لةق عليهةا أحيانةا  دالةة  ))
 ::الاتيالاتي

   
1

)1(
  LKAY 

  :إذ أن
Yالناتجل =  
A معامل الكفاءةالدالة وي لق عليم = ثابت.  
δ  معامل توزيع حيث يوضح مدى مساهمة كل من رأس المال والعمل في الإنتاج وعادة ما =

  (.δ<1>0تنح ر قيمة هذا المعامل بين الوحدة وال فر )
  معامل الإحلالل يوضح مرونة الإحلال بين الموارد وعادة ما تكون قيمتم أكبر من أو =

  ر رأس المال والعمل على الترتيب.= متغيL,K(. ρ≥1يساوي الوحدة )
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  :CESخرصاةص دالة 
الإنتاجية الحدية للموارد موجبة فمثلا  نجد أن الإنتاجية الحدية لمورد رأس المال يمكن أن  -1

  :الآتيةيعبر عنها بالمعادلة 
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موجبة لرأس المال ( موجب للقيم ال9في المعادلة ) MPهي عوامل موجبة فإن  A,δونظرا  لأن 
K.  
 تناقص معدل الإحلال الحدي التقني بين رأس المال والعمل حيث أن: -2
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  الدالة ليس لها نهاية عظمى وليس لها خ و  حرجة. -3
كما هو موضح بالمعادلة  ρمرونة الإحلال ثابتة ولا تساوي الوحدة إنما تعتمد على قيمة  -4

  :الآتية
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فةةإذا فةةإذا   ρأن قيمةةة الأخيةةرة تختلةةف بةةاختلاف قيمةةة أن قيمةةة الأخيةةرة تختلةةف بةةاختلاف قيمةةة   إلاإلاأيضةةا  ثابتةةة أيضةةا  ثابتةةة   σثابتةةةل فةةإن ثابتةةةل فةةإن   ρقيمةةة قيمةةة لمةةا كانةةت لمةةا كانةةت و و 
  كانت:كانت:

لةةةة فةةةي هةةةذل لةةةة فةةةي هةةةذل واتها للوحةةةدة وتتفةةةق الداواتها للوحةةةدة وتتفةةةق الدا=  ةةةفر فةةةإن الدالةةةة تتسةةةم بثبةةةات مرونةةةة الإحةةةلال ومسةةةا=  ةةةفر فةةةإن الدالةةةة تتسةةةم بثبةةةات مرونةةةة الإحةةةلال ومسةةةاأ (أ (
  لاس.لاس.ككالحالة مع دالة كوب دو الحالة مع دالة كوب دو 

  الإحلال لانهائيا  بين الموارد.الإحلال لانهائيا  بين الموارد.و و فإن منحنى سواء الإنتاج يكون خ ا  مستقيما  فإن منحنى سواء الإنتاج يكون خ ا  مستقيما         = =-11  ب(ب(
تفعةا  لارتفةاع مرونةة تفعةا  لارتفةاع مرونةة يكون الإحلال مر يكون الإحلال مر و و فإن منحنى سواء الإنتاج يكون أكبر ميلا  فإن منحنى سواء الإنتاج يكون أكبر ميلا      ((<))-  11ج( ج( 

  الإحلال.الإحلال.
فةإن منحنةى سةواء الإنتةاج يتخةذ الشةكل المقعةر تجةال نق ةة الأ ةل علةى عكةس فةإن منحنةى سةواء الإنتةاج يتخةذ الشةكل المقعةر تجةال نق ةة الأ ةل علةى عكةس     ρ(  ((>))-11 دد 

  المألوف الذي يت ف بالتحدب تجال نق ة الأ ل.المألوف الذي يت ف بالتحدب تجال نق ة الأ ل.
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الدالةةةة تتميةةةز بعةةةدم مسةةةاواة مرونةةةة الإحةةةلال للوحةةةدة كمةةةا أن الدالةةةة تسةةةمح بةةةالإحلال والتكامةةةل بةةةين الدالةةةة تتميةةةز بعةةةدم مسةةةاواة مرونةةةة الإحةةةلال للوحةةةدة كمةةةا أن الدالةةةة تسةةةمح بةةةالإحلال والتكامةةةل بةةةين 
فةةإن هةةذا يعنةةي أن المةةوارد فةةإن هةةذا يعنةةي أن المةةوارد   (σ>0)ذا كانةةت مرونةةة الإحةةلال أكبةةر مةةن ال ةةفر ذا كانةةت مرونةةة الإحةةلال أكبةةر مةةن ال ةةفر عنا ةةر الإنتةةاج فةةإعنا ةةر الإنتةةاج فةةإ

ل ل (σ<0)إحلاليةةةل أمةةا إذا كانةةت المةةوارد مكملةةة فةةإن مرونةةة الإحةةلال تأخةةذ القيمةةة أقةةل مةةن ال ةةفر إحلاليةةةل أمةةا إذا كانةةت المةةوارد مكملةةة فةةإن مرونةةة الإحةةلال تأخةةذ القيمةةة أقةةل مةةن ال ةةفر 
وعلى هذا فإن الدالة ت لح لو ف بيانات المدى الق ير والمدى ال ويل بعكةس الحةال فةي دالةة وعلى هذا فإن الدالة ت لح لو ف بيانات المدى الق ير والمدى ال ويل بعكةس الحةال فةي دالةة 

  لبيانات المدى ال ويل فق .لبيانات المدى ال ويل فق .لاس التي ت لح لاس التي ت لح كككوب دو كوب دو 
 

  :CES هرم عررريوب دالة 
  من ال عب استخدام هذل الدالة للبيانات الخا ة بأكثر من متغيرين مستقلين.من ال عب استخدام هذل الدالة للبيانات الخا ة بأكثر من متغيرين مستقلين.أ( أ(       

أنهةا لا تسةاوي الوحةدة إلّا أن الدالةة مازالةت مقيةدة بهةذا أنهةا لا تسةاوي الوحةدة إلّا أن الدالةة مازالةت مقيةدة بهةذا   مةنمةن  رغمرغمعلةى الةعلةى الةثبات مرونة الإحلال ثبات مرونة الإحلال ب ( ب ( 
  الشر .الشر .
    مراحةةل الثلاثةةة المعروفةةة للإنتةةاج ولةةيس جميعهةةا فةةي آن واحةةد مراحةةل الثلاثةةة المعروفةةة للإنتةةاج ولةةيس جميعهةةا فةةي آن واحةةد الدالةةة يمكةةن أن ت ةةف أحةةد الالدالةةة يمكةةن أن ت ةةف أحةةد الج ( ج ( 

  وتتفق في هذا مع دالة كوب دوجلاس.وتتفق في هذا مع دالة كوب دوجلاس.
 

  دالرة الإنتاج ذات مرررونة الإحلال المتغيرة
حيةةث تحةةررت مةةن شةةر  ثبةةات حيةةث تحةةررت مةةن شةةر  ثبةةات   CESلاس و دالةةة لاس و دالةةة كةةكةةت ةةويرا  جديةةدا  لدالةةة كةةوب دو ت ةةويرا  جديةةدا  لدالةةة كةةوب دو   VESتعةةد دالةةة تعةةد دالةةة 

  ::الآتيةالآتية  مرونة الإحلالل وتأخذ الدالة ال ورة الرياضيةمرونة الإحلالل وتأخذ الدالة ال ورة الرياضية
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
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  وبفرى أن :
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  :يأتي( يمكن إعادة كتابتها كما 10فإن الدالة )

)11.(..........)1(

1
)1( 
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 
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
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تحتوي على  VESفيما عدا أن دالة  CES( أنها تتخذ شكل دالة 11يلاحظ من المعادلة )
عن ر ثالث وهو نسبة رأس المال إلى العمل 

L

K  
  :ةالآتيةبالةةةةةةةةخ ائص  VESوتةةةةتسم مةةةةةةةةرونة الإحةةةةةةةةةةلال في الةةةةةةةةةدالة 
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  :الآتيةتأخذ ال ورة  VESمرونة الإحلال في الدالة  -1
)12....(..........

.11 















K

L

L

K
c

b
 

  VES = C-Dن فإ  1bل  0c أما إذا كانت  ل   CES=VES فإن 0cفإذا كانت  
في أن دالة الناتج الحدي للمورد هي دالة  C-D, CESمع كل من دالة  VESتتفق دالة  -2

  موجبة الميل.
  مايلي: VESومن أهم عيوب دالة 

   عب تعميم الدالة لأكثر من متغيرين.ي -1
  مما يشكل  عوبة في تقديرها. Coefficientsالدالة غير خ ية المعلمات  -2
 

  Quadratic Production Functionsالرردوال الإنررتاجية الررجبرية مرن الردرجة الرثانية 
  :الآتيتتخذ ال ورة العامة للدوال الجبرية من الدرجة الثانية الشكل 

)13(..........
2

1

2

1
213

2

22

2

1122110 XXbXbXbXaXaaY  
 :   إذ أن

Yالإنتاجل =  
X2,X1  أس المالل= موردي العمل ور  

aoثابت الدالةل =a,b.معاملات الدالة =  
  :الآتيةوتةتسم هذل الةةدالة بالةةخ ائص 

  الدالة غير متجانسة. -1
  )أقل من ال فر( فإن الدالة ت لح للموارد المتنافسة b3<0إذا كانت قيمة  -2
  لمستقلةل= ال فر فإن الدالة يمكن ت بيقها في حالة الموارد ا b3أما إذا كانت قيمة  
  )أكبر من ال فر( فالدالة ت بيقية في حالة الموارد المكملة. b3>0أما إذا كانت قيمة  
لخ و  الحرجة موجبة الميل إذا كانت الموارد مكملةل وسالبة الميل إذا كانت الموارد ا -3

  متنافسةل وخ و  مستقيمة موازية للمحورين إذا كانت الموارد مستقلة.
  ء محدبة تجال نق ة الأ ل.منحنيات السوا -4
  يمكن أن ت ف الثلاث مراحل للإنتاج. -5

  ومن أهم عيوبها هو  عوبة ت بيقها لأكثر من متغيرين.
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  Transcendental Production Functionsدوال الانتاج التحويلية 
  :الآتيتتخذ ال ورة الرياضية العامة لهذل الدوال الشكل الرياضي 

)14.......(......222111

21
nnn xba

n

xbaxba
eXeXecXY  

  :إذ أن
Yالإنتاجل =  
eأساس اللوغاريتم ال بيعيل =  

X1,X2,…,Xnعوامل الإنتاجل =  
C,a1,a2,…,an.معاملات الدالة =  

تتخذ الدالة  من ثمهذا ويمكن أن تتحول هذل الدالة إلى دالة إنتاجية في متغير واحد مباشرة و 
  الشكل الجديد التالي:

)15......(..........bxaeCXY  
( حتى يسهل فهم  بيعة 14( كبديل للدالة )15قت اديون كثيرا  على خ ائص الدالة )يركز الا

  :ما يلتي هذل الدالة التي تتلخص في
  :على النحو الآتيالناتج الحدي للمورد موجب للقيم الموجبة لهذا المورد  -1














b

x

a
Y

X

K 

 
 ( 16) يأتيمعظمة للإنتاج كما ال Xبمساواة التفاضل الجزئي بال فر يمكن إيجاد قيمة 

)16.......(..........
b

a
x  

 
  :يأتيعند نق ة انقلاب الدالة كما  Xبمساواة التفاضل الثاني بال فر يمكن إيجاد قيمة 

0
2 2
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
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
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


b

X

ab

X

aa
Y

X

Y 

)17..(..........
b

aa
X


 

 
( والمعادلة 16( في المعادلة )bمن أهم ما يجذب الانتبال لهذل الدالة هي أنم عندما تتخذ ) -2
 إذ( قيمة سالبة أو قيمة أكبر من الوحدة فإن الدالة سوف تن بق عليها ال ورة الكلاسيكية 17)

بمعدل متزايدل ثم معدل متناقصل حتى ي ل الناتج أق ال ثم يتناقص الإنتاج  Yسيزداد الناتج 
  بزيادة كمية المورد المستخدم كما يشير لذلن قانون تناقص الغلة.
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( ال فر وي بح bالدالة إلى دالة كوب دوجلاس وهي دالة جبرية عندما تساوي ) تتحول -3
  :يأتيالشكل العام للدالة كما 

)18.(..........CXY  
 : الآتيالدالة غير متجانسة في  ورتها العامة إلا إذا تحقق الشر   -4

021  bb 
  كوب دوجلاس. وفي هذل الحالة فإن الدالة سوف تتخذ شكل دالة

              :الآتيةتأخذ ال ورة  X2,X1مرونة إنتاج الموارد  -5

2222

1111

aXbE

aXbE



 

 
  على الترتيب. X2و  X1تشير إلى مرونة الإنتاج للموارد  E2,E1 إذ أن

  منحنى سواء الدالة محدب تجال نق ة الأ ل إذا تحقق شر  التجانس. -6
ن الخ و  الحرجة تح ر الموارد المكملة ولكن على نقا  إذا تحقق شر  التجانس فإ -7

  الخ و  الحرجة فإن الموارد لا تت ف بالاستقلالية.
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 الفصل السادسالفصل السادس  اسةلةاسةلة
3لدينا دالة الانتاج الاتية: لدينا دالة الانتاج الاتية:   -::11سس

1

2
3

2

14 XXY    
 الم لوبالم لوب

 احسب الانتاجية المتوس ة والحدية لكل عامل انتاج.احسب الانتاجية المتوس ة والحدية لكل عامل انتاج.  -11
3,2نا اسةةةعار عوامةةةل الانتةةةاج نا اسةةةعار عوامةةةل الانتةةةاج لةةةديلةةةدي  -22

21
 XX PP   مةةةاهو الحةةةد الادنةةةى لتكةةةاليف الانتةةةاج . مةةةاهو الحةةةد الادنةةةى لتكةةةاليف الانتةةةاج .

 ..  100Yالموافق لحجم الانتاج الموافق لحجم الانتاج 
 
 -اذا اع يت دوال الانتاج الاتية:اذا اع يت دوال الانتاج الاتية:  -::22سس

4

1

2

1

5),()2

10),()1

LKLKfY

LKLKfY




 

 ر ذلن على حجم الانتاجبين ما مدى تاثي Lو  Kوتم مضاعفة عنا ر الانتاج 
 
 -اذا كانت لدين دالة الانتاج الاتية:  -:3س

4

5

4

1

100),( LKLKfY  
10000100200وكان قيد الكلفة لراس المال والعمل:   LK 

 س المال والعمل الامثلين بحيث يكون الانتاج اكبر ما يمكن.أجد حجم ر  :الم لوب
 
 -لشكل الاتي:اذا كانت دالة الانتاج ممثلة با -:4س

KLY 2 
 -اوجد ماياتي:

 .KMPس المال أالانتاجية الحدية لعن ر ر  -1
 .LMPالانتاجية الحدية لعن ر العمل  -2
 .KMPس المال أالتغير في الانتاجية الحدية لعن ر ر  -3
 .LMPية الحدية لعن ر العمل التغير في الانتاج -4
 
 اذا كانت دالة انتاج مشروع ما: -:5س

5.03.0 LKY  
28426وكانت مقيدة بالقيد الاتي:   LK 

 جد الحجم الامثل للانتاج في ظل القيد.
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  :يهدف هذا الفصل الى التعرف على
 

 التحليل الديناميكي المستمر 

 مفهوم التكامل وانواعه 

 التئبيقات الاقتصادية للتكامل 

 فاة  المنتي والمستهلك 

 فاة  المجتمع 

 التحليل الديناميكي المتقئع 

 معادلات الفروق 

 ئبيقات اقتصادية على معادلات الفروقت 
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 الفصل السابع
 التحليل الديناميكي للعلاقة بين المتغيرات الاقتصادية

 مقدمةمقدمة
يتناول هذا الف ل انواع التحليل الديناميكي والةذي يهةدف بةدورل الةى تحديةد اتجاهةات المتغيةرات يتناول هذا الف ل انواع التحليل الديناميكي والةذي يهةدف بةدورل الةى تحديةد اتجاهةات المتغيةرات     

بمةةرور الةةزمن ل وهةةو بادخالةةم عامةةل الةةزمن فانةةم يتجةةاوز بمةةرور الةةزمن ل وهةةو بادخالةةم عامةةل الةةزمن فانةةم يتجةةاوز الاقت ةةادية ومةةدى ميلهةةا نحةةو الاسةةتقرار الاقت ةةادية ومةةدى ميلهةةا نحةةو الاسةةتقرار 
وينقسةةم التحليةةل الةةديناميكي الةةى قسةةمين رئيسةةين همةةا: وينقسةةم التحليةةل الةةديناميكي الةةى قسةةمين رئيسةةين همةةا:   تحليةةل السةةاكن والسةةاكن المقةةارنلتحليةةل السةةاكن والسةةاكن المقةةارنلعيةةوب العيةةوب ال

ت بيةق لهةذا النةوع ت بيةق لهةذا النةوع   افضةلافضةلو و   Continuious Dynamic analysis التحليةل الةديناميكي المسةتمرالتحليةل الةديناميكي المسةتمر
  Integrationسةابقا(ل والتكامةل سةابقا(ل والتكامةل   الحديث عنمالحديث عنمم م ) وقد ت) وقد تDifferentationمن التحليل هو التفاضل من التحليل هو التفاضل 

 . في حين يتناول القسم الثاني التحليل الديناميكي المتق ع والمعبر عنم بمعادلات الفروق.. في حين يتناول القسم الثاني التحليل الديناميكي المتق ع والمعبر عنم بمعادلات الفروق.
     

 Continuious Dynamic analysis التحليل الديناميكي المستمرالتحليل الديناميكي المستمر
ية بشةةةيء مةةةن ية بشةةةيء مةةةن لقةةةد تةةةم تنةةةاول موضةةةوع التفاضةةةل فةةةي الف ةةةول السةةةابقة ولاسةةةيما ت بيقاتةةةم الاقت ةةةادلقةةةد تةةةم تنةةةاول موضةةةوع التفاضةةةل فةةةي الف ةةةول السةةةابقة ولاسةةةيما ت بيقاتةةةم الاقت ةةةاد

 التف يل ل وعليم سيتم تناول الجزء الثاني من الموضوع وهو التكامل وت بيقاتم الاقت ادية.التف يل ل وعليم سيتم تناول الجزء الثاني من الموضوع وهو التكامل وت بيقاتم الاقت ادية.
ان للتكامةةةل ت بيقةةةات عةةةدة فةةةي مختلةةةف العلةةةوم ومنهةةةا الاقت ةةةاديةل وتنةةةدرج تحةةةت الت بيقةةةات ان للتكامةةةل ت بيقةةةات عةةةدة فةةةي مختلةةةف العلةةةوم ومنهةةةا الاقت ةةةاديةل وتنةةةدرج تحةةةت الت بيقةةةات       

يةة فضةلا عةن دالةة يةة فضةلا عةن دالةة كلفة الكليةة والايةرادات الكلكلفة الكليةة والايةرادات الكلتتالاقت ادية للتكامل ل الدوال الحدية والكلية ومنها الالاقت ادية للتكامل ل الدوال الحدية والكلية ومنها ال
 الاستهلان والادخار و فائى المنتج والمستهلن وغيرها من الت بيقات الاقت ادية.الاستهلان والادخار و فائى المنتج والمستهلن وغيرها من الت بيقات الاقت ادية.

 مفهوم التكاملمفهوم التكامل
فةةةةاذا كانةةةةت فةةةةاذا كانةةةةت   لليةةةةة ايجةةةةاد الدالةةةةة نفسةةةةها أي انةةةةم عكةةةةس عمليةةةةة التفاضةةةةليةةةةة ايجةةةةاد الدالةةةةة نفسةةةةها أي انةةةةم عكةةةةس عمليةةةةة التفاضةةةةللليعةةةةرف التكامةةةةل بانةةةةم عميعةةةةرف التكامةةةةل بانةةةةم عم  
)(Qf  مشتقة الدالة مشتقة الدالة)(QF   فان فان)(QF   هي تكامل هي تكامل)(Qf   :وت اغ على الشكل الاتي:وت اغ على الشكل الاتي- 

dQQfQf )()(   
Qf)(وتشةةير الدالةةة وتشةةير الدالةةة     الةةى الدالةةة المتكاملةةة ل أي هةةي الدالةةة التةةي نحةةاول ايجةةاد تكاملهةةال ويضةةاف الةةى الدالةةة المتكاملةةة ل أي هةةي الدالةةة التةةي نحةةاول ايجةةاد تكاملهةةال ويضةةاف

dQ  تكامةل الدالةة تكامةل الدالةة   لتاثير المتغير الةذي اعتمةادا عليةم يةتملتاثير المتغير الةذي اعتمةادا عليةم يةتم)(Qf  ا  ا  ل فضةلا عةن انةم يسةتخدم مؤشةر ل فضةلا عةن انةم يسةتخدم مؤشةر  
 لتحديد اين تنتهي الدالة التي يجري تكاملها.لتحديد اين تنتهي الدالة التي يجري تكاملها.

ممةةا يتضةةح ان التكامةةل هةةو معكةةوس التفاضةةل ل وتجةةدر الاشةةارة الةةى انةةم لاتوجةةد قاعةةدة عامةةة ممةةا يتضةةح ان التكامةةل هةةو معكةةوس التفاضةةل ل وتجةةدر الاشةةارة الةةى انةةم لاتوجةةد قاعةةدة عامةةة       
التفاضةل عنةد ايجةاد التفاضةل عنةد ايجةاد للتكامل عكس ما هو متعارف عليم في التفاضةل. كمةا ينبغةي الالمةام بقواعةد للتكامل عكس ما هو متعارف عليم في التفاضةل. كمةا ينبغةي الالمةام بقواعةد 

 تكامل الدالة.تكامل الدالة.
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 تكاملات الصورة القياسية تكاملات الصورة القياسية 
هةي مشةتقة دالةة هةي مشةتقة دالةة   2Xل أي ان ل أي ان 2Xحتى يمكن فهم التكامل لنفترى اننا نرغب في ايجةاد تكامةل حتى يمكن فهم التكامل لنفترى اننا نرغب في ايجةاد تكامةل   

 -واننا نريد الح ول على تلن الدالة ل سوف نتبع الاتي:واننا نريد الح ول على تلن الدالة ل سوف نتبع الاتي:

 



?)()(

)(2

dXXfXf

XfX 

 -ومن قواعد المشتقة المعروفة مسبقا نجد ان:ومن قواعد المشتقة المعروفة مسبقا نجد ان:
23 3XdXdX  

 -وبذلن فان:وبذلن فان:
223 3/3/)3( XXdXXd  
 3/3Xهي هي   2Xأي ان الدالة التي تكون مشتقتها أي ان الدالة التي تكون مشتقتها 

انمةةا هةةي احةةد التكةةاملات . انمةةا هةةي احةةد التكةةاملات .   2Xهةةي ليسةةت التكامةةل الوحيةةد لةةة هةةي ليسةةت التكامةةل الوحيةةد لةةة   3/3Xوينبغةةي ان نلاحةةظ هنةةا ان وينبغةةي ان نلاحةةظ هنةةا ان 
kولنتامةةل الدالةةة ولنتامةةل الدالةةة 

X


3

3

kهةةو ثابةةت ل وان مشةةتقة الدالةةة هةةو ثابةةت ل وان مشةةتقة الدالةةة   kل حيةةث ان ل حيةةث ان   
X


3

3

  Xبالنسةةبة الةةى بالنسةةبة الةةى   

kهةةي هةةي   2Xتكةةون مشةةتقتها تكةةون مشةةتقتها وهنةةا نسةةتنتج ان الدالةةة التةةي وهنةةا نسةةتنتج ان الدالةةة التةةي   2Xهةةي ايضةةا هةةي ايضةةا 
X


3

3

  kحيةةث يسةةمى حيةةث يسةةمى   
 ثابت التكامل.ثابت التكامل.

 
   Integration Lawsقوانين التكامل قوانين التكامل 

 -تكامل المقدار الثابت يساوي المقدار الثابت في تكامل المتغير مضافا اليم ثابت التكامل:تكامل المقدار الثابت يساوي المقدار الثابت في تكامل المتغير مضافا اليم ثابت التكامل:  -11    
  CkXkdX 

 X)(يساوي يساوي   dXتكامل تكامل   -22    
  CXdX 

 يساوي الاس مضافا اليم واحد مقسوم على الاس الجديد .nXسية تكامل الدالة الأ -3 
1,

1

1







nC
n

X
dXX

n
n 

  -أي: Lnتكامل المقدار السالب هو  -4 

 











CLnXdXXdX
X

CLnXdXX

1

1

1 

س يساوي المقدار نفسم مقسوما على معامل الاس في أتكامل مقدار ثابت مرفوع الى  -5
 Lnالاساس 
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  C
kLna

a
dXa

kx
kx 

 
 -تكامل جمع او  رح دالتين او اكثر يساوي جمع او  رح تكامل دالتين:تكامل جمع او  رح دالتين او اكثر يساوي جمع او  رح تكامل دالتين:  -66

     dxxgdxxfdxxgxf )()()()( 
 ( مضروبا في تكامل الدالة:-مل الدالة السالبة يساوي الاشارة )تكا -7

  dxxfdxxf )()( 
 س ال بيعي:تكامل الأ -8

  c
k

e
dxe

kx
kx 

 
تجدر الاشارة الى ان هنان قوانين اخرى للتكامل هي ليست ضمن مجال دراستنا كقانون التكامل 

 بالتجزئة وقانون التكامل بالتعويى وغيرها.
 كما ينبغي الاشارة الى ان التكامل ينقسم الى قسمين هما:  
اعلى ويكتب اعلى علامة التكامل ل  التكامل المحدود: وهو التكامل الذي يمتلن حدين حدا   -1

 وحدا اسفل ويكتب اسفل علامة التكامل. 
 التكامل غير المحدود -2
 

 التئبيقات الاقتصادية للتكامل
 يةاولا: الدوال الحدية والكل

التي تعرف  MC من دالة الكلفة الحدية TCيساعدنا التكامل في ايجاد دالة الكلفة الكلية    
بانها التغير الحا ل في الكلفة الكلية الناتج من الزيادة في الانتاج. ومن المعروف ان الجزء 

 -متغيرة بتغير مستوى الانتاج أي ان:الذي يتغير من الكلفة الكلية هو الكلفة ال
  FCVCCVCMCdQTC 

  CostFixedوالمعبر عنم بالكلفة الثابتة  Cعندما يكون ثابت التكامل هو 
 

 -: x: توافرت لديك المعلومات الاتية عن دالة الكلفة الحدية للمنتي  7.1مثالل
23165 xxMC  

 وحدة نقدية . 500تساوي xوحدات من 5فاذا كانت الكلفة الكلية لانتاج 
 جد دالة الكلفة الكلية  :المئلوب
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 الحل

 



dxxxTC

xxMC

)3165(

3165

2

2

 

 

kxxxTC

k
xx

x





32

32

85

3
3

2
165 

 500فان الكلفة الكلية = 5xوعندما 

400

12520025500





k

k 

 -اذن دالة الكلفة الكلية تكون:
40085 32  xxxTC 

 
 

  Total Revenues Functionثانيا: دالة الايرادات الكلية 
ل والتي MRمن خلال دالة الايراد الحدي  TRيستخدم التكامل هنا لايجاد دالة الايرادات الكلية 

 -عنها بالاتي:يعبر 

dQ

dTR
MR  

 ويمكن ايجاد دالة الايراد الكلي من خلال:

nIntegratiooftConskkMRdQTR

MRdQdTR

tan, 





  

 
   لديك دالة الايراد الحدي لسلعة ما معبر عنها بالصيغة الاتية:7.3مثال ل

xxMR 4312 2  
 جد دالة الايراد الكلي ودالة الئلب :المئلوب

 
 الحل

0,212

)4312(

4312

23

2

2








kxxxTR

kdxxxTR

xxMR

 

 اما دالة الئلب فهي:
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2212 xx
x

TR
P  

  : لديك دالة الايراد الحدي الاتية:7.4مثال ل
4

)3(

6
2





x
MR 

 جد دالة الايراد الكلي ودالة الئلب :المئلوب
 
 الحل

2,0,0

4
3

6
4

)3(

6
2









 

kTRx

kx
x

dx
x

TR 

 اذن دالة الايراد الكلي المئلوبة هي :
24

3

6



 x

x
TR 

 دالة الئلب هي: الان

4
3

2
4

3

2

4
)3(

626

4
2

)3(

6

2
4

)3(

6


























xx

xx

x

xxx

xxxx

TR
P

 

 اذن دالة الئلب المئلوبة هي:
4

3

2





x
P 

 
 Consumption Functionثالثا: دالة الاستهلاك 

وكما  MPCيمكن الح ول على دالة الاستهلان من خلال تكامل الميل الحدي للاستهلان  
 ياتي:

 
 الميل الحدي للاستهلاك معئى بالصيغة الاتية:  : اذا كان7.5مثال ل

Y
MPC

1.0
8.0  

 100واذا علمت ان الاستهلاك يساوي الدخل عندما الدخل يساوي 
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 جد دالة الاستهلاك :المئلوب
 
 الحل

kYYC

k
Y

YC

dYYC

dY
Y

dYMPCC











 



2

1

2

1

2

1

2.08.0

2

1

1.0
8.0

)1.08.0(

)
1.0

8.0()(

 

 -سؤال وكما ياتي:نعوى المعلومات المثبتة في ال kولغرى ايجاد ثابت التكامل 

18

280100

)100(2.0)100(8.0100 2

1







k

k

k

 

 -اذن دالة الاستهلان ب ورتها الكاملة هي:

182.08.0 2

1

 YYC 
  Saving Function رابعا: دالة الادخار

 اوجد: 0.4يساوي  MPS  : اذا كان الميل الحدي للادخار7.6مثالل
 دالة الادخار -1
 4Cا دالة الاستهلاك عندم -2
 
 الحل

CY

dY

MPSdYS











4.0

)4.0( 

CYSاذن دالة الادخار هي   4.0 

 

YC

CCYC

CYYC

CYYC

SYC

SCY

6.04

46.0

4.0

4.0












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CYSدالة الادخار :   4.0 
YCدالة الاستهلان:  6.04 

  Profit Maximization  خامسا: تعميم الربح
ابقة الشةر  الضةةروري لتعظةةيم الةربح وهةةو عنةدما يتسةةاوى الايةراد الحةةدي مةةع ابقة الشةر  الضةةروري لتعظةةيم الةربح وهةةو عنةدما يتسةةاوى الايةراد الحةةدي مةةع تناولنةا فةةي ف ةول سةةتناولنةا فةةي ف ةول سةة  

الكلفة الحدية ل الامر الذي يمكننا ايجاد مستوى الانتاج الذي يعظم الربح مةن خةلال دالتةي الكلفةة الكلفة الحدية ل الامر الذي يمكننا ايجاد مستوى الانتاج الذي يعظم الربح مةن خةلال دالتةي الكلفةة 
الحديةةة والايةةراد الحةةدي وعنةةد اجةةراء التكامةةل للةةدالتين نسةةت يع ايجةةاد الةةربح الاجمةةالي عنةةد مسةةتوى الحديةةة والايةةراد الحةةدي وعنةةد اجةةراء التكامةةل للةةدالتين نسةةت يع ايجةةاد الةةربح الاجمةةالي عنةةد مسةةتوى 

 ي يعظم الربح ل أي ان:ي يعظم الربح ل أي ان:الانتاج الذالانتاج الذ

 

*

0

)(

Q

dQMCMR 

 - : اذا كانت دالتا الايراد الحدي والكلفة الحدية لمشروع ما هما:7.7لمثال

216

6600 2





MC

QMR 

 جد الربح الكلي للمشروع :المئلوب
 الحل

 نستخدم الشر  الضروري لتعظيم الربح وهذا الشر  هو:

643846

2166006

2166600

22

2

2









QQ

Q

Q

MCMR

 

  8Qاو   8Qاذن اما 
 هو المستوى الذي يعظم الانتاج 8Qوبت بيق الشر  الكافي لمعرفة ان 

012

2166600

2

2

2








Q
Q

Q





 

ن هذا يتم باجراء التكامل وكما إل ف 8Qوللح ول على اق ى ربح عند مستوى الانتاج 
 -ي:يات

 
   
2048

0)8(216)8(2)8(600

2162600

)2166600(

)(

2

3

8

0

2

8

0

























QQQ

dQQ

dQMCMR
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   Consumer and Producer Surplus    المستهلك وفاة  المنتيالمستهلك وفاة  المنتيفاة  فاة  سادسا: سادسا: 
: هةةو الفةةرق بةةين السةةعر الةةذي يكةةون المسةةتهلن مسةةتعدا لدفعةةم للح ةةول : هةةو الفةةرق بةةين السةةعر الةةذي يكةةون المسةةتهلن مسةةتعدا لدفعةةم للح ةةول   CSفرراة  المسررتهلك فرراة  المسررتهلك   

علةةى كميةةة معينةةة مةةن سةةلع وخةةدمات وبةةين السةةعر الةةذي الةةذي يدفعةةم فعةةلا لتلةةن الكميةةة حسةةب مةةا علةةى كميةةة معينةةة مةةن سةةلع وخةةدمات وبةةين السةةعر الةةذي الةةذي يدفعةةم فعةةلا لتلةةن الكميةةة حسةةب مةةا 
( فهةو يمثةل المسةاحة المح ةورة بةين ( فهةو يمثةل المسةاحة المح ةورة بةين 4444اليات السوق )سعر التوازن( ومن الرسةم البيةاني )اليات السوق )سعر التوازن( ومن الرسةم البيةاني )  حددتمحددتم

 منحنى ال لب وسعر التوازن.منحنى ال لب وسعر التوازن.
bPaQلنفرى ان لدينا دالة  لب في  ةيغتها العامةة وهةي: لنفرى ان لدينا دالة  لب في  ةيغتها العامةة وهةي:         وكةان لةدينا السةعر التةوازني وكةان لةدينا السةعر التةوازني
P   والكميةةةةةة التوازنيةةةةةة والكميةةةةةة التوازنيةةةةةةQ  المثلةةةةةث المثلةةةةةث   مثلةةةةةممثلةةةةةم  والم لةةةةةوب حسةةةةةاب فةةةةةائى المسةةةةةتهلن الةةةةةذيوالم لةةةةةوب حسةةةةةاب فةةةةةائى المسةةةةةتهلن الةةةةةذيMaP  

ون ةةةةرح منةةةةم مسةةةةاحة ون ةةةةرح منةةةةم مسةةةةاحة   0aMQولحسةةةةاب فةةةةائى المسةةةةتهلن نقةةةةوم اولا بحسةةةةاب مسةةةةاحة الشةةةةكل ولحسةةةةاب فةةةةائى المسةةةةتهلن نقةةةةوم اولا بحسةةةةاب مسةةةةاحة الشةةةةكل 
 MQP**0المست يل المست يل 

 

 
 ( فائى المستهلن 44شكل )

 
 عن  ريق التكامل المحدد  0aMQونوجد مساحة الشكل 



*

0

)(

Q

dQQPCS 

 
 هو السعر للدالة في الكمية التوازنية وان معادلة ال لب: QP)(ان  إذ
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bPaQ  
 فنوجد معكوس دالة ال لب:

b

a

b

Q

b

aQ
P










 

 -هي: aMQ*0وبذلن تكون مساحة الشكل 

 

 **
2

**

0

2

00

*

2

2

)(0

*

**

QP
b

aQ

b

Q
CS

QPQ
b

a

b

Q
CS

dQQ
b

a

b

Q
dQPfaMQ

Q

QQ






























 

 

 
 اذا كانت دالة الئلب ممثلة بالصيغة الاتية: : 7.8مثال ل

PQ 312 
 1فاذا كان سعر التوانن يساوي  1* P  = 9  9فان الكمية التواننية* Q 

 اوجد قيمة فاة  المستهلك :المئلوب
 
 الحل
 عر التوازن هي:دالة س 

QP
3

1
4  

 وعليم يكون فائى المستهلن هو:

9
6

1
4

3

1
4

9

0

2

**

0

*



















 

QQCS

QPdQQCS

Q

 

 اذن فائى المستهلن في هذل الحالة :
5.139)5.1336( CS 
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يعبر عن فائى المنتج بانم الفرق بين السعر الذي يكون المنتج مستعدا : PS فاة  المنتي
يع كمية معينة من سلع وخدمات عندل وبين السعر الذي يح ل عليم فعلا لتلن الكمية حسب لب

( فهو يمثل المساحة 45ما حددتم آليات وقوى السوق )سعر التوازن( ومن الرسم البياني )
 المح ورة بين منحنى العرى وسعر التوازن.

bPcQSاذا كةةةةان لةةةةدينا دالةةةةة العةةةةرى اذا كةةةةان لةةةةدينا دالةةةةة العةةةةرى      وو  *Q  و و   ةةهةةةةي الكميةةةةة التوازنيةةةةهةةةةي الكميةةةةة التوازنيةةةة*P   هةةةةو السةةةةعر هةةةةو السةةةةعر
 يمثل فائى المنتج. يمثل فائى المنتج.   *cMPالتوازني والمثلث التوازني والمثلث 

 
 ( فائى المنتج45شكل )

 
 -ويمكن حساب فائى المنتج كما ياتي:

سةاوي تكامةل دالةة العةرى المحةدد بالن ةاق سةاوي تكامةل دالةة العةرى المحةدد بالن ةاق التةي تالتةي ت  cMQ*0نحسب مسةاحة الشةكل نحسب مسةاحة الشةكل  *,0 Q   أي أي
 -ان:ان:



*

0

)(

Q

dQQPPS 

 *McPلتكون المساحة الناتجة هي مساحة المثلث  MQP**0ثم ن رحها من مساحة المست يل 
 او فائى المنتج.
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PQ : اذا كانت دالة العر  هي: 7.9لمثال 34 
)5( 5وكان السعر التوانني هو  * P  11( 11وعليه فان الكمية التواننية تساوي( * Q  ،

 جد فاة  المنتي.
 الحل

 تكون دالة السعر )معكوس دالة العرى( هي:

3

4

3


Q
P 

 -وعليم يكون فائى المنتج مساويا الى:

)6.14444.13(55
3

4

9
)11)(5(

\
3

4

3

11

0

2

0

**

*



















 

Q
Q

PS

dQ
Q

QPPS

Q

 

 -اذن قيمة فائى المنتج هي:
925.26044.2855 PS 
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 PCSفاة  المجتمع 
وات فةةي وات فةةي ( مةةن اهةةم المفةةاهيم او الاد( مةةن اهةةم المفةةاهيم او الاديعةةد فةةائى المجتمةةع )او مجمةةوع فةةائى المسةةتهلن والمنةةتج يعةةد فةةائى المجتمةةع )او مجمةةوع فةةائى المسةةتهلن والمنةةتج     

بحسةةاب بحسةةاب   ويةةتم حسةةابم بجمةةع فةةائى المسةةتهلن مةةع فةةائى المنةةتج اوويةةتم حسةةابم بجمةةع فةةائى المسةةتهلن مةةع فةةائى المنةةتج او  تحليةةل اقت ةةاديات الرفاهيةةةلتحليةةل اقت ةةاديات الرفاهيةةةل
المن قةة المح ةورة فةوق منحنةى العةرى وتحةت منحنةةى ال لةب فةي ن ةاق الكميةة التوازنيةةل وكمةةا المن قةة المح ةورة فةوق منحنةى العةرى وتحةت منحنةةى ال لةب فةي ن ةاق الكميةة التوازنيةةل وكمةةا 

 -في الشكل البياني الاتي:في الشكل البياني الاتي:

 
 ( فائى المنتج والمستهلن46شكل )

 
11)(معكوس دالة ال لب:  QfP  
22)(معكوس دالة العرى:  QfP  

 فائى المستهلن:

 

*

0

**

1 )(

Q

PQdQQfCS 

 بينما فائى المنتج: 



*

0

2

** )(

Q

dQQfPQPS 
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وبجمةةع فةةائى المنةةتج مةةع فةةائى المسةةتهلن للح ةةول علةةى فةةائى المجتمةةعل او الح ةةول علةةى وبجمةةع فةةائى المنةةتج مةةع فةةائى المسةةتهلن للح ةةول علةةى فةةائى المجتمةةعل او الح ةةول علةةى 
فائى المجتمع مباشرة عن  ريق حساب المن قة المح ورة فوق منحنى العرى وتحةت منحنةى فائى المجتمع مباشرة عن  ريق حساب المن قة المح ورة فوق منحنى العرى وتحةت منحنةى 

 ::فإنفإنال لب ل ال لب ل 
 فائى المجتمع:فائى المجتمع:

 

* *

0 0

21 )()(

Q Q

dQQfdQQfPCS 

  : لديك دالة الئلب الاتية :7.10لثالم
225 QPd  

 ودالة العر  الاتية:
12  QPS 

Sdفاذا علمت ان التوانن يعني  QQ  :فاجب عما ياتي 
 احسب سعر وكمية التوانن. -1
 احسب فاة  المستهلك وفاة  المنتي وفاة  المجتمع. -2
 
 الحل
 سعر وكمية التوانن: حساب -1

22512 QQ

PP dS





 

0)4)(6(

02422





QQ

QQ 

 اذن كمية التوانن وسعر التوانن بعد الحل هما :
)4,9(),( ** QP 

 
 حساب فاة  المستهلك وفاة  المنتي وفاة  المجتمع:  -2

 فاة  المستهلك:

 

67.42

3667.78

)9()4(
3

1
25)()25(

)()(

4

0

3

4

0

**2

0

**

*





















CS

CS

QQQPdQQCS

QPdQPCS

Q

d
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 فاة  المنتي:

 

162036

36)12(

)(

4

0

2

4

0

**

0

**

*











PS

QQdQQQPPS

dQPQPPS

Q

S

 

 فاة  المجتمع:
67.581667.42 PCS 

 
 كما يمكن حساب فاة  المجتمع بان ناخذ دالة التوانن ثم نكامل هذه الدالة وكما ياتي:

02422  QQ 

67.58

)9616333.21(0

24
3

1

)242(

4

0

23

4

0

2















 

PCS

PCS

QQQPCS

dQQQPCS

 

 في الحالة الاولى. نفسها وهو النتيجة
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 Discrete Dynamic analysis المتقئع المتقئع التحليل الديناميكي التحليل الديناميكي 
  الزمنيةةةالزمنيةةة  المةةدةالمةةدةتفتةةرى النمةةاذج الاقت ةةادية السةةاكنة ان متغيةةرا مةةا يعتمةةد علةةى متغيةةر اخةةر فةةي تفتةةرى النمةةاذج الاقت ةةادية السةةاكنة ان متغيةةرا مةةا يعتمةةد علةةى متغيةةر اخةةر فةةي     

زمنيةةة معينةةة زمنيةةة معينةةة   مرحلةةةمرحلةةةان الاقت ةةاد لةةيس سةةاكنا فقةةد تعتمةةد مةةثلا الكميةةة المعروضةةة فةةي ان الاقت ةةاد لةةيس سةةاكنا فقةةد تعتمةةد مةةثلا الكميةةة المعروضةةة فةةي   إلاإلال ل   نفسةةهانفسةةها
لجةاري علةى الةدخول لجةاري علةى الةدخول السةابقة ل او قةد يعتمةد الاسةتهلان االسةابقة ل او قةد يعتمةد الاسةتهلان ا  المرحلةةالمرحلةةعلى السعر الذي كان سائدا فةي على السعر الذي كان سائدا فةي 

 السابقة وهكذا. السابقة وهكذا. 
مةةر اسةةاس عنةةد دراسةةة التغيةةرات مةةر اسةةاس عنةةد دراسةةة التغيةةرات أأهةةو هةةو   Lagsات ) التخلةةف الزمنةةي( ات ) التخلةةف الزمنةةي( ؤ ؤ ن دراسةةة اثةةر هةةذل التبةةا ن دراسةةة اثةةر هةةذل التبةةا إإ    

التةةي تواجةةم الاقت ةةاد خةةلال الةةزمن. ومثةةل هةةذا التحليةةل يعنةةي اننةةا نتعامةةل مةةع اقت ةةاد دينةةاميكي التةةي تواجةةم الاقت ةةاد خةةلال الةةزمن. ومثةةل هةةذا التحليةةل يعنةةي اننةةا نتعامةةل مةةع اقت ةةاد دينةةاميكي 
 )حركي( وهو نقيى للاقت اد الساكن.)حركي( وهو نقيى للاقت اد الساكن.

الخ ية من الدرجة الاولى فةي دراسةة التغيةرات المتعلقةة بةالزمن عنةدما الخ ية من الدرجة الاولى فةي دراسةة التغيةرات المتعلقةة بةالزمن عنةدما   تستخدم معادلات الفروقتستخدم معادلات الفروق    
ونفهةةم مةةن سةةياق الحةةديث ان ونفهةةم مةةن سةةياق الحةةديث ان   للالسةةابقةالسةةابقة  المةةدةالمةةدةيعتمةةد مةةا يحةةدث فةةي فتةةرة زمنيةةة علةةى مةةا حةةدث فةةي يعتمةةد مةةا يحةةدث فةةي فتةةرة زمنيةةة علةةى مةةا حةةدث فةةي 

        المةدةالمةدةزمنيةة ولةتكن زمنيةة ولةتكن   مةدةمةدةت بيق ذلن علةى علةى دالةة الاسةتهلان مةثلا يعنةي ان الاسةتهلان فةي أي ت بيق ذلن علةى علةى دالةة الاسةتهلان مةثلا يعنةي ان الاسةتهلان فةي أي 
t   1  المدةالمدةمثلا يعتمد على دخل مثلا يعتمد على دخلt  :ويعبر عن ذلن رياضيا بالاتي:ويعبر عن ذلن رياضيا بالاتي- 

)( 1 tt YfC 
 

 :معادلات الفروق الخئية من الدرجة الاولى
حتى يمكن التعرف على مفهوم معادلات الفروق الخ ية من الدرجة الاول سنتناول نظاما  

 -ي وكما ياتي:نشا  حكوم وجود دونمن اقت اديا مغلقا 
ttt ICY  

والرموز المثبتة في المعادلة اعلال قد تم التعرف عليها مسبقا غير ان ماتجدر الاشارة اليم هنا ان 
ICYالفرق بين هذل المعادلة والمعادلة الاتية ل    الزمنية قد تم تاشيرها  المدةهو ان

نموذج الديناميكي كما تم الاشارة اليم الأنموذج الساكن و الأ.وهذا هو الفرق بين t السفليبالرمز 
 مسبقا.

ل واذا كان الاستهلان دالة  tوهي قيمة لاتتغير  مع تغير   0Iياخذ القيمة  tIولنفترى ان   
 -فسوف تتخذ دالة الاستهلان الشكل الاتي: السابقة المدةلدخل 

10  tt cYcC 
الميل الحدي للاستهلان  cل في حين يمثل ) المستقل عن الدخل(الاستهلان التلقائي 0cتمثل  إذ

MPC :وبما ان- 
ttt ICY  

 -ن:إف
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)1........(010 IcYCY tt   
يعتمةد جزئيةا علةى مةا يعتمةد جزئيةا علةى مةا   t  المدةالمدةوهذل معادلة فروق خ ية من الدرجة الاولى ل بسبب ان الدخل في وهذل معادلة فروق خ ية من الدرجة الاولى ل بسبب ان الدخل في 

ل ل   3tاو او   2t  المةدةالمةدةمتةاثرا باحةداث متةاثرا باحةداث   t  المةدةالمةدةالسةابقة. فةاذا مةا كةان الةدخل فةي السةابقة. فةاذا مةا كةان الةدخل فةي   المةدةالمةدةحدث فةي حدث فةي 
)(أي أي  2 tt YfY   ل او ل او)( 2 tt YfY   ل فسةةيكون لةةةدينا معادلةةة فةةةروق مةةن الدرجةةةة الثانيةةة او مةةةن ل فسةةيكون لةةةدينا معادلةةة فةةةروق مةةن الدرجةةةة الثانيةةة او مةةةن

( اعلال خ ية لانها لم تحتو على حدود مرفوعةة لاس اكبةر مةن ( اعلال خ ية لانها لم تحتو على حدود مرفوعةة لاس اكبةر مةن 11الدرجة الثالثة. وكون المعادلة )الدرجة الثالثة. وكون المعادلة )
2واحد مثل واحد مثل 

1)( tYc  .. 
 لات الفروق الخ ية من الدرجة الاولى يمكن اجمالها بالمثال الاتي:لات الفروق الخ ية من الدرجة الاولى يمكن اجمالها بالمثال الاتي:ان خ وات حل معادان خ وات حل معاد    
 

010 : اذا كررران لررردينا المعادلرررة  : اذا كررران لررردينا المعادلرررة 1111..77مثررراللمثرررالل IcYCY tt     والسرررؤال بمررراذا سرررتخبرنا هرررذه والسرررؤال بمررراذا سرررتخبرنا هرررذه
 المعادلة حول تغيرات الدخل بالنسبة للنمن ، وكانت لدينا المعلومات الاتية:المعادلة حول تغيرات الدخل بالنسبة للنمن ، وكانت لدينا المعلومات الاتية:

100,500,8.0 00  CIc 
 ات نكتب معادلة الدخل كالاتي:بتوفر المعلوم

YY

YY

t

tt

8.0600

5008.0100



  

 المدةينبغي معرفة قيمة الدخل في  tبالنسبة للفترة الزمنية  Yوحتى يمكن التعرف على تغير 
)2500(ان  أي 2500ولتكن هذل القيمة تساوي  0Yالاولية )الابتدائية( أي  0 Y  ذو  -ان: ا 

18.0600  tt YY 
 ..... 3ل 2ل t =1عندما  tYفانم يمكن حساب 

 -عليم يمكن حسابها كالاتي:

2.2795)2744(8.06008.06008.0600

2744)2680(8.06008.06008.0600

2680)2600(8.06008.06008.0600

2600)2500(8.06008.06008.0600

4434144

3323133

2212122

1101111

















YYYYYY

YYYYYY

YYYYYY

YYYYYY

 

 
فةةي المثةةال اعةةلال. كمةةا فةةي المثةةال اعةةلال. كمةةا المؤشةةرة المؤشةةرة   المةةددالمةةدد( الةةى التغيةةرات فةةي الةةدخل خةةلال ( الةةى التغيةةرات فةةي الةةدخل خةةلال 4747يشةةير الشةةكل البيةةاني )يشةةير الشةةكل البيةةاني )

يبين الشكل البياني بوضوح ان النماذج الاقت ادية التي تم التعبير عنهةا ب ةيغة معةادلات فةروق يبين الشكل البياني بوضوح ان النماذج الاقت ادية التي تم التعبير عنهةا ب ةيغة معةادلات فةروق 
 تعالج الزمن على انم متغير منف ل او  غير مستمر.تعالج الزمن على انم متغير منف ل او  غير مستمر.
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 ( تغيرات الدخل خلال الزمن47شكل )

 
ل غير ان الامر ي بح  tوتعد هذل ال ريقة بسي ة في حال اردنا حساب دخل لقيم  غيرة من 

 اكبر.  tاكثر تعقيدا كلما ا بحت 
 

12 : لديك المعادلة الاتية : 7.12مثالل  tt YY وضح التغيرات التي ستحدث على المتغير ،
Y  اذا علمت ان قيمةY 30 ي  3ن صفر =في النم Y 
 الحل

 -فان: 3تساوي  Yفي حالة كانت قيمة 

241222

12622

6322

23

12

01







YY

YY

YY

 

 -ولتوليد ال يغة العامة للحل اعلال يمكن كتابتها على الشكل الاتي:

322

322

322

3

23

2

12

1

01







YY

YY

YY

 

 والان يمكن كتابة ال يغة العامة للحل اعلال:
)2(3 t

tY  
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 -وبشكل عام هنان  ريقتان لحل معادلات الفروق من الدرجة الاولى وهي كما ياتي: 
 Iterative Methodئريقة التكرار  .1
  General Methodالئريقة العامة   .2

 
ة او ة او زمنيةزمنية  مةدةمةدةفةي نهةايتي فةي نهةايتي   y  تبةين معةادلات الفةروق التغيةر فةي قيمةة المتغيةرتبةين معةادلات الفةروق التغيةر فةي قيمةة المتغيةر: : ئريقة التكرارئريقة التكرار  -11

123ن ن إإفةةفةة  0yفةةاذا علمةةت فةةاذا علمةةت زمنيتةةين زمنيتةةين   مةةدتينمةةدتين ,, yyy   ينةةتج باضةةافة الفةةرق الثابةةت ينةةتج باضةةافة الفةةرق الثابةةتty   تباعةةا. ولتبيةةان تباعةةا. ولتبيةةان
 -هذل ال ريقة نفترى المثال الاتي:هذل ال ريقة نفترى المثال الاتي:

 
2 : حل معادلة الفروق  : حل معادلة الفروق 1212..77مثال لمثال ل ty   150مفترضا ان القيمة الاولية مفترضا ان القيمة الاولية y 
 الحل//الحل//

 -من التعريف الاتي:من التعريف الاتي:
tt yyy  1 

 
 -نح ل على الاتي:

ttt yyy 1 
 

ttyy

yyy

yyy

yy

t 215)2(

.

.

.

)2(32

)2(22

2

0

023

012

02









 

 
 .ولن ندخل في تفا يلها الئريقة العامة:  -2
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 :تئبيقات اقتصادية  على معادلات الفروق
نمةوذج التةوازن هةذا نمةوذج التةوازن هةذا أأدلات الفروق هي توازن السوق غير ان دلات الفروق هي توازن السوق غير ان من اهم الت بيقات التي تعالجها معامن اهم الت بيقات التي تعالجها معا  

فلةو فلةو   للزمنيةة سةابقةزمنيةة سةابقة  مةدةمةدةكدالة ليس للسعر الجةاري وانمةا للسةعر فةي كدالة ليس للسعر الجةاري وانمةا للسةعر فةي   SQيعالج الكميات المعروضة يعالج الكميات المعروضة 
. وعةةادة مةةا يكةةون الانتةةاج . وعةةادة مةةا يكةةون الانتةةاج tPيمثةةل السةةعر الجةةاري يمثةةل السةةعر الجةةاري   tالزمنيةةة الزمنيةةة   المةةدةالمةةدةافترضةةنا ان قةةرار الانتةةاج فةةي افترضةةنا ان قةةرار الانتةةاج فةةي 

ل مةن هةذا ل مةن هةذا   1t  المةدةالمةدةالزمنيةة القادمةة او اللاحقةة وهةي الزمنيةة القادمةة او اللاحقةة وهةي   المةدةالمةدةغير متةاح للعةرى او البيةع الا فةي غير متةاح للعةرى او البيةع الا فةي 
 ايضا.ايضا.  1tالزمنية الزمنية   المدةالمدةوانما في وانما في   tالزمنية الزمنية   المدةالمدةلايكون السعر الجاري  محددا في لايكون السعر الجاري  محددا في 

 -اعتمادا على ما ذكر تكون دالة العرى كالاتي:اعتمادا على ما ذكر تكون دالة العرى كالاتي:و و 

1

1






PtS

PtS

SQ

SQ

t

t 

 -اما معادلة ال لب فهي كما ياتي:
)(, PtDQ td  

 -نموذج توازن السوق فهو:أاما 
tStd QQ ,,  

1,

, 0,0





ttS

ttd

PQ

PQ



 

ول النموذج التوازني الى نموذج التوازن للسوق يتحأوبتعويى كل من معادلة ال لب والعرى ب
 -معادلة فروق من الدرجة الاولى كالاتي:



























tt

tt

tt

tt

tStd

PP

PP

PP

PP

QQ

1

1

1

1

,,

 

 -نح ل على الاتي: بالقسممة على 







 
 tt PP 1 

 -نموذج كالاتي:من هذا يمكن كتابة الشكل العام للأ

**

0

0

)( PPPP

PP

t

t

t

t































































 

 سعر التوازن  P*يمثل  إذ
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 -نموذج التوازن وهي:أوتظهر ثلاث حالات من اشكال التذبذب في 
)(اذا كان ميل منحنى العرى اكبر من ميل منحنى ال لب  -1   ن شكل التذبذب إف

 . Explosiveت اعدي 
)(اذا كان ميل منحنى العرى يتساوى مع ميل منحنى ال لب  -2    فان شكل التذبذب

 .Uniformمنظم 
)(اذا كان ميل منحنى العرى اقل من ميل منحنى ال لب  -3   ن شكل التذبذب يكون إف

 .Dampedتنازليا 
 

 - : اذا كانت دوال الئلب والعر  كما يأتي:7.13مثال ل

1,

,

310

220





ttS

ttd

PQ

PQ 

 المئلوب 
 ايجاد سعر التوانن. -1
 تحديد شكل التذبذب. -2
)0(فترات نمنية علما ان السعر عند النمن  4ايجاد السعر بعد مرور  -3 t  14يساوي 

 وحدة نقدية.
 الحل
 ايجاد سعر التوانن -1

10
32

1020*

*












P

P




 

بما ان ميل منحنى العرى اكبر من ميل منحنى ال لب  تحديد شكل التذبذب: -2   أي
23ان   نموذج هو شكل ت اعدي لأن شكل اإلذا  فExplosive 
 
 نمنية: مدد 4ايجاد السعر بعد مرور  -3
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 

250.30

10
2

3
)4(

10
2

3
)1014(

4

4

4

4

4

**

0



































P

P

P

PPPP

t

t




 

 وحدة نقدية 30.250نمنية يساوي  مدد 4اذن السعر بعد مرور 
 

 اسةلة الفصل السابع
 ة :لدين دالة الكلفة الحدية لمنشأ -:1س

422  QQMC 
 .100الم لوب// جد دالة الكلفة الكلية اذا علمت ان الكلفة الثابتة تساوي 

 
 اذا علمت ان دالة الايراد الحدي لمنتج محتكر هي: -:2س

QMR 410 
 الم لوب// جد دالة الايراد الكلي ثم استنتج دالة ال لب الملائمة.

 
 -ستهلان من معادلة الميل الحدي للاستهلان الاتي:استخرج دالة الا -:3س

Y
MPC

1.0
5.0  

 .100عندما الدخل يساوي  85اذا علمت ان الاستهلان يساوي 
 
 -جد دالة الايراد الكلي ودالة ال لب الملائمة من دوال الايراد الحدي الاتية: -:4س

Q
MRbQMRa

6
)220)  

 
)8(جد فائى المستهلن عند  -:5س Q :من دالة ال لب الاتية- 

2100 QP  
 
235لدين دالة ال لب الاتية:  -:6س dQP   :23ل ودالة العرى الاتية SQP  

 الم لوب// استخرج فائى المنتج مفترضا سوق منافسة تامة.
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 المعلومات الاتية:استخرج فائى المستهلن والمنتج من  -:7س

S

d

QP

QP

210

250



 

6842 -اع يت دالة ال لب الاتية :-:8س  dd QQP ل 
1222 -ودالة العرى الاتية:   SS QQP 

 الم لوب// استخرج فائى المستهلن والمنتج مفترضا سوق منافسة تامة
 

 مصادر الفصل السابع
يات الاساسةية للاقت ةةاديين. ترجمةةة  امةوري هةةادي كةةاظم يات الاساسةية للاقت ةةاديين. ترجمةةة  امةوري هةةادي كةةاظم ج)بةلان( و ج ف برادلةةي. الرياضةةج)بةلان( و ج ف برادلةةي. الرياضةة    -11

 ..19911991والدكتور ابراهيم موسى الورد. دار الحكمة لل باعة والنشر. بغداد . والدكتور ابراهيم موسى الورد. دار الحكمة لل باعة والنشر. بغداد . 
جامعة بغداد    –كلية الادارة والاقت اد  -مباديء الاقت اد الرياضي -حسين علي بخيت  -2

– 2000. 
 

3-Akila Weerapana , Models With Difference Equations, Published on  

line www.google.com. 

4- Courtney Brown,  An Introduction to First-Order Linear  

Difference Equations With  Constant Coefficients. Published on  

line www.google.com. 

5- Chiang,A.C; Fundamental Methods of Mathematical Economics. 

McGraw Hill. 19841984. 

6- Elaydi, S. and R. Sacker, Global stability of periodic orbits of 

nonau- tonomous difference equations in population biology and 

the Cushing- Henson conjectures, Proceedings of the 8th 

International Conference on Difference Equations, Brno, 2003. 

7- Jacques . Jan. mathematics for Economics and Business. 5
th

 

edition. Printice Hall. 2006.  

8- Klaus Neusser, Difference Equations for Economists(preliminary 

and incomplete). Published on  line www.google.com. 2008. 

9- Marcel B. Finan, Consumer and Producer Surplus, Published on  

line www.google.com. 

10-  Saber Elaydi and Robert J. Sacker, Skew-product dynamical 

systems: Applications to difference equations.2004. 

 

 

http://www.google.com/
http://www.google.com/
http://www.google.com/
http://www.google.com/


 212 

 

 

 

 -:يهدف هذا الفصل الى التعرف على 

  المنتج –انموذج المستخدم 

 افتراضات انموذج ليونتيف 

 انواع نماذج ليونتيف

 الانموذج المفتوح - أ

 الانموذج المغلق - ب
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 الفصل الثامن

 نتجالم –المستخدم 

Input - Output 

المخرجةةةات فةةةي اساسةةةم النظةةةري المخرجةةةات فةةةي اساسةةةم النظةةةري   –المنةةةتج او انمةةةوذج المةةةدخلات المنةةةتج او انمةةةوذج المةةةدخلات   –يعتمةةةد انمةةةوذج المسةةةتخدم يعتمةةةد انمةةةوذج المسةةةتخدم         
علةةى شةةرو  التةةوازن الاقت ةةادي العةةام التةةي حةةددها الاقت ةةادي الفرنسةةي ليةةون فةةالراس علةةى شةةكل علةةى شةةرو  التةةوازن الاقت ةةادي العةةام التةةي حةةددها الاقت ةةادي الفرنسةةي ليةةون فةةالراس علةةى شةةكل 

ادة علميةا مةن هةذل ادة علميةا مةن هةذل مجموعة من المعادلات الخ ية الآنيةل ثم قام العالم ليونيتيف فيما بعةد بالاسةتفمجموعة من المعادلات الخ ية الآنيةل ثم قام العالم ليونيتيف فيما بعةد بالاسةتف
-المعادلات لدراسة بنية الق اع الانتاجي وذلن بتقسيمم لعدد من الفروع. ويعد انموذج المدخلاتالمعادلات لدراسة بنية الق اع الانتاجي وذلن بتقسيمم لعدد من الفروع. ويعد انموذج المدخلات

 المخرجات كغيرل من النماذج تبسي ا للواقع الاقت ادي المعقد واداة للتخ ي .المخرجات كغيرل من النماذج تبسي ا للواقع الاقت ادي المعقد واداة للتخ ي .
تخ ةةي  تخ ةةي  المنةةتج إحةةدى أهةةم الأدوات التةةي احتلةةت مكانةةا" بةةارزا" فةةي الالمنةةتج إحةةدى أهةةم الأدوات التةةي احتلةةت مكانةةا" بةةارزا" فةةي ال  -تعةةد جةةداول المسةةتخدمتعةةد جةةداول المسةةتخدم          

والتحليةةةةل الاقت ةةةةاديين مةةةةن خةةةةلال أيجةةةةاد العلاقةةةةات التشةةةةابكية للق اعةةةةات الإنتاجيةةةةة مةةةةع الأخةةةةذ والتحليةةةةل الاقت ةةةةاديين مةةةةن خةةةةلال أيجةةةةاد العلاقةةةةات التشةةةةابكية للق اعةةةةات الإنتاجيةةةةة مةةةةع الأخةةةةذ 
بالاهتمةةةام علاقةةةات التشةةةابن المتبادلةةةة بةةةين خ ةةة  الإنتةةةاج والنشةةةا ات فةةةي ال ةةةناعات المختلفةةةة بالاهتمةةةام علاقةةةات التشةةةابن المتبادلةةةة بةةةين خ ةةة  الإنتةةةاج والنشةةةا ات فةةةي ال ةةةناعات المختلفةةةة 

يةد يةد المنتج علاقات الإنتةاج فيمةا يتعلةق بتحدالمنتج علاقات الإنتةاج فيمةا يتعلةق بتحد  -المكونة للاقت اد القومي ل وتعالج جداول المستخدمالمكونة للاقت اد القومي ل وتعالج جداول المستخدم
مةةةا يمكةةةن إنتاجةةةم وكميةةةة السةةةلع الوسةةةي ة التةةةي تسةةةتخدم فةةةي العمليةةةة الإنتاجيةةةة  بةةةافتراى معرفةةةة مةةةا يمكةةةن إنتاجةةةم وكميةةةة السةةةلع الوسةةةي ة التةةةي تسةةةتخدم فةةةي العمليةةةة الإنتاجيةةةة  بةةةافتراى معرفةةةة 

وتظهةةر أهميةةة وتظهةةر أهميةةة   ..الكميةةات المتاحةةة مةةن مةةوارد الإنتةةاج والتكنولوجيةةا المتبعةةة فةةي العمليةةة الإنتاجيةةةالكميةةات المتاحةةة مةةن مةةوارد الإنتةةاج والتكنولوجيةةا المتبعةةة فةةي العمليةةة الإنتاجيةةة
ليةل ليةل جداول المستخدم ة المنتج بو فم أحةد أسةاليب بنةاء النمةاذج الاقت ةادية لأغةراى التحجداول المستخدم ة المنتج بو فم أحةد أسةاليب بنةاء النمةاذج الاقت ةادية لأغةراى التحتحليل تحليل 

إذ يمكةةةةن ان إذ يمكةةةةن ان   والتركيةةةةب الاقت ةةةةاديين ل بمعنةةةةى اسةةةةتخدامها لأغةةةةراى التخ ةةةةي  القةةةةومي الشةةةةامللوالتركيةةةةب الاقت ةةةةاديين ل بمعنةةةةى اسةةةةتخدامها لأغةةةةراى التخ ةةةةي  القةةةةومي الشةةةةاملل
 ::يستخدم في المجالات الآتيةيستخدم في المجالات الآتية

 ة تحليل العلاقات الرئيسة المتبادلة بين ق اعات الاقت اد الو ني وفروعم.ة تحليل العلاقات الرئيسة المتبادلة بين ق اعات الاقت اد الو ني وفروعم.  1
ذلةن بتحديةد حجةم ذلةن بتحديةد حجةم ة تأمين التوازن بين فروع الاقت اد الو ني في أثناء عملية أعةداد الخ ةة ل و ة تأمين التوازن بين فروع الاقت اد الو ني في أثناء عملية أعةداد الخ ةة ل و   2

النةاتج مةةن كةل فةةرع مةن فةةروع الاقت ةاد وبالشةةكل الةذي يتناسةةب مةع حجةةم ال لةب النهةةائي وال لةةب النةاتج مةةن كةل فةةرع مةن فةةروع الاقت ةاد وبالشةةكل الةذي يتناسةةب مةع حجةةم ال لةب النهةةائي وال لةةب 
 الوسي .الوسي .

ة تحديد الأثر المتبادل بين الاقت اد الو ني والعالم الخارجي الأمر الةذي يسةاعد علةى تخ ةي  ة تحديد الأثر المتبادل بين الاقت اد الو ني والعالم الخارجي الأمر الةذي يسةاعد علةى تخ ةي    3
 ني.ني.التركيب الهيكلي للتجارة الخارجية بالشكل الذي يخدم الاقت اد الو التركيب الهيكلي للتجارة الخارجية بالشكل الذي يخدم الاقت اد الو 

مسةةةةاعدة المخ ةةةةة  علةةةةةى اختيةةةةةار السياسةةةةةات الاسةةةةتثمارية التةةةةةي تحقةةةةةق السياسةةةةةة الاقت ةةةةةادية مسةةةةاعدة المخ ةةةةة  علةةةةةى اختيةةةةةار السياسةةةةةات الاسةةةةتثمارية التةةةةةي تحقةةةةةق السياسةةةةةة الاقت ةةةةةادية   ..4
 والاجتماعية للمجتمع.    والاجتماعية للمجتمع.    

 . يستخدم في حل مشاكل التنمية الاقت ادية للدول النامية .. يستخدم في حل مشاكل التنمية الاقت ادية للدول النامية .55
 . يستخدم في حل المشاكل العسكرية.. يستخدم في حل المشاكل العسكرية.66
نهةةةا فةةةي اعةةةداد الحسةةةابات نهةةةا فةةةي اعةةةداد الحسةةةابات الاقت ةةةاد القةةةومي والتةةةي يسةةةتفاد مالاقت ةةةاد القةةةومي والتةةةي يسةةةتفاد م  بنيةةةةبنيةةةة. اع ةةةاء  ةةةورة مف ةةةلة عةةةن . اع ةةةاء  ةةةورة مف ةةةلة عةةةن 77

 القوميةالقومية
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لا لا و و ل نسةةت يع القةةول ان ضةةخامة عمليةةات التشةةغيل فةةي مختلةةف مراحةةل الانتةةاج ل نسةةت يع القةةول ان ضةةخامة عمليةةات التشةةغيل فةةي مختلةةف مراحةةل الانتةةاج   وبنةاء علةةى ماتقةةدموبنةاء علةةى ماتقةةدم
سيما فةي النظةام الاقت ةادي المتقةدم فانةم لا توجةد علاقةة بسةي ة بةين ال لةب النهةائي للمسةتهلكين سيما فةي النظةام الاقت ةادي المتقةدم فانةم لا توجةد علاقةة بسةي ة بةين ال لةب النهةائي للمسةتهلكين 

ية ل ولهةةةةذا لا بةةةةد ان يكةةةةون ية ل ولهةةةةذا لا بةةةةد ان يكةةةةون ال ةةةةناعات الا ةةةةلال ةةةةناعات الا ةةةةل  سةةةةا ةسةةةةا ةوالحكومةةةةة وبةةةةين الانتةةةةاج الكلةةةةي المنةةةةتج بو والحكومةةةةة وبةةةةين الانتةةةةاج الكلةةةةي المنةةةةتج بو 
لاغةةةراى التخ ةةةي  التعبةةةوي اسةةةلوب يمكةةةن بةةةم قيةةةاس هةةةذل العلاقةةةات وهةةةذا الاسةةةلوب هةةةو انمةةةوذج لاغةةةراى التخ ةةةي  التعبةةةوي اسةةةلوب يمكةةةن بةةةم قيةةةاس هةةةذل العلاقةةةات وهةةةذا الاسةةةلوب هةةةو انمةةةوذج 

المخرجةةات (. ويحةةاول هةةذا الانمةةوذج )) الةةذي كةةان المخرجةةات (. ويحةةاول هةةذا الانمةةوذج )) الةةذي كةةان   –المنةةتج ) انمةةوذج المةةدخلات المنةةتج ) انمةةوذج المةةدخلات   –المسةةتخدم المسةةتخدم 
 -تي:تي:السؤال الآالسؤال الآ  عنعن(( الاجابة (( الاجابة   1لليونيتيف الفضل الاكبر في اخراجم للعالملليونيتيف الفضل الاكبر في اخراجم للعالم

) مةةا هةةو حجةةم الانتةةاج الكلةةي الم لةةوب مةةن كةةل  ةةناعة لمواجهةةة مجموعةةة محةةددة مةةن ال لةةب ) مةةا هةةو حجةةم الانتةةاج الكلةةي الم لةةوب مةةن كةةل  ةةناعة لمواجهةةة مجموعةةة محةةددة مةةن ال لةةب ))
 النهائي مع ثبات الاسعار والت ور التقني ((النهائي مع ثبات الاسعار والت ور التقني ((

 
 Leontief Modelالافتراضات التي يقوم عليها انموذج ليونيتيف الافتراضات التي يقوم عليها انموذج ليونيتيف 

 على مجموعة من الافتراضات هي كالاتي:على مجموعة من الافتراضات هي كالاتي:يقوم انموذج ليونيتيف يقوم انموذج ليونيتيف     
متجانسةةة " اي ان التكةةاليف المتغيةةرة تتناسةةب  رديةةا مةةع تغييةةر متجانسةةة " اي ان التكةةاليف المتغيةةرة تتناسةةب  رديةةا مةةع تغييةةر   وجةةود دالةةة انتةةاج خ يةةةوجةةود دالةةة انتةةاج خ يةةة ..11

 حجم الانتاج "حجم الانتاج "

جةةةات جةةةات الحاالحايفتةةةرى الانمةةةوذج الاسةةةتقرار اي انةةةم يهمةةةل العةةةرى وال لةةةب ويحةةةل محلهةةةا يفتةةةرى الانمةةةوذج الاسةةةتقرار اي انةةةم يهمةةةل العةةةرى وال لةةةب ويحةةةل محلهةةةا  ..22
 ويعالج الاسعار والكميات كل على حدة.ويعالج الاسعار والكميات كل على حدة.

 
 المنتيالمنتي  –انموذج المستخدم انموذج المستخدم 

ات ) منتجةات ( كةل  ةناعة ات ) منتجةات ( كةل  ةناعة المنةتج بانةم يوضةح توزيةع مخرجةالمنةتج بانةم يوضةح توزيةع مخرجة  –يمكن و ف جدول المستخدم يمكن و ف جدول المستخدم     
يوضةةح مةةدخلات ) يوضةةح مةةدخلات ) نفسةةم نفسةةم علةى ال ةةناعات او الق اعةةات الاخةرى للاقت ةةاد القةةومي ل وفةةي الوقةت علةى ال ةةناعات او الق اعةةات الاخةرى للاقت ةةاد القةةومي ل وفةةي الوقةت 

 مستخدمات( كل  ناعة من ال ناعات والق اعات الاخرى.مستخدمات( كل  ناعة من ال ناعات والق اعات الاخرى.
المنةتج ل ب ةورة عامةة بانةم هيكةل المنةتج ل ب ةورة عامةة بانةم هيكةل   –يعبر المحتوى الاح ائي والاقت ةادي لجةدول المسةتخدم يعبر المحتوى الاح ائي والاقت ةادي لجةدول المسةتخدم       

الاقت ادية القائمة بةين مختلةف الق اعةات الاقت ةادية التةي تتجسةد فةي الاقت ادية القائمة بةين مختلةف الق اعةات الاقت ةادية التةي تتجسةد فةي اح ائي يترجم العلاقات اح ائي يترجم العلاقات 
مستلزمات الانتاج التي يوفرها كل ق اع الةى الق اعةات الاخةرىل وبالمقابةل تةوفير مسةتلزماتم مةن مستلزمات الانتاج التي يوفرها كل ق اع الةى الق اعةات الاخةرىل وبالمقابةل تةوفير مسةتلزماتم مةن 

 الق اعات الاخرى. الق اعات الاخرى. 
 المنتج المنتج   –يشير الجدول الاتي ال ورة العامة لجدول المستخدم يشير الجدول الاتي ال ورة العامة لجدول المستخدم       
 
 
 

                                                 
1

ثم قام  1758يعتقد بغض الاقتصاديين ان الاقتصادي الفرنسي فرانسوا كيتاي هو اول من وضع الجدول الاقتصادي بصورة اولية عام  

 العالم الروسي ليونيتيف بتطوير الجدول المذكور
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 جدول المستخدم المنتج
ع مجمو 
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مجموع 
القيمة 
 المضافة

  
n

j

jM nMMMM  الاستيرادات 321

   


n

j

jX 
 

nXXXX 321 
مجموع 
 المدخلات 

jX 
 

 تعبير عن محتويات الجدول بالاتي:يمكن ال
 = تمثل التداخلات الق اعية اما محتويات  فوفها واعمدتها :ijZالم فوفة المربعة  -1

 فوف المربعة= تمثل ال فوف جزءا من ناتج كل ق اع الذي تح ل عليم الق اعات  - أ
 تلزمات انتاج.الاخرى كمس
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اعمدة الم فوفة = تمثل مستلزمات الانتاج للق اعات التي تح ل عليها من الق اعات  - ب
 الاخرى. 

= يشمل المتجم العمودي على الجزء الاخر من ناتج الق اعات والذي iFالمتجم العمودي  -2
ستهلاكا نهائيا ( ل أو يتوزع ويستهلن بشكل سلع نهائية من قبل الافراد )والذي يمثل ا

س المال( او أالحكومة ) ويمثل استهلاكا حكوميا( ل أو يستخدم كسلع استثمارية ) تكوين ر 
ي در ل او يضاف الى المخزون ل وهذل الانواع الخمسة من الاستخدامات بمجموعها 

محلي سيكون عبارة عن ج اللناتل وعليم يمكن القول ان ا iFي لق عليها ال لب النهائي 
 -مجموع ال لب الوسي  وال لب النهائي وتوضحم المعادلة الاتية:

 
n

j

n

i

iiji FZX )1...(.............................. 

  -اذ ان :

iX الناتج المحلي للق اع =i 

ijZ مقدار ما يحتاجم الق اع =)( j اع من الق )(i  لانتاج ما مقدارلjX  من الناتج
 الاجمالي لذلن الق اع.

iF ال لب النهائي على الق اع =)(i 

( ت لح فق  للدول التي بمقدور انتاجها المحلي تغ ية 1المعادلة ) أن تجدر الاشارة الى
دون الحاجة  من ب الكلي اي ) ال لب الوسي ) ال لب الداخلي( + ال لب النهائي(ال ل

ان معظم الدول ان لم تكن جميعها ليس بمقدورها تحقيق الاكتفاء  الى فقرة الاستيرادات إلا
الذاتي لسد ال لب الكلي عن  ريق الانتاج المحلي فق . عليم لا بد من الاعتماد على 

النقص المتوقع ح ولم في الانتاج لتغ ية ال لب الكلي ل من هنا الاستيرادات في تغ ية 
  ( كالاتي:1دلة )ت بح ال يغة اعلال في المعا

 
n

j

n

i

iijii FZMX )2...(.............................. 

 = الاستيراداتiMاذ ان : 
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( ستتكون 1ولغرى تبسي  الانموذج سيتم استبعاد الاستيرادات ل واستنادا الى المعادلة )
من المت ابقات تعبر كل منها عن توزيع ناتج ق اع معني بين ال لب الوسي   مجموعة

 -وال لب النهائي وكما ياتي:

nnnnnnn

n

n

n

XFZZZZ

XFZZZZ

XFZZZZ

XFZZZZ








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.......

)3.........(.................................

.............

..............

321

333333231

222232221

111131211

 

 مجموعة من الافتراضات هي:يفترى الانموذج بشكلم المبس  وجود 

معرفة ال لب النهائي ل بمعنى ان الكميات التي يشتريها المستهلن النهائي من  -1
 ت الاخرى ينبغي ان تكون معلومة.الق اعا

زيادة الانتاج في ق اع معين بنسبة معينة تؤدي الى زيادة مشترياتم من الق اعات  -2
 الاخرى بالنسبة نفسها.

ثبات الاسعارل اذ ان التغير في الاسعار يؤدي الى التغير في المعاملات الفنية والمعبر  -3
 عنها في  ورة نقدية.

ن إفي اقت اد بلد ما ل ف (n)موعة ق اعات انتاجية عددها القول ان وجود مج خلا ة    
انتاج كل من هذل الق اعات سيكون م لوبا من  الق اعات الاخرى في الاقت اد نفسمل ويسمى 

ل وكمثال على ذلن تحتاج  (Internal Demand)هذا ال لب الوسي   او ال لب الداخلي 
ولدات الكهرباء ل وفي الوقت نفسم تحتاج  شركة ما مثل شركة الكهرباء الى الوقود لتشغيل م

م فاة تكرير النف  الى الكهرباء لتشغيل آلاتها التي تعمل على استخراج انواع الوقود 
 Final (external))المستخدمة. أما النوع الآخر من ال لب فهو ال لب النهائي او الخارجي

Demand)  هذا ال لب  يوفرلب الداخلي ل و ل وهذا ال لب يمثل الانتاج المتبقي بعد اشباع ال
اي ان  لحاجات المستهلن الذي قد يكون فردا او عائلة او ق اعا حكوميا او مخ  ا للت دير
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ال لب الكلي او النهائي على اي سلعة هو عبارة عن محموع ال لب الداخلي وال لب النهائي 
 كما سبق القول.

 

 المخرجات  –لمدخلات تئبيقات اقتصادية على انموذج المستخدم المنتي ل ا

 السؤال الاتي: نلهذا الاسلوب من التحليل تحاول الاجابة عن الت بيقات الاقت ادية إ  

لل ما هو حجم الانتاج اللانم من كل قئاع من قئاعات الاقتصاد المختلفة لاشباع الئلب 
 الكلي للانتاج؟  

اج الق اع الواحد يمكن سنفترى وجود ثلاثة ق اعات فق  في الاقت اد ل ولهذا فان انت  
 تمثيلم حسب المعادلة الاتية:

iiiii dXaXaXaX  332211 

 -اذ ان:

iX حجم الانتاج الكلي في الق اع =i 

ija المعامل الفني =(Technical Coefficient )  والذي يشير الى كمية ال لب على السلعة
j  اللازمة لانتاج وحدة واحدة من السلعةi : ل اذ ان- 

3,2,13,2,1  jandi 

id ال لب النهائي على السلعة =i 

 -الخ ي الاتي:اذن لتمثيل ال لب الكلي من الق اعات الثلاثة السابقة نستعين بالانموذج 

33332321313

23232221212

13132121111

dXaXaXaX

dXaXaXaX

dXaXaXaX







 

 ويمكن كتابة الانموذج اعلال باستخدام الم فوفات وكما ياتي:
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 -ويمكن التعبير عن الانموذج السابق بشكل معادلة م فوفية على النحو الاتي:

                                     DAXX   

  -اذ ان:

A  م فوفة المعاملات الفنية =(Technical Coefficient Matrix)   وهي من الرتبة
)( nn . 

X 1(= م فوفة قيم الانتاج الكلي وهي من الرتبة( n. 

D1(ي من الرتبة = م فوفة ال لب النهائي وه( n. 

 -ويتم الحل باستخدام المعادلة الاتية :

  )4(....................
1
DAIX n


 

)(وتمثل  nI  م فوفة الوحدة من الدرجةn. 

 -( كما ياتي:4يتم الو ول الى المعادلة )

 

  DAIX

DXAI

DAXX

DAXX

n

n

1








 

 -اذ ان:

 AI n  الفنية= الم فوفة  (Technical Matrix) و م فوفة ليونيتف أ(Leontief's 

Matrix ). 
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DAXXي لق على الانموذج    انموذج ليونيتيف المفتوح(Open Leontief Model)  ل
بسبب ان هنان منتجات زادت عن حاجة ق اعات الاقت اد الثلاثة في الانتاج الخاص بها 

 وكانت معدة للاستهلان او الت دير.

هو الانموذج الذ لا تزيد منتجاتم  -:(Closed Leontief Model)انموذج ليونتيف المغلق 
عن حاجات الق اعات الاخرى. وفي هذا الانموذج تكون م فوفة ال لب النهائي م فوفة 

AXXوي بح النظام على الشكل  0D فرية اي ان   

 

  8.1مثال ل

 اذا كانت م فوفة المعاملات الفنية هي : 
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 وكانت م فوفة ال لب النهائي لثلاثة ق اعات انتاجية هي:
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 من الق اعات الثلاثة الم لوب // اوجد الانتاج الكلي لكل ق اع

 الحل

 كلي هي:لنفرى ان م فوفة الانتاج ال  
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
















3

2

1

X

X

X

X 

 



 222 

 بالاعتماد على المعادلة الاتية: Xوتحسب قيم متغبرات الم فوفة 

  DAIX n

1
 

نحسب اولا الم فوفة  AI n   :ل ثم نجد مقلوبها ونحقق المعادلة اعلال وكما يأتي 





























































6.06.02.0

02.04.0

6.02.04.0

4.06.02.0

08.04.0

6.02.06.0

100

010

001

AI n 

الان محدد الم فوفة نحسب  AI n  :باستخدام  ريقة ارقام ال ف الاول وكما ياتي 

   
 

168.0

)2.02.0()6.04.0()6.0(

)02.0()6.04.0()2.0()0()6.0()6.02.0(4.0

6.02.0

2.04.0
)6.0(

6.02.0

04.0
)2.0(

6.06.0

02.0
4.0




















AI

AI

n

n

 

نحسب الان الم فوفة المرافقة  AIadj n  

   

   

   

   

   

   

   

   

    1
2.04.0

2.04.0
11

24.0
04.0

6.04.0
11

12.0
02.0

6.02.0
11

28.0
6.02.0

2.04.0
11

12.0
6.02.0

6.04.0
11

48.0
6.06.0

6.02.0
11

28.0
6.02.0

2.04.0
11

24.0
6.02.0

04.0
11

12.0
6.06.0

02.0
11

6

33

33

33

5

32

23

32

4

31

13

31

5

23

32

23

4

22

22

22

3

21

12

21

4

13

31

13

3

12

21

12

2

11

11
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




































































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MC

MC

MC

MC

MC
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 وهكذا م فوفة المرافقات هي:



















124.012.0

28.012.048.0

28.024.012.0

)( AIadj n
 

 وباخذ منقول الم فوفة:





















128.028.0

24.012.024.0

12.048.012.0

)( AIadj n 

ثم نحسب مقلوب الم فوفة   1
 AI n :وكما ياتي 

 

 

95.5666.1666.1

428.1714.0428.1

714.0856.2714.0

128.028.0

24.012.024.0

12.048.012.0

168.0

1)(

1

1













AI

AI

AIadj
AI

n

n

n

n

 

 : Xباستخدام المعادلة الاتية نست يع ايجاد قيم متغيرات الم فوفة 

  DAIX n

1
 

 






















































4760

6.999

2.214

800

700

300

95.5666.1666.1

428.1714.0428.1

714.0856.2714.0
1

X

DAIX n

 

 هي كالاتي: Xوهذا يعني ان قيم 

4760,6.999,2.214 321  XXX 
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  8.2مثال ل

 لدين المعلومات الاتية عن اقت اد ما: 

وجود ثلاثة ق اعات رئيسة يتكون منها هذا الاقت اد وهي ق اع الزراعة وق اع ال ناعة  -1
 وق اع الخدمات.

خرى ل يتميز كل ق اع بوجود مدخلات من المستخدمات يشتريها من الق اعات الا -2
ومخرجات من المنتجات يبيعها الى الق اعات الاخرى بضمنها الق اع نفسم ل فضلا عن 

 المستهلكين النهائيين.

الارقام في التشابن الق اعي المشار اليم في الجدول الى وحدات نقدية مقدرة بالالاف  لتمث -3
 او الملايين او اي تقدير آخر.

ات الانتاج لكل ق اع من الق اعات الثلاثة هي ان قيم الانتاج الاجمالي وال افي ومستلزم -4
 كما في الجدول الاتي:
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الناتج 
 الكلي

 

ال لب 
 النهائي

  ال لب الوسي 

 المخرجات

 

 المدخلات      

مجموع 
ال لب 
 الوسي 

 الزراعة ال ناعة الخدمات

 الزراعة 8 20 0 28 12 40

 ال ناعة 10 20 10 40 20 60

 الخدمات 0 12 4 16 4 20

مجموع  18 52 14 84 36 120
المستخدمات 
 الوسي ة

المستلزمات  22 8 6 36  
 الاولية

 )القيمة المضافة(

المستخدمات  40 60 20 120  
 الكلية
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 يمكن تفسير الجدول اقت اديا وكما ياتي:

 ال ف الثاني من الجدول والذي يخص ق اع ال ناعة )الجزء المظلل في الجدول(:

 

ج النات
 الكلي

 

ال لب 
 النهائي

  ال لب الوسي 

 المخرجات

 

 المدخلات      

مجموع 
ال لب 
 الوسي 

 الزراعة ال ناعة الخدمات

 الزراعة 8 20 0 28 12 40

 ال ناعة 10 20 10 40 20 60

 

( وحدات من من الق اع ال ناعي تذهب الى ق اع الزراعة ) على شكل آلات 10) -1
 ومعدات زراعية (

كمستخدمات فيم  ة من الق اع ال ناعي تذهب الى الق اع ال ناعي نفسم( وحد20) -2
 )على شكل آلات او اغراى للاستخدانات ال ناعية( 

) على شكل معدات ( وحدات من الق اع ال ناعي تذهب الى ق اع الخدمات 10)  -3
 للقيام بخدمة معينة(

استهلاكية ( وحدة منم تباع كاستهلان نهائي للمستهلكين ) على شكل سلع 20) -4
 م نعة(

 60=20+10+20+10اذن الناتج النهائي الكلي للق اع ال ناعي= 
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هو يبين مقدار المنتجات التي تستعمل كمستخدمات في العملية فاما العمود الثاني من الجدول 
 الانتاجية للق اع ال ناعي وكما ياتي) الجزء المظلل من الجدول(:

  الزراعة ال ناعة

 الزراعة 8 20

 ال ناعة 10 20

 الخدمات 0 12

 

( وحدة من الق اع الزراعي ) مثل المواد الزراعية 20يستعمل الق اع ال ناعي ) -1
 التي تستخدم في  ناعة الزيوت او الانسجة ال وفية او الق نية(.

( وحدة من الق اع ال ناعي نفسم ) على شكل سلع 20يستعمل الق اع ال ناعي ) -2
 ن ف م نعة مثلا(.

( وحدة من ق اع الخدمات ) ب فة مستخدمات في 12ع ال ناعي )يستعمل الق ا -3
 عملياتم الانتاجية(.

كما نست يع من خلال الجدول ان نحدد مقدار ما تحتاجم الوحدة الواحدة من انتاج كل ق اع 
 مات الق اعات الاخرى  وكما يأتي:من مستلز 

ا تحتاجم الوحدة الواحدة من من خلال العمود الثاني ) عمود مستخدم ال ناعة( نجد ان مقدار م
ناتج ال ناعة ) من كل مستخدم( يمكن الح ول عليم بقسمة كل عن ر في العمود على 
مجموع المستخدمات ال ناعية الكلية. فلانتاج وحدة واحدة من الانتاج في ق اع ال ناعة 

 يت لب الاتي:
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60

20

3

1
33.0  )وحدة ) من مستخدمات الزراعة 

60

20

3

1
33.0  )وحدة ) من مستخدمات ال ناعة 

60

12

5

1
20.0  )وحدة ) من مستخدمات الخدمات 

يتم استخراج م فوفة المعاملات  إذ( في حل مثالنا هذا 1المثال )في  نفسها خ واتالوسنتبع 
 وكما يأتي:( أما هنا فيت لب الامر ايجاد هذل الم فوفة 1الفنية والتي كانت متوافرة في المثال )

0
20

0
113 a 33.0

60

20
12 a 20.0

40

8
11 a 

50.0
20

10
23 a 33.0

60

20
22 a 25.0

40

10
21 a 

20.0
20

4
33 a 20.0

60

12
32 a 0

40

0
31 a 

 

 -ة يمكن التعبير عن ذلن بالمعادلات الاتية:بعد استخراج م فوفة المعاملات الفني

33321

22322

11321

20.020.00

50.033.025.0

033.02.0

XdXXX

XdXXX

XdXXX







 

 -ويمكن كتابة المعادلات اعلال بشكل م فوفة وكما ياتي:




















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
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







































3

2

1

3

2

1

333231

232221
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3

2

1

d

d

d

X

X

X
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X

X

X

 





































































3

2

1

3

2

1

3

2

1

20.020.00

50.033.025.0

033.020.0

d

d

d

X

X

X

X

X

X

 

  -وبالاعتماد على المعادلة الاتية:
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  DAIX n

1
 

 




























































8.02.00

5.067.025.0

033.08.0

20.020.00

50.033.025.0

033.020.0

100

010

001

AI n 

)(الم فوفة ثم نحسب محدد  AI n   ( والمحدد يساوي 1ونتبع  الخ وات نفسها في المثال . )
28.0هنا  AI n 

),,,,,,,,(نحسب الم فوفة المرافقة بايجاد كل من  111213212223313233 CCCCCCCCC 
 -والتي تساوي القيم الاتية:

44.0,2.0,05.0 111213  CCC
 

,26.0,64.0,16.0 212223  CCC 

,17.0,4.0,45.0 313233  CCC 

 وهكذا فان الم فوفة المرافقة 



















45.040.017.0

16.064.026.0

05.020.044.0

)( AIadj n 

 وباخذ منقول الم فوفة 

















45.016.005.0

40.064.002.0

17.026.044.0

 

 

 نستخرج الان مقلوب الم فوفة وكالاتي:
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 
























45.016.005.0

40.064.020.0

17.026.044.0

28.0

1)(1

AI

AIadj
AI

n

n

n 

















 

593.15664.0177.0

416.12656.2708.0

6018.09204.05576.1

)( 1AI n 

 باستخراج مقلوب الم فوفة نست يع ايجاد قيم متغيرات الم فوفة الاتية:

  DAIX n

1
 

































 

4

20

12

593.15664.0177.0

416.12656.2708.0

6018.09204.05576.1

)( 1 DAIX n 

 


















372.6

32.28

2216.7

X  

 وهكذا تم ايجاد قيم المتغيرات الثلاث وهي:

         2216.71 Xالانتاج الكلي لق اع الزراعة 

32.282 Xالانتاج الكلي لق اع ال ناعة 

           372.63 X  الانتاج الكلي لق اع الخدمات 

تمكننا النتائج المستخرجة من تقدير الزيادة الم لوبة في الانتاج عند توقع زيادة ال لب 
 النهائي على منتج ق اع او اكثر بنسبة معينة.
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 (8.3مثال )

 ق اعات لاقت اد ما. 5افترى وجود 

 لق اع الثالث: الكهرباء الق اع الاول :السيارات   ل   الق اع الثاني:الفولاذ   ل ا

 الق اع الرابع: الفحم   ل الق اع الخامس: الكيمياويات

 وكانت م فوفة المعاملات الفنية كالاتي:


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
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
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
















05.002.005.010.005.0

10.015.030.020.010.0

20.010.020.025.010.0

10.010.010.020.040.0

10.005.005.010.015.0

ija 

 وكانت م فوفة ال لب النهائي كالاتي:

























500

400

300

200

100

D 

 الحل//


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

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
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
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
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10.005.005.010.015.0
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





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









































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



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400

300

200

100

95.002.005.010.005.0

10.085.030.020.010.0

20.010.080.025.010.0

10.010.010.080.040.0

10.005.005.010.085.0
1

 

 





































































49.712

28.1153

23.1007

74.821

23.425

500

400

300

200

100

14.108.014.023.020.0

42.038.166.068.058.0

48.030.051.168.056.0

37.029.039.060.185.0

23.014.019.030.037.1

 

 هي كالاتي:iXاذن قيم  
1X =425.23ق اع السيارات 
2X = 821.74ق اع الفولاذ 
3X =1007.23ق اع الكهرباء 
4X =1153.28ق اع الفحم 
5X =712.49ق اع الكيمياويات 
 
 

 (8.4مثال )
تشير yتشير الى قيمة الانتاج النهائي لق اع الزراعة بالمليون دولار ل و xلتكن 

الى قيمة الانتاج النهائي لق اع ال اقة بالمليون دولار ايضا. ويمكن التعبير عن ذلن 
 بالمعادلات الاتية:

yx

yx

1.02.0

2.04.0



 
 وقيم ال لب النهائي يمكن تمثيلهما بالاتي:









9

12 
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 وباضافة قيم ال لب النهائي يمكن التعبير عن المعادلات السابقة بما ياتي:


































9

12

1.02.0

2.04.0

y

x

y

x 

 وكما تعلمنا سابقا يمكن حل الم فوفة اعلال باستخدام ال يغة الاتية:
  DAIX n

1
 































9.02.0

2.06.0

1.02.0

2.04.0

10

01 

معكوس الم فوفة  AI n  هي 









2.14.0

4.08.1 

ثم تضرب قيمة معكوس الم فوفة  AI n  في م فوفة ال لب النهائي وكما
 ياتي:



























6.15

2.25

9

12

2.14.0

4.08.1 

 يون دولارمل 25.2اذن قيمة الانتاج النهائي لق اع الزراعة = 
 مليون دولار 15.6قيمة الانتاج النهائي لق اع ال اقة = 
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 الف ل الثامن اسئلة
افرى بان هنان اقت ادا بسي ا مكون من ثلاثة ق اعات وم فوفة  -:1س

 المعاملات الفنية هي كالاتي:



















2.03.01.0

2.01.04.0

2.03.02.0

ija 

 10لب النهائي عن الق اعات الم لوب // جد انتاج الق اعات الثلاثة اذا تغير ال 
 مليون دولار على الترتيب. 6مليون دولار و  5مليون دولار و 

 
 -لدين البيانات الاتية : -:2س





































900

200

1800

038.019.0

12.010.033.0

34.025.005.0

Daij 

 الم لوب // جد الانتاج للق اعات الثلاثة 
 
وحدة  1000وحدة من القمح و  500جد الانتاج النهائي الذي يقابل ال لب لة -:3س

 يت ل اذا توفرت لدين المعلومات الاتية:من الز 










11.033.0

08.025.0
ija 

 
 8مليون دولار لق اع الزراعة الى  12افترى ان  لب المستهلن يتغير من  -:4س

مليون دولار. جد الانتاج  5مليون الى  9مليون دولار ل و لب المستهلكلل اقة من 
لهؤلاء المستهلكين من النهائي لكل ق اع الذي يستوفي حاجة ال لب النهائي 

 الق اعين. وكانت م فوفة المعاملات الفنية هي كالاتي:










2.14.0

4.08.1
ija 
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المنتج ولثلاثة ق اعات اقت ادية ) زراعة  –اع يت جدول المستخدم  -:5س
 و ناعة وخدمات(

 

الناتج 
 الكلي

 

ال لب 
 النهائي

  ال لب الوسي 

 المخرجات

 

 المدخلات      

مجموع 
ال لب 
 الوسي 

 الزراعة ال ناعة الخدمات

 الزراعة 4.62 2.25 7.45 14.32 8 23.14

 ال ناعة 2.31 7.56 4.96 14.83 10 25.21

 الخدمات 4.62 5.04 2.84 12.50 12 24.84

 
 الم لوب //

 ايجاد الانتاج الكلي لق اع الزراعة وال ناعة والخدمات .
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 يهدف هذا الف ل الى التعرف على:
 

 البرمجة الرياضية 

 البرمجة الخ ية 

 الخ وات الاساسية للبرمجة الخ ية 

 رائق حل البرمجة الخ ية  
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 الفصل التاسع
 البرمجة الخئية

 مقدمة
الفضل في استخدامها  يعودات منت ف القرن العشرين لو تعد البرمجة الخ ية من اكبر انجاز   

تمت في ذلن الوقت اول  إذ 1939في عام  Kantorovichالى العالم الروسي كانتروفتش 
است اع العالم الامريكي  1947دون ايجاد حلول لها وبحلول عام  من ياغة للبرمجة الخ ية 
والتي وفرت الملايين من الاموال  في حل هذل المسائل (G.Dantzig)الدكتور جورج دانتزج 
هذا الفرع من فروع بحوث من الشركات والمنشلت الانتاجية المستخدمة ل لعددومن ساعات العمل 

وتعالج البرمجة الخ ية مشاكل توزيع الموارد المحدودة على الانش ة المتنافسة داخل  العملياتل
 نتاج والنقل بانواعها المختلفة.المنشأة ل وتبرز هذل المشاكل ب ورة جلية في شركات الا

قبل الدخول الى موضوع الف ل الحالي سنتناول وبشيء مخت ر بعى التعاريف ذات    
 العلاقة بموضوع الف ل ومن اهمها الاتي:

: تنقسم البرمجة الرياضية الى اقسام  (Mathematical Programming) البرمجة الرياضية
 عدة وهي:

تعد من اهم اساليب البرمجة  -: (Linear Programming LP) البرمجة الخئية -1
الرياضية واكثرها ت بيقا في الحياة العملية لضمان الاستخدام الامثل للموارد في ظل 
امكانيات وموارد محدودة ل مثل ايجاد المزيج الامثل من بين المنتجات التي ينتجها 

خام. ومن امثلة البرمجة م نع معين لتحقيق اكبر ربح  يقا للمتاح من العمل والمواد ال
الخ ية هي نقل منتجات معينة من منا ق انتاج الى مراكز استهلان بحيث تقوم كل 
من قة انتاجية بتوزيع منتجاتها الى مراكز الاستهلان بحيث يشبع كل مركز استهلاكي 

 احتياجم بأقل كلفة ممكنة. 
البرمجة في هذل النوع من  -: (Goal Programming   GP) برمجة الاهداف -2

يوجد اكثر من هدف ويعبر عن كل هدف بقيد في  ورة معادلة يعرف بقيد الهدف 
(Goal Constraint)  يحتوي على متغيرين انحرافيين(Deviation Variables) 

ويتم  ياغة دالة الهدف في  ورة ت غير مجموع متغيرات الانحرافات غير المرغوب 
يعكس  (Priority Factor)عامل اولوية فيها. ويمكن تقدير معامل لكل هدف يسمى م

ويتم حل برنامج الاهداف  ار ويمكن تقدير وزن نسبي لكل هدفلدرجة تفضيل متخذ القر 
 معاملات الاولوية. يهتم بها فيباستخدام  ريقة السمبلكس وذلن بعد تعديلها حتى 
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تستخدم هذل ال ريقة عندما لا  -: (Integer Programming)البرمجة الصحيحة  -3
ففي كثير من المواقف  لكون من المناسب ان تكون اعداد المشروعات في  ورة كسريةي

الادارية تكون قيم متغيرات القرار اعدادا  حيحة ل فمثلا عند اختيار التوليفة الاقل كلفة 
من ال ائرات الم لوب شراؤها  بقا للسعر ووفق ال يانة وال اقة الاستيعابية فانم في 

المعقول ان تكون اعداد ال ائرات في  ورة كسرية. وكذلن عند هذل الحالة ليس من 
اختيار التوليفة الاكثر ربحا من بين المشروعات الم لوب انشاؤها  بقا للموارد المالية 
المتاحة .ويمكن التفرقة بين ثلاثة انواع من البرمجة ال حيحة بحسب نوع متغيرات 

 القرار التي يتضمنها البرنامج وهي:
وهي  -: General Integer Programmingلصحيحة العامة البرمجة ا -  

 التي تكون جميع متغيرات القرار فيها في  ورة  حيحة.
وهي التي -: Binary Integer Programmingالبرمجة الصحيحة الثناةية  - ب

 يمكن ان تكون يها متغيرات القرار اما  فرا او واحد.
-: Mixed Integer Programming -:البرمجة الصحيحة المختلئة  - ت

 وهي التي تحتوي على خلي  من المتغيرات ذات ال بيعة ال حيحة والكسرية 
 

يعد البرنامج غير خ ي  -:Non –Linear Programmingالبرمجة اير الخئية  -4
 ياغة علاقة او اكثر من العلاقات في  ورة غير خ ية ويمكن حلم  تاذا تم

تخفى دالة  ت القرار التي تعظم اوباستخدام حساب التفاضل للح ول على قيم متغيرا
لاكرانج وذلن اذا كانت القيود الهيكلية في  ورة معادلات الهدف باستخدام مضاعفات 

ومضاعفات لاكرانج اذا كانت القيود  Khun Tuckerو باستخدام شرو  كون توكر 
 الهيكلية في  ورة متباينات.

ن دالة الهدف في هنا تكو  -: Quadratic Programmingالبرمجة التربيعية  -5
 ورة تربيعية والقيود الهيكلية في  ورة خ ية وهي حالة خا ة من البرمجة غير 

 Wolfe'sالخ ية . ومن ال رائق المستخدمة في الحل هي  ريقة السمبلكس لة وولف 
Simplex Methods for QP   وهي تعتمد على اساس مضاعفات لاكرانج وشررو

 .كون تكر فضلا عن  ريقة السمبلكس
وهنا  -:  Stochastic Programming  SPالبررمجة العشواةية او الاحتمالية  -6

احتمالية  –يتم و ف مؤشر او اكثر من مؤشرات الانموذج باستخدام متغيرات عشوائية 
 Chance. ومن ال رائق المعروفة للحل  رقة البرمجة العشوائية المقيدة 

Continues Programming  عة لدالة الهدف ومعاملات تقدر القيم المتوق إذ



 242 

متغيرات القرار من القيود الهيكلية او ال رف الايمن لها او كليهما كمتغيرات عشوائية 
 ذات توزيعات احتمالية معينة.

تستخدم هذل ال ريقة  -:  Dynamic Programming   DPالبرمجة الديناميكية  -7
وفي فترات متغيررة  عندما يكون الهدف هو التو ل الى حلول متعلقة ببعضها البعى

ومتعاقبة وبكون الغرى من دالة الهدف هو امثلية هذل الاهداف على الفترات المختلفة 
 باكملها.

 
 Linear Programming البرمجة الخئية

تعود الجذور التاريخية لهذا العلم المتخ ص الى الحرب العالمية الثانية عندما كانت القوات   
المشاكل الامر الذي ادى بها الى استخدام الاساليب الرياضية في البري انية تواجم العديد من 

بحوث العمليات لحل العديد من المشاكل التي تواجم ادارتها للعمليات الحربية فضلا عن عمليات 
 ادارة الاعمال والادارة الحكومية وذلن لتحقيق الاستخدام الامثل للموارد البشرية والمادية المتاحة.

الذي حققم استخدام هذا الفرع من فروع المعرفة  في المجالات الحربية تحول بعد النجاح    
استخدامم الى حقول المعرفة الاخرى ولاسيما في حقول المعضلات الادارية. وقد اسهمت 
مجموعة من العوامل في استخدام هذا العلم في الحقول الاخرى كال ناعة مثلا وتتمثل هذل 

المحلية والاقليمية والدولية وشدة المنافسة بين المنشلت ال ناعية العوامل في اتساع حجم السوق 
 وتعقد وتنوع المشاكل التي تواجم المشاريع.

 
 الخئوات الاساسية لدراسة البرمجة الخئية

 اي تحديد كل مما ياتي: -:تعريف المشكلة قيد الدرس  -1
 ل التكاليفالهدف: يتمثل في زيادة الارباح او زيادة ال اقة الانتاجية او تقلي - أ
ق العمل المختلفة والتي تستخدم في التقييم اذ يمكن قياس ائالبدائل: تحديد  ر  - ب

 الكفاءة بالربح او بالكلفة او عدد الوحدات او الوقت
القيود: المق ود بها المحددات مثل الاموال والايدي العاملة والمعدات والوقت  - ت

 وغيرها.
 

ية تمثيل المكونات والمشكلة والعوامل ن بناء الانموذج هو عملإ -بناء الانموذج : -2
المؤثر فضلا عن الظروف المحي ة بها بحيث تساعد في فهم المشكلة ومن ثم التو ل 

 الى قرار  ائب.
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والغرى من حل الانموذج هو استخراج مجموعة قيم المتغيرات وذلن  -حل الانموذج: -3
 باتباع اساليب البرمجة الخ ية.

ظهار قدرتم على تمثيل المسألة ل إاختبار الانموذج والغرى من  -اختبار الانموذج: -4
ويتم ذلن باستعمال بيانات تاريخية وقد يت لب الانر تحوير الانموذج واعادة اختبارل الى 

 ان تزول كافة النواقص الموجودة فيم.
متم ءبعد التاكد من  لاحية الانموذج وملا -وضع الحل موضع التئبيق العملي: -5

 ل موضع الت بيق العملي ووضعم بايدي ا حاب القرار.للبيانات يتم وضع الح
 

 و فرو  البرمجة الخئية شروئ 
 يستند انموذج البرمجة الخ ية على عدة شرو  هي:  

 التحديد الجيد لدالة الهدف. -1
ان تكون العلاقة التي ترب  دالة الهدف والقيود علاقة خ ية وان تكون معادلات  -2

 ى وخ ية ايضا. الانموذج معادلات من الدرجة الاول
محدودية الموارد : ينبغي ان تت ف الموارد بالمحدودية كي يتسنى ت بيق انموذج  -3

 البرمجة الخ ية.
 

 فرو  البرمجة الخئية
التناسبية : ينبغي ان يكون هنان تناسب خ ي بين المخرجات والمدخلات فعندما  -1

 بالنسبة نفسها.% فانم ينبغي ان تزداد المخرجات 8يزداد عن ر العمل مثلا بنسبة 
 عدم السالبية: اي ان تكون  جميع متغيرات الانموذج غير سالبة . -2
 الانقسامية: اي ان تكون جميح وحدات الانموذج قابلة للانقسام الى وحدات كسرية. -3
التراكمية : يق د بها ان المشاركة في الربح الاجمالي هو ح يلة جمع مشاركة  -4

 مجة الخ ية.وذج البر أنمجميع الوحدات الداخلة في 
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 الصيغة العامة لانموذج البرمجة الخئية 
 -يمكن توضيح الانموذج العام لاسلوب البرمجة الخ ية وكما ياتي:  

 : دالة الهدف    -1

nnXCXCXCZMaxorMin  .......2211 
   القيود الهيكلية : - 2

mnmnmm

nn

nn

bXaXaXa

bXaXaXa

bXaXaXa

tosubject







,,......

....

....

,,......

,,......

2211

22222121

11212111

 

  قيد عدم السالبية-3
0.....,..........,.........,, 321 nXXXX 

نموذج يشمل ثلاثة عنا ر اساسية هي دالة الهدف والقيود الهيكلية وقيد عدم السالبية اي ان الا
 -ل اذ ان:

Z)قيمة دالة الهدف ) تعظيم او تدنية = 
C)معاملات دالة الهدف ) ربح او كلفة الوحدة الواحدة ............الخ = 
Xمتغيرات القرار = 
a احتياجات كل وحدة واحدة من الموارد سواء كانت موارد اولية او الزمن او عدد العاملين =

 .........الخ.
nعدد المتغيرات = 
mعدد القيود = 
bالموارد المتاحة = 
لتعرف على الشكل الرياضي لمكونات انموذج البرمجة الخ ية يمكن اعادة كتابة ال يغة بعد ا

 -الرياضية للانموذج بالشكل العام:
 : دالة الهدف -1

njXCZMaxorMin
n

j

jj ,......32,1
1



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 القيود الهيكلية : -2

nibXa

toSubject

n

j

ijij ,.......2,1),,(

:

1


 

 :قيد عدم السالبية  -3

0jX 

 -ريقة المصفوفات وكما ياتي:كما يمكن كتابة الانموذج بط

 دالة الهدف  -1

 























n

n

X

X

X

CCCMaxorMin

.

.........

2

1

21

 

 

 

 

 

 

 

 القيود الهيكلية -2







































































mnmnmm

n

n

b

b

b

X

X

X

aaa

aaa

aaa

AX

.

.,,

.

.*

...

...

.........

.........

2

1

2

1

21

22221

11211

 

قيد عدم السالبية:  -3  0.........,,, 21 nXXX 
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 -اذ ان :
A.مصفوفة معاملات المتغيرات في القيود = 
Xمتغيرات القرار. = متجه عمودي يمثل 
b.متجه عمودي يمثل الموارد المتاحة = 
C.متجه افقي يمثل معاملات دالة الهدف = 

 ئراةق حل انموذج البرمجة الخئية
 -الخ ية توجد  رائق عدة هي:للتو ل الى حل مشكلة البرمجة   

 Graphical Methodال ريقة البيانية  -1
  Algebrian Methodل ريقة الجبرية ا -2
 The Dual Method ريقة الانموذج المقابل  -3
 Simplex Methodال ريقة المبس ة  -4

 
 
 Graphical Method الئريقة البيانية -1

ق المستخدمة لحل مشكلة البرمجة الخ ية كونها تعالج ائتعد هذل ال ريقة من ابس  ال ر    
ركز فائدتها في توضيح الحلول الممكنة وكيفية الح ول المشاكل ذات متغيرين اثنين فق  ل وتت

على الحل الامثل. وتعتمد هذل ال ريقة على الرسم البياني لمتغيرات المشكلة في ا ار 
 ) وهي Feasible Solutionالاحداثيات الافقية والعمودية لتحديد من قة الحل الممكن 

المت رفة  بعدها يتم تحديد النقا  لة(ل ومنأمن قة مغلقة بكافة القيود الواردة في المس
Extreme Points  وهي النقا  التي تكون على حدود مساحة الحل الممكن( التي تعظم او (

 للحل بموجب هذل ال ريقة بالاتي: دالة الهدفل ويمكن توضيح الخ وات الرئيسة تدني

سالة لمسالة البرمجة الخ ية ل اي تحويل م Mathematical Formال يغة الرياضية  - أ
البرمجة الخ ية من ال ياغة اللفظية الى الشكل الرياضي وتحديد دالة الهدف والقيود 

 ق الحل الممكنة.ائوتعد هذل الخ وة اساسية لكل  ر 
اي تحويل جميع القيود ) ما عدا قيد  Standard Formال يغة المعيارية او القياسية  - ب

 عدم السالبية( الى متساويات ) معادلات(.
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وذلن من خلال معرفة حل كل منهما  Solution Pointsالحل للمعادلات  تحديد نقا  - ت
 بالنسبة للمتغير الاول بدلالة المتغير الثاني.

يتم تمثيل نقا  حل كل  إذل  Graphical Presentationالتمثيل البياني لنقا  الحل  - ث
 معادلة بخ  مستقيم وا ل بين نق تي الحل.

ل وتختلف من قة  Feasible Solution Regionتحديد نقا  من قة الحلول الممكنة  - ج
 الحلول الممكنة حسب الامثلية الم لوبة لدالة الهدف.

الذي يحقق الامثلية الم لوبة عن  ريق  Optimal Solutionتحديد الحل الامثل  - ح
 التعويى بنقا  من قة الحلول في دالة الهدف.

ها انم في حالة احتواء المشكلة المراد تجدر الاشارة الى ان هذل ال ريقة واجهت انتقادات عدة من 
حلها على ثلاثة متغيرات او اكثر في عب تمثيلها بيانيا لانها تستلزم الاستعانة بنظريات هندسية 

هذل ال ريقة  عدخا ة ل كما تستلزم الدقة في الرسم للح ول على نتائج دقيقة ل الامر الذي 
 اخرى كال ريقة المبس ة وغيرها.ق ائمحدودة الفائدة ل مما يستلزم اللجوء الى  ر 

ساعة للق ع  2مشروع اقت ادي ي نع فراش نوم وخيام ل كل فراش نوم يستلزم  : 9-1مثال ل  
ساعات للخيا ة ل و ساعة واحدة لل لاء ضد الماء ل وكل خيمة تت لب ساعة واحدة  5و 

 14الشركة ساعات لل لاء ضد الماء. وكانت موارد  3ساعات للخيا ة ل و  5للق ع ل و 
ساعة لل لاء ضد الماء في اليوم ل وان هامش  18ساعة للخيا ة ل و 40ساعة للق ع ل و 

 وحدة نقدية من الفراش. 50وحدة نقدية من الخيمة الواحدة ل و  30الربح 
 اوجد الحل الامثل لهذا الانموذج الخ ي  :الم لوب
 الحل
 خ وات الحل السابقة : قن ب

 كما ياتي:ايجاد ال يغة الرياضية و  -1
 -ثم نكون الجدول الاتي: 2xوللخيمة بالرمز  1xنرمز لفراش النوم بالرمز 
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 اقة الم نع 
 الق وى

2x 1x المنتج 

 ساعات العمل      

 ق ع 2 1 14

 خيا ة 5 5 40

  لاء 1 3 18

 الربح 50 30 

 

 -بعد وضع الجدول اعلال تكون ال ياغة الرياضية لمسالة البرمجة الخ ية هي:

21دالة الهدف      3050 xxzMax  

:toSubject 

142قيد الق ع:    21  xx 

4055قيد الخيا ة:  21  xx 

183قيد ال لاء:  21  xx 

,0السالبية : قيد عدم  21 xx 

 -ايجاد ال يغة المعيارية او القياسية وكما ياتي: -2
142من قيد الق ع:  21  xx 

4055من قيد الخيا ة:  21  xx 

183من قيد ال لاء:  21  xx 
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 1xبدلالة 2xة تحديد نقا  الحل للمعادلات من خلال معرفة حل كل منهما بالنسبة ل -3
ل او 2xتساوي  فرا لايجاد  1xل ثم نفرى  1xتساوي  فرا لايجاد 2xنفرى ان و 

متغيرات لايجاد نق ة كل باسلوب اسهل ومخت ر وذلن بقسمة الثوابت على معاملات ال
 اي ان:متغير ل 

   1xالاحداثي 2xالاحداثي  نقا  الاحداثيات

)14,7( 14
1

14  7
2

14  قيد الق ع 

)8,8( 8
5

40  8
5

40  قيد الخيا ة 

)6,18( 6
3

18  18
1

18  قيد ال لاء 

 
يتم تمثيل نقا  حل كل معادلة بخ  مستقيم وا ل بين  إذالتمثيل البياني لنقا  الحلل  -4

 Isoprofitاحداثيات كل قيد ل وتمثل هذل ما يسمى بمنحنيات الربح المتساوي الميل 
Curves :ويتكون الشكل البياني الاتي 

 

 (1-9( التمثيل البياني للمثال ) 48شكل ) 
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حديد نقا  من قة الحلول الممكنة : وهي المن قة المحدبة الى نق ة الا ل والمحددة ت -5
بنقا  احداثية ناتجة من تقا ع منحنيات الارباح الممثلة لكل قيد . وتختلف من قة 

ة الم لوبة لدالة الهدفل اذ نجد ان الامثلية الم لوبة هي تعظيم الحلول حسب الامثلي
دالة الهدف وبالتالي فمن قة الحلول الممكنة هي المن قة المظللة باللون الا فر اعلال 

لمن قة الحلول المقبولةل علما انم  Corner Pointsوبايجاد احداثيات النقا  الركنية 
 النقا  وكما ياتي:يوجد اكثر من  ريقة لايجاد احداثيات 

 Graphical Calculating ريقة الحساب البياني  - أ
  Algebra Calculating ريقة الحساب الجبري  - ب

 

 :Graphical Calculating ريقة الحساب البياني  - أ
تتلخص هذل ال ريقة بايجاد نقا  الاحداثيات من الرسم البياني مباشرة ل اذ عند تقا ع 

ونحدد الرقم على هذا المحور وهذا  1xل على محور اي مستقيمين نسق  سهمين ل الاو 
 اذ ان: 2xل وبالمثل مع  1xالرقم هو قيمة 
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 (9-1(   ريقة الحساب البياني للمثال ) 49شكل ) 
  ريقة الحساب الجبري: - ب

ن الرسم البياني قد تكون احيانا غير دقيقة ل نظرا لان تحديد احداثيات النقا  مباشرة م
وبالتالي من المجدي استخدام  ريقة اكثر دقة في تحديد احداثيات نقا  التقا ع ل 
وتتلخص ال ريقة الجبرية في حل معادلتي المستقيمين المتقا عين ل فمثلا لايجاد النق ة 

B ال لاء وقيد الخيا ة:  التي يتقا ع عندها معادلتان هما قيد 

4055قيد الخيا ة:    21  xx 

183قيد ال لاء :   21  xx 

 تساوي: Bبحل المعادلتين نجد ان النق ة 

)5,3(B 

 وكذلن الحال بالنسبة لبقية النقا  اي ان:
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)2,6(

)0,0(

)0,7(

)0,6(









C

E

D

A

 

 
لامثل الذي يحقق التعظيم عن  ريق التعويى بنقا  من قة الحلول تحديد الحل ا -6

الممكنة في دالة الهدفل اذ ان النق ة التي تجعل دالة الهدف عند نهايتها العظمى هي 
احدى النقا  الركنية لمن قة الحلول المحتملة وهي ابعد هذل النقا  عن نق ة الا ل 

 ا ان دالة الهدف هي :وبم  Extreme Pointوتسمى بالنق ة المت رفة 

21 3050 xxz  

 فان:

 الاحداثيات zقيمة  النقا  الركنية

A 300030650 Az )0,6(),( 21 xx 

B 300530350 Bz )5,3(),( 21 xx 

C 360230650 Cz )2,6(),( 21 xx 

D 350030750 Dz )0,7(),( 21 xx 

E 0030050 Ez )0,0(),( 21 xx 

 
) المست يل Cوبهذل ال ريقة نحدد النق ة التي تجعل قيمة دالة الهدف اكبر القيم وهي النق ة 

ى اكبر ربح ممكن ينتج ل وللح ول عل 360المظلل( ل وان قيمة الارباح عندها تساوي 
 وحدات من الفراش ووحدتين من الخيام .  6المشروع 
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  9-2مثال ل
 اذا توافر لدين البرنامج الخ ي الاتي:

0,

140710

90105

120108

:

84

21

21

21

21

21











xx

xx

xx

xx

toSubject

functionObjectivexxzMax

 

 اللذين بحققان النهاية العظمى لدالة الهدف بيانيا  2xو  1xحدد قمة كل من 
 الحل

 احداثيات القيد الاول :
120108 21  xx 

)12,15( ),( 21 xx 
 

 احداثيات القيد الثاني: 
90105 21  xx 

)9,18( ),( 21 xx 
 

 احداثيات القيد الثالث:
140710 21  xx 

)20,14( ),( 21 xx 
 

 وفيما يتعلق بالتمثيل البياني لاحداثيات القيود:
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 (9-2( التمثيل البياني لقيود المثال ) 50شكل ) 

 ثم ايجاد ميل دالة الهدف:
ت لايجاد الحل الامثل في ن اق من قة الحلول الممكنة ل نرسم دالة الهدف كسلسلة من منحنيا  

على 1xان ميل دالة الهدف هو عبارة عن حا ل قسمة معامل  ) المتوازية( إذ الربح المتساوية
 -. وبما ان دالة الهدف هي: 2xمعامل 

21 84 xxz  

هو  Slopeفهذا يعني ان الميل 
2

1
 

ويتم رسم هذل الخ و  او المنحنيات ذات الميل 
2

1
بدءا من نق ة الا ل والابتعاد تدريجيا الى  

الى ان ن ل الى الخ  الذي يلامس ابعد نق ة ركنية ( عن نق ة الا ل نفسم الميلبالخارج ) 
من نق ة الا ل بشر  ان تكون من بين النقا  الركنية لمن قة الحلول الممكنة. بمعنى اوضح 

الذي يكون حا ل قسمتهما يساوي  2xو 1xنختار معاملين لة 
2

1
ثم ن ل هذين الرقمين  

ي من قة الحلول الممكنة. فمثلا بمستقيم حتى ن ل للمستقيم الذي يلامس ابعد نق ة ركنية ف
وهكذا  12و  8و  4و  2هي  2xوهكذا ل بينما ارقام  6و  4و  2و  1هي  1xارقام احداثي 

وكما هو  نفسم نح ل على الميل 2xعلى نفس تسلسل رقم من  1xلو قسمنا اي رقم من  إذل 
 -موضح في الشكل البياني الاتي:
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 ( ايجاد ميل دالة الهدف 51شكل ) 

 
 
  9-3ثاللم

 جد القيمة العظمى لمشكلة البرمجة الخ ية الاتية:

 
 الحل//

عند النق ة  0,0 3)0(2)0(0 فان ..........  z 
عند النق ة  0,1 3)1(2)0(3ن .......... إف z 
عند النق ة  1,2 3)2(2)1(8ن .......... إف z 
عند النق ة  2,0 3)0(2)2(4ن .......... إف z 

 1yو   2xا وهذا يتحقق عندم 8هو  zعليم فان القيمة العظمى لة 
 -ويشير الشكل الاتي الى التمثيل البياني للمشكلة اعلال:

 
Z=3x+2y 

Subject to 

x+2y ≤4 

x-y ≥1 

x,y ≥0 
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 (9-3( التمثيل البياني للمثال ) 52شكل ) 

 
 (:9-4مثال )

 -جد القيمة العظمى لدالة الهدف الاتية: 

9052

27

11

int,00

64











yx

yx

yx

sconstrathetosubjectyandxwhere

functionObjectiveyxz

 

 
 الحل//

108)0(6)27(4:)0,27(

)(132)12(6)15(4:)12,15(

116)16(6)5(4:)16,5(

66)11(6()0(4:)11,0(

0)0(6)0(4:)0,0(











zAt

zofvalueMaximumzAt

zAt

zAt

zAt

 

 يشير الشكل البياني الاتي الى التمثيل البياني للمشكلة 
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 (9-4ثال )(  التمثيل البياني للم 53شكل ) 

 
 (:9-5مثال )

 -جد القيمة الدنيا لدالة الهدف الاتية:

2752

4

153

632

int,00

75













yx

yx

yx

yx

sconstrathetosubjectyandxwhere

functionObjectiveyxz

 

 الحل//

15)0(7)3(5:)0,3(

25)0(7)5(5:)0,5(

51)3(7)6(5:)3,6(

40)5(7)1(5:)5,1(

28)4(7)0(5:)4,0(

14)2(7)0(5:)2,0(













zAt

zAt

zAt

zAt

zAt

zofvalueMinimumzAt

 

 -والشكل الاتي يمثل الحل البياني للمشكلة :
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 (9-95(  التمثيل البياني للمثال ) 54شكل ) 

 
  :9-6مثالل

 جد القيمة العظمى لدالة الهدف الاتية:

0,

4842

6024

68

21

21

21

21









xx

xx

xx

toSubject

xxzMax

 

 الحل:
شكل خ و  مستقيمة لان المتباينات من الدرجة الاولى لة بأالواردة في المسكافة نرسم المتباينات 

ل ثم يتم تحديد اتجال كل متباينة بحسب الاشارة الواردة فيها فيما اذا كان اكبر ويساوي او اقل 
 ويساوي.

 

)0,24(240

)12,0(120

4842

)0,15(150

30,0300

6024

12

21

21

12

21

21













xxif

xxif

xx

xxif

xxif

xx

 

 نق ة تقا ع المستقيمين :
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6

366

9684

6024

)2(4842

6024

2

2

21

21

21

21

















x

x

xx

xx

xx

xx

 

121 x 
 والشكل البياني يشير الى من قة الحل الممكن

 
 (9-6)( التمثيل البياني للمثال  55شكل )  

 C,B,A)بعد تحديد من قة الحل الممكن نحدد النقا  المت رفة لتلن المن قة وهي النقا  )
ونختار بعد ذلن النق ة المت رفة التي تجعل دالة الهدف في قيمتها المثلى )العظمى( وتمثل 

)12(هي النق ة التي تعظم دالة الهدف اي عندما  Bالنق ة  1x 6(و( 2 x 
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 zقيمة  النقا 

21 68 xxz  

 الاحداثيات

A 7212608 z )12,0(),( 21 xx 

B 13266128 z )6,12(),( 21 xx 

C 12006158 z )0,15(),( 21 xx 

 
  :9-7مثال ل

 جد القيمة الدنيا لدالة الهدف الاتية:

0

0

903010

36612

3006060

15.012.0













y

x

yx

yx

yx

toSubject

yxC

 

 الحل:

08.1)0(15.0)9(12.0:)0,9(

66.0)2(15.0)3(12.0:)2,3(

72.0)4(15.0)1(12.0:)4,1(

90.0)6(15.0)0(12.0:)6,0(









CAt

CAt

CAt

CAt

 

اي عند قيمة  0.66وتساوي  )2,3(عليم فان القيمة الدنيا التي تم الح ول عليها عند النق ة 
)3( x  2(و( y.ل والشكل الاتي يشير الى تمثيل الحل بيانيا 
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 (9-7(  التمثيل البياني للمثال ) 56شكل )  
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   :9-8مثال ل
 مستخدما الرسم البياني اوجد امثلية هذل الدالة:  

0,

69

2

318

21

1

21

21









xx

x

xx

toSubject

xxTC

 

 الحل:
 احداثيات القيد الاول:

)2( 21  xx 
)2,2( ),( 21 xx 

 
 احداثيات القيد الثاني:

)69( 1x 

)0,
3

2
( ),( 21 xx 

 
 وبالرسم البياني لاحداثيات القيود نجد
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 (9-8( التمثيل البياني للمثال )  57شكل )   

ان نحدد احداثيات نقا  من قة الحلول الممكنة وهي المن قة المقعرة الى  ومن  الرسم نست يع
 نق ة الا ل وتتحدد بالاحداثيات :













3

4
,

3

2

)0,2(

B

C

 

ثم نقوم تحديد الحل الامثل الذي يحقق التدنية لدالة الهدف عن  ريق التعويى بنقا  من قة 
يتها ال غرى هي ان النق ة التي تجعل دالة الهدف عند نها إذالحلول الممكنة في دالة الهدف 

 احدى النقا  الركنية لمن قة الحلول المحتملة وهي اقرب هذل النقا  الى نق ة الا ل.
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 الاحداثيات TCقيمة  النقا 
النق ة
C  

36)03()218( CTC )0,2(),( 21 xx 

النق ة
B  

16)
3

43()
3

218( BTC )
3

4,
3

2(),( 21 xx 

ت ل الى اقل ما  16BTCو Bال غرى تتحقق عند النق ة  TCن قيمة إف من ثمو 
 يمكن.

و ال ريقة البيانية يفتقد الى الدقة احيانا لانم اكثر تعرضا مما سبق يتضح ان الشكل البياني ا  
للاخ اء الشخ ية ل كما انم ي عب حل المسائل ذات المتغيرات الثلاثة او اكثر بال ريقة 
البيانية ل الامر الذي ت لب اللجوء الى  ريقة اكثر مرونة ودقة واقل جهدا من ال ريقة البيانيةل 

 الجبرية. وتسمى هذل ال ريقة بال ريقة
والاشكال البيانية الاتية توضح امكانية الو ول الى الحل في حالة وجود اكثر من متغيرين     

ان هذا الحل يكون  عبا على الكثير ممن يت دى للحل في هذل  إلاباستخدام الحل البياني 
 ى.الحالة فضلا عن عدم وضوح من قة الحل الامثل الامر الذي يت لب اللجوء الى حلول اخر 

 
 

 
 ( من قة الحل الامثل في حالة وجود اكثر من متغيرين 58شكل )  
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   التمثيل المجسم لمنئقة الحل الامثل لمشكلة برمجة خئية تحتوي اكثر من متغيرين  59شكل ل   

 

 
   التمثيل البياني لمشكلة برمجة خئية ذات ثلاثة متغيرات  60شكل ل  
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  Algebraic Solutionالئريقة الجبرية  -2
 هما: سنتعرى الى ال ريقة الجبرية في حالتين

  Maximizationتعميم دالة الهدف اولا: 

 تي:أينبغي اتباع الخ وات الاتية في حالة التعظيم وكما ي
 تكوين ال يغة الرياضية لمسألة البرمجة الخ ية اي تحديد دالة الهدف والقيود رياضيا. -1
) فيما عدا قيد عدم  جميعها ي تحويل المتبايناتتكوين ال يغة المعيارية او القياسية ل ا -2

السالبية (  الى متساويات ) معادلات( مع اضافة متغيرات مساعدة ل بمعنى عندما 
تم اضافة متغيرات مساعدة موجبة الاشارة تسمى تتكون القيود ا غر من او يساوي 

غير  وتعبر هذل المتغيرات عن ال اقة Slack Variablesبالمتغيرات الوهمية 
تم اضافة متغير لكل قيد. ونلاحظ ان عدد المتغيرات المساعدة ) المتغيرات تالمستغلةل و 

الوهمية( ينبغي ان يساوي عدد القيود او المتباينات وان معامل كل متغير مساعد في 
 دالة الهدف يساوي  فرا.

للنظام  Feasible Solution Number(F.S.N)تحديد عدد الحلول الممكنة  -3
 اذ ان: Combinationsباستخدام التوافيق الخ ي 

)!(!

!
..

rnr

n
CNSF rn


 

 اذ ان:

NSF  = عدد الحلول الممكنة..

nعدد المتغيرات = 

rعدد القيود = 

تكوين جدول بدائل الحل ويمكن ايجاد البدائل بوضع كل متغيرين ب فر ومنها يتم ايجاد  -4
باقي المتغيرات في ال ف. وعند حساب قيمة المتغيرات لكل حل بديل ينبغي رفى اية 

مع  ليتفقاي ان الحل يعد مرفوضا اذا  ادفنا قيمة سالبة لاي متغيرل  لمة سالبةقي
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شر  عدم السالبية ل وبالتعويى بقيم المتغيرات في دالة الهدف نح ل على قيم دالة 
 الهدف عند كل حل.

تحديد الحل الذي يحقق الامثلية لدالة الهدف ل حيث نختار اكبر قيمة في حالة اذا كانت  -5
 هي تعظيم دالة الهدف. الامثلية

 
  9-9مثالل
 مستخدما ال ريقة الجبرية اوجد حل النظام الخ ي الاتي:   

0,

4842

6024

68

21

21

21

21









xx

xx

xx

toSubject

functionObjectivexxz

 

 
 الحل:
تحويل المتباينات الى متساويات واضافة متغيرين وهميين موجبي الاشارة لوجود  -1

 -متباينتين كما ان معاملات هذل المتغيرات ستكون ا فارا في دالة الهدف وكما ياتي:

4842

6024

221

121





Sxx

Sxx
 

 -الة الهدف هي:وتكون د

2121 0068 SSxxz  

 

 4تحديد عدد الحلول الممكنة باستخدام التوافيق ل عدد المتغيرات= -2 2121 ,,, SSxx 
 -فنح ل على عدد الحلول الممكنة كالاتي: 2وعدد القيود=
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6
)!24(!2

!4
..

)!(!

!
..

24 







CNSF

rnr

n
CNSF rn

 

اعمدة  4حلول ممكنة وعلى هذا الاساس يتكون جدول الحل من  6اذن عدد الحلول الممكنة = 
  فوف ) بعدد الحلول الممكنة( 6) بعدد المتغيرات( وعمود لدالة الهدف و 

تكوين جدول بدائل الحل ل ويمكن ايجاد البدائل بوضع كل متغيرين ب فر ومنها يتم  -3
ايجاد باقي المتغيرات في ال ف ل ويجب ان نلاحظ عند حساب قيم المتغيرات لكل حل 

قيمة سالبة تماشيا  وجودبديل رفى اية قيمة سالبة ل وهذا يعني رفى الحل في حالة 
شر  عدم السالبية كما تم ذكرل سابقا . وبالتعويى بقيم هذل المتغيرات في دالة  مع

 وكما في الجدول الاتي: لالهدف نح ل على قيم دالة الهدف عند كل حل
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 جدول الحلول الممكنة

2121 0068 SSxxz  2S 1S 2x 1x المتغيرات 

الحلول      
 البديلة

0 48 60 0 0 1 

 2 0 30 0 سالب مرفوى

72 0 36 12 0 3 

120 18 0 0 15 4 

 5 24 0 سالب 0 مرفوى

132 0 0 12 6 6 

  1حساب الصف الاول من الجدول ل البديل رقم  : 

 2Sو  1S=  فر وبالتعويى في المعادلات نح ل على قيم  2xو  1xهنا قيمة كل من 
 -وكما ياتي:

48&60

48)0(4)0(2

60)0(2)0(4

21

2

1







SS

S

S

 

  كاحد الحلول الممكنة: zثم نعوى القيم في دالة الهدف لايجاد قيمة الربح 
0)48(0)60(0)0(6)0(8 z 

 حساب العمود الثاني :ب: 
 2S : و  2xل وبالتعويى في المعادلات نح ل على  1S=0و 1xهنا قيمة 
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7212048)30(448)(4)0(2

30600)(2)0(4

22222

22





SSSSx

xx

 

ن الحل مرفوى ولاداعي لايجاد بقية المتغيرات لان هذا إو الما ح لنا على قيمة سالبة ف
 يتنافى مع قيد عدم السالبية 

 حساب العمود الثالث:ج : 

22في المعادلات نح ل على  وبالتعويى 2S=0ل 1xهنا قيمة هنا قيمة  , xS : 

362460

12484

11

22





SS

xx
 

 -ثم نعوى القيم في دالة الهدف فنح ل على الاتي:
72126 z 

 
 :حساب العمود الرابع د: 

21قيمة كل من  ,0 xS :وبالتعويى في المعادلات نح ل على الاتي- 

120815

18

15

2

1







z

S

x

 

 حساب العمود الخامس:هر : 
22قيمة كل من  ,0 xS : وبالتعويى في المعادلات نح ل على 

36

24

1

1





S

x

 

 ن الحل مرفوى إبة فو الما ح لنا على قيمة سال

12الان باعتبار كل من :  حساب العمود السادسو:  ,0 SS  وبالتعويى في
12المعادلات نح ل على قيمتي  , xx: 
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12

6

7212

192168

12048

)4()2(..........4842

)2()1(..........6024

1

2

2

21

21

21

21



















x

x

x

xx

xx

xx

xx

 

 -ثم نعوى في دالة الهدف للح ول على قيمة الربح كأحد الحلول الممكنة اي ان:

132

0)6(6)12(8

0068 2121







z

z

SSxxz

 

ا كانت الامثلية نختار اكبر القيم في حالة اذو تحديد الحل الذي يحقق الامثلية لدالة الهدف ل  -4
ن القيم إف بذلننجد ان ال ف السادس يحقق اعلى قيم و  إذالم لوبة هي تعظيم دالة الهدف 

 المتح ل عليها لتعظيم دالة الهدف هي:

132

60

12

2

1







z

x

x

 

 

 Minimizationتدنية دالة الهدف ثانيا: 
 عند استخدام الحل الجبري في حالة التدنية: ينبغي اتباع الخ وات الاتية

 الرياضية لمسألة البرمجة الخ ية . تكوين ال يغة -1
تكوين ال يغة المعيارية او القياسية ل اي تحويل جميع المتباينات )فيما عدا قيد -2

السالبية( الى معادلات مع اضافة متغيرات مساعدة عندما تكون القيود اكبر من او يساوي 
 Surplus)تم اضافة متغيرات مساعدة سالبة الاشارة تسمى بالمتغيرات الفائضة ت
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Variables)  تم اضافة متغير لكل قيد ل وعدد المتغيرات المساعدة التي تضاف تاذ
 يساوي  فرا في دالة الهدف.لتم اضافتم تيساوي عدد المتباينات ومعامل كل متغير مساعد 

 للنظام الخ ي باستخدام التوافيق. F.S.Nتحديد عدد الحلول الممكنة -3
يمكن ايجاد البدائل بوضع كل متغيرين ب فر ومنها يتم تكوين جداول بدائل الحلل و -4

ايجاد باقي المتغيرات في ال ف. وينبغي ان نلاحظ عند حساب قيمة المتغيرات لكل حل 
بديل رفى اي قيمة سالبة ل وهذا كما ذكرنا سابقا تماشيا مع شر  عدم السالبية ل 

 م دالة الهدف عند كل حل.وبالتعويى بقيم هذل المتغيرات في دالة الهدف نح ل على قي
تحديد الحل الذي يحقق الامثلية لدالة الهدفل اذ نختار ا غر قيمة لان الامثلية -5

 الم لوبة هنا هي تدنية دالة الهدف.

  9-10مثال ل
 مستخدما ال ريقة الجبرية جد امثلية دالة الهدف الاتية:  

0,

6553

10849

4823

47

21

21

21

21

21











xx

xx

xx

xx

toSubject

functionObjectivexxTC

 

 الحل:
فائضة سالبة الاشارة)عددها ثلاثة( بعدد تحويل المتباينات الى معادلات مع اضافة متغيرات 

 المتباينات:

6553

10849

4823

321

221

121







Sxx

Sxx

Sxx

 

 -وكذلن ت بح دالة الهدف بعد اضافة ثلاثة متغيرات فائضة كالاتي:
32121 00047 SSSxxTC  

 للنظام الخ ي باستخدام التوافيق : F.S.Nنحدد الان عدد الحلول الممكنة 
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10
)!35(!3

!5
..

)!(!

!
..

35 







CNSF

rnr

n
CNSF rn

 

 
المتغيرات( و  اعمدة ) بعدد 5حلول ممكنة اي ان الجدول سيتكون من  10وهذا يعني ان هنان 

 - فوف ) بعدد الحلول الممكنة( وكما ياتي: 10
 جدول الحلول الممكنة

32121 00047 SSSxxTC  3S 2S 1S 2x 1x  

 1 0 0 سالب   مرفو 
 2 0 24 0 سالب  مرفو 
108 70 0 6 27 0 3 
 4 0 13 سالب  0 مرفو 
 5 16 0 0 36 سالب مرفو 
 6 12 0 سالب 0  مرفو 
 7 32.5 0 49.5 189.5 0 مرفو 
100 33 0 0 18 4 8 
106 0 18 0 9 10 9 
 10 7.5 9.9 سالب 0 0 مرفو 

 
 الان سنجري حسابات ال فوف والاعمدة المحددة في الجدول اعلال:

 (:1حساب ال ف الاول من الجدول ) البديل رقم 
يساوي  فرا وبالتعويى في المعادلات نح ل على  2xو  1xمن ال ف الاول قيمة كل من 

 -كما ياتي:و  3Sو  2Sو  1Sقيم كل من 

65)0(5)0(2

108)0(4)0(9

4848)0(2)0(3

3

2

11







S

S

SS

 

 سالبة فان الحل مرفوى ولاداعي لايجاد باقي قيم المتغيرات .  1Sو الما قيمة 
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ويستمر الامر بالنسبة لبقية ال فوف وسنجد في نهاية الحل ان الحل الامثل هو في ال ف 
 -ان قيم المتغيرات هي كالاتي: إذالثامن 

18

4

100

2

1







x

x

TC

 

 
 :Dual model and Shadow Priceالانموذج المقابل واسعار المل 

لكل مسألة من مسائل البرمجة الخ ية التي تبحث في تعظيم الدالة الى حدها الاعلى   
Maximization  هنان مسالة مقابلة لها تبحث في ت غير الدالة الى حدها الادنى 

Minimization ن لكل مسألة في تدنية الدالة لها مسالة مقابلة لها تبحث في امكانية ل كذلن فإ
 -الة ل ويمكن التعبير عن ذلن بالاتي:تعظيم الد

 ال يغة المقابلة  ال يغة الاولية
  يغة تدنية  يغة تعظيم 
  يغة تعظيم  يغة تدنية 

 اهمية دراسة الانموذج المقابل:
يمكن حل مسائل التعظيم ب يغة مسائل التدنية والعكس  حيح بمعنى اذا كانت لدينا  -1

مسألة التعظيم متى ما ح لنا على ل نفسها تخ وابالمسألة تدنية فانم يمكن حلها 
 انموذج التعظيم المقابل وهذا يوفر الجهد لدراسة ال رائق البديلة .

ان  إذاذا كانت دالة الهدف تحتوي على ثلاثة متغيرات وقيدين يحددان  بيعة المسألة  -2
 ق البيانية .ائهذل النوعية من مسائل البرمجة الخ ية ي عب حلها بال ر 

 
 لتحويل للحصول على الانموذج المقابلقواعد ا

 عند اشتقاق الانموذج المقابل من الانموذج الا لي يلاحظ الاتي:
ن دالة الهدف ت بح تدنية في إاذا كانت دالة الهدف تعظيم في المشكلة الاولية ف-1

 المشكلة المقابلة والعكس  حيح.
لة المقابلة وثوابت معاملات دالة الهدف في المشكلة الاولية ت بح ثوابت في المشك-2

 القيود في المشكلة الاولية ت بح معاملات دالة الهدف في المشكلة المقابلة.
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sXم فوفة معاملات المتغيرات -3 في قيود المشكلة الاولية يتم تحويرها اي جعل  ,
sYال فوف اعمدة والاعمدة  فوف لت بح معاملات المتغيرات  في قيود المشكلة  ,

 المقابلة.
ذا كانت اشارات المتباينات في المشكلة الاولية اقل إ) القيود( تنعكس ف اشارات المتباينات-4

كما  ىمن او يساوي  ت بح اكبر من او يساوي والعكس  حيح ل اما قيد السالبية فيبق
 وبشكل عام اذا كان لدينا ال يغة الاتية: ‘دون تغييرمن هو 

mnmnmm

nn

nn

nn

Cxaxaxa

Cxaxaxa

Cxaxaxa

toSubject
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 -يمكن اشتقاق ال يغة المقابلة لل يغة اعلال وكما ياتي:
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 Shadow Prices in the dual Modelاسعار المل في الانموذج المقابل 
عن الكلفة الحدية للموارد النادرة ل ويشير سعر الظل لمورد ما الى زيادة او تعد اسعار الظل  
ص الارباح نتيجة لزيادة او نقص وحدات هذا المورد بوحدة واحدة. كما يشير عمود الثوابت في قن

الثنائي الى سعر الظل ) السعر المحاسبي او السعر الدفتري( . واسعار الظل ليست  الانموذج
سعرا سوقيا فهي اسعار لموارد موجودة ا لا في المنشأة اي مقيدة دفتريا وليست اسعار السوق 
الحالية التي ربما تزيد او تنقص ومن ثم فان هذل الاسعار ي لق عليها اسعار ظل لانها لا 

فهي تعبر عن الكلفة الحدية للموارد. ونلاحظ ان  بذلنلفة الفر ة البديلة و تحتوي على تك
 إذمعاملات دالة الهدف في الانموذج الاولي ت بح اسعار ظل في الانموذج الثنائي) المقابل( 

nPPPنجد ان معاملات دالة الهدف وهي  ....,..........,, هي نفسها اسعار الظل في  21
 الانموذج المقابل.

 (9-11مثال )
 الخ ي الاتي في ال ورة الاتية ) تدنية(عبر عن البرنامج 
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 الحل :
 -سيتم تحويل  يغة التدنية الى ال يغة المقابلة وكما ياتي:

 اشتقاق ال يغة المقابلة ال يغة الاولية  
 تعظيم الامثلية ) تدنية ( 

 ت بح معاملات دالة الهدف الثوابت 
 ت بح ثوابت معاملات دالة الهدف 

 ت بح ا غر او يساوي  بر او يساوياشارة المتباينة اك
 ت بح  فوف الاعمدة 
 يكون الانموذج المقابل هو : وبذلن



 277 

0,,,

1435

2283

5762

50403020

4321

4321

4321

4321

4321











YYYY

YYYY

YYYY

YYYY

toSubject

YYYY

 

 (9-12مثال )
 حول ال يغة الاولية المتمثلة بتدنية دالة الهدف الى ال يغة المقابلة ) تعظيم دالة الهدف(

0

45523

60964

553225

321

321

321









iX

XXX

XXX

toSubject

functionObjectiveXXXTCMin

 

 الحل:
 ال يغة الثنائية المقابلة
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 Simplex Methodالئريقة المبسئة -4

تعد  ريقة السمبلكس  ريقة رياضية ذات كفاءة عالية في استخراج الحلول لمسائل البرمجة    
ل  1947قد  ورت هذل ال ريقة من عالم الرياضيات الامريكي جورج دانتزج عام و الخ ية. 

وتستند هذل ال ريقة على اساس الابتداء بحل معين يعد مقبولا ثم تستمر باسلوب تكراري دوري 
ي ت وير هذا الحل الى ان نح ل بعد عدد معين من الخ وات الى الحل الامثل. وينبغي بعد ف

ن عان القيام بحل مثال اختبارل للو ول الى الحل الامثل إذ الو ول الى الحل الاساسي 
 البرمجة الخ ية تحددل مجموعة خ وات يمكن معرفتها بحل المثال الاتي:

 (:9-13مثال )
انتاج مح ول القمح في الشتاء والذرة ال فراء في ال يف وكانت دالة يرغب منتج زراعي ب

 -الربح ) دالة الهدف ( هي كالاتي:

0,

160

1100

6505.0

:

1632

21

21

21

21

21











XX

XXارضدونم

XXتموزعملساعة

XXاذارعملساعة

toSubject

XXZMax

 

 -تمثل الارقام الموجودة في دالة الهدف  افي دخل الدونم الواحد وهي كالاتي:
  1Xوحدة نقدية للقمح 32
 2Xوحدة نقدية للذرة ال فراء  16

 -نتج هي كالاتي:اما الموارد المحدودة  المتوافرة للم
 دونما من الارى 160 -1
 ساعة عمل في شهر آذار 65 -2
 ساعة عمل في شهر تموز 110 -3

 ساعة عمل 0.5مت لبات الدونم الواحد من ساعات عمل آذار لمح ول القمح =  إن
 ومت لبات الدونم الواحد من ساعات عمل تموز للذرة ال فراء = ساعة عمل واحدة.

 السمبلكس سنحاول تمثيل الحل بيانيا: قبل حل السؤال باستعمال  ريقة
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 (9-13( التمثيل البياني للمثال )61شكل ) 

ن من قة الحل الممكن تتحدد بالمساحة إ BCDH0 ويبدأ حل المسألة عادة بنق ة الا ل
نفترى عدم وجود اي من المح ولين ل حتى ت بح للحل بداية جيدة ل ثم تتم تجربة نتائج  إذ

ي الحل عند النقا  الاخرى وه BCDH  فيستقر الحل الامثل عند نق ة معينة وهي النق ة
D  دونما ذرة  فراء ل وهذا ما سنلاحظم عند حل  30دونم من القمح و 130اي تتم بزراعة

 السؤال ب ريقة السمبلكس.
 
 

 خ وات الحل:
تحويل المتباينات الى معادلات بادخال مجموعة من الانش ة الافتراضية ) الراكدة(بعدد  -1

 -محدودة وكما ياتي:الموارد ال

3S)عدد ساعات عمل شهر اذار)مارس= 

4S)عدد ساعات عمل شهر تموز) يوليو = 

5S.عدد وحدات مساحة الارى = 
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ان معامل الانش ة الافتراضية تاخذ م فوفة وحدة ليكون اثرها حياديا في عملية  -2
رمجة ت بح مسألة الب من ثم الضرب في م فوفة المعاملات الفنية للانش ة الحقيقية. و 

 -الخ ية على الشكل الاتي:
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ذا إنلاحظ من المسالة اعلال ان معاملات الانش ة الافتراضية الثلاث هي م فوفة وحدة ل ف
ن ح والذرة ال فراء فإبدأنا الحل بنق ة الا ل اي بافتراى انش ة مستواها  فرا لانتاج القم

 -ي:تكون على النحو الات لحلالانش ة الافتراضية التي يبدأ بها ا
651 ساعة عمل شهر اذار) مارس( 3 S 

1101ساعة عمل شهر تموز ) يوليو(              4 S 
1601مساحة الارى  ) دونم (                       5 S 

 (Initial Plan)تبوب المعلومات الواردة اعلال في جدول السمبلكس وتظهر لنا الخ ة الاولى 
 -وكما ياتي:

 
الذي يع ي اعلى  افي دخل ) او اعلى سعر  يتم التقا  العمود في الانش ة الحقيقية-3

 (Pivot Column)ظلي اذا كانت الارقام تمثل اسعارا ظلية( ويسمى عمود الانتقال 
نقوم بقسمة الارقام التي تمثل الموارد المحدودة على المعاملات الموجودة تحت النشا  -4

ت عمود خاص اعلال ونضع حا ل القسمة تح 3الحقيقي الذي حددنال في الخ وة رقم 
بذلن يسمى بعمود النسبة الموضح في جدول السمبلكس ل ويتم التقا  ال ف الذي 

. ان هاتين (Pivot Row)في الجدول ويسمة  ف الانتقال  130يع ي ادنى رقم وهو 
تتضمنان فكرة التقا  النشا  الانتاجي الذي يع ي اعلى مردود  4و  3الخ وتين في 

 دونما. 130تعمال اقل كمية من الموارد وهي في نفس الوقت الذي ي احبم اس
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 جدول السمبلكس ) الخ ة الاولى(
 16       32السعر       الخ ة الاولى 

 الانش ة الحقيقية

  فر       فر     فر

 الانش ة الافتراضية

 

 

 الموارد  السعر النسبة
1X 2X 3S 4S 5S 

Pivot 
Row 

0 3S 65 0.5 0 1 0 0 1305.065  

 0 
4S 110 0 1 0 1 0 0110 

0 5S 160 1 1 0 0 1 1601160  

 Z 0 0 0 0 0 0  

PZ المعيار  0 32- 16- 0 0 0  

 Pivot 
Column 

 

 

 

فان نق ة التقائهما   (Pivot Row)وال ف  (Pivot Column)الان بعد تحديد العمود -5
في جدول  1X( تحت النشا  الحقيقي 0.5هي نق ة الارتكاز وتمثل القيمة )

 السمبلكس.
الذي تم التقا م على الرقم  (Pivot Row)الارقام الموجودة في الس ر  نقوم بقسمة-6

( وحا ل القسمة هو الارقام  الجديدة للس ر الجديد 0.5الموجود في نق ة الارتكاز )
 -وهي:والتي تعود للنشا  الحقيقي الاول في الخ ة الثانية 

النشاط 

 رجالخا
النشاط 

 الداخل
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655.0  =130 دونم قمح ) النشا  الحقيقي الاول 

05.00
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15.02

05.00

5.05.01











 

 
فتبقى كما هي وتظهر في  5Sو 4Sخرى في الخ ة الاولى وهي اما الانش ة الا-7

الخ ة الثانية ل ولكن الارقام التي تعود لل ف في كل منها لا تبقى كما هي وذلن لان 
الموارد المحدودة قد تاثرت وذهب قسم منها لسد حاجة النشا  الانتاجي الحقيقي الذي 

ام التي تعود لل ف لكل ونح ل على الارق 1Xظهر في الخ ة الثانية وهو القمح 
 -بالمعادلة الاتية: 5Sو 4Sمن 

 

 

 ×  = 

 
 

في الخ ة الاولى نح ل  4Sوبت بيق هذل المعادلة على الارقام الموجودة في الس ر الذي فيم 
 في الخ ة الثانية. نفسم لس رلعلى الارقام الاتية التي تعود 

 

0)00(0

1)00(1
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110)1300(110




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 -ي:في الخطة الثانية فه 5Sأما الارقام التي تظهر مع 

العنصر او 

الرقم في 

السطر 

 القديم

رقم التقاطع 

في السطر 

 القديم

الرقم المناظر 

 في السطر

 الجديد

الرقم الجديد 

في السطر 

 الجديد
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1)01(1

0)01(0

2)21(0

1)01(1

0)11(1

30)1301(160




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





 

ففي جدول الخ ة الثانية مثلا  لفي كل خ ة Zينبغي ان تحتسب قيمة دالة الهدف -8
( وحدة نقدية ل ولاجل الح ول على هذا الرقم نقوم 4160ا بحت قيمة دالة الهدف )

( في الارقام 0ل0ل 32عمود السعر المذكور في اق ى يمين الجدول ) الارقام بضرب 
عمود على انفراد بحيث تجمع نتيجة الضرب لكل عمود الموجودة في متن الجدول ولكل 

 ل فقيمة دالة الهدف للخ ة الثانية هي : Zوتوضع مقابل 
4160)300()1100()13032(  

 

 وهكذا في بقية الاعمدة. والجدول الاتي يبين الخ ة الثانية
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 جدول السمبلكس ) الخ ة الثانية(
 16       32السعر       الخ ة الثانية 

 الانش ة الحقيقية

 ر       فر     فر ف

 الانش ة الافتراضية

 

 

 الموارد  السعر النسبة
1X 2X 3S 4S 5S 

32 
1X 130 1 0 2 0 0 0130 

0 
4S 110 0 1 0 1 0 1101110  

0 5S 30 0 1 2- 0 1 30130  

 Z 4160 32 0 64 0 0  

 PZ  4160 0 16- 64 0 0  

 Pivot 
Column 

 

 

 

 

 

هي تكرار للخ وات اعلال  نفسم لى في الوقتن جدول الخ ة الثالثة وهي النهائية والمثإ-9
PZظة الس ر الاخير حخ وة مهمة هي ملا ولكن ينبغي ان تسبقها   في الجدول

PZ يسمى  إذالثاني ل    بالمعيارCriterion   لانم يؤشر كيفية التقا  النشا
 الحقيقي الثاني الذي يأتي بعد ان تمت معرفة النشا  الحقيقي الاول وهو القمح.

PZقام المذكورة مقابل ن الار إ   هي حا ل  رح الارقام مقابلZ  من الاسعار المذكورة
( على الترتيب ل ويتم عادة التقا  اكبر 0ل0ل0ل 16ل 32في اعلى الجدولل وهذل الاخيرة هي )

)الذرة ال فراء( سوف تضيف  2X( حيث ان كل وحدة مساحة من -16رقم بالسالب وهو )
 ية لكل دونم من هذا المح ول.( وحدة نقد16لقيمة دالة الهدف )

Pivot 

Row 

 

النشاط 

 الداخل

النشاط 

 الخارج
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اما اذا ظهر الرقم موجبا تحت النشا  الحقيقي فانم يمثل كلفة حدية ل اي ان كل وحدة مساحة 
تستعمل تسبب نق انا لقيمة دالة الهدف بهذا المقدار ) ولكن هذا المعيار ينعكس اذا كانت 

نش ة الافتراضية الفائضة فانها المسألة تدنية للتكاليف(ل اما الارقام الموجبة الموجودة تحت الا
 تمثل قيمة الناتج الحدي ل بمعنى ان استعمال كل وحدة منها سوف تضيف لقيمة دالة الهدف.

ويلاحظ في آخر جدول ) الخ ة المثلى( ان الارقام الموجودة في المعيار وللانش ة الحقيقية    
1X 2وX ن استعمال وحدة مساحة ا بحت  فرا بمعنى اننا و لنا الى الحل الامثل لهما لا

اضافية من احدهما سوف لن يضيف الى قيمة دالة الهدف وبهذا نعرف اننا و لنا الى نهاية 
 الحل وكما في الجدول الاتي:

 جدول السمبلكس ) الخ ة الثالثة المثلى(
 16       32السعر       الخ ة المثلى 

 الانش ة الحقيقية

  فر       فر     فر

 ضيةالانش ة الافترا

 

 

 الموارد  السعر النسبة
1X 2X 3S 4S 5S 

32 
1X 130 1 0 2 0 0  

0 
4S 80 0 0 2 1 1-  

16 
2X 30 0 1 20 0 1  

 Z 4640 32 16 32 0 16  

PZ المعيار  4640 0 0 32 0 16  
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 الف ل التاسع: اسئلة
 جد بيانيا من قة الحل الممكن لمسائل البرمجة الخ ية الاتية: :1س
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 : حول ال يغة الاولية المتمثلة بتدنية دالة الهدف الى ال يغة المقابلة ) تعظيم دالة الهدف(2س
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 : كون ال يغة الرياضية للمسالة الاتية مع الرسم موضحا من قة الحلول الممكنة 3س

ال اقة الق وى 
 للالة

2X 1X المنتجات 

 العمليات     

 العملية الاولى 3 5 109

 ة الثانيةالعملي 4 2 80

 الربح 10 8 

 

 : جد حل الانموذج الاتي ب ريقة السمبلكس4س
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