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  الشكر والتقدير
  أولاً نشكر االله سبحانه وتعالى

لا بد لنا ونحن نخطو خطواتنا الأخيرة في الحياة الجامعية مع وقفة تعود إلى أعوام  
قضيناها في رحاب الجامعة مع أساتذتنا الكرام الذين قدموا لنا الكثير باذلين بذلك 

  جهودا كبيرة في بناء جيل الغد لتبعث الأمة من جديد ...

  نتقدم بجزيل الشكر لأستاذنا الفاضل:

 عثمان إسحقعمر الخليل 

لبحث،  والذي غمرنا بنبل الذي تفضل مشكورا بقبول الإشراف على هذا ا
  وإرشاده،أخلاقه وحسن توجيهه 

  وأيضاً الشكر للدكتور:

 عبد القادر البشرى

وقبل أن نمضي نتقدم بأسمى آيات الشكر والامتنان والتقدير والمحبة إلى الذين 
دوا لنا طريق العلم والمعرفة إلى جميع حملوا أقدس رسالة في الحياة وإلى الذين مه

  أساتذتنا الأفاضل... 

  لكم بذلك الشكر والتقدير،،،
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  أ  الآية 
  ب  الإهداء 

  ج  الشكر والعرفان
  د  الفهرس

  و  المستخلص
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  المستخلص

 وبعض الجزئية التفاضلية المعادلات ءلمبادي بحث عمل تم وتوفيقه االله من بفضل
 حلها وطرق ةالجزئي التفاضلية المعادلات علي التعرف بهدف وذلك تطبيقاتها
 وذلك المتغيرات فصل بطريقة صعوبة كثرأ مسائل وحل دراستها في والتوسع

 المناسبة الأمثلة استصحاب مع المنشدة بحلول وإجاباتها العلمية الأسئلة تقديم بنهج
  .المنشودة الغاية ليحقق وتحليلي وصفي اطار في وذلك التفاضلية المعادلات من
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Abstract 

 

The grace of Allah Almighty was the work of search principles 

differential equations and some of their applications in order to identify 

the partial differential equations and their solutions and the expansion of 

the study and resolve issues more difficult way separation of variables 

and this approach to provide scientific questions and their answers by 

female performers with rooming appropriate examples of differential 

equations, as part of descriptive and analytical to achieve the desired end 
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  خطة البحث: (1) 

  :مشكلة البحث) (1-1
 مؤجزية الجزئية وكيفية حلولها وعرض تبيان المقصود بالمعادلات التفاضل
  التي ستدرس بالتفاصيل. الأفكارعن تصنيفها ونظرة عامة عن عدد من 

في حقل سريان الموائع معظم الظواهر الفيزيائية سواء كانت  إن
توصف بصورة  أنسريان الحرارة يمكن  أوالميكانيك، البصريات  ،الكهربائية

الرياضية هي  معظم الفيزياء إنوفي الحقيقة  عامة بمعادلات تفاضلية جزئية.
التبسيطات تحول المعادلات قيد  أنمعادلات تفاضلية جزئية وعلى الرقم من 

المنظومات يقع  لهذهالوصف الكامل  أن إلامعادلات تفاضلية اعتيادية  إليالدرس 
 ضمن المجال العام للمعادلات التفاضلية الجزئية.

بصورة تبين ارتباط  وأبرزهاالمجالات  لهذهولذالك جاء البحث للتطرق 
  .الأخرىالرياضيات بالعلوم 

  أهداف البحث:  (2-1)
  ها.أ.التعرف على المعادلات التفاضلية الجزئية وطرق حل

  ب.التوسع في دراستها.
  صعوبة بطريقة فصل المتغيرات. أكثرحل مسائل  ج.

  أهمية البحث:  (3-1) 
معظم القوانين الطبيعية في الفيزياء مثل معادلات ماكسويل وقوانين  إن

كلها مكتوبة بدلالة المعادلات التفاضلية الجزئية  نيوتن للتبريد ومعادلات نافير
العلاقات بين  بإيجادفان هذه القوانين تصف الظواهر الفيزيائية  أخرىوبعبارة 
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الفضاء والمشتقات الجزئية بالنسبة للزمن فالمشتقات الجزئية تظهر في هذه 
  طبيعية. أشياءالمعادلات لكونها تمثل 

كبير في  لات التفاضلية الجزئية لها دورالمعاد أن البحث من أهميةوتنبع 
  في هذا البحث. إليةما سنتطرق وهذا  الأخرىحل بعض المشكلات في العلوم 

  أسئلة البحث:  (1 - 4)
  .في المعادلات التفاضلية الجزئية مقدمة )1
الجزئية (متسلسلات ـ تحويلات  التفاضليةلفورير دور مهم في حل المعادلات  )2

  ).ـ   تطبيقات
 تطبيقات عامة في المعادلات التفاضلية الجزئية في مجال (علوم، )3

  هندسة......الخ).
  : منهج البحث (1 – 5) 

  للمنهج الوصفي للإجابة على أسئلة المبحث. الدارسونلجأ   
  مصطلحات البحث:  (6-1)

  :المعادلات التفاضلية الجزئية/ ١
من الدوال المجهولة  هي معادلات تفاضلية تحتوي علي دالة واحدة أو أكثر   

  ومشتقاتها الجزئية.
  :المعادلة التفاضلية/ ٢
  .دالة مجهولة ومشتقاتهاهي معادلة تتضمن    
  المشتقة:/٣
  .Xتعرف المشتقة على أنها مقدار التغير في الاقتران على مقدار التغير لـ    
  الحل العام:/ ٤
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وبالتالي فإن الحل إن حل المعادلة التفاضلية هي خطوة معاكسة لتركيبها  
  لمرتبة المعادلة.العام للمعادلة يجب أن يحوي عددا من الثوابت الاختيارية مساو 

  
  المؤثر التفاضلي:/ ٥
ௗهو    

ௗ௫
= الذي يؤثر على الحل المطلوب الحصول عليه بدرجات  ܦ

إلى نظام المعادلات التفاضلية من نفس الرتبة فيتحول بذلك نظام  بالمشتقةمختلفة 
يتم حله بأي طريقة مع التخلص من تأثير المؤثر التفاضلي  المعادلات الجبريةمن 

  على الحل عن طريق فصل المتغيرات وإجراء التكامل.



  

 

  
  
  
  
  

  الفصل الثاني



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  التفاضلية الجزئية: في المعادلات  تمهيد (1-2) 

عادلات التفاضلية الجزئية هي معادلات تفاضلية تحتوي علي دالة واحدة مال
  من الدوال المجهولة ومشتقاتها الجزئية. أكثر أو

دراستنا للمعادلات التفاضلية الجزئية علي تلك المعادلات التي  سنقتصر
كانت  إذا. فمثلا أكثرو حقيقيينتحتوي علي دالة مجهولة واحدة فقط ذات متغيرين 

u=f(x ,y)  فإنu : تحقق معادلة تفاضلية جزئية من الرتبة الثانية علي الصورة  

݂ ቆ	ݔ	, ,	ݕ ,ݑ
ݑ߲
ݔ߲

,
ݑ߲
ݕ߲

,
߲ଶݑ
ଶݔ߲

,
߲ଶݑ
ଶݕ߲

,
߲ଶݑ
ݔ߲ݕ߲

	ቇ = 0……………(1) 

الجزئية وان  uعلي احدي مشتقات  الأقلتحتوي علي  (1) أنوسنفرض 
  ترتيب عملية التفاضل أي:الجزئية المختلفة لا تعتمد علي المشتقات 

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲

=
߲ଶݑ
ݔ߲ݕ߲

 

ݑالمعطاة بالصيغة  ݂) تلك الدالة 1ونقصد بحل المعادلة ( = ,	ݔ)݂  (ݕ
والتي تحقق  x yمن المناطق غير المتداخلة من المستوى  sوالمعرفة علي الفئة 

  .s) في كل نقطة من نقط 1(

من متغيرين، يعرف  أكثرفي  uوبالنسبة للمعادلات التفاضلية في دالة 
  .أكثر أو أبعادنطاق الحل بنفس الكيفية كمنطقة في الفراغ ثلاث 

  تعريف:

مشتقة واردة في المعادلة  أعلىرتبة المعادلة التفاضلية الجزئية هي رتبة 
  التفاضلية.
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تسمي المعادلة التفاضلية الجزئية خطية عندما وفقط عندما تكون خطية في 
وتسمي كل المعادلات التفاضلية الجزئية . ومشتقاتها الجزئية uالدالة المجهولة 

  بالمعادلات اللاخطية. الأخرى
علي الدالة  احتوت كل حد من حدود المعادلة التفاضلية الجزئية وإذا
فإن المعادلة التفاضلية الجزئية تسمي  احدي مشتقاتها الجزئية أو uالمجهولة 
  .متجانسةلاغير تسمي ب فإنها وإلامتجانسة 

  :بعض طرق حل المعادلة التفاضلية الجزئية) 2-2(
تلك الطرق التي  أهمية وأعظمها جدا مطبقة عمليا كثيرةهنالك طرق 

  معادلات تفاضلية اعتيادية ومنها  إلىالجزئية التفاضلية تتحول المعادلات  بإتباعها
  فصل المتغيرات: ـ1

من المتغيرات  nبهذه الطريقة يتم تحويل المعادلة التفاضلية الجزئية ذات 
  من المعادلات التفاضلية الاعتيادية. n إليالمستغلة 

  : التكامليةـ التحولات 2
من المتغيرات  nت المعادلة التفاضلية الجزئية ذا الطريقة يتم تحويل بهذه
من المتغيرات المستغلة ومن ثم  n-1  اتذة جزئية معادلة تفاضلي إليالمستغلة 

معادلة  إليالطريقة يمكن تحويل المعادلة التفاضلية الجزئية ذات المتغيرين  بهذه
  تفاضلية اعتيادية.

  ـ تبديل المتغيرات: 3
معادلة تفاضلية  إليالطريقة يتم تحويل المعادلة التفاضلية الجزئية  بهذه
ذالك بتبديل متغيرات المسالة سهل) وأمعادلة تفاضلية جزئية ( إلي أواعتيادية 

  ذلك). هما شاب أولتدوير (كا
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  ـ تحويل المتغير التابع: 4
يمكن  أخرمجهول  إليتحويل المجهول في المسألة يتم  الطريقةذه به
  .أسهل بطريقة احتسابه

  :ديةعدالطرائق ال_ 5

 التي ةمجموعه من المعادلات الفرقي إلي الجزئية ةالتفاضلي ةتحول المعادل
وفي عدد من  ةالالكتروني ةبواسطة الحاسب ةيمكن حلها بعمليات حسابيه متكرر

ول هناك طرائق لتقريب الحل لذلك وإضافةالحالات يكون هذا هو الحل الوحيد 
  .)ألشرائحي(التقريب  ةبسطوح معادلتها متعددات حدودي

  طرائق الترجاف:_ ٦

والتي تقرب  ةمن المسائل الخطي تابعةمت إلي ةغير الخطي المسألةتحول 
  .الأولي ةللمسأل

  :ستجاب وإلاطريقه الحافز _ ٧

ثم  ةحوافز بسيط إلي ةللمسأل ةالحدوديوالشروط  ةالشروط الابتدائي تجزا
 ةالاستجاب لحساب ةافز وتجمع هذه الاستجابات البسيطتوجد استجابات هذه الحو

  .ةالكلي

  :ةالمعادلات التكاملي_ ٨

(معادله يكون  ةتكاملي ةمعادله تفاضلي إلي ةالجزئي ةالتفاضلي ةتحول المعادل
  .ةبطريقه مختلف ةالتكاملي ةاخل التكامل) وبعدئذ تحل المعادلالمجهول فيها د
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  طرائق حساب التغيرات:_ ٩

نهايات  ةصياغتها كمسأل بإعادة ةالجزئي ةيوجد حل للمعادلات التفاضلي
يمثل المقدار الطاقة  إنيتبع عند النهاية الصغرى لمقدارها (يحتمل  صغرى وعندئذ

  .حل للمعادلة التفاضلية أيضاتكون  الكلية )
  :الذاتيةـ طريقة الدوال 10

عدد غير  ة كمجموعئية الجزيالتفاضل حل للمعادلة إيجادبهذه الطريقة يتم 
من مسائل القيم  يسمى وهذه الدوال الذاتية توجد بحل ما ةمنتهي من الدوال الذاتي

  .الأصلية ةللمسال ةالذاتية المناظر
  :حلول بعض المعادلات التفاضلية البسيطة

طبيعة الحلول للمعادلات تخص  التي الأفكاربعض  إلىلكي نتوصل 
  :الأتيدعونا ندرس  ةالجزئي ةالتفاضلي

  :مثلاً

  :ولا للمعادلة التفاضلية الجزيئيةاستخرج حل
߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲

= 6x + ………ଶݕ12 . (1) 

الحلول  لإيجادx ,y  )على المتغيرين المستقلين2ع في (المتغير التاب يعتمد
  :) بالصيغة1كتبنا ( إذا u)(x ,y    إلى yو xبدلالة   m نحدد إننحاول 

߲
ݔ߲

൤
ݑ߲
ݕ߲
൨ = ݔ6 + ………ଶݕ12 . (2) 

  :أننجد  ثابتا yمع الاحتفاظ ب x إلىبالنسبة  كاملن نأنستطيع  فإننا
ݑ߲
ݔ߲

= ଶݔ3 + ଶݕݔ12 + …………(ݕ)ܨ (3) 
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فهو ولذلك  yيعتمد على  أنختياري الذي يمكن ثابت التكامل الا أضفناحيث 
) بالنسبة 3( نالأونكامل  (ݕ)݂ لها بالرمزويرمز y في الواقع دالة اختيارية ل

  : أنثابت نجد  x حتفاظ بمع الإ y إلى
ݑ = ݕଶݔ3 + ଷݕݔ4 + ݕ݀(ݕ)ܨ∫ + ………(ݔ)ܩ . (4)                     

دالة  التكامل أنبما  (ݔ)ܩمعطاة ب x دالة اختيارية ل أضفناالمرة  هذفي ه
) 4نكتب ( أننستطيع  فإننا y ل أخريعبارة عن دالة اختيارية  هو y اختياريه ل

  :بـ
ݑ    = ݕଶݔ3 + ଷݕݔ4 + (ݕ)ܪ 	+   (5)                   (ݔ)ܩ

 أن) والحصول على متطابقة بما 1) بتعويضها في ( (5يمكن التحقق من
له دالتان  )5هي معادلة تفاضلية جزئية من المرتبة الثابتة بينما الحل () (1
) 5( إلى تسميةبالمعادلات التفاضلية الاعتيادية  ةًنا مقارندن هذا يقوإختياريتان فإ

  .ستخدام التشابه نفسه) لإ1( لـ بالحل العام
) بواسطة 5( حل مستخرج من الحل العام أيسمي  أن يمن الطبيع

  على سبيل المثال ختياريةالإخاصة للدوال  ختياراتإ
(ݔ)ܩ    	= sin(ݕ)ܪ ,ݔ 	= هذا يقودنا عندئذ  نإالخاص بالحل ଶݕ

   :الأتيلعمل 

  تعريف:

يسمي الحل الذي يحتوي   nلة تفاضلية جزئية من المرتبة المعاد أعطيت
العام  حل مستخرج من الحل أيختيارية بالحل العام وان من الدوال الإ nعلي 

  ختيارية يسمي بالحل الخاص.ختيارات خاصة للدوال الإإب



  

9 
 

تحديد  إلينحتاج  غالبا ما فإنناعتيادية الإدالة المعادلات التفاضلية كما في 
علي سبيل المثال  ي تحقق  شروطا،من المعادلات التفاضلية الجزئية الت حلول

  )خاضعة للشرطين:1نريد حل المعادلات التفاضلية ( إننافترض أ
,1)ݑ (ݕ = ଶݕ	 − ,ݔ)ݑ ,ݕ2 2) = ݔ5	 − 5		                          (6) 

  : إلي )6في ( الأولوالشرط  )5العام (بعد ذلك يقودنا الحل 
,1)	ݑ (ݕ 	= 3(1)ଶݕ + ଷݕ(1)4 + (ݕ)ܪ + (1)ܩ = ଶݕ −                        ݕ2

(ݕ)ܪوأ  = ଶݕ − ଷݕ4 −                                       (1)ܩ
  لذلك فإن:   

ݑ = ݕଶݔ3 + ଷݕݔ4 + ଶݕ − ݕ5 − ଷݕ4 − (1)ܩ + ……(ݔ)ܩ . (7)                                                                        
  :إلي) فان ذلك يقودنا 6شرط في (ال الآناستخدمنا  إذا

u(x, 2) = 3xଶ(2) + 4x(2)ଷ − 5(2) − 4(2)ଷ − G(1) + G(x)
= 5x − 5													 

  والتي منها نحصل علي
(ݔ)ܩ 	= 33 − ݔ27 − ଶݔ6 +                                                (1)	ܩ

  نحصل علي الحل المطلوب: )7في ( ةالأخيرباستخدام هذه 
ݑ = ݕଶݔ3 + ଷݕݔ4 + ଶݕ − ݕ5 − ଷݕ4 − ݔ27 − ଶݔ6 +
33……… . (8)                         

دائية والحدودية نفسه بالنسبة بتالقيمة الإ تيلن نستخدم مصطلح مسأأيمكننا 
  المعادلات التفاضلية الجزئية. إلي

لان هناك بصوره عامه جمعا لشروط ابتدائية وحدودية  أخريمن ناحية 
  مسائل من هذا النوع بمسائل القيمة الحدودية. إلي نشير عادةً فإننا

  :(1)تطبيق
  لمسألة القيمة الحدودية: جد حلاً
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డమ௨
డ௫డ௬

	= 	 డ௨
	డ௫

+ ,0)ݑ    ,     2 (ݕ = ,ݔ)௫ݑ	      ,      0 0) =   ଶݔ

  :الحل بكتابة المعادلة بالصيغة
∂
∂x
	൤
ݑ߲
ݕ߲

− ൨ݑ = 2 

  :ينتج ݔوبالمكاملة بالنسبة ل
డ௨
డ௬
− ݑ = ݔ2 +   (ݕ)ܨ

  
  اذن: eି௬التي هي معادلة خطية لها عامل تكاملي 

߲
ݕ߲

(eି௬u) 	= eି௬ݔ2 + eି௬(ݕ)ܨ 

  وأ

u(x	, y) = 	−2x + e୷නeି୷ F(y)dy + e୷G(x)	

 :هي دالة اختيارية بكتابة  (ݔ)ܩحيث

(ݕ)ܪ 	= e௬නeି௬  ݕ݀(ݕ)ܨ

  يكون لدينا
,	ݔ)ݑ			  (ݕ = ݔ2− + (ݕ)ܪ + ݁௬(9)                        (ݔ)ܩ        

,0)ݑمن    :أننجد  (ݕ
(ݕ)ܪ 	=  ௬݁	(0)	ܩ−

  :تصبح )9(نفإ لذلك 
,	ݔ)ݑ (ݕ = ݔ2−	 − ௬݁	(0)ܩ + ݁௬(ݔ)ܩ                     

ݕوبوضع  	ݔليبالمفاضلة بالنسبة إ =   :ننجد أ 0

(ݔ)ܩ 	= 	 ௫
య

ଷ
	+ ݔ2 + ܿ                      
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  وأ
,ݔ)	ݔݑ		 0) = −2 + ሗܩ (ݔ) =  																																		2ݔ

  ذن إ

,	ݔ)ݑ (ݕ = ݔ2− − ௬݁	(0)ܩ + ݁௬ ቂ௫
య

ଷ
+ ݔ2 + ܿቃ           

	ܿن بما أ =   فان: (0)ܩ

,	ݔ)ݑ (ݕ = 	 ௫
య

ଷ
	݁௬ + ௬݁ݔ2 − …………ݔ2 (3 − 2)               

  والخاصة: ةالمعني الهندسي للحلول العام) ٣-٢(
  )10من الحل العام (

ݑ = ݕଶݔ3 + ଶݕݔ4 (ݕ)ܪ+ +  										(ݔ)ܩ
,(ݕ)ܪلنختار دالتين خاصتين  الآنرض لنفت عندئذ  	ݖب ݑنبدل و (ݔ)ܩ

  :) الصيغة10( نأخذ
ܼ = ,ݔ)݂  (11)                                          (ݕ

 ݖݕݔو ݐعمودي  إحداثياتفي نظام ݏ سطحا  تفسيرها هندسياًالتي يمكن 
من نقاط ذات  يتكون السطح أدناه كلمثل النظام المبين في الش

,	ݔ)	إحداثيات ,ݕ  	G(x)و (ݕ)ܪسبة للدوال الاختيارية ل) بالن11تحقق ((ݖ
 (ݕ)ܪاحد منها يناظر اختيارا خاصا لمجموعة سطوح كل ونحصل علي 

 المعادلة التفاضلية التي لها هذه السطوح حلولاً، يناظر حلا خاصا أي (ݔ)ܩو
ع يلاحظ الطالب التشابه م. لمجموع  السطوح ةالتفاضلي ةبالمعادلتسمي عندئذ 

التي تمثل فيها الحل العام لثوابت اختياريه مجموعة  ةالاعتيادي ةالمعادلات التفاضلي
  .يات كل منحي فيها يناظر حلا خاصامنحن

 الأفكاريمكن تعميم هذه  .ةختياريارا خاصا لتلك الثوابت الإي يناظر اختيأ
يل المثال في حاله لذلك وعلي سب. كثر من متغيرين مستقلينألحالات يوجد فيها 
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,ଷݔ مز لها بن نرأوالتي يمكن  ةلثلاث متغيرات مستقل دالهݑ	كون  ,ଶݔ  فإنناଵݔ
يتضمن تلك المتغيرات  ةجزئي ةتفاضلي ةنفكر بحل خاص لمعادل أننستطيع 
  :ب ومعطي

ݑ = ,ଵݔ)݂ ,ଶݔ  (1,2)																															ଷ)ݔ
                                 

 
   

  
    
  

  )١-٢الشكل (
نفكر  أنولكن نستطيع  أعلاهالشكل  ييمكن تصوره كما ف ن هذا لاإ

,ݑ) الرباعية الأرقامبمجموعة  ,ଵݔ ,ଶݔ طه في فضاء ذي تمثل نف إنهاعلي (ଷݔ
علي  سطح فوقي أو أبعاد أربعهسطع ذو  أنها)علي ١٢نشير ( ئذوعند أبعاد أربعه

ଶݔ	 بيل المثال تماما كما تمثل س + ଶݕ + ଶݖ = ܿଶ	كره نصف قطرها c  في
ଵଶݔ إنف أبعاد فضاء ذي ثلاث + ଶଶݕ + ଷଶݖ + ଶݑ = ܿଶ مثل سطحها فوقيا ست

  .أبعاد عةأربفي فضاء ذي c نصف قطرها 

  :من حذف دوال اختياريه ناتجةجزئيه  ةمعادلة تفاضلي

نه إف ةختياريإالجزئية تتضمن دوال  ةللمعادلة التفاضلي ةن الحلول التامأ بما
ختزال مثل هذه إ ةمتضمن ةبعمليه عكسي ةنستخرج معادلات تفاضلي أنمنطقيا 
  .الدوال

z 

y 

x 
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  :(2)تطبيق
  حلها العام هو: الأوليجد معادلة تفاضلية جزئية من الرتبة 

ݑ = (ݔ)ܨଶݕ − ݔ3 +  (13)                             ݕ4
  	ݔدالة اختيارية ل 	(ݔ)ܨحيث

డ௨
డ௬
= (ݔ)ܨݕ2 	+ 4                               (14) 

  :)نجد المعادلة14)و(13بواسطة ( (ݔ)ܨختزال بعد ذلك بإ
	ݕ డ௨

డ௬
	− ݑ2	 = ݔ6 −  (15)                    ݕ4

	ݕ
ݑ߲
ݕ߲

	− ݑ2	 = (ݔ)ܨݕ2]ݕ + 4] − (ݔ)ܨଶݕ]2 − ݔ3 + [ݕ4

= ݔ6 − 	ݕ4
   :(3)تطبيق

  العام هو: حلها الأوليجد معادلة تفاضلية جزئية من الرتبة 
ܼ = ݔ3)	ܨ −  (16)                       (ݕ4

  .دالة اختيارية ܨحيث
  الحل                             

ݑضع  = ݔ3 −  ) تصبح16عندئذ ( 	ݕ4
ݖ =  (17)      	(ݑ)	ܨ

  يكون لدينا   ݔ) بالنسبة ل17بمفاضلة (
డ௭
డ௫
= డ௭

డ௨
∗ డ௨
డ௫
	= ሗܨ	 (u)(3) = ሗܨ3 (u)        (18)   

  يكون لدينا  y) بالنسبة ل 18بمفاضلة (
డ௭
డ௬
= డ௭

డ௨
∗ డ௨
డ௬
	= ሗܨ	 (u)(−4) = ሗܨ4− (u)        (19)    

ሗباختزال  (u) تنتج المعادلة19و( )18( بين (:  
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4 డ௭
డ௫
+ 3 డ௭

డ௬
= 0              (20) 

   :(4)تطبيق

  العام هو: جد معادلة تفاضلية جزئية من الرتبة الثانية حلها
ݑ = (ݕ)ܨ	ݔ 	+  (21)              (ݔ)ܩ	ݕ

  ختياريتان.دالتان إ ܩ	و	ܨحيث
  :الحل

 ݔ) علي 21) بقسمة كلا طرفي (21في ( (ݕ)ܨن نختزل نستطيع أ
  .	ݔليلة النتيجة بالنسبة إومفاض

  :أنبعد ذلك نجد 
߲
ݔ߲

ቂ
ݑ
ݔ
ቃ =

߲
ݔ߲

ቂ(ݕ)ܨ +
ݕ
ݔ
 ቃ(ݔ)ܩ

  :أن أي  

ݔ	
ݑ߲
ݔ߲

− ݑ = ሗܩݕݔ (ݔ) −  (ݔ)ܩݕ

  التي يمكن كتابتها بالصيغة
ݔ డ௨
డ௫
	– ݑ	 = ሗܩݔൣݕ (ݔ) −  ൧             (22)(ݔ)ܩ

وجدنا  yوفاضلنا بالنسبة ل  y) علي 22من الطرفي ( كلاً نالأقسمنا  إذا
  :إن

߲
ݕ߲

൤
1
ݕ
൬ݔ
ݑ߲
ݔ߲

− ൰൨ݑ = 0 

  وأ

ݕ	ݔ డమ௨
డ௬డ௫

− ݔ	 డ௨
డ௫
	− ݕ డ௨

డ௬
+ ݑ = 0		            (23) 
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المعادلة الثانية في  نإالتي تعطي معادلة المرتبة الثاني المطلوبة لاحظ 
  :بالصيغة أيضاتكتب  نإ) يمكن 23(

x	y	
∂ଶu
∂x∂y

	− 	x
∂u
∂x
	− 	y

∂u
∂y
	+ 	ݑ	 = 	0 

  ن وذلك لأ
డమ௨
డ௬డ௫

= డమ௨
డ௫డ௬

 

  :ةالجزئي ةالمعادلات التفاضلي تصنيف (4-2)
 والتصنيفعتبارات عده إبناء علي  ةالجزئي ةالتفاضليصنيف المعادلات ت
الحل عادة تطبق علي صنف معني من  ةالعامة وطريق ةنظرين الم مهم لأذو مفهو

  :هي أصناف ستة إليالمعادلات ،وتصنف المعادلات التفاضلية الجزئية 
  رتبة المعادلة التفاضلية الجزئية: 1-

  فمثلا  ةالمعادل يف ةجزئي ةعلي مشتقأ ةرتبوهي 
  .ةمن الرتبة الثاني        ௫௫ݑ = ௧ݑ     

௧ݑ = ௫ݑ   .الأوليمن الرتبة              
௧ݑ  = ௫௫௫ݑݑ	 + ݊݅ݏ   .ةمن الرتبة الثالث        ݔ

  :تالمتغيرا عدد -2
  فمثلا: ةلقالمتغيرات المست عدد وهو

,t)متغيرين(ذات  ௫௫ݑ =௧ݑ x)(  
௧ݑ ௥௥ݑ	= +

ଵ
௥
௥ݑ +

ଵ
௥ଶ
 (,t	�r ,))  ت(ذات متغيراఏఏݑ

  :ةالخطي -3
غير خطية في  أن وإماتكون خطيه  أن ماإ ةالمعادلات التفاضلية الجزئي

ي أجميع مشتقاتها تظهر بصيغة خطية (و ݑالمعادلة الخطية يكون المتغير التابع 
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ن المعادلة إف أدقبصورة  و )ةمربع أحداهان إ أوببعضها  ةغير مضروب أنها
  :ت المتغيرين هي معادلة من الصيغةالثانية ذا ةالخطية من الرتب ةالتفاضلية الجزئي

௫௫ݑܣ 	+ ௫௬ݑܤ	 + ௬௬ݑܥ	 + ௫ݑܦ	 + ௬ݑܧ	 + ݑܨ	 =  (1)							ܩ
,ܣ حيث  ,ܤ ,ܥ ,ܦ ,ܧ ,	ݔ بدلالة  ةل معلومدوا أوثوابت ܨ   فمثلا:ݕ

௧௧ݑ  = 	݁ି௧ݑ௫௫ + ݊݅ݏ   خطيةݐ
௫௫ݑ	 + ௧ݑ =   خطية غير0

௫௫ݑ  + ௬௬ݑݕ =   خطية0
௫ݑ	ݔ  + ௬ݑݕ + ଶݑ =   غير خطيه 0

  التجانس: -4
,	)ܩ  الأيمنان الطرف ك إذا ةمتجانس )1يكون المعادلة (  يساوي صفر(ݕ

.لكل ,	ݔ    ݕ
,	)ܩ		لم يكن إذا   .متساويا للصفر فعندئذ تسمي غير متجانسة (ݕ

  المعاملات: نوعية5- 
,ܣ	كانت  إذا) 1(في المعادلة  ,ܤ ,ܥ ,ܦ ,ܧ ى المعادلة تسم ثوابت فعندئذܨ

  . ذات معاملات متغيره ةادلعذا لم تكن كذالك تسمى المإذات معاملات ثابتة (و
  :للمعادلات الخطية الأساسيةالثلاثة  الأنماط6-

   :التالية الأنماط) تتمثل احد 1كل معادلة تفاضلية جزئية خطية مثل (
   .ئأـ القطع المكاف

  .القطع الزائدب ـ 
   .ج ـ القطع الناقص

وعمليات الانتشار وتحقق  ةتصف سريان الحرار ئفمعادلات القطع المكاف
  الخاصية 
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ଶܤ − ܥܣ4 = 0 
ومعادلات القطع الزائد تصف حركات الاهتزاز وحركات الموجة وتحقق 

  الخاصية 
ଶܤ − ܥܣ4 > 0 

  الحالة المستقرة وتحقق الخاصية  ظواهرومعادلات القطع الناقص تصف 
ଶܤ − ܥܣ4 < 0 

  : تطبيقات
ଶܤمعادلة قطع مكافئ لان              ௫௫ݑ=௧ݑ-أ − ܥܣ4 = 0  

Bଶمعادلة قطع زائد لان             ௫௫ݑ=௧௧ݑ  -ب − 4AC = 4  
  معادلة قطع ناقص لان ௬௬=0ݑ+௫௫ݑ    -ج
  

  
y>0        عندما يكون قطع ناقص  
y>0       ݕعندما يكون قطع ناقص௫௫ + ௬௬ݑ = 0,			Bଶ − 4AC = −4y  

        y<0عندما يكون قطع زائد       



  

 
 

  
  
  

  الفصل الثالث

––

(
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  :تمهيــد (1-3) 
        Fourierاستخدم عالم الرياضيات الفرنسي جان باتيست فورييه 

ان قد الصلبة والتي ك الأجسامفي تحليله للانتقال الحراري في   (1830 - 1768)
  D.Bernonlyعوضا" من قبل العالم الرياضي السويسري دانيال بيرنوللي اقترحها 

  علي الصورة: بمتسلسلة لانهائية  ݂ والمتعلقة بتمثيل الدالة )(1782 - 1700

(ݔ)݂ = ෍ܦ௡ ݊݅ݏ 			ݔ݊
ାஶ

௡ୀଵ

 

,ݔ)ݑتحقيق الشرط الحدي  إمكانيةلقد اخذ في الاعتبار  أخربمعني  0) =

ي ومن ثم الحصول علي حل معط 		௡ܦباختيار مناسب للمعاملات   		(ݔ)݂
  :بمتسلسلة لا نهائية علي الصوره

,	ݔ)ܷ (ݐ = ෍D୬eି୬
మ୲ sin 		ݐ݊

ାஶ

୬ୀଵ

											 

بعنوان ( نظرية  رسالةم في 1822عام  أفكارهقدم فورييه كثيرا من 
). وكانت هذه هي بداية التفسير   "Analytique delachaleur"التحليل الحراري  

فورييه بما فيهم  من معاصري الرياضي لنظرية الدفق الحراري وانتقد كثيرا
.وتركز الاعتراض  نقص الدقة يجندر  أعماله علي أساسلاجرانج ولابلاس ول

  . فورييه متسلسلةالرئيسي حول نوعية الدالة التي يمكن فكها في 
نظرية  أخيراووضعت  د البحث في التعريف الصحيح للدالةوقد أعي

 م علامةفورييه اليو أعمال وتعتبر. سلات فورييه علي أسس منطقيه ثابتةمتسل
  .مميزه في تاريخ الرياضيات
وفي هذا الفصل سنقدم الطرق التي . فورييه ليست سهله ونظرية متسلسلات

وسندرس بقيه الفصل  . طتها متسلسلات فورييه لدوال معطاةتوجد بواس أنيمكن 
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. م بعض العمليات الفيزيائية الهامةلاستنتاج المعادلات التفاضلية الجزئية التي تحك
ومتسلسلات  فصل المتغيرات لها ونحلها بطريقتي غ مسائل القيم الحديةونصي
  .فورييه
  : سلاسل فورية (2-3)

كمجموع  f(x)يمكن تمثيل الدوال الدورية  تعريف سلسلة فوريه وإثبات أنه
  : بتمامجيوب وجيب 

(ݔ)݂ = 	 ௔బ
ଶ
+෌ (ܽ௡ ݊)ݏ݋ܿ (ݔߨ + ܾ௡ (ݔߨ݊)݊݅ݏ

ஶ
௡ୀଵ                  

 أنةفبرهن على  ) ( ∞,∞-معرفة على الفترةكانت الدالة غير دورية  وإذا
يستخدم تحويل فورية  بدلا من سلسلة فورية لتمثيلها كما سنثبت كيفية  أنيمكن 

  .بصورة تحليل مستمر من دوال بسيطة  (ݔ)݂تمثيل الدالة 
  : الآتيةيكتب بالصيغة المركبة  أنوهذا التحليل (تكامل فورية) يمكن 

(ݔ)݂ = 	
1

ߨ2√
න ቈ

1
ߨ2√

න ௜ఌ௫ି݁(ݔ)݂
ஶ

ିஶ
቉ݔ݀ ݁௜ε௫݀ߝ

ஶ

ିஶ
 

  : يل فورية وتحويل فورية العكسيتحو إلىالتي تودي 

  (تحويل فورية): 

	f(ε) =
1

√2π
න f(x)e୧୶ε
ஶ

ିஶ
dx		

    (تحويل فورية العكسي): 

f(x) 	= 	
1
√2π

න f(ε)e୧୶ε
ஶ

ିஶ
dε 

 إنسلاسل فورية في نظرية المعادلات التفاضلية الجزئية هي  أهمية أن
الدوال المعرفة علي فترة منتهية  أو ) ( ∞,∞- المعرفة علي f(x)الدوال الدورية 
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الطريقة يمكن تجزئة  وبهذه ية من الجيوب وجيوب التمام،يمكن تمثيلها فترة لانهائ
  : لمثال الدالة التي تدعي بالمسننةمبسطة وعلي سبيل ا أخري إليالمسائل 

(ݔ)݂ 	= ܮ−	                                        ݔ < ݔ	 <  ܮ
  (شرط دوري )

ݔ)݂ − (ܮ2 	=  (ݔ)݂
  مكن تمثيل سلسلة فورية بالاتي: ي

(ݔ)݂ 	= 	
a଴
2
+෍[(a୬ cos(nπx/L) + b୬ sin(nπx/L))]

ஶ

୬ୀଵ

		(1) 

  ويلر: حسب معادلات فورية بموجب صيغ أحيث ت
  ܽ௡ =	 ଵ௅ ∫ ௅(ݔ)݂

ି௅ ݊)ݏ݋ܿ ݔ݀(ܮ/ݔߨ = 0										݊ = 0,1,2,… .. 
ܾ௡ 	= 	

ଵ
௅ ∫ ௅(ݔ)݂

ି௅ (ܮ/ݔߨ݊)݊݅ݏ ݔ݀ =        ௡(1−)	(ߨ݊/ܮ2)−
n=0,1,2,…..(2) 

  أدناه لاحظ الشكل
  

         
  

  
  

  
  الدالة المسننة ممثلة بسلسلة فوريه (3-1)شكل 

 ௡ ,ܾ௡ܽ صيغ اويلر للمعادلات لإيجادنيه يملات هي حسابات روتهذه التكا
 او بالحد	(ܮ/ݔߨ݊)sin ) بالحد1عادلة (طرفي المعلي التوالي نضرب 

L - L 

  تقریب ذو رتبة علیا بسلسلة فوریة
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cos(nܮ/ݔߨ)	 ܮ−ونكامل المعادلة الناتجة من	تعامد الدوال  نأ ܮ إلي 
cos(nܮ/ݔߨ) وsin(݊ܮ/ݔߨ)	 ي يسهل حساب ف ܽ௡ ,ܾ௡  وتمثيل فورير
  :الأتي للدالة المسننة هو

(ݔ)݂ = ଶ௅
గ
ቂ	sin(ܮ/ݔߨ) − ଵ

ଶ
	sin(2ܮ/ݔߨ) + ଵ

ଷ
	sin(3ܮ/ݔߨ) −

⋯ቃ (3)	  
من سابقه وكل هذه  كبرأ تردد (يدعي توافقي ) ن لكل حد فيهاحيث أ

  .(ݔ)݂	ذي له نفس الدورة كالدالةهي مضاعفات للتردد الأولي الالترددات 
ر أحد مردات سلاسل فورير هو أنه لكي يكون للدالة تمثيل بسلسلة فوري أن

ة منتهية أن تمثيل الدالة المعرفة علي فتر أردنايجب أن تكون دورية وبالطبع إذا 
(ݔ)݂(مثل  = ) وحقيقة كون 1يمكن أن نتخذ التمثيل ( ) 1=>ݔ=>0علي ݔ

 لأننا نحصر انتباهنا في الفترةيهمنا  لا [0,1] دورية سلسلة فورية خارج الفترة
ة بنماذج عديدة من ) فقط وفي الحقيقة أنه يمكن تمثيل دالة داخل فترة معين1(

تخاذ نماذج مختلفة من توسيعات الدالة خارج الفترة (بعضها سلاسل فورية بإ
 .من البعض) أسرعيقترب 

 نفهمهة فورية والذي لتمثيل كل دالة دورية بدلالة سلس أنهدعي ن الا وعلينا
) فعندئذ نحسب المعاملات 1ة (ذا  أمكن تمثيل الدالة بسلسلة فوريأنه إ هو

ܽ௡	, b௡ ًتمثيل الدالةذا أمكن إ حتىمن ذلك أنه  كثروالأ) 2ويلر(بموجب صيغ أ  
f(x) تهاايمكن أيجاد مشتق بسلسلة فورية فعندئذ لاሗ݂(x)  باشتقاق حدود بالضرورة

أيجاد . وفي الحقيقة يمكن الملاحظة بسهولة أنه لا يمكن سلسة فورية حدا حدا
(ݔ)݂مشتقة الدالة = ) 3ن السلسلة الفورية (مكل حد  شتقاقبإ (للدالة المسننة) 	ݔ
  .ݔ أي إليمتقاربة  حتىتكون  ة لالن مشتقات حدود السلسوبالفعل فإ
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الدالة المتمثلة بسلسلة فورية  شتقةولمعرفة الشروط الدقيقة التي تؤمن أن م
  .داًح حدود السلسلة حداً شتقاقبإيمكن أن تحسب 

ي مبرهنة دير المهمة التي تدع النتيجةنعد لمعرفة  أهدافنا إليوللوصول 
  :اشلية التي تنص علي

  ير أشلية:مبرهنة د (1-2-3)
لنهايات العظمي من ا دالة مفيدة دورية ذات عدد منته (ݔ)݂كانت  إذا
ستمرارية في كل دورة فعندئذ تكون سلسلة من نقاط عدم الإ وعدد منته والصغري
مستمرة  (ݔ)݂ فيها   xنقطةعند كل   (ݔ)݂متقاربة من  (ݔ)݂لةفورية للدا

سر عند كل نقطة تكون ومتقاربة من معدل النهاية من اليمن و النهاية من الي
  .غير مستمرة (ݔ)݂فيها

لكي  	(ݔ)݂فورية متقاربة من الدالة تكون سلسلة أعلاه فمثلا في شكل
,3݈±,݈±=ݔناءالنقط باستث نقاط تقترب ال في هذه )الاستمرارية(نقاط عدم    ……

 لاإن نعرف تحويل فورية مستعدين لأ ألانتكاد نكون   )L,+L–من صفر (معدل 
   . من المفيد قبل ذلك تعريف مفهوم طيف تردد الدالة الدورية انه

  :ال الدورية المتقطعوطيف تردد الد
ية كتبديل الدالة الدور للدواليمكن تفسير سلاسل فورية بالنسبة 

  :الأعدادمن } {௡݁بمتتابعة  	(ݔ)݂الدورية

ܿ௡ = ටܽ௡ଶ + ܾ௡
ଶ                  ݊=0, 1, 2,… 

التردد المختلفة للدالة مركبات  إسهامات أمديكمقياس  ௡ܿحيث تؤخذ
f(x)	(ݔ)݂ل الفوري للدالة المسننةن التمثيوعلي سبيل المثال فإ	هو :  

(ݔ)݂ 	=
ܮ2
ߨ
൤sin

ݔߨ
ܮ
−
1
2
sin2ܮ/ݔߨ൨ 
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௡هو  {௡݁}الترددوعليه فان طيف  =  .…,n=0,1,2حيث  ߨ݊/ܮ2

଴ܿو = |ܽ଴|=0  
   
  
  
  
  
  

    

  طيف التردد المتقطع للدالة المسننة (3-2)شكل 
طيف  إلي الأبيض الضوءتحليل  إليمشابهة نوعا ما  {௡ܿ}المتتابعة  نإ

 .بالمطياف  الحاصلة الألوانتردد 
  : يهتحويلات فوري (3-3)

 	(x)݂يمكن تمثيل الدوال الدورية  أنةتعريف سلسلة فورية واثبات 
   .تمامكمجموع جيوب وجيب 

تمثيل  إمكانيةالصعوبة العظمى بالنسبة لتمثيلات سلاسل فورية هي عدم  أن

 مشابهمع ذالك يمكن إيجاد تمثيل و(∞,∞−)	لدورية المعرفة علي الدوال غير ا
تمثيل  أن إثباتفاضل البرهان يمكن ت إلي وبدون الرجوع. الدوال لبعض هذه

  ∶فورية

(ݔ)݂ = 	
ܽ଴
2
+෍[(ܽ௡ ݊)ݏ݋ܿ (ܮ/ݔߨ + ܾ௡ [((ܮ/ݔߨ݊)݊݅ݏ

ஶ

௡ୀଵ

 

  تمثيل تكامل فورية (تمثيل تردد مستمر): إلييتغير 

0      1       2   3    4          n       

  التوافق النونية)  (دورة التردد الأولي) دورة(
       ݊/ܮ2                   ܮ2      

   

n X 

f(x) 
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(ݔ)݂ = න (ߝ)ܽ ߝ൯݀ݔߝ൫ݏ݋ܿ + න ܾ൫ߝ൯ ൯ݔߝ൫݊݅ݏ ߝ݀
ஶ

଴

ஶ

଴
…………(1) 

  :حيث
ܽ(ε) = 	ଵ

గ ∫ (ݔ)݂ cos(εݔ)݀ݔஶ
ିஶ                       

ܾ(ε) = ଵ
గ∫ (ݔ)݂ sin(εݔ)݀ݔஶ

ିஶ                        
وهنا نلاحظ ان التمثيل  (∞,∞−)	المعرفة عليالدورية وذلك لدوال غير 

0ها  كل ترددات إلي (ݔ)݂املي الفوري بصرف الدالة التك < ε < (وليس  		∞
سلاسل  يف نايأجركما الدوال الدورية) كما ’واحد أساسفقط مضاعفات التردد 

  فورية نعرف طيف التردد 

c(ε) = ටaଶ(ε) + bଶ(ε) 

  أعلاهمن حدود تردداتها وفي الشكل  		(ݔ)݂ذي يعين تركيب الدالةال
  .واطيافها 	(ݔ)݂علي دوال  عض التطبيقاتب

  
  

      
     

        
  

        
   

    
       

ε 

C(ߝ) f(x) 

f(x)=sin(ߝ଴ݔ) 

x 

C(ߝ) = ߝ)ߜ −  (଴ߝ

  ଴ߝدفع عنده  
 

ε଴ 

1- 1 

c(ߝ) 

ε 

c(ߝ) = ଶ
గ
ቚୱ୧୬ఌ

ఌ
ቚ 

 F(x) 

 x 
1- 1 

c(ߝ) 

ε 

c(ߝ) = ଶ
గ
ቚୱ୧୬ఌ

ఌ
ቚ 

 F(x) 

 x 
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  ) 3-3 (   شكل
  

                       c (ߝ) = ඥܽଶ(ߝ) + ܾଶ(ߝ) 
  

تردد ذوات ترددات عالية  أطياف إيالدوال التي لها حافات حادة  أن لاحظ
يتضح  فأنة أخرين الحافات تتطلب مركبات ترددات عالية لتمثيلها من ناحية لا

(ݔ)݂		ورية البسيطةالدالة الد أنبسهولة  = )݊݅ݏ ع
଴
 ذات طيف تردد يساوي		(ݔ

	ε   ل النقاط ما عد اصفرا عند ك = نحن الان في وضع لتعريف ما   			଴ߝ
  يسمي تحويل فورية الاسي (معادلتا فوريلا فورية الجيبي و الجيب تمامي)

  بموجب معادلة (اويلر):
݁௜ఏ = cosߠ Ɵ + ݅ sinߠ Ɵ 

  بعض العمليات بالاتي : إجراءبعد  )(1صياغة  إعادةيمكن 

(ݔ)݂ = 	
1

ߨ2√
න ቈ

1
ߨ2√

න ௜ఌ௫ି݁(ݔ)݂
ஶ

ିஶ
቉ݔ݀ ݁௜ఌ௫݀ߝ

ஶ

ିஶ
									(3) 

  والتي تدعي بتمثيل فورية التكاملي ومن هذا يمكن استنتاج المعادلتين 
  (تحويل فورية): 

ℱ[݂] ≡ ൫ε൯ܨ	 =
1

√2π
න f(x)e୧ε୶
ஶ

ିஶ
dx…… . . (4)	 

 ߝ

(ߝ)ܿ = ඨ
1

1)ߨ2 + (ଶߝ
 

 (ߝ)ܿ

eି୶ 

 (ݔ)݂
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  (تحويل فورية العكسي): 

ℱ[݂] ≡ f(x) =
1

ߨ2√
න ௜ε௫݁(ߝ)݂
ஶ

ିஶ
݀ε 

  تمثلان تحويل فورية وتحويل فورية العكسي. اللتين

  :هيةتالمن ويلات فوريهتح

  :(التحويل الجيبي والتحويل الجيبتمامي)
جبيبي المنتهي والتحويل لتقديم تحويل فورية التكامليين (التحويل ال

 مي المنتهي)الجيبتما

௡ܵ		)(التحويل الجيبي المنتهي = [	݂	]ݏ = 	 ଶ
௅∫ (ݔ)݂ ݊݅ݏ ቀ௡గ௫

௅
ቁ ௅	ݔ݀

଴  
௡ܥ (التحويل الجيبتمامي المنتهي) = c[	f	] = ଶ

௅
	∫ (ݔ)݂ cos(݊ܮ/ݔߨ)݀ݔ௅
଴   

(ݔ)݂ حويل العكسي الجيبي)(الت  = ∑ ܵ௡ஶ
௡ୀଵ sin(݊ܮ/ݔߨ)                   

     
f(x)       (التحويل العكسي الجيبتمامي ) = 	 ௖బ

ଶ
+∑ ௡ஶܥ

௡ୀଵ cos(݊ܮ/ݔߨ) 
 الحدودية (وبصورة خاصة غير ئل القيموتبيان كيفية حل مسا   

  .متجانسة)باستخدام هذة التحويلات
ولابلاس المنتظمة وكيفية حل وقد تعلمنا سابقا عن التحويلات فورية 

فتحويل  لة تفاضلية اعتيادية،معاد إليدلات التفاضلية الجزئية ئل بتحويل المعاالمسا
وعلية فان يستخدام   ∞ إلي  ∞-مدي من إليتحويل المتغير  فورية المعتاد يتطلب

ئل ود) وفي هذا يتبين كيفية حل المسا(بدون حد ضاء الحدئل في الفلحل المسا
والذي تقوم  القيمة الحدودية (بالحدود) بتحويل المتغيرات المحدودة (او المفيدة)

  .الاولي للمرة بإجراه
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فقط بتعاريفها  هي و  ونبدأ أولا النظر في سبب استخدام هذهلنؤجل 
  .استخداماتهاو  معكوساتها

 إلية لدوال لمسألة ار يمكن اختيار طريقة التحويل هذه كتجزئباختص
النتائج. نبداء  كلي للمسائل كلي تردد تم جمع هذه حل طيف .تردداتها المختلفة

,0]علي الفترة(ݔ)݂	بدالة  أولا  لهذه ،التحويلات الجيبي والجيبتامي المنتهيان 		[ܮ
         :كالأتيالدالة يعرفان 

]	f	s[      (التحويل الجيبي المنتهي ) = ܵ௡ =	
ଶ
௅ ∫ (ݔ)݂ sin(݊ܮ/ݔߨ)݀ݔ௅

଴  
c[f]	(التحويل الجيبتمامي المنتهي) = ௡ܥ =

ଶ
௅ ∫ (ݔ)݂ cos(݊ܮ/ݔߨ)݀ݔ௅

଴     
            n = 0,1,2,…… .  

݊المجموع يبداء من أنلاحظ  = العكسي الجيبي ويبداء في التحويل    	1
nمن =   .تماميفي التحويل العكسي الجيب 	0

  :ل الجيبيعلي التحوي تطبيقات
(ݔ)݂ = 1       ,0 <= ݔ <= 1 

ܵ௡=s[ 1 ]=2∫ sin(݊ݔߨ)݀ݔଵ
଴ =          ቎

݊	زوجي							0
ସ
௡గ
݊	فردي											

 

  وتحويلها في الشكل ادناه  (ݔ)݂لاحظ بيان الدالة
  

    
 

 
     

  العكسي يكون:وتحويلها  f(x)=1بيان الدالة  (3-4)شكل 
n x 

F(x) 

୬ݏ = ቐ
n								زوجي	
n										فردي

 

୬ݏ =  (1)ݏ

1 
1    2    3     4   5    6     7         
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(ݔ)݂ = 1 =
4
ߨ
෍ ൤

1
2݊ − 1

൨
ஶ

௡ୀଵ

 (ݔߨ݊)݊݅ݏ

ذلك ستلاحظ  تأملت إذا ؟[0,1]و بيان الدالة خارج الفترة هل تعلم ما ه
 عدادالأهو دالة معرفة علي مجموع  (ݔ)݂ يل الجيبي للدالة التحو إن أيضا

الصحيحة الموجبة) وبعبارة  عدادالأة من متتابع أنها إيالصحيحة الموجبة فقط (
   .متتابعات إليكلا من التحويل الجيبي والتحويل الجيبتمامي يحول الدوال  أخري

  :التحويلات خواص
لهذه التحويلات  ئل علينا استنتاج بعض الخواص المفيدةبحل المساقبل البدء 

,ݔ)ݑ	كانت فإذا   دالة ذات متغيرين فعندئذ 		(ݐ
[	ݑ	]ݏ = ܵ௡(ݐ) = 	

ଶ
௅ ∫ ,ݔ)ݑ (ݐ ௅ݔ݀(ܮ/ݔߨ݊)݊݅ݏ

଴ 	                     
[	ݑ	]ܿ  = (ݐ)௡ܥ =

ଶ
௅
	∫ ,ݔ)ݑ (ݐ cos(݊ܮ/ݔߨ)݀ݔ௅
଴                       

من الدوال وحصلنا علي متتابعة  فقط  			ݔحولنا المتغير إنناحظ (لا 
  )الزمن فقطالمعتمدة علي 

  . هنا عدد من القوانين المفيدة؟  ماذا عن المشتقات

[௧ݑ]ܵ 	=
డ௦[௨]	
డ௨

[௧௧ݑ]ܵ    	 =
డమ௦[௨]
డ௧మ

	                                                    
s[ݑ௫௫] = −[௡గ

௟
]ଶ[ݑ]ݏ + ,0)ݑ]ଶ݈/ߨ2݊ (ݐ + (−1)௡ାଵݑ(݈,  [(ݐ

[௫௫ݑ]ܿ = [ݑ]ଶܿ[݈/ߨ݊]− −
2
݈
,௫(0ݑ] (ݐ + (−1)௡ାଵݑ௫(݈,  [(ݐ

  ئل بطريقة التحويل المنتهي:حل المسا
ئل القيم الحدودية غير المتجانسة باستخدام التحويل الجيبي المنتهي حل مسا

  -:الاتية تأمل معادلة الموجة المتجانسة
  :التفاضلية الجزئية المعادلة

୳ݑ = u୶୶ + sin(ݔߨ)													0 < ݔ < 1											0 < ݐ < ∞ 
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  :الشروط الحدية

                 ൥
			u(0, t) = 	0																													
																														0 < 	ݐ	 < 	∞
,1)ݑ (ݐ = 	0																											

                    

  ئيةاالشروط الابتد

൥
,ݔ)ݑ 0) = 	1																																																																								

																											0 ≤ 	ݔ	 ≤ 1
,ݔ)ݑ 0) = 	0																																																																						

 

  :الآتيةسألة نجري الخطوات مال لحل هذه
  التحويل ): (تعيين الأولي الخطوة

 ،الحالة فنتبع التحويل المنتهي  في هذه 1ليإ 0يتغير من ݔالمتغير أن بما
بلاس  بتحويل لة  باستخدام تحويل لاالتحويل الجيبي ،نستطيع حل المسا

  ويل الجيبي المنتهي )حكما في الت تقريبا(وستضمن نفس الصعوبة ݐ	
  التحويل ): إجراءالخطوة الثانية (

  بتحويل المعادلة التفاضلية الجزئية هنا نحصل علي : 
[௧௧ݑ]ݏ = [௫௫ݑ]ݏ +  [(ݔߨ)sin]ݏ

  وباستخدام متطابقات التحويل الجيبي نحصل علي  s[u] =(ݐ)௡ݏحيث 
݀ଶݏ௡(ݐ)
ଶݐ݀

= ଶs୬(t)(ߨ݊)−

+ (0,1)ݑ]ߨ2݊ + (−1)௡ାଵ1)ݑ, (ݐ + [(ݐ)௡ܦ
= (ݐ)௡ݏଶ(ߨ݊)− +  (ݐ)௡ܦ

  حيث

         ቂ1																݊ = 1,2, … .
0														݊ = 2,3,… ௡(t)ܦ=   . = s[sin	(πx)	]  

  هي معادلات سلسلة فورية الجيبية ) (هذه
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روط الابتدائية ئية للمسألة فنحصل علي الشاحولنا الشروط الابتد إذا نوالآ
  للمعادلة التفاضلية الاعتيادية

S[u(x, ௡(0)ݏ[(0 =

																							ቈ		
		 ସ

π୬
												n = 1,3,… ..																													
	0														n = 2,4,…….																			

              

                                  

,ݔ)௧ݑ]ܵ                        0)] = ௗ௦೙(଴)
ௗ௧

= 0  

  :الآتيةة مسائل) القيم الابتدائي أووعليه بحل مسألة (

ୢమୱ౤
ୢ୲మ

+ ௡ݏଶ(ߨ݊) 		= 	 ቂ
	1																				n = 1																			
		0																				n = 2,3,…… ..		           

  الشروط الابتدائية:

൦
୬(0)ݏ = 	 ቈ

ସ
୬஠
																					n = 1,3,….																									

		0																						n = 2,4,….																							
ୢୱ౤(బ)
ୢ୲

= 	0																		n = 1,2,3,……																								
           

  :أنيتبع   

sଵ(t) = A cos(ݐߨ) + ቀଵ
గ
ቁ
ଶ
        

  حيث:

ܣ =
4
ߨ
−
1
ଶߨ

= 1.17 

 ܵ୬(t) = ቈ
	0																					n = 2, 4,…																						

ସ
ସ஠
						cos(݊ݐߨ) 						n = 3,5,7,….			  
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  للمسالة هو  u(x ,t)وعلية فان الحل       

u(x, t) = [Acos(ݐߨ)

+ (
1
ߨ
)ଶ] sin(ݔߨ)

+
4
ߨ
෍

1
2݊ + 1

cos[( 2݊ + [ݐߨ(1 sin[(2݊ + [ݔߨ(1
ஶ

௡ୀଵ

 

  ي المعادلات التفاضلية الجزئية:فورية وتطبيقاته ف تحويل 3- 4) ( 

في حل  قهاخواص مفيدة متعددة لتحويل فورية وكيفية تطبي لإيضاح
يحول تحويل فورية  أنبصورة خاصة سنبين كيفية  ،ةالمعادلات التفاضلية الجزئي

كذلك  ،جبريةلة معاد إليحول المعادلة التفاضلية ضرب وعلية تت إليالتفاضل 
  نستخدم مفهوم الالتفاف غير المنتهي.

∞−حيث  f(x)تحويل فورية للدالة  أن < ܺ < يتعين بالصيغة  ∞
  -:الآتية

f [ߝ] = ଵ
√ଶ஠

∫ ஶ(1)													ݔ௜ఌ௫݀ି݁(ݔ)݂
ିஶ  

الحقيقي فنعوض عنها  xمعرفة علي محور   f(x)نا بدالة ابتدأ  إذانه ا أي
  )1لة (بالمعاد

∞−حيث  (ߝ)fلة جديدة ونحصل علي دا < ߝ <  ،وعلي سبيل المثال ∞
  يبين بعض تحويلات فورية المألوفة . )1فان جدول (
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  جدول بعض تحويلات فورية المألوفة:
 f(x)الدالة   f(ε)تحويل فورييه 

(ߝ)݂ = −݅ඨ
2
ߨ
		

ߝ
1 + ଶߝ

 								(	دالة	مركبة)							
1 − 	݂(x) = ቄ݁

ି௫								ݔ ≥ 0
−eି୶					ݔ < 0																											 

f(ߝ) = ටଶ
గ
ୱ୧୬ఌ
ఌ

          
  حقيقية) (دالة

   2 − ݂(x) = ቊ
1														 − 1 < ݔ < 1
 	في	الحالات		الاخري													0

(ߝ)fدالة حقيقة)            ( = ଵ
√ଶ
݁ି(

ഄ
మ)
మ 3-f(x) =݁ି௫మ																																			         

  
الكتاب نلاحظ من  تزييلالجداول في  ليإنشير  أخريولتحويلات 

 الأولففي المثال تكون  قد تكون مركبة وقد لا (ߝ)fالدالة المحولة  أن التطبيقات
كبة القيم بالمتغير وعلية نسميها دالة مر i المركب تتضمن العدد (ߝ)fة الدالة المحول

حقيقية  ߝقيم المتغير  أن أخرية وبعبار ،)∞الي -∞يتغير من  εحيث ( ߝالحقيقي 
  كبة.وقيم الدالة المر

ان فائدة تحويل فورية (كما في معظم التحويلات الاخري) تأتي من حقيقة 
 إليعادلة التفاضلية تتحول الم أن إي عملية ضرب، إليتحويل عملية التفاضل 

هنالك عدد كبير من الخواص التي تجعل من تحويل فورية  أنكما  لة جبرية،معاد
   .ندون قليلا منها ،عملية فعالة أداة

  خواص مفيدة لتحويل فورية:
  تحويل فورية ) أزواج( :الأوليالخاصية 
∞− حيث f(x)تحويل فورية للدالة  أن < ݔ <  f(x)يعطي دالة جديدة  ∞

  معرفة بالصيغة:

ℱ[ܨ] = f(ε) =
1

√2π
න f(x)eି୧க୶
ஶ

ିஶ
dx 
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∞−حيث  f(x)فورية العكسي وان تحويل  < ߝ < سيعطي الدالة  ∞
  طبقا للصيغة: f(x)الاصلية 

ℱିଵ[f] = f(X) =
1

ߨ2√
න ఌ௫݁(ߝ)݂
ஶ

ିஶ
 ݔ݀

  لاحظ الشكل
                                                                              

                                                                                         
                                                                                                                                                                    

  يبين منحني الدالة وتحويلها3-5) شكل (
  

  تحويل فورية هو تحويل خطي اي ان: أنالخاصية الثانية :(التحويل الخطي ) 
ℱ[݂ܽ + ܾ݃] = ܽℱ[݂] + ܾℱ[݃]	

الصيغة بسهولة حيث ستطبق مرارا ف المستقبل فمثلا  هذة إثباتويمكن 
   فورية للدالةتحويل 

ଵ
୶మାଵ

+   يكون  ૛ܠି܍3

ℱ[
1

xଶ + 1
] + 3ℱ[ܠି܍૛] 

  :شتقات الجزئية)مالخاصية الثالثة:(تحويل ال
 إلينميز المشتقات الجزئية بالنسبة  أنعندما نناقش تحويل المشتقات يجب 

(متغير التكامل في  xتحويل فورية يحول المتغير كان  إذا متغيراتها المختلفة فمثلاً
 u(x,t)مشتقة الجزئية للدالة كانت الدالة المراد تحويلها هي ال وإذا  التحويل )

   صيغ التحويل تكون إذنفعند  x إليبالنسبة 

ℱ[ݑ௫] =
1

ߨ2√
න ,ݔ)௫ݑ (ݐ
ஶ

ିஶ
݁ି௜ఌ௫݀ݔ = ݅ℰℱ[ݑ] 

F(X) F(ߝ) F(X) 

X ߝ X 

ℱ
→ 

ℱషభ
ሱ⎯ሮ 
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ℱ[ݑ௫௫] =
1
ݔ2√

න ,ݔ)௫௫ݑ ݔ௜ఌ௫݀ି݁(ݐ = [ݑ]ଶℱߝ−
ஶ

ିஶ
 

,ݔ)௧ݑحولنا المشتقة الجزئية  إذا أخريمن ناحية  المتغير  كان وإذا( (ݐ
  فعندئذ يكون تحويل: )xالتكامل في التحويل 

ℱ[ݑ௫] =
1

ߨ2√
න ,ݔ)௫ݑ (ݐ
ஶ

ିஶ
݁ି௜ఌ௫݀ݔ =

߲
ݐ߲
ℱ[ݑ] 

ℱ[ݑ௫௫] =
1
ݔ2√

න ,ݔ)௫௫ݑ ݔ௜ఌ௫݀ି݁(ݐ =
߲ଶ

ଶݐ߲
ℱ[ݑ]

ஶ

ିஶ
 

  الخاصية الرابعة:(خاصية الالتفاف)
ون لا يك أنةلكل تحويل تكاملي هنالك ما يسمي بخاصية الالتفاف حيث 

  :أن أيمساويا حاصل ضرب تحويلهما  f(x),g(x)بالضرورة حاصل ضرب دالتين
ℱ[f(x)g(x)] ≠ ℱ[݂]ℱ[݃] 

∗fويلات هنالك ما يسمي بالالتفاف ومع ذلك وفي نظرية التح  f,gللدالتين  ݃

  :الضرب والصحيح عن الالتفاف هو اندور حاصل  بآخري وتلعب بطريقة أ التي
ℱ[f ∗ g] = ℱ[f]ℱ[g]						……									(2) 

  يعرف بالصيغة ؟ فما هو الالتفاف

(f ∗ g)(x) =
1

√2π
න f(x, t)g(ε)dε					 ……….									(3)
ஶ

ିஶ
 

 ف انهالالتفا ) ونلاحظ من تعرية2صحة ( إثباتا ويمكن وبدون صعوبة هذ
  ةدالة جديد (x)(f*g) دالتين فعندئذ الالتفاف f(x),g(x)اذا كانت 

  علي التفاف دالتين: تطبيق
(ݔ)݂ =  ݔ

(ݔ)ܩ = ݁ି௫మ 
  عندئذ التفاف هاتين الدالتين هو:
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(݂ ∗ (ݔ)(݃ =
1

ߨ2√
න ݔ) − ఌమି݁(ߝ
ஶ

ିஶ
	ߝ݀

  القيمة بتطبيق الصيغة: وحصلنا علي هذه

න ݁ିఌమ = ߨ√
ஶ

ିஶ

 

الخطوة  نأ إليفي التطبيقات غالبا ما يعزي  (3) الالتفاف أهمية أن
يل العكسي التحو إيجادلة التفاضلية الجزئية هي باختصار المعاد من حل الأخيرة

  إيجاد يأ  [݂]ℱ[݃]ℱنة حاصل ضرب تحويلين يفسر بأ أنلمقدار يمكن 
ℱିଵ{ℱ[f]ℱ[g]} 

   الآتيةنحصل علي النتيجة  (2)وباتخاذ التحويل العكسي لطرفي 
	

F ∗ g = ℱିଵ{ℱ[f]ℱ[g]} 
لعكسي لكل عامل التحويل ا إيجاد) فان كل ما عليتا هو 4( إيجادوعلية 
  .ثم حساب التفافهما fو gللحصول علي 
في موضع يؤهلنا لحل مسالة مهمة في نظرية المعادلات  ألاننحن 

 ،النتيجة وقبل ترك المسالة لنحلل هذهتنا، مسألالتفاضلية الجزئية وهذا هو حل 
  من حدين  تتألفالدالة المطلوب تكاملها  أننلاحظ 

 (ݔ)∅ة الحرارة الابتدائية درج -1
,G(xالدالة  -2 t) = ଵ

௔√௚௧
݁ି(௫ିఌ)మ/ସ௔మ௧ 

  دالة الحافز والاستجابة  أوبدالة كرين والتي تسمي 
هذه هي درجة حرارة  G(x,t)دالة الحافز والاستجابة  أن يمكن البرهنة علي

هي درجة  G(x,t)وبعبارة اخرى  ߝ=xدرجة حرارة الحافز عندما الاستجابة الي 
  ߝ=xدة حافز حرارة عندما الناشئة عن وح tحرارة في الذراع في زمن 
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G(x,t) حيث نلعب دور  الإحصاءيسمي منحني التوزيع الطبيعي في  شبه ما
  تباين التوزيع.

    
      

                        
                                           

       
   
   

   
درجة حرارة محفزة عندما  من G(x,t)الة الحافز والاستجابة د الشكل أعلاه

x=درجة الحرارة الابتدائية  أنهو  )٤لذا فان تفسير حل ( ߝu(x,0)=∅(ݔ) تتجزأ 
وتوجد درجة  )ߝ=x(عند كل نقطة  (ߝ)∅ذات قيم  متصلة من الحوافز إلي

,ݔ)ܩ(ߝ)	∅ الحرارة الناتجة درجات الحرارة هذة  وثم تجمع (تكامل ) 	(ݐ
بالتراكيب من جهة  هذا المفهوم العام يعرف أنسنلاحظ بعدئذ  )٤للحصول علي (

  .النظر العلمية
رارة ابتدائية معينة ) لدرجة ح٤التكامل في الحل ( إيجادغالبا ما يمكن 

 (x,t)نقطة  أيعند  إيجادهفان الحل يمكن  ذلك تحليليا إيجادلم يمكن  إذا أما (ݔ)∅

  .بحساب التكامل بطرائق عددية

x 

t 

x=ߝ 

f(x) 

G(x, t) تدريجيا              تتضاءل

G(x, t) للزمن الصفر            



  

 
 

  
  

  الفصل الرابع



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  :تمهيد (1-4)

لحل  طريقته أنبالرغم من ، في تحويل لابلاس تذكر أهمية لابلاس ليس له
بعض المعادلات التفاضلية يمكن اعتبارها مثالا لاستخدامها. والتطور الحقيقي بدا 
في نهاية القرن التاسع عشر غيرها اكتشف العالم اولفر هيفي ساير طريقه فوريه 

الدراسة المعادلات التفاضلية الجزئية والاعتيادية  ريقةالطلكنها غير ميرده وهي 
شرعيه  أصبحتفإن طريقه هيفي سايد  .م1920عام  لياحوو للفيزياء الرياضية

وبعد ذلك التعميم كانت نظريه  الآنواعتبرت مثل تحويل لابلاس الذي يستخدم 
. م1950وحساب تفاضل وتكامل ميكوتسكي . م1940شوارتز في التوزيع عام 

تالف  عموما ( لاحظ المعادلات التفاضلية الرياضيات التطبيقية أكثريعتبر  رولأخي
والذي هو ليس 1=(s)߁ تعطي التفسير  ل  النظريتين) كلا 1966 ديف وتايير

من التحويلات  أخرى أعدادبالمعني الذي استخدم وتوجد ، تحويل لابلاس لابه داله
بعض  أنلابلاس في حين تشبه تحويل  وآخرينتحت اسم فوريه ،ميلان هيتكل 

لتعريف التكامل (العمليات الرياضيه) تالف تشيرشل ௦௧ି݁ ري  الدوال الاخ
لات ل التحوياوجد إن. حول تطبيقات التحويلات أخرييعطي معلومات   م1972
  .م 1954 ايردلين تأليفبتحويل التكامل  في جداول الخاصة إيجادهايمكن 

   :في المسائل التطبيقية التفاضلية استخدام المعادلات (2-4)
  - :التالية ئية عاده في المسائل التطبيقيةالجز تستخدم المعادلات التفاضلية

  :Wave Equation معادله الموجه 1)

பమ௨                             البعد أحادية                
ப୲మ

= Cଶ ப
మ௨
ப୶మ

 

ݑ∆          ثنائية البعد = பమ௨
ப୶మ

+ பమ௨
ப୷మ

= ቂ ଵ
஼మ
ቃ ப

మ௨
ப୲మ
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    Heat flow equation :الحرارةسريان معادلة  2)

          డమ௨
డ௫మ

=ቂଵ
௞
ቃ ப௨
ப୲

  أحادية البعد             

ݑ = பమ௨
ப୶మ

+ பమ௨
ப୷మ

= ቂଵ
௞
ቃ డ௨
ப୲

  ثنائية البعد                   ∇            

  :         Laplace equationمعادله لابلاس  3)

∇ଶݑ =
∂ଶݑ
∂xଶ

+
∂ଶݑ
∂yଶ

= 0 

  :        poisson equationمعادله يوسوان  4)

∇ଶݑ =
∂ଶݑ
∂xଶ

+
∂ଶݑ
∂yଶ

= ,ݔ)݂  (ݕ

  :       Radio equationمعادله البث 5)
- డ௩
డ௫
= ܮ డூ

డ௧
																																																																																								    

-ூ
௫
= ܥ డ௏

డ௧
																																																																																									 

  هو معامل الحث  Lهو التيار ، Iهو الجهد ،Vحيث 
  :/ معادله الموجه1

   -:تطبيق
واعلي  لأسفلالخيط من نقطتين  أزيح إذا. مثبت من طرفيه Lطوله خيط 

في الشكل   لمسافتين متساويين من نقطتين علي بعد متساوي من الطرفين كما
صفر عند نقطه  الإزاحة أنواثبت   t زمن أيلخيط عند ا إزاحةإستنتج تعبير عن 

  المنتصف.
  الحل:

பమ௬        (1)   تحقق المعادلة عند أي نقطھ
ப୲మ

= Cଶ ப
మ௬
ப୶మ

………… . ..     

  Y   (x,t) الإزاحة        
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  هي  والشروط الحدية
Y(0,t)=0              ,y(l,t)=0         (2)  

ቂడ௬
డ௧
ቃ
௧ୀ଴

                                 (3)  

ሗܤ بالشكل يكون الخيط كما هو مبينt=0 ي الشروط عندهباق معادله  ሗܣሗܥ
Oܤሗهي  

    
    

             
    

 

    
  
  
   
  

ሗܤمعادله     هي  ሗܥ
y=ଷ௔

௟
 ݔ

  هي   ሗܣሗܥمعادله 
ݕ − 0

ݔ − ݈
3

	=
0 − (−ܽ)
݈
3 −

2݈
3

 

y = ଷ௔
௟
(݈ −                                             أي أن                                              (ݔ2

   

ሗܤ  (௅
ଷ
, ܽ) 

(݈ 2ൗ , 0) 

L(0,0)                  B                                                           O                           A(L,a) 

 

																																																																															ܿ̀ ቂଶ୐
ଷ
, aቃ

  

ܮ
3ൗ ܮ				      3ൗ ܮ                       3ൗ  
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  وعليه يكون 
,ݔ)ݕ	 0) 	=

	ଷ௔
௟

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 0																ݔ ≤ ݔ ≤ 	 ௟

ଷ
								

ܮ) − ଵ					(ݔ2
ଷ
ܮ ≤ ݔ ≤	 ଶ

ଷ
ܮ

ݔ) − ଶ											(ܮ
ଷ
݈ ≤ ݔ ≤ ݈ ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

……………..(4)	

  ) هي ٣)و(٢()تحت الشروط الحدية ١حل المعادلة (

,ݔ)ݕ	 0) 	= 	
3ܽ
݈
෍ܤ௡

ஶ

௡ୀଵ

)݊݅ݏ
ߨ݊
ܮ
(ݔ )ݏ݋ܿ

ܿߨ݊
ܮ

	(ݐ

,ݔ)ݕ 0) =෍ܤ௡ ݊݅ݏ ቀ
ߨ݊
ܮ
 ቁݔ

  فوريه تحصل علي  متسلسلةباستخدام 

௡ܤ =
2
ܮ ቐ

න ݔ sin ቀ
ߨ݊
ܮ
ݔቁ݀ݔ

௟
ଷ

଴

+න ܮ) − (ݔ2 sin(
ߨ݊
ܮ
ݔ݀(ݔ

ଶ௅
ଷ

௅
ଷ

+න ݔ) − (ܮ sin ቀ
ߨ݊
ܮ
ݔቁ݀ݔ

௅

ଶ௅
ଷ

ቑ(
3ܽ
ܮ
) 

    أنلاحظ ن

නݔ sin(݉ݔ)݀ݔ = −	
1
݉
ݔ cos(݉ݔ) +

1
݉ଶ sin(݉ݔ) 

න(ܮ − (ݔ2 sin(݉ݔ)݀ݔ

= −	
1
݉
ܮ) − (ݔ2 cos(݉ݔ) −

2
݉ଶ sin(݉ݔ) 
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න(ݔ − (ܮ sin(݉ݔ)݀ݔ = −	
1
݉
ݔ) − (ܮ cos(݉ݔ) +

1
݉ଶ sin(݉ݔ) 

  وعلي ذلك فإنه

ଶܮ

6ܽ
− ௡ܤ = ቊ

ଶܮ

݊ଶߨଶ
sin(

ݔߨ݊
݈
) −

ܮ
ߨ݊

xcos(
ݔߨ݊
݈
)ቋ

଴

௟
ଷ
 

ቊ
ଶܮ2−

݊ଶߨଶ
sin(

ݔߨ݊
݈
) −

ܮ
ߨ݊

(l − 2x)cosቀ
ݔߨ݊
݈
ቁቋ

௟
ଷ

ଶ௟
ଷ

+ ቊ
ଶܮ−

݊ଶߨଶ
sin(

ݔߨ݊
݈
) −

ܮ
ߨ݊

(x − l)cos ቀ
ݔߨ݊
݈
ቁቋ

ଶ௟
ଷ

௟
ଷ

 

= ௅మ

௡మగమ
ቄsin( ௡గ

ଷ
) − 2 sin ቀଶ௡గ

ଷ
ቁ + 2 sin ቀ௡గ

ଷ
ቁ − sin(ଶ௡గ

ଷ
)ቅ −

௅
௡గ
ቂ௅
ଷ
cos ቀ௡గ

ଷ
ቁ − ௅

ଷ
cos ቀଶ௡గ

ଷ
ቁ − ௅

ଷ
cos(௡గ

ଷ
) + ௅

ଷ
cos(ଶ௡గ

ଷ
)ቃ 

௡ܤ =
18ܽ
݊ଶߨଶ

൬sin ቀ
ߨ݊
3
ቁ − sin൬

ߨ2݊
3
൰ cos(

ߨ݊
3
)൰ 

	

= ଵ଼௔
௡మగమ

ቀsin ቀ௡గ
ଷ
ቁ − 2 sin ቀ௡గ

ଷ
ቁ cos(௡గ

ଷ
)ቁ 

= ଵ଼௔
௡మగమ

sin(௡గ
ଷ
)[1 + (−1)௡] 

௡ܤ       =	 ቎
ଷ଺௔
௡మగమ

sin(௡గ
ଷ
)			 , n		زوجي				

0																											, فردي	݊
      

y(x, t) = ෍
36ܽ
݊ଶߨଶ

sin(
ߨ݊
3
) sin(

ߨ݊
݈
(ݔ cos(

ܿߨ݊
݈
(ݐ

௡ୀଶ,ଷ

 

    ..……,m=1,2,3حيث     n=2m     يأخذ

y(x, t) = ෍
9ܽ

݉ଶߨଶ
sin(

ߨ2݉
3

) sin(
ߨ2݉
݈

(ݔ cos
ݐܿߨ2݉

݈

ஶ

௠ୀଵ

 

L    x=ଵ  بوضع 
ଶ

  نجد ان  
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Y(x,t)=0  ⇒		y(ଵ
ଶ
,ܮ               0=(ݐ

  : خلال جسم في الفراغ /جريان الحرارة2
هو في تصور جريان  الجزئية لتفاضليةمثال لتكوين المعادلات ا أفضل إن
بعين  خذالأويجب  أدناهخلال جسم في الفراغ كما يوضح ذلك الشكل الحرارة 

  :الاعتبار الحقائق التالية
    

  
  

    
      

    
 

  .الحرارةيحدث باتجاه تناقص  الحرارةجريان  إن1.
 نحدار الحرارةخلال مساحة معينة يتناسب مع إ الحرارةجريان  معدل2. 

  .وفي اتجاه عمودي علي تلك المساحة المساحة بالدرجات لوحدة
له ناسب مع كتالجسم تتالمفقود من  من قبل النظام الحرارة المكتسبة كميه 3.

   .الحرارة الجسم درجة
يسمي k)) يسمي بمعامل التوصل الحراري (2ثابت التناسب في نقطه ( إن

  .c)( الحرارة النوعية للمادة
ي مقطع محدد من معدن موصل للحرارة ف وآلات تغير الظروف الحرارية

ا يعرف  فيزيائيا  أوجم كانت كتله المعدت لوحده الح إذا أعلاهكما في الشكل 
  فان تغير كتله المقطع هو  ߩ)( بالكثافة

X 

 
G 
 ݖ∆
F 

B ∆ݕ A 

D 
 ݔ∆

H 
C 

Y 

Z 
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∆݉ = ………ݖ∆ݕ∆ݔ∆ߩ . . (5) 
كانت  إذازمن و  أيعند  حرارةهي درجه ال tكانت  إذا أخري ومن جهة

Δفتره زمنيه معينه  هي التغير بدرجه الحراره  الذي يحدث خلال مقطع في ݐ
  فإن كميه الحراره المحفوظه في المقطع عن الفتره الزمنيه هي : Δθمحدده هي 

ܪ∆ = .ܥ ∆݉∆. ݐ∆ = ܿ. .ߩ .ݔ∆) .ݕ∆   (6).………(ݖ∆
  التي يكتسبها النظام هي  معدل الحرارة أما

ߩ
ܪ∆
ߠ∆

=  ݖ∆ݕ∆ݔ∆ܥ

في  ةعالمتجم أو الحرارة المتراكمة أيضاتي تسمي الزمن ال هو ߠ إنحيث 
  . الجسم

  -تاتي من مصدرين هما : ݐΔالتغير في  لتي تتولد نتيجةا الحرارة إن 
  -:الأولالمصدر 
 كيميائيةأو بواسطة وسائل كهربائية خلال الجسم  يمكن توليد الحرارة 
  عند معدل معلوم مثل لحظية

,ݔ)ܨ ,ݕ ,ݖ المقطع من هذا  إليوان المعدل الذي تصل فيه الحرارة  (ߠ
  المصدر سيكون:

,ݔ)ܨ ,ݕ ,ݖ  																	…………………									ݖΔݕΔݔΔ(ߠ
  اني:المصدر الث

المقطع  أوجههو الحرارة المكتسبة من انتقال الحرارة المفترد خلال  
  . المختلفة
نه يمكن بالتوصيل خلال مساحه معي لانتقال الحرارةة العامة غيصإن ال 

  :الحصول عليها من المعادلة التالية

ܣܭ−
݀ܶ
ݔ݀

………… . . (7) 
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) x )ADHLخلال المقطع  فإن كميه الحرارة المنتقلة الأساسوعلي هذا  
  هي 

  ولذا فإن صافي التدفق الحراري:

ݖ∆ݕ∆ܭ−
ݐ߲
ݔ߲
ฬ
௫
 

هي:   X +  وخلال نهاية المقطعݔ∆

ݖ∆ݕ∆݇−
ݐ߲
ݔ߲
ฬ
௫ା∆௫

	

 ولذا فإن صافي التدفق الحراري:
-k∆ݖ∆ݔ డ௧

డ௬
ቚ
௬
−ቂ−݇∆ݖ∆ݔ డ௧

డ௬
ቃ
௬ା∆௬

= ݖ∆ݔ∆݇ డ௧
డ௬
ቚ
௬ା∆௬

−

ݖ∆ݕ∆݇ డ௧
డ௬
ቚ
௬
=k∆ݖ∆ݕ ቂడ௧

డ௫
ቃ
௫ା∆௫

− డ௧
డ௫
ቚ
௫
                          (8) 

ري يحدث باتجاه نقصان درجه التدفق الحرا أنتعني  السالبة إن الاشاره
  . zو yفي اتجاهين  ية  بنفس الحالةويمكن تكوين معادلات تفاضل الحرارة

ݖ∆ݔ∆݇− డ௧
డ௬
ቚ
௬
−ቂ−݇∆ݖ∆ݔ డ௧

డ௬
ቃ
௬ା∆௬

= ݖ∆ݔ∆݇ ቈడ௧
డ௬
ቚ
௬ା∆௬

−

ݖ∆ݔ∆݇ డ௧
డ௬
ቚ
௬
቉……… . . (9)                 

  :التالية ورةون التدفق الحراري بصيغته النهاية علي الصيك zوفي اتجاه  

ݕ∆ݔ∆݇−
ݐ߲
ݖ߲
ฬ
௭
−൤−݇∆ݕ∆ݔ

ݐ߲
ݖ߲
൨
௭ା∆௭

= ݕ∆ݔ∆݇ ൤
ݐ߲
ݖ߲
ฬ
௭ା∆௭

− ݕ∆ݔ∆݇
ݐ߲
ݖ߲
ฬ
௭
൨……(10) 

     الخارج = المتراكم) -فإن ( الدخل  وبموجب قانون حفظ الكتلة الطاقة
)  in-out =Accnmulationأن جد) ن :  
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في المقطع =  ة المتولدةفي مقطع الجسم + الحرار صافي تدفق الحرارة
  المتراكم الحراري.  

  :أنينتج  أعلاهيغه بما يساويها من المعادلات بالتعويض عن كل ص 

K∆ݖ∆ݕ ቂడ௧
డ௫
ቚ
௫ା∆௫∆

− డ௧
డ௫
ቚ
௫
ቃ + ݖ∆ݔ∆݇ ቈడ௧

డ௬
ቚ
௬ା∆௬

− డ௧
డ௬
ቚ
௬
቉ +

ݕ∆ݔ∆݇ ቂడ௧
డ௭
ቚ
௭ା∆௭

− డ௧
డ௭
ቚ
௭
ቃ + ,ݔ൫ܨ ,ݕ ,ݖ ݖ∆ݕ∆ݔ∆൯ߠ =

ݖݕ∆ݔ∆ܿߩ డ௧
డఏ
…… . . (11) 

,ݔ)ܨالرمز  إن    ,ݕ ,ݖ إي كميه الحرارة  ଴ݍ إليسيتم يغيره    (ߠ
جميع الحدود علي  بعد قسمه (11) المعادلةمن الجسم وستصبح  المتولدة
   :بالشكل التالي ݖ∆ݕ∆ݔ∆المقدار

K൥
ങ೅
ങೣቚೣశ∆ೣ

ିങ೅ങೣቚೣ
∆௫

+
ങ೅
ങ೤ቚ೤శ∆೤

ିങ೅ങ೤ቚ೤
∆௬

+
ಢ౐
ಢ౰ቚ౰శ∆౰

ିಢ౐ಢ౰ቚ౰
∆୸

൩ + q଴ =

																														Cρ ப୘
ப஘
…………………… . (12) 

:صفر ومن تعريف المشتقة نستنتج أنمن ال  Δ	ݔ, Δݕ, Δݖ وبأخذ النهايات  
 عندما تقترب كل 

k[డ
మ்

డ௫మ
+ డమ்

డ௬మ
+ డమ்

డ௭మ
] + ଴ݍ = ܿߩ డ்

డఏ
																																	(13)	 

  نحصل علي  kوبقسمة طرفي المعادلة علي الثابت 
∂ଶT
∂xଶ

+
∂ଶT
∂yଶ

+
∂ଶT
∂zଶ

+
଴ݍ

k
=
1
α
∂T
∂θ
																										(14) 

α	:أنحيث  = ௞
஡ୡ
																																								   

المعادلة  (14) المعادلةوتمثل . ر الحراريبما يعرف بمعامل الانتشا أو
  .الإبعاد المستوية الثلاثية الأجسامالعامة لانتقال الحرارة في 
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  -:م الحديةل القيمسائ) ٣-٤(
 ادإيجفي  الجزئية التطبيقية في المعادلات التفاضلية ةالأساسي لةالمسأتكمن 

شروط معينه تسمي  قويحق  Rصالح في منطقه ما  الجزئية حل المعادلة التفاضلية
هي كميه متغيره لدرجه  uوالكمية  .R حدود المنطقة Rعلي  بالشروط الحدية

فئة مفتوحة  R، من المتغيرات الحقيقية nفي  وهي داله حقيقية، الحرارة مثلا
  . nفي فراغ المتغيرات  ومتصلة

ق حقت u=u(x ,y)و  n=2 أنض رنف أكثربدقه  الأفكارتحدد هذه  ولكن
في الشكل  الموضحة .R عند كل نقطه من النقاط  المنطقةجزئية   تفاضليةمعادله 

 دائرةكل  إن رجيةا خابه التيR النقط  تتكون من الفئة R حدود المنطقة أدناه
 . ومسالةRفي  ط غير موجودةونق Rتحتوي علي نقط موجوده في  B଴مركزها 
من  وليس. Bتتحقق شروط معينه علي الحدود  دالة إيجادهي  ديةحالقيم ال

  .Bعلي  الجزئية المعادلة التفاضلية u=f(x,y)تتحقق الحل  أنالضروري 
   

     
 
  
  
  

مسالة  القيم الحدية جيد تكون  لكي إضافيةب وضع شروط ومن الواج
 لدراسةمناسبا  ذجانمو إلي كلي مثل  مسألة القيم الحدية (well-posed) الصياغة

  واقعيه. عمليه فيزيائية

X 

y 

B 

R 

,଴ݔ)଴ܤ  (଴ݕ
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حيث  Bعلي  u=g(x,y) أنالشرط الحدي يؤكد  أنيل المثال نقض علي سب
g  نحصل علي حل  أنعنا استط إذا معطاةدالهu=f(x,y)  فيR   أنفانه يمكننا 

  . u=g(x,y)بحيث تكون   Bاختياريا علي   uنعرف 
تكون  أن f(x,y)وضعيه (حاله) معينه تريد  من في كل  إنناومن الثابت 
,଴ݔ)B଴ النقطةعند  g(x,y)قريبه من  قيمه   تكون  نأ يأ Bالواقعه علي  (଴ݕ

,଴ݔ)gقريبه من    .଴ܤقريبه  من  Rفي (x,y)  ندما تكون النقطةع  (଴ݕ
  :حيث

,ݔ)݂| (ݕ − ,଴ݔ)݃ و  Rفي    (x,y)عندما تكون  ߝ>|(଴ݕ
ඥ(ݔ − ଴)ଶݔ − ݕ) − ଴)ଶݕ < القيم  رض وجود حل لمسألةوكذلك نف  ߜ

هنالك حلا هي  أن لإثباتالطرق  إحدىويمكن . لحل يكون وحيداوان ا الحدية
 أنمباشره من  ومن ثم التحقق حقق جميع الشروط الحدية المعطاةحل ي  إنشاء

 الحل المعطي بالدالة أن اتولإثب. Rفي  الحل يحقق المعادلة التفاضلية الجزئية
ଵݑ = uଵ(x, y) وذلك بفرض وجود  المضادة نستخدم الطريقة أنع وحيدا نستطي

ଶݑ أخرحل  = uଶ(x, y)  ݑوبعد ذلك اثباتଵ = uଶ  فيR .وعلي حدوده    
الحل الوحيد يعتمد  أننفرض  ياغةجيدة الص ي تكون المعادلة التفاضليةك

تغيرا  أنعامه يعني هذا  وبعبارة. اعتماد متصلا ) علي الشروط الحديةباتصال (
وهذا الافتراض ضروري . غير في الحلالي تغير ص ط الحديةغيرا من الشروص

، من الملاحظة لومات ناتجة ومستمرةتحتوي عمليا علي مع ةط الحديو،لان الشر
كان  وإذا،التقريب ت قد دخل فيها وان تكون مثل هذه المعلوما وبالتالي فلا  بد
 يقرب الحل المرتبط بالقيم الحدية المضبوطةلا تقريبية علوماتالحل المرتبط بم

  بدقه. زيائيةيالف النموذج المستخدم لابعكس العملية أنفمن الواضح 
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يسهل  ياغةكلي تكون جيده الص ة القيم الحديةلمسال ألازمهوالمطلبات 
  . ينمن متغير أكثركان الحل المرغوب فيه يعتمد علي  إذاتعميمها 

 اثياتالإحدفي معظم التطبيقات داله  في  سابقا تكون الدالة وكما ذكرنا
بالشرط  t=0عندما  uه حققويعرف الشرط الذي ت. tوالزمن   x,y,z الفراغية

  شرط حدي. هلشرط الابتدائي علي انا إليظر نن أن أحيانابتدائي ومن المناسب الا
 x=2و x=0ب مثبت عند بذوتر متذ إزاحة تمثل uوالتوضيح لماذا كانت 

 ألانهائيةنصف  هي السرعة R المنطقة tاظر ين أعلاهفي شكل   y(قدم ) فالمتغير 
  ب:  المعرفة

R={(x,y) ; 0< ݔ < 2	, ݐ > 0} 
من  علي محور السينات المقاسة x والمسافة   tداله في الزمن u  والإزاحة

x=0   
 uوهو وصف قيم احدي مشتقات  من الشروط الحدية رأخوهنالك نوع 

,୶(xݑولتكن مثلا  ئيةالجز y)  علي كل او علي جزء منB.  
   -تطبيقات الموجه:) ٤ -٤(

 كما في الشكل   )L,0وعند ( (0,0) وترا تام المرونة مثبتا عندندرس 
. xyمستوي الطه من نقطه في رأسيه لكل نق إزاحةالوتر  ذبذبةفي  ثبتتوأدناه 
بما ر(و ا تكون صفرا) وكذلك سرعه ابتدائية(ربم صغيرةتكون   الإزاحةوهذا 

  . ور السيناتعلي مح ةعمودي )تكون صفرا
    

  
    

  t=0الوتر المتذبذب في اللحظة  (4-2)شكل 

y=y(x,0)=f(x),0≤∝≤ ݈  

x 
(0,0) 

y=y(x,0)=f(x),0≤∝≤ ݈  

x 
(0,0) 
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يات تحكم وتصف ذبذبه الوتر بعض الفرض جزئية فاضليةتنستنتج معادله 
في الوتر قابل للانثناء  بما يكفي لان يكون   T الشد أننفرض  القليلة ئيةياالفيز

يات الوتر تتحرك راسيا ئجز أنالشد مماسا للوتر عند كل نقطه من نقطه.ونفرض 
كتله الوتر  P نأخذنقطه من الوتر متجانس  لأي إزاحةاكبر  إن، XYفي المستوي 

  X=xللوتر بين الخطين الكتلة الكلية نإمن يتضوهذا . لوحده الطول ثابت
الوتر   أدناه شكلعند تذبذب  الوتر ويوضح الشكل  (ܺ∆)P مساويه  ܺ∆+X=Xو

من Xنقطه من الوتر تبعد  لآي Yويعتمد الارتفاع . Tفي لحظه زمنيه اختياريه 
. Tعلي الزمن  وإنما Xالوحدات عن المحور الراسي (الصادي ) ليس فقط علي 

>0حيث ,  y(x,t)جزيئه تحققها   له  تفاضليةمعاد إيجادوسنحاول  ݔ < ݈   
t> يقع جزء الوتر المحصور بين  أدناهوكما هو موضح  في شكلx=x 

ߠ الذي يوثر بزاوية t=t(x)تحت تاثير الشد  ݔ∆+x=xو = ، P عند نقطه (ݔ)ߠ
ݔ)θثر بزاويةالذي يو (ݔ∆+x)t=tوالشد  +   . Q عند نقطه θ=	(ݔ∆

  
  
  
  
  

  
  t=tالوتر المتذبذب في اللحظة  (4-3)الشكل 

  
وتطبيق القانون الثاني لنيوتن في . ميل مماس للوتر هي زاوية ߠو 
  :نحصل علي  X,Yاتجاهين  

 (ݔ)ܶ

y 
Y 

X 

T(x+∆x) 

 (x+∆x)ߠ

 (ݔ)ߠ

ܲ 

ܳ 

,ݔ) ݔ)	(0 + ,ݔ∆ 0)																 (l,0) 
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ݔ)ݐ + (ݔ∆ sin[ݔ)ߠ + [(ݔ∆

− (ݔ)ܶ sin[(ݔ)ߠ] = (ݔ∆)ܲ
߲ଶݕ
ݐ߲

		…… . (15) 
t(x + (ݔ∆ cos[ݔ)ߠ + [(ݔ∆ − (ݔ)ݐ cos[(ݔ)ߠ] = 0……… . (16)  

பమ୷وتمثل 
ப୲మ

 عجله مركز ثقل الجزء الضغير من الوتر محل الدراسة في  
لافترضنا عدم ) مساويا للصفر 16( للمعادلة الأيمنكون الطرف . ويyالاتجاه 

  . حركه الوتر  افقيا
  وبهذا فان:

ݔ)ݐ + (ݔ∆ cos[ݔ)ߠ + [(ݔ∆ = (ݔ)ݐ [(ݔ)ߠ]ݏ݋ܿ = 								ݐ …	(17)				 
  :نجدها ومن. الثابت للوتر الأفقيالشد  Tحيث تمثل 

ݔ)ݐ + (ݔ∆ sin[ݔ)ߠ + [(ݔ∆
t(x + ∆x) cos[(x [(ݔ∆+

−
t(x) sin[θ(x)]
t(x) cos[θ(x)]

=
p(∆x)
t

∂ଶy
∂tଶ

 

  أو

tan[ݔ)ߠ + [(ݔ∆ − tan[(ݔ)ߠ] =
(ݔ∆)݌
ݐ

∂ଶy
∂tଶ

…… . . (18) 

ߠtan أنوحيث  = ப୷
ப୶
  علي الصور (18)ويمكن كتابة  											

ݕ߲
ฬ௫ୀ௫ା∆௫ݔ߲

− ݕ߲
ฬ௫ୀ௫ݔ߲

∆x
=
p
t
∂ଶy
∂tଶ

 

……∆كانت  إذا .  الأيسروالطرف  x=xعندما  y إليول تؤ  Yفان  0		.

ப  إلييؤول 
మ୷
ப୶మ

  الجزئية: التفاضليةصل علي معادله ونح x=x عندما  

பమ୷
ப୶మ

= ଵ
ୡమ

பమ୷
ப୲మ

                   (19) 

c=ට௧حيث 
௣

  . في بعد واحد ) بالمعادلة الموجية١٩وتسمي ( 
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وتعين علينا . t , xبدلاله  Yارتفاع الوتر المتذبذب  إيجادنشرع في  والآن
  : لة القيم الحدية التاليةحل مسأ

୶୶ݕ =
1
cଶ
y୲୲									0 < ݔ < ݈	, ݐ > 0															(20) 

Y(0,t)=0      t≥ 0													(21) 
Y(l,t)=0          t≥ 0									(22) 
Y(x,t)=0       0≤ ݔ ≤ ݈													(23) 
Y(x,0)=g(x)       0≤ ݔ ≤ ݈									(24) 

 السرعة الابتدائية g وتصف الدالة، كل الابتدائي للوترالش f وتمثل الدالة
   أنونلاحظ  [L,0]متصلتان علي  دالتان  g.f أنونفرض . نقطه من الوتر لأي 

 f(0)=f(l)=g(x)=g(l)=0 رأيناولقد . وذلك لان الوتر مثبت عند نهايته 
  :التالية الصيغاحدي   f(x) تأخذ أنومن المحتمل   اعلاهفي الشكل  f منحني الدالة
 f(x)=0تكون  أنوهو  أخرك احتمال وهنال. يساوي الصفر ثابت لا aحيث 

للصفر  مساوية  g(x)  تكون مثلا في الحالةعندما  لا وقد  تنشأ هذه الحالة
إزاحة لوتر وعندما يعطي ا. تر مستقر ليبانوومثلا في حاله طرف و. بالتطابق
  .g(x)=0 ويترك من حاله السكون فإن   f(x) ابتدائية

علي  حل المسالة القيم الحدية إيجادوبتطبيق طريقه فصل المتغيرات نحاول 
  :الصورة

Y(x, t) = x(x)t(t)														(25)	
  نحصل علي:  , (19) (25) وبالتعويض  بالصيغة

ݐᇱᇱݔ =
1
ܿଶ
 																ᇱᇱݐݔ

≠x tكان  وإذا   :فانه يمكن كتابتها علي الصورة 0
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ᇱᇱݔ

x
=
1
cଶ
tᇱᇱ

t
																																					(26) 

  .k بالثانية القيمةنفس  ) لهما(26     المعادلةفإن طرفي 
  تين تفاضليتين عاديتين:وبهذا نحصل علي معادل

ᇱᇱݔ − kx = 0																											(27) 
ᇱᇱݐ − ݇ܿଶݐ = 0																																														(28) 

kكان  وإذا = λ
ଶ
> 0  

,ݔ)ܻ (ݐ = ܣ) ℎ݊݅ݏ ݔߣ + ܤ ℎݏ݋ܿ ܥ)(ݔ ℎ݊݅ݏ ݐܿݔ + ܦ ℎݏ݋ܿ  ݐܿߣ
 فقط أي y(x)=0كانت  إذا إلا. فف الشروط الحديةفي كلتا الحالتين لا تخ

  .هو الموجود(trivital)ون الحل التافه  عندها يك
kالاحتمال الوحيد الباقي في اعتبار  تأخذ لانأ و = −λଶ < ) ١٩(من  0

≢كانت إذاج انه نستنت) ٢٥)، (٢٢( 0 y(x,t)  فانx(0)=x(L)=0 مالقي لةومسأ 
  قطتين:نذات ال الحدية

ᇱᇱݔ + ݔߣ = 0					, (0)ݔ = 0			, (݈)ݔ = 0													(29) 
  :نعطي 

(ݔ)ܺ = ݏ݋ܿܣ ݔߣ + ܤ ݊݅ݏ  ݔߣ
ܮߣBsinنحصل علي  x(L)=0ومن  A=0نحصل علي  x(0)=0من = 0 

≠B أنوهنا نفترض  تتحقق   فلكي، ولهذا  y(x,t)و X(x)=0كانت  وإلا 0
  يكون : أن) يجب   (21و )(22, الحديةالشروط 

݊݅ݏ ݔߣ = 0 
  :يكون أنوهذا  يتطلب 

N=-1,∓2……   لقيمλ =గ୬
୐

   ߨN=ߣLأو  
_)݊݅ݏ أنوبما   ن فقط علي تكو افهةغير الت )(29فإن حلول   (∝
  :الصورة
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ܺ୒ = B୒ sin nx = B୒ sin
ܺߨܰ
݈

 

  ௡ஷ଴ܤد وكل ثابت اختيارموجو صحيح عدد nحيث 
ݐᇱᇱାఒ௖మݐ التفاضلية العادية يكون للمعادلاتوبمثل  = حلول علي  0

  :هالصور
୬ܶ(t) = ௡ܥ sin ݐ݊ߣܿ + ௡ܦ cos  ݐ݊ܿ

   

୬ܥ sin
ܿߨ݊
ܮ

ݐ + ௡ܦ cos
ܿߨ݊
ܮ

 ݐ

   .…………n=1,2,3 أنحيث 
(ݔ)௡ݔن حاصل الضرب يوفي تكو ௡ܶ(ݐ)  ܤتاخذ كلا من௡ =  بدون 1

,୬ܥوذلك لان  العمومية الإخلال D୬ اختياري وتسمي قيمλ عندما  التي تحقق
  الصيغة

y(x, t) = sinܥ)ݔ݊ߣ௡ sin ݐ݊ߣܿ + ௡ܦ cos  (ݐߣܿ
  . بالقيم الذاتية لمسالة القيم الحدية (22) (21),الشرط ، (20)المعادلة 

sin(௡గ௫المناظر لها  غير الصفرية وتسمي حلول  المعادلة
௟
 لمسالة بالدالة (

ق تحق لكي λمسموح بها  وقيم ௡ܦ,௡اختيار قيم  إليهدف ألان ون. لقيم الحديةا
يعطي  أنيجب  (23)ي تتحقق لكو (22)و   (24)الشروط الحدية و الابتدائية 

  :(30) ادلةالمع

y(x, 0) = ௡sinܦ ݔ௡ߣ = ௡ܦ sin
ݔߨ݊
݈

= …					(ݔ)݂ (30) 

௡ܦالصورةعلي f(x)  كانت وإذا sin ቀ
௡గ௫
௟
ቁ			   او حتي∑ D୩(

୩஠୶
୐
)௡

୩ୀ୧  

  :الصورةالحل في  إيجادسنحاول  ولذا
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y(x, t) =෍sinܥ)ݔ݊ߣ௡ sinߣܥ௡ݐ
ାஶ

௞ୀ௜
+ ௡ܦ cosߣܥ௡(ݐ																			(31) 

λ௡حيث  =
୬஠
୪

من الحلول التي علي  ئيانهالا اي دعنا تركيز حلا  
  يجب ان تكون   (23)ولكي تتحقق   (30) الصورة

y(x,0)=∑ sin ݔ௡ߣ = ାஶ(31)										(ݔ)݂
௡ୀଵ  0علي≤ ݔ ≤ ݈  

 حيث الدورة f يه للدالةيلفورالجيب  ةوصفها  متسلسلب (30)وتتعرف علي 
2P=2L يه بوبهذا نعطي معادلات فوري:  

௡ܦ =
2
݈
න݂(ݔ) sin

ݔߨ݊
݈
,			ݔ݀ ݊ = 1,2,3,………											(32)

௟

଴

 

حدا  (31)نفترض شرعيه تفاضل  (22)الشرط لحدي النهائي ق يتحقلو 
  :حدا  ويعطينا هذا الفرض

,ݔ)௧ݕ (ݐ = ෍ߣܥ௡ sin ௡ܿ)ݔ௡ߣ cosߣܥ௡ − ௡ܦ sin (33)								(ݐ௡ߣܥ
ାஶ

௡ୀଵ

 

௡ߣ حيث  =
୬஠
୐
							  

  الي : (33)لمعادله    (24)ويحول الشرط 
∑=୲(x,0)ݕ ௡ߣܥ sinߣ௡ݔ = ାஶ(34)													(ݔ)݃

௡ୀଵ   
≥0         علي ݔ ≤ ݈	 

௡ܥ௡ߣCيوضع  = ௡݂  لفوريه للدالةا الجيب متسلسلة أنهاعلي  (34)تميز 
g2   . حيث الدورةP=2L وبهذا نعطي معاملات فوريه ب:  

୬ݕ =
2
L
නg(x) sin

nπx
L
∂x						, n = 1,2,3……

୐

଴
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  ومن ثم فإن:

C௡ =
f୬
cߣ୬

=
݈ ௡݂
ߨ݊

=
2
nπc

න g(x) sin
nπx
L

∂x											݊ = 1,2,….					(35)
୐

଴
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