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� ��:  
"	#��$� �� %$�& '(�& )
� ��$� '�����$� *������$�	 +��#$� %
& ,�& -
& ����� .	#� -
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2����( �45
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������� !��"#:  
������ @�1��
 ����� $� �1��
 -
&	 (����$� -
& '�(�$� ;
5$� �A� �� +$��$� +���� .-
& ;
5$� �A� �� +$��$� )�<��:  

• � ���$� *����5$�	 *����5$�B 
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• � ���$� *����5
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!�����:  
�������$� ����<�$� (#9 ;�#� �
�� �� ����5$�:  ���E� ,�$ ��$	 C�8 	9 D
  

  
                      �����9 %���5� �FEF �4  %
��  : D
$�TC�8$� >  F�
��$�	 >  

  
 ;�F�1" : =42+2 " �
�� �4�I ����� ���4����D
 ��J�( �� ������$�   
 ;�F�2 : "2+2=5 " �
�� �4�I ����� ���4����C�8 ��J�( �� ������$�   
 ;�F�3" : >0 x+y  "�� *��$ �
�� �4�I ����� �4���� K$ %��$� L<  ;�9 �� D
 �	�� �9 ���� ������$� x	 y)  x=1,y=1 (

�� �9 ����	 7�8I� %��$� L<  ;�9 �� C�8 �	)x=-1,y=-1(   
  

���� $� :������ ����� -$: �(�� *����5$� �� �
�
�$ 2 ��� 	�  
  

;�F� : ���$x����# ((&   
��� �A:  x>2) ���
��p (��� �A: 	9 x < -2)   ���
��Q (�=� x

2
 > 4)  �����r(  

@�(���� ���� $� �	��:  
If p or Q then r 

 

�  �9 �1��
 ���	F	� �4����  (���$� �����$� �	�� ��$	 >����� -$: ;
� �� *����� �� �
��� >����� ��� M$A �=� ������ �
D�#
 .	#� -
& @������ @�1�
� *����5$� �	�� �9 %�#�.  

�$��$� ;�F�$� ���$ M$A D��	�$ 	:  
�A: N����  O� �� �	/$ C�8 ���($ ��� ) �����p (�A: 	9-
& ���� ���($ ���  N���� $� A�5�� ;E8 �5
$� ���� ) �����Q (

���=� C�8 �$��� -
& ;
#�� ) �%���r.(   
(��� ;��  � � �� � ��� ����	: 

If p or Q then r 

 

�9 ���(  �&(��� ��� :  
If not r then not p and not Q 

 

 P�9 ��$	�  M$A �& � <�	��� %$ �A: N���� $� A�5�� ���F9 C�8 �$��� M$��� �=�	 ��	/$ ���89 �	�#� " N���� $� �: " N���� $� 
�5
$� ���� -
& ���� *��
�<  %	��.  

   

   
   
   



Universal Knowledge Solutions s.a.l. 

3 

   


��
���� &�' �������� 
�������
��
���� &�' �������� 
�������
��
���� &�' �������� 
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��
�&������$� �5�$�  : ��6��“~” (�#	 ;��<� �4$ >) �����p(��$� >% �5�$ ������$� p�$��$� ;	(�$�  �
F�� :  
p~  p  

F  T  
T  F  

 

S$ ����#$� ;	(�  p~  
 

��
�& ������$� %�$� )� :( ��6��“∧” �E��<� �4$ >) �����p ( 	) �����Q(%�$� ��
�<$ ����#$� ;	(� >:  
Q∧p  Q  p 

T  T  T  
F  F  T  
F  T  F  
F  F  F  
 

��
�& ������$� ;
5$� )	9 :( ��6��“∨” �E��<� �4$ >) �����p ( 	) �����Q(;
5$� ��
�<$ ����#$� ;	(� >:  
Q∧p  Q  p 

T  T  T  
T F  T  
T  T  F  
F  F  F  
  
  

(���� ����' &��� )�
��� :  
����5$� ���$ p ) 1>x()#��+� :���� $� ���# ,��-( > �5� �:p أو) p~( ه� )1<x()#��+� :���� $� �/0# ,��-( �$��$� 	 >
 �	�� ��(�&p  ���#�) S$ ������$� ����$� �9p = True ( �9)1>x ( �5� �=�p )p~( 
���
 ��� ) S$ ������$� ����$� �9p~ 

 �	���.False 

 

 

 

1��� 
��
����1��� 
��
����1��� 
��
������2����2����2��   
 

 �� �&	��� �� � ���$� ����5$� *����5$��� �� ���$� ���� $� ������ � �	�  �4�<  ��)~>∧>∨(. 

  
 ����5
$ ����#$� ;	(� ����=  M$A	 ���� $� �4�����5$ ������$� %��$� �� ��E��� � ���$� ����5
$ ������$� %��$� +��# ����

�� $� *����5$� %��$ �����$� *�����	�$� ���� �� �&� 2� � ���$���.  
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 �� ��(� � � ��� ����5$ ������$� %��$� +��# ��5�� D��	�$ *����5$� ������ $� ������5$� ���($ ���$ ���� $�p 	 Q ���$	 
 ����5$���$��$� � ���$�:  

)( qp ∧~∧∨ )( qp 

  
 UA4$ ����#$� ;	(� V��� ����5$� W�(�$� )�$� %��$� +��#  �9 ��
8�($� ,�	�I� ��  ��$ �����))( qp ∨ 	 )( qp ∧( %F ��	 >

M�$�	( �A��	 -
&I� 7	���$� -
& *��
�<$�:  
  

)( qp ∧~∧∨ )( qp  )( qp ∧~    )( qp ∧    )( qp ∨    Q    p 

F  F  T  T  T  T  

T  T  F  T  F  T  

T  T  F  T  T  F  

F  T  F  F  F  F  

  
$����:  

 � ���$� ����5
$ ����#$� ;	(� ����:)r~∨∧ )( qp( 

 

 �� �&	��� �� � ���$� ����5$� *����5$� ������ � �	�  �4�<  ���� �� ���$� ���� $�)~>∧>∨( )#��+� :�# 3� 3(����( 

  
 ����5
$ ����#$� ;	(� ����=  M$A	 ���� $� �4�����5$ ������$� %��$� �� ��E��� � ���$� ����5
$ ������$� %��$� +��# ����

���� $� *����5$� %��$ �����$� *�����	�$� ���� �� �&� 2� � ���$�.  
  

;	# @"�F� �#���$� �� ���5��   �� ��(� � � ���� ����5$ ������$� %��$� +��# *����5$����� $�. 

 

 

 

(������ 45�����(������ 45�����(������ 45�����   
 

��� ��� ������� �& ;	�� P, Q ، @������ ���J����� ��4�9�A: ���	 �A: 2��� ;�9 �� M$A	 ��4��
�$ ����#$� "	(� � ��� 
���� $� %4�����5$ ������$� %��
$ �����$� *�����	�$� .	 S  M$A �& � <�Q≡P 

  
;�F� :��1�	� 	( ��	���:  

~ ( ) ~ ~p q p q∧ ≡ ∨  
~ ( ) ~ ~p q p q∨ ≡ ∧  
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;	I� ��1�	� 	( �	��� ��� �$:  
 K$ ����#$� %�� P�� (	�& �	#� ����# ;	(� V���)~ ( )p q∧ P=( K$ ����#$� %�� �	#� �8X 	) ~ ~p q∨  Q=(�
� ���:  

  
~ ~p q∨  ~ ( )p q∧  p q∧  Q~  p~  Q  p 

F F T F F T T 

T  T  F  T  F  F  T  
T  T  F  F  T  T  F  
T  T  F  T  T  F  F  

 

 N����� P��	 ������$� %��$� ��  � ���$� Y#E� ����8I� ��(	�<$� ������ �����$�.  
  

$����:  
���F$� ��1�	� 	( �	��� ���   

 

 ��� ��� ������� *��� �A: �� �� �8"P, Q @������ ���J�������$��$� *�	�8$� 2 �� :  
•  K$ ����#$� %�� P�� (	�& �	#� ����# ;	(� V���P  K$ ����#$� %�� �	#� �8X 	Q 

•  *"	#��$ ����� �����	� ;� ;�9 ��P, Q)  $� ��4���������� ( K$ ������$� %��$� � ��� �� ��#��P, Q   
1. 	�� >%�� � ��� M$��� ��� �A:; Z�9 Q≡P )#��+� :��� 65��� (�(>  
2.  '(#�	 ������ ����  	$	 )E�8� M$��� ��� �A:������5$�����J����� ��1 . 

 

 

 

�
7������ ��
����� ������ ��
�����
7������ ��
����� ������ ��
�����
7������ ��
����� ������ ��
����   
   

������ ��
����) t (�4���� � ��� ���
�� �� D
 @��J�( ������$� )T ( �4�"	#��$ ������$� %��$� *��� ��4� M$A	) �4������
���� $�.(  

;�F� : � ���$� ����5$� ���($ ���$~p p∨����5$� UA4$ ����#$� ;	(� ����=  >:  
  

~p p∨  ~p  p 

T  F  T  
T  T  F  

  
��� ���
��$� UA� �9 Y#E� ��J�( �4�T %�� *��� ��4� M$A 	 p��
� �4� �$��$�  	 .  

  
�
7������ ��
����) c ( C�8 @��J�( ������$� �4���� � ��� ����� ��)F ( �4�"	#��$ ������$� %��$� *��� ��4� M$A 	) �4������

���� $�.( 
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;�F� : � ���$� ����5$� ���($ ���$~p p∧� ����=  >����5$� UA4$ ����#$� ;	(:  
  

~p p∧  ~p  p 

F  F  T  
F  T  F  

  
 @��J�( �4���� ����5$� UA� Z�9 Y#E�F %�� *��� ��4� M$A 	 p������� �4� �$��$�  	 .  

   

   

   

(������ 45����� ��� (������ 45����� ��� (������ 45����� ���    
 

 ������ $� ������5$� ���($ ���$p	 Q ��
�$� ���
��$� ���$	 >t� ���
��$�	  �������$c��$��$� OJ�
8$� ����  2����� :  
1. ��
�( �$� �
�8$�:    p q q p∧ ≡ ∧  

        p q q p∨ ≡ ∨  
2. ��<����$� �
�8$�:   ( ) ( )p q r p q r∧ ∧ ≡ ∧ ∧  

( ) ( )p q r p q r∨ ∨ ≡ ∨ ∨  
3. ��<�6	�$� �
�8$� :  ( ) ( ) ( )p q r p q p r∧ ∨ ≡ ∧ ∨ ∧  

( ) ( ) ( )p q r p q p r∨ ∧ ≡ ∨ ∧ ∨  
4. �(#�	$� �
�<$� �
�8:  p t p∧ ≡  

         p c p∨ ≡  
5. ��Y�$� �
�8:    ~p p t∨ ≡  

         ~p p c∧ ≡  
6. W	(6�$� �5�$� �
�8:  ~ (~ )p p≡  
7. O��$� �
�<$� �
�8:  p t t∨ ≡  

         p c c∧ ≡  
8. ;F���$� �
�8:    p p p∧ ≡  

         p p p∨ ≡  
9. O�
��"� �
�8:  ( )p p q p∨ ∧ ≡  

         ( )p p q p∧ ∨ ≡  
10. ��1�	� 	( ��	���:   ~ ( ) ~ ~p q p q∧ ≡ ∨  

~ ( ) ~ ~p q p q∨ ≡ ∧  
 

$����:  
 �� O�	8$� ��� 1 -$: 9.  
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����8�� 
��
��������8�� 
��
��������8�� 
��
����   
  

 )��<� : ���$p	 Q�J����� ��$��$� �� �<��$� �: >������  ������� :  
• p ����� Q  

• If p then Q 

• Q �	��� K  p  

 K  M$A$ 6���p → Q ����� ����� P�9 [	�$� �A� �� �� <� �9 �& ;	��	 .  
� Z�I ����#$� ;	(���\�� 	� ����� ����:  

  
p → Q  Q  p  

T  T  T 

F  F  T  
T  T  F  
T  F  F  

  
 ����5$� ���
��$� ��p → Q  �& ;	��p  �& ;	�� 	 >��(��$� ����� �4��9Q�����$� ����� �4��9 .  

 �Y#E�1 : 6��$�"→ " )�
 �� ������ ��
�& 	�( , , )∧ ∨ ∼  
 �Y#E�2 : <� �� *��
�<$� ��	$	9�
� ��� �� ����� ��:  

1.  �5�$�~  
2. �����$� ;
5$�	 %�$�∧>∨,�	�I� %�(8��� +�� +����$� ;�# �� >����F$� � ���$� �� ����C�   
3. @���89 ��C� ����$� �����"�  

  
��$ >�����$� ����5$� -�<� D��	�$��$��$� ;�F�$� :  

��� �A: ((<$� 4,686  -
& ����
$ @E ��6 @�A: ((<$� 4,686 -
& ����
$ ; �� 3.  
  

• ��(��$� UA� ��  ����5$� �����$�p �� ) ((<$�4,688-
& ����
$ ; �� 6 .(   
• �����$� UA� ��  ����5$������$�Q  �� ) ((<$�4,688-
& ����
$ ; �� 3 .(  

 

 UA4$ ������$� %��$� �\� ]����$	 ����5$�%��$� +�# �����$� K$ ������$� p 	 Q:   
1.  ((<$�4,688-
& ����$� ; �� 6 �9   )p=T  ( ((<$� 	4,688-
& ����$� ; �� 3 �9   )Q=T ( �$�#$� UA� �� >

 �9 @�#�#
 ����$� �����"� �	��(p→Q)=T )#��+� :T��� &�- 9�4� (� �7:��� 9���� (. 

2.  ((<$�4,688-
& ����$� ; �� 6 �9   )p=T  ( ((<$� 	4,688 ; �� "-
& ����$� 3 �9   )Q=F ( �$�#$� UA� �� >
 �9 @�J��8 ����$� �����"� �	��(p→Q)=F. 

3.  ((<$�4,688 ; �� "-
& ����$� 6 �9   )p=F  ( ((<$� 	4,688-
& ����$� ; �� 3 �9   )Q=T (>  �$�#$� UA� ��
*��� �A: ��� P�
& %�#$� ������: ����<� ����$� �����"� �9 �� �&� 	 �9 2����� " �#�� >�#�#
 P����� 

 �����"� Z�9 ;	�� �9 2����� �$��$� 	 >" %9 �J��8$� ��(��$� �& ����� �#�#
$� �����$� *��� �A: �� %6��
 �9 �$�#$� UA� �� D�#
 	� ����$�(p→Q)=T. 
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Z ��̂ �� ��$� ���5�$� ����� ,5� Z�9 �$�# �� � ((<$�4,688 ; �� "-
& ����$� 6 �9  )p=F ( ((<$�	4,688 ; �� " ����$� 
-
&3 �9  )Q=F ( �9 �$�#$� UA� �� D�#
 ����$� �����"� �	��	(p→Q)=T.  

  
  
 

(��8�� <�
�7�� �=�0 (��8�� <�
�7�� �=�0 (��8�� <�
�7�� �=�0    
>$� �������  if – then &�- Or>  

 

 ����$� �����"� ���($ ���$(p→Q)�$��$� �����$� �����$� ��� � �9 2����� :  
~p q p q→ ≡ ∨  

�$��$� ;�F�$� ���$ >M$A D��	�$	:  
 ��:$# ����� &�- ?"@� 	9 ���+��  

;���� �� � ��� ���
�� 	�~ p q∨ _�# )$# ����� &�- ?"@�( ���� $� ����5$� 	� ~p 	)���+�(	�   ����5$� ���� $�Q.  
 �/�
$� -$: ;�	#�
$if – then+�#�  p :  

p�$��$� �/�
$� �4$  �)�� ����� &�- ?"@�(  
�J����$� �/�
$� �	�� 	  

�A: �� ����� &�- ?"@� @�A: ���+��  
  

 ��  �����$� �����$� ���� $~ p q∨	 (p→Q)�����
��$� ��
�$ ����#$� ;	(� V��� :  
  

p → Q  ~ p q∨ Q  p~ p  
T  T T  F T 

F  F F  F T  
T  T T  T F  
T  T F  T F  

 

 ��  �����$� �����$� N����� >����8I� ��(	�<$� �� ������$� %��$� �Y#E� ~ p q∨ 	 (p→Q) 

 

 

  
(��8�� <�
�7�� �=�0 (��8�� <�
�7�� �=�0 (��8�� <�
�7�� �=�0    

> (�� (��8�� <�
�7�� >  
 

 )��<�1 : ����$� �����"� ���($ ���$(p→Q) �& ;	�� >����5$� � ���$� (p→Q)~ ���ء ا'&�%$  ا"! ��� أ�))p→Q( >
�$��$� �����$� �����$� ��� � �9 2�����:  

~ ( ) ~p q p q→ ≡ ∧ 
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 ����$� �����"� )��<�$� (p→Q) *��� �A: ��� 	 �A: @�J��8 �	�� �#�#
 P��(�� ��J��8 P����� �5� Z�=� �$��$�  	 (p→Q) 
 K$ @������ V����~p q∧  

  
���� $ �����$� �����$� ~ ( ) ~p q p q→ ≡ ∧ �
� �� 2 �� :  

      ~ ( ) ~ (~ )p q p q→ ≡ ∨  
��1�	� 	( �	��� ��	     ~ (~ ) (~ )p q≡ ∧ 

W	(6�$� �5�$� �	��� ��	             ~p q≡ ∧  
  

���� �Y#E� :��$� �����"� �5� (�& '(�& ���$� ;��� ��)if then statement ( C�8 	�	 >�8X ���� ������  P$�( ��� -$:
2J�� . K  @�( 9 9( � " ����$� �����"� �5� Z�9 ��A�$� +��if.  

  
 )��<�2 : ����$� �����"� ���($ ���$(p→Q) �& ;	�� >����$� �����"� (~Q→~p) *�أ ��� ���	
�ء ا'&�%$ إ) !+' 

(p→Q) ��� � �9 2�����	 >�$��$� �����$� �����$�:  
( ) ~ ~p q q p→ ≡ →  

 

 �	�� ;J���$� �� ��F� �� P�=� %F ��	 >����$� �����E$ @������ V���� P�	� �� ��C� ����$� �����E$ � ���`� �5�$� ����9
����$� �����"� 2� ;��<�$� �� ;4�9 � ���`� �5�$� 2� ;��<�$�.  

 

 

 

(��8�� <�
�7�� �=�0 (��8�� <�
�7�� �=�0 (��8�� <�
�7�� �=�0    
> ?����� ,�' (��8�� <�
�7�� >  

 

)��<� :����$� �����"� ���($ ���$(if p then Q) )Z�<�: 

  
• ?���� ����$� �����"� (if p then Q) S   (if Q then p)  
•  ,�' ����$� �����"�(if p then Q) S   (if ~p then ~Q)  

 

6	��$� �/
 	:  
• ,�' ����$� �����"� (p→Q) 	� (~p→~Q)  
• ?����"�  ����$� �����(p→Q) 	� (Q→p)  

  
���� *�Y#E�:  

•  P��&	 ����$� �����"�$�=5���� ��A@������   
•  P 	
��	 ����$� �����"� $�=5���� ��A@������  
• P��&	 ����$� �����"� +	
��$�=5���� @������   
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,�& �9 ����# �� ��C� ���� ������ +	
��	 ,�& ��  �����$� �����$� �9 �Y#E� �(�� �5�$� 	� ����$� �����"� 
P 	
��$ � ���`�.  

 

 

   

(��8�� <�
�7�� �=�0 (��8�� <�
�7�� �=�0 (��8�� <�
�7�� �=�0    
> �@- ��5 ��8(only if ) B�%��� (=��C (��8�� <�
�7��� >  

 

)��<� : ������5$� ���($ ���$p 	 Q>  �� <�$�p �A: ��� Q (p only if Q)   ��<� 

 (if ~Q then ~p) 

  
5�$� 2� �����$� �����$� %�(8���  	9� ���`� �: 

  
(if p then Q)  

 

)��<� : ������5$� ���($ ���$p 	 Q:  
•  U���"� �J��F ����$� �����"� )�<�)p �A: ���	 �A: Q(  �� <�$�:  

(p If, and only if, Q)  
• K  P$ 6���:           (p↔Q) 

• �$��$� ;	(�$�  �
F�� U���"� �J��F ����$� �����E$ ������$� %��$�:  
  

p ↔ Q  Q  p  
T  T  T 

F  F  T  
F T  F  
T  F  F  

  
•  �Y#E�1 :%��$� ,5� ������$� P�"	#��$ �	�� ��(�& @�#�#
 �	�� U���"� �J��F �����$� �����"� ��(�& @�J��8 �	��	 

����<�� %�� ������$� P�"	#��$ �	��.  
•  �Y#E�2 : ��  ����� ����� M$���p ↔ Q 	( ) ( )p q q p→ ∧ →�9 :       

  ( ) ( )p q p q q p↔ ≡ → ∧ →  
•  �Y#E�3 : 6��$�"↔ " )�
 �� ������ ��
�& 	�( , , , )∧ ∨ →∼ ,5� �� 	� ��	$	I� _�# �� ��
�<$� UA� +���� 	

����$� �����"� � ���.  
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(��8�� <�
�7�� �=�0 (��8�� <�
�7�� �=�0 (��8�� <�
�7�� �=�0    
>�� <�
�7�� (5����� �D:�� (��8>  

 

 )��<�1 : ������5$� ���($ ���$p 	 Q  
 �� <�$�p K$ ����$� ���$� 	� Q (p is a sufficient condition for Q)  ��<� : 

  
(if p then Q) 

  
 )��<�2 : ������5$� ���($ ���$p 	 Q  
 �� <�$�p K$ %6E$� ���$� 	� Q (p is a necessary condition for Q)   ��<� 

  
(if ~p then ~Q) 

  
�Y#E� :����$� �����$� %�(8��� N����� �9 2����� �����$� PJ����	 %6E$� ���$� ��  �:  
 �� <�$�p K$ %6E$� ���$� 	� Q (p is a necessary condition for Q)  @���9 ��<�:  

(if Q then p) 

 �	� �$��$� 	p K$ ����$�	 %6E$� ���$� 	� Q  Z�9 ��<�p >�A: ��� 	 �A:> Q 

  
 Z�9 ��$	�p K$ ����$� ���$� 	� Q  �a�#� �9 7�89 *��
�  ��<�p �a�#�$ .)�� Q Z�9 ;	�$� ����F ��#�� ��	 >p ���$� 	� 

 K$ %6E$�Q ��<� �a�#� %(& Z�9 p�	��$�  ����� ' �a�#� %(& Q  
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E��C��� (��C�� ����� 
F��� 
�������� 
������� (5 �������G��  

  
��������� 
������ :  

>���
�b����� %���� >�(	�	 %���� >%�& %���� >����b� '�� & >%���� >'�� & .  
  

� ��:  
 %	45� ;	���� ��� >�4�5�	 ����b�$� *��� <
$ �J����$� ������$� �� �<�$� ,�(�	 ����b�$� *��� <$�	 *��
�b�$� '��5$� UA� �� ;	����

����$� ���$�	 %6E$� ���$�.  
  

������� !��"#:  
� +$��$� )�<��-
& ;
5$� �A� �:  

• B*���
�b�$� 

• B����b�$� *��� <$� 

• B%�<$� %����$� 

• B�(	�	$� %����$� 

• ����$�	 %6E$� ���$�.  
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��H��F��� 
��H��F��� 
��H��F���   
  

• '((#� @���� *"	#��$� UA� A8C� ��(�& '�� c& >�
��$� UA� D 
�	 >*"	#��$� �� @��4��� @�((& �	#� �
�� �� ���
��$�.  
• ;��� �& �d <�̂��A8C� �9 ;	#��
$ ���� ��$� %��$� 2��� �	#� �&	���  ���
�� �� ;	#��$� %��  .;�F�: ( )P x _�# 

x  �� +$�� ���	�$� �������"� �<���$� ��.  
•  *��� �A:( )P x %�� *���	 ���
�� x ;���$� ��� 2�� D$� %��$� �&	��� 	&(� ���=� > S$ �#�#
( )P x �&	���$� 

 �
��& 2��� �� �5$��$�DS  �4��	<� (�& ��$�	 >x ;<�� ( )P x�#�#
  . S  �#�#
$� %��$� �&	��� �& � <�
( ){ }x D P x∈) x -$: ����� D _�# P(x)�#�#
 .( 

•  �9 L�5 ( )P x 	 ( )Q x ;���$� ,5� -
& �����<b� �����
�� D   �9 ;	�� >( ) ( )→P x Q x) P(x) -$: �(�� 
Q(x)(S$ �#�#
$� %��$� �&	��� �� �
�& ;� ��� �A: ( )P x -$: ����� S$ �#�#
$� %��$� �&	���( )Q x. 

•  �9 ;	��P(x) V���� Q(x) 6��$�  �4$ 6���	 ( ) ( )P x Q x⇔ �� .;�$ �	�� ��(�& ( )P x 	 ( )Q x ,5� 
�#�#
$� %��$� �&	���. 

 

 

  
����� �I��F�������� �I��F�������� �I��F���   

 

 L�5 ( )P x ;���$� -
& ���
�� D . �	�� '�� c<$����<$�;��$� �� '�� c& :  
( ),x D P x∀ ∈   

) ��� ��4�x -$: ����� D >��#�� P(x)(  
  

•  *��� �A: �#�#
 '�� <$� UA� �	��( )P x ;� ;�9 �� ���#� x  �� D.  
•  *��� �A: ���#� ��1 '�� <$� �	��( )P x� ���#� ��1  �&	���$� �
��& �� ;�I� -
& (#�	 �
�& ;�9 �D.  
•  ���� ;���x �4
�9 �� �	�� ��$� ( )P x  '�� <
$ @����<� @"�F� >���#� ��1 ���<$�.  

  
��C�:  

{ } 21,2,3,4,5 : ,= ∀ ∈ ≥D x D x x  
2,x R x x∀ ∈ ≥   
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��' ����� 
�@ 
����' $' ��C�#��' ����� 
�@ 
����' $' ��C�#��' ����� 
�@ 
����' $' ��C�#   
  

� ��<� 6��$∀ >��� ��4� .  
  

;�F�: 2, 0x R x∀ ∈ ≥  
•  *��� �A: �#�#
 '�� <$� UA� �	��( )P x  ;� ;�9 �� ���#�x  �� DB  
•  �	�� ;���$�D  	� ��$�F� �������#$� (�(&I� �&	���B  
•  �	��( )P x�F� ��  	� ��$2 0≥xB 

•  �#�#
 �����$� '�� <$� �	��)+�	� ((& 	� ����# ((& �9 2 ��.(  
  
  

;�F� :2, 0∀ ∈ <x R x  
•  *��� �A: ���#� ��1 '�� <$� �	��( )P x ;�9 �� ���#� ��1  �
�&�&	���$� �
��& �� ;�I� -
& (#�	 DB   
•  �	�� ;���$�D  	� ��$�F� �������#$� (�(&I� �&	���B  
•  �	��( )P x ��$�F� �� 2 0<xB 

•  �J��8 �����$� '�� <$� �	��) ((<$� A8C� �9 �5��	 @� $�� ����# ((& 2 �� �	�� �9 ����"2 ((<$� 	�	 P< �� �9 (��$ >
4@� �	� �	�� .( 

 

 

  
I��F���I��F���I��F���9��%��� �9��%��� �9��%��� �   

  
•  L�5 ( )P x ;���$� -
& ���
�� D ;��$� ��(	�	$� '�� <$� A8C� > ( ),x D P x∃ ∈)  (�	�x -$: ����� D ��#� 

P(x)(.  
•  *��� �A: ���#� '�� <$� �	��( )P x SS$ ;�I� -
& '(#�	 ���� ;�9 �� ���#�  x  �� DB  
•  *��� �A: ���#� ��1 '�� <$� �	��( )P x �&	���$� �
��& 2��� ;�9 �� ���#� ��1 D .  

  
��C�:  

2,m Z m m∃ ∈ =  
{ } 25,6,7,8,9 , ,E x E m m= ∃ ∈ =  
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9��%� ����� 
�@ 
����'9��%� ����� 
�@ 
����'9��%� ����� 
�@ 
����'   
  

 6��$� ��<�∃ >;�I� -
& (#�	 (�	�.   
  

��C�: 2,∃ ∈ =x R x x  
•  *��� �A: �#�#
 '�� <$� UA� �	��( )P x (	�	 ;�# �� ���#� x ��#� ;�I� -
& (#�	 ( )P xB  
•  ;���$� �	��DB�����#$� (�(&I� �&	��� 	� ��$�F� ��   
•  �	��( )P x�F� ��  	� ��$2 =x xB 

•  �#�#
 �����$� '�� <$� �	��) 	� ;�I� -
& (#�	 ����# ((& (�	�1 2 �� �	�� _�#  1 �	��� 1.(  
  

��C� :2, 0∃ ∈ <x R x  
•  *��� �A: �#�#
 '�� <$� UA� �	��( )P x (	�	 ;�# �� ���#� x ;�I� -
& (#�	  ��#�( )P xB  
•  ;���$� �	��DB�����#$� (�(&I� �&	��� 	� ��$�F� ��   
•  �	��( )P x 	� ��$�F� �� 2 0<xB 

•  �J��8 �����$� '�� <$� �	��)�5
$� �� �/
9 P< �� ����# ((& �9 (�	� ".(  
   

   

   

��28�� ����� �I��F�����28�� ����� �I��F�����28�� ����� �I��F���(((   
  

���<$� �����$� '�� <$� :  
( ) ( ),x if P x then Q x∀  

) ��� ��4�x *��#� �A: >P(x) �=� Q(x)���#� �	�� (  
  

@���9 �$��$� ;��$� -
& �� ��$� �����$� '�� <$� � ��� ����:  
( ) ( ),x D P x Q x∀ ∈ →  

) ��� ��4�x ��#� >P(x) ��#� -$: �(�� Q(x)(  
  

��C� :2, 2 4∀ ∈ > <x R if x then x  
  

��� �A: @��J��
� ���#� �4�9 ����� '�� & �& ;	��( )P x ;� ;�9 �� @�J��8 x ;���$� -$: ����� D.  
  

��C�: 2, 0 0∀ ∈ < >x R if x then x  
 �	�� �$�#$� UA� ��( )P x �9 ;�9 �� @�J��8 x (�(&I� �&	��� -$: �����  �� �����$� �� ��$� '�� <$� �9 ;	�� �A$ >�����#$�

@��J��
� ���#� '�� &.  
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��G��F��� 
������� (����G��F��� 
������� (����G��F��� 
������� (��   
 

���<$� �����$� '�� <$� �5�( ),x D P x∀ ∈	� ( ),x D P x∃ ∈ ∼  
��C� :  

'�� <$� :����# *��� �� >��&	$� �� ��$� *���$� 2��� .  
'�� <$� �5� :(�	�����# ��1 >��&	$� �� ;�I� -
& '(#�	 '�� .  

  
�����$� ��(	�	$� '�� <$� �5�( ),x D P x∃ ∈ 	� ( ),x D P x∀ ∈ ∼.  

��C� :  
'�� <$� :���5
 >��&	$� �� ;�I� -
& '(#�	 '�� (�	�.  

'�� <$� �5� :���5
 ��1 >��&	$� �� ��$� *���$� 2���.  
  

 '�� <$� �5� �����$�( ) ( ),x D P x Q x∀ ∈ → 	� ( ) ( ),x D P x Q x∃ ∈ ∧ ∼.  
��C�:  

'�� <$� :����# ��&	$� �� ��$� *���$� 2��� �	�� ��#9 ��&	$� ��� �A: ��&	$� �� ��$� *���$� 2��� ;�� �� .  
'�� <$� �5� :$� �	��	 ��#9 ��&	$� �	�� _�#  >��&	$� �� ;�I� -
& '(#�	 '�� (�	�����# ��1 '��.  

   

   

   

$�����$�����$�����   
  

1. ������� 
������� (�� ?���:  
• ������ *��	
���($� 2��� :L���� ��1 �	
���( (�	�.  
• ;# �4$ ������$� L<  :e;# �	( ������$� ;�.  
•  N���  2���COBOL �� �F�9 -
& �	#� 20@����  : N���  L< COBOL �� ;�9 -
& �	#� 20@���� .  
• 6 ��#�#
 ��((& �9 2�� N�����	6 ((& 	� ����	 : ��1 ��4<�� N��� ;�I� -
& ����	6 ��#�#
 ��((& (�	�

��	6.  
• ��	6 ((& 	� ��	6 D�#
 ((& �9 2 �� :��	6 ��1 ((& P< �� ;�I� -
& (#�	 ��	6 D�#
 ((& (�	�.  

  
2. ������� 
������� ��0 $� ����:  

•  +�	�$� D�#
$� ((<$� ��� ��4�x �=� 2 0>x :D
  
•  D�#
$� ((<$� ��� ��4�x �=� 2 0>x :C�8  
•  D�#
$� ((<$� ��� ��4�x �=� 2 0x ≥ :D
  
•  ��#� ����# ((& ;�I� -
& (�	�2 <x x :D
 

•  ��#� D�#
 ((& ;�I� -
& (�	�2 <x x :C�8  
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3. �5  L( )P x ����#$� ((<$� ��� ��4� ��f�<b� ���
�� xL�5  > :  
( )

( )

( )

, ;

, ;

,

= ∀ ∈

= ∃ ∈

= ∃ ∈

r x Z P x

s x Q P x

t x R P x

  

 � <� _�#Z 	 Q 	 R+����$� -
& �����#$�	 ��(�<$�	 �#�#
$� (�(&I� *�&	��� �& .  
•  g����( )P x �	�� _�#  r	 s	 t���#� : 

o 2 0≥x.  
•  g����( )P x _�#  s	 t 	 �����#� rB���#� ��1   

o 2 <x x  
   

   

   

(5���� ��8��� �D:�� ��8��(5���� ��8��� �D:�� ��8��(5���� ��8��� �D:�� ��8��   
  

�9 ;	�� '�� <$� ( ),x r x∀ J��8 ("K!��  ;�9 �� ( )s x
� �� ���($ ��#� �A: >�:  
x∀ 3 
��� �@-( )r x����0 3 $L5 ( )s x����0 .  

  
�9 ;	�� '�� <$� ( ),x r x∀ �D� ��8 (" ;�9 �� ( )s x �
� �� ���($ ��#� �A::  

x∀ 3 
��� �@-( )s x $L5 ����0 ( )r x����0 .  
   

   

   

������� ������� 
�@ 
�������������� ������� 
�@ 
�������������� ������� 
�@ 
�������   

  
����� $�� ��M� x  ��' �7N� &�' �%��  3?%����y E��� <y x  

  ((& ;�I� -
& (�	�x >��#�  ��� ��4�y >@� �	� @�((& <y x  
  

� 8�� $�� ��M� x  � 8 �7N� &�' �%��y E��� x ?�� y 

  O8� ;�I� -
& (�	�x ��#�  O8�$� ��� ��4�y �=� x ?�� y  
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������� ������� 
�@ 
������� (��������� ������� 
�@ 
������� (��������� ������� 
�@ 
������� (��   
  

 '�� <$� �5� �:( ), , ,x y P x y∀ ∃ @������ V���� ( ), , ,x y P x y∃ ∀ ∼  
  

 '�� <$� �5� �:( ), , ,x y P x y∃ ∀ @������ V���� ( ), , ,x y P x y∀ ∃ ∼  
  

��C�:  
  

�������: ((<$� ��� ��4� x  ((& ;�I� -
& (�	�  >+�	�$�y _�#  <y x.  
(����: +�	� ((& ;�I� -
& (�	� x ((<$� ��� ��4� _�#  >y �=� <x y.  

  
�������:  O8� ;�I� -
& (�	�x ��#�  O8�$� ��� ��4�y �=� x +#� y.  
(����: O8�$� ��� ��4� x O8� ;�I� -
& (�	� >y _�#  x +#�" y.  

   

   

   

�M� �0� �� ����0�� ����� ����%� �����N� �������� 
�7:���� ���@��M� �0� �� ����0�� ����� ����%� �����N� �������� 
�7:���� ���@��M� �0� �� ����0�� ����� ����%� �����N� �������� 
�7:���� ���@�   
  

1.  (���� �7:'~ P:  

~ P  P 

F  T  
T  F 

 

2.  �7:'AND P Q∧: 

P Q∧  Q  P 

T  T  T  
F  F  T  
F  T F 

F  F F 

 

3.  �7:'OR P Q∨ :  
P Q∨  Q  P 

T  T  T  
T F  T  
T  T F 

F  F F 
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4.  �7:'OR P Q→ 65��� �7:' ("� ~ P Q∨:  
P Q→  Q  P 

T  T  T  
F F  T  
T  T F 

T  F F 

  
��C�:  

����� �7:�� ����0�� ����� ���% :(P Q) (P Q)→ ∨ ∧  
(P Q) (P Q)→ ∨ ∧  (P Q)∧  (P Q)→  Q  P  

T  T  T  T  T  
F  F  F  F  T  
T  F  T  T  F  
T  F  T  F  F  

   

   

   

$�����$�����$�����   

  
1.  ��� $�����0�� ����� �'��%� ,�� �M� (��� O��DN� 3������� ������� 
������� O��D# $��.  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

(1)   , , ,

(2)  , , ,

(3)  , , ,

(4)  , , ,

∀ ∈ ∧ ∀ ∈ ∧ ∀ ∈

∀ ∈ ∧ ∃ ∈ ∧ ∃ ∈

∀ ∈ ∨ ∀ ∈ ∨ ∀ ∈

∃ ∈ ∨ ∃ ∈ ∨ ∃ ∈

x D P x Q x vs x D P x x D Q x

x D P x Q x vs x D P x x D Q x

x D P x Q x vs x D P x x D Q x

x D P x Q x vs x D P x x D Q x

  

  
2. (�� &�- �5�
P�� ������� 
������� $� ����' �� ?���(
��� ����� ��� ���� ������� : 

a.  ��� ��4�x ��: >D�#
 ((& x 	9 �5
$� �� @����� �/
9 xB�5
$� �� @����� � �9  

b. B�#�#
$� (�(&I� �&	��� -$: ��#�#
 ��((& �9 ���� ;
�# �����" 

c.  ��� ��4�x ��#� �(�� P(x) ����� <$� (#9 ��#� -$: Q(x) 	9 E(x)B 

d.  (�	�x �	�� _�#  P(x)�#�  �9	 @��y �	���" x ;<�� Q(x)@���#� .  
 

3. ������� ���%�� (�� �" �� : *��� �A:n �=� � $�� ��1 n 	9 � �	� n�5
$� �	��� B 
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4. (���� ����� $���:  
a. '�� <$� :A"=��#��"� ���� �Z�#" 

b. '�� <$� :B"=��#��"� �� ���� +��" 

c. '�� <$� :C"=�� #`�  ���� �<�" 

�& �Z & :  
a. A B C∧ ∧∼ ∼B 

b. A B C∧ ∧ ∼B 

c. A B C∧ ∧∼B  
  

5.  ��8�� &�' ������� ��%�� ����� �'#if-then) �@-. ..$L5:( 

a. B�< ��$� �&��$� ���� ;���C� ��I �8C�9 �$ 

b. B����$� �A� P� $9 �� (�9 �$ ��=� ":	 '���$� UA� ;�1 �
& +�� 

c. *�
�9 ":	 )�	�B���$�  

  
6.   
������� ���only-if) �@- ��5 ( 
����' &�-if-then) �@-. ..$L5:(  

a.  W�8����A: ���BW�8�$� [	��� -4�9   
b.  ��6� �� +�A���A: ����45J�Y	 *4�9 .  

 

7.  �'#���%������� �������� �� �� ������� : 

[ ]~ P ((P Q) (P Q)) (P Q)→ → ∨ ∧ ∨ → 
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,�� ��� Q����� �����,������ :  

(
����� <������� 

  

��������� 
������ :  
 >Wh�(�$� >�����$� ������"� >�J������ ��8� >��(<�� ��E& >�����<�� ��E& >��J��F ��E& >+���� ��E& >N��(�$�  ���� $�

,��C�$� (�� +���� >,��C�$� '(�� �&	���.  
  

� ��:  
$� ������"� )��<� -
& ;
5$� �A� �� )�<��Wh�(�$�  ���� $� *��$X	 *��$X �����.  

  
������� !��"#:  

-
& ;
5$� �A� �� +$��$� )�<��:  
• B��<� �$� (�(&I� �&	��� )��<�  �
�8$� ���8$� *��i
�b�$� 

• BWh�(�$�  ���� $� 

• B�J6�$�	 ��
�$� �� ����$�	 +����$� ��E& 

• B,��C�$� (��$� ������"�	 +����$� 

• �J�����"� ��8�$�.  
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��� �������� ���'N� �'��% �������� ���'N� �'��% �������� ���'N� �'��%�   

 

i
�b� *�� �&	��� )��<���<� �$� (�(&I� )Giuseppe Peano(:  
• B�<� � ((& �5
$� 

•  �<� � ((& ;�$n� � ((& > 	� P�
� �<n+1B 

• B�5
$� P�
� �<� � ((& �9 (�	�" 

• B���	���� ��((& >�$��$� �<� �$� ((<$� ,5� ��4$ ���<� � ��((& ;� �	�� 

•  ((<$� -
& �&	��� *	�#� �A:0 �&	���
$ ��	��� �&	���$� *��� >�$�� ((& �4�� �<� � ((& ;�$ ���	 �)  9( �
$�W�(�(.  

  
:��R�:  

 -$: )��<�$� �� *��i
�b�$� 7(#: ����: �(�� _�#  >��<� �$� (�(&I� �&	��� )��<� �� 7� � ����9 �� ��$� ,�8$� *��
��
$
��<� �$� (�(&I� �&	���$ V��8 )��<� %�(8��� . )��<�$� ;<� -$: )��<�$� �� -$	I� ��i
�b�$� ����: �(�� >;�F�$� ;� � -
<�

���$� -
& � ���'��8I� �< �I� *��
��$� ��#� ��$� �1��5$� �&	.  
   

   

   

(5 OS������ $�"����� ���@�(5 OS������ $�"����� ���@�(5 OS������ $�"����� ���@�   �   
   

 �
�8$� �9 -
& ���� 
$P(n) �<� � ((& �9 ;�9 �� �#�#
 n�9 -
& ��� � >:  
•   ;�9 �� �#�#
 �
�8$�P(0)B 

•  �<� � ((& ;� ;�9 ��n���($ >: 

P(n) P(n 1)⇒ +  
)P(n) &�- 9�4� P(n+1)( 
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(5 OS������ $�"����� ���@�(5 OS������ $�"����� ���@�(5 OS������ $�"����� ���@�   � : : : T� �� $' E��� T� �� $' E��� T� �� $' E���)))222(((   
  

��$��$� �$�#$� �� _# �$:  
 

 �<� �$� ((<$� ��� ��4�n -
& �	#� �	(�
 �� j(c�b	 �A: >n (�	� " P�=� >'��
$� �J� �� '(#�	 �<�� >��(�� �<��  �A� ��
'��
$� �J� �� 2�� ": �	(�
$�.  

  
 ;�9 �� �#�#
 �
�8$� UA� �	��n=1 . -
& �	#� �	(�
 ;�9 �� �#�#
 �4�9 L��5�$	n ;�9 �� �4��� �$	 >�<�� 

 -
& �	#� �	(�
n+1�<�� :  
•  �� @�5$�� @��	(�
 ���($ �9 @�A: L�5�$n+1'��
$� �J� �� '(#�	 �<�� -
& �	�#�	 >��(�� �<��  .  
• ��A$� �5�\� �<��$� �& �5
�8�$� �	(�
$� �� ��(��$� 2��$� 7(#: +#��$ .  
•  ���($ -� ����(�& -
& �	�#� @��	(�
 n'��
$� �J� �� �<�� �4��  ��(�� �<��  .  
•  -
& D�#
$� L�5
$ @�< �n'��
$� �J� �� 2�� �& '�� & ��� ��$� �	(�
$� 2�� 2��� �	�� >.  
• ���� #� ��$� �<��$� )��̂$ -
& �	�#� @��	(�
 ���($ ��(�& -� �� >�5
�8� �<�� +#��$	 >n -
& �4��  ��(�� �<�� 

'��
$� �J� �� �<�� ;�I�. 

•  -
& D�#
$� L�5
$ @�< �n'��
$� �J� �� 2�� �& '�� & ��� ��$� �	(�
$� 2�� 2��� �	�� >.  
•  ��$� �<��$�	 >'��
$� �J� �� 2�� -
& ": �	#�" �	(�
$� �A� @�A: S$�� >'��
$� �J� �� �<�� �� ����(&9	 ���� #�

n+1 '��
$� �J� �� 2�� �� @�A: �<�� !!!!!  
  

lC�8$� ��9  
 �	�� ��(�& @�#�#
 W�(�$� �	��" >����#$� ��n=1 . �� )$�� �	(�
 (	�	 ;�# �5�n+1��(�� �<��  $����7 $� 9# 3

3$�������=�  �<�� -
& ��(�& �	�#�� �	(�
$� P1 �J� ��  7�89 �<��	 '��
$�P2 . '��
$� �J� �& �5
�8� �<�� �� #� �A=�
 ���� $� +�#) ���$�# �� ��	P2('��
$� �J� �� '(#�	 �<�� -
& �	�# �	(�
 -
& ;
#�� ���=� > ) ���$�# �� ��	P1( >
 *��� �A: ��$	P2 �� #�	 �	(�
$� -$: ����(&9	 >'��
$� �J� �& �5
�8� P1(�
 -
& ;
#�� ���=�  �9 �	#�" )
�8� �	

'��
$� �J� �� �<��. 

   

   

   

9���� OS�����9���� OS�����9���� OS�����   
  

 ���� 
$ �
�8$� �9 -
&P(n) �9 ;�9 �� �#�#
 n�9 -
& ���� $� �5�� >:  
•  �
�8$�P(0)B�#�#
  

•  ;� ;�9 ��n �� �<� � � ���($: 

[ ]m n, P(m) P(n)∀ < ⇒  
) 
��� �@-P(m) �%# $� �����  ��m $� �/0# n $L5 3 P(n)����� $��� (  
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9���� O����� &�' $�"����:  

•  �
�8 (	�	 L�5�$P ;�9 �� �#�#
 0.  
•  �9 L�5�$P ;�9 �� �#�#
 n �9 ;�9 ��	 �� m �� �/
9 n�9 �9 >: 

[ ]m n, P(m) P(n)∀ < ⇒ 

•  �9 ;�9 �� �#�#
 ��1 �
�8$� UA� �9 L�5�$n �� �.  
•  �9 L�5�$F �
�8$� �4
�9 �� �	�� ��$� ��<� �$� (�(&I� �&	��� �� P �	��" L�5$�  B�J��8 FB��$�8   
•  �9 �� 	 >�A:F �� ��$�8 ��1 ��J6� �&	��� �� ���/
9 �
�& -
& @�A: �	�#� �4� > ���$	 n0.  
•  �
�8$� �	�� >P�
&	P<$� 2��� ;�9 �� �#�#
  �/
9 �	�� ��$� �
��n0 �� ) -$: ������ �	�� ��$�	� ,�$	 

 -$:F(B  
•  �
�8$� �	�� �����$� P ;�9 �� �#�#
 n0  -
& [	�	�$� L�5
$ )$�8� 	�	F.  

  
��C�:  

  
��$	9 (�(&9 ��(� N��� 	� +�	� �<� � ((& ;� �9 ��� ) .� ; ��" �A$� ((<$� 	� �$	I� ((<$� -
&	 P�5� -
& ": ����$

(#�	$�.(  
  

U����:  
9���� OS������ $�"����:  

$�"���� ��'�7: ;�9 �� �#�#
 �
�8$� n=2 �	� 2B�$	9 ((&	� @����9   
OS�����: +�	� �<� � ((& �9 ;�9 �� n:  
•  �� @����� �/
9 +�	� �<� � ((& ;� ;�9 �� �#�#
 �
�8$� �9 L�5�$n �/
9 ((& ;� �	�� P�
&	 > �� @�����

n ��$	I� (�(&I� �� �&	��� ��(� N��� 	� >) �6�$� �\� ����� ���9 �9[ ]m n,P(m)∀ <�	�$� Wh�(�$� �� (B  
•  �9 -
& ��� �$n ��$	9 (�(&9 ��(� ;
�# 	� ) �6�$� ��� �� �9[ ]m n,P(m) P(n)∀ < ⇒�	�$� Wh�(�$� �� (B 

•  ��� �A:n$ P�=� >@��$	9  ��(�& �	���	 (#�	$� -
&	 P�5� -
& ": ����$� ; �� �nB��$	9 (�(&9 ��(� ;
�#$ �	���  

•  ��� %$ �A: ��9n M
����� >@��$	9 n %��� d �& )
�8� 1 �	�� _�# 	 P�5� �&	 n=d*p _�# d 	 p �� �/
9 nB 

•  �9 �� 	 >L�5$� +�# ��$	d	 p �� @����� �/
9 n ��(� ;
�# �	�� ��4�
� �=�  �9 ��<� ��� >��$	9 (�(&9n 	� 
��$	9 (�(&9 ��(� ;
�#.  
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?������ �7:'?������ �7:'?������ �7:'   
  

��=��C�� �7:���:  
 ���$A 	 B���&	���  . �� ��J��F$� ��E<$� )d�<�̂A -$: B -$: ������$� *��J��F$� �&	��� �� ��J6� �&	��� �4�C  A B× 
 _�#A B {(x, y) | x A, y B}× = ∈ ∈.  

 6��$�  ��J��F$� ��E<
$ 6���ℜ �9 +���	 x S  � ��� y ��E<$�  ℜ�
� ��� :  
x yℜ 	9 (x, y)∈ℜ  

��C�:<� �$� (�(&I� �&	��� -
& (�(&I� ��  ����$� ��
 �� ��E&  ���  
 �	��x ��E<$�  @�� ��� )ℜ :����
$ ; �� ( 2�y)  �9x yℜ ( ��� �A:x -
& ����$� ; �� y .��$��$� �
F�I� ���($ �	�� P�
&	: 

6  2,   9  3,   20  5ℜ ℜ ℜ  
  

9������ �R������ 3,������:  
 ��E<$� �	��ℜ �&	��� -
& A:  

1. ������: ��#� �A: x A, x x∀ ∈ ℜB 

2. ��R����: ��#� �A: x, y A,  if  x y then y x∀ ∈ ℜ ℜ 

3. ������: ��#� �A: x, y, z A,  if  x y and y z then x z∀ ∈ ℜ ℜ ℜ  
��C�:$� (�(&I� �&	��� -
& (�(&I� ��  ����$� ��
 �� ��E& �	��  ��<� ��:  

1. ������:BP�5� -
& ����
$ ; �� �	�� ((& �C�  

2. ��R���� ��A: ��� �A: x -
& ����
$ ; �� y �9 (���$� ��� y -
& ����
$ ; �� ��1 x -
<� >���	���� ���� �A: ": 
 �	�� ;�F�$� ;� �6 -
& ����
$ ; �� 3BD�#
 ��1 ,�<$� ��$	  

3. ������:-
<�  ��� �A: >;�F�$� ;� � 20 -
& ����
$ ; �� 4 ���	 4 -
& ����
$ ; �� 2 �=� 20 -
& ����
$ ; �� �	�� 
2.  

  
?������ �7:':  
 ��E<$� �	��ℜ �&	��� -
& A��(<��	 >'�Y���� ��1 >�����<�� ��J��F ��E& *��� �A: L��<$� -�<�$�  +���� ��E&  . �	��	

��(<��	 >'�Y���� ��1	 >�����<�� ��1 *��� �A: %��
$� -�<�$�  +���� ��E& ��J��F$� ��E<$�. 

��C�: ��E<$� �� �&� ���� ≤) �	��� 	9 �/
9 ( ��E<  �4� �	 L��<$� -�<�$�  +���� ��E& >��<� �$� (�(&I� �&	��� -
&
 �� ����
 +����<�	�� _�#  :  

x y x y and x y< ⇔ ≤ ≠ 
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(=D%�� ?������� (���� ?������(=D%�� ?������� (���� ?������(=D%�� ?������� (���� ?������   

 

 +����$� ��E& �	��ℜ �&	���$� -
& E�
��� ��#� �A: ���	 �A: ��
� +���� ��E& :  
x, y E,  x y  y x∀ ∈ ℜ ∨ ℜ  

) 9# �%# $�x� y $� E ��- 3x V� ������ y �# y V� ������ x(  
	�� +����$� ��E& �=� ":	��J6� �.  

 

��C� :  
 +����$� ��E& �	�� >��<� �$� (�(&I� �&	��� -
&≤) �	���	9 �/
9 ( ��E<$� �	�� ��# �� >��
� +���� ��E&) ; ��

����
$ (��J6� +���� ��E&.  
   

   

   

$����$����$����   

  
 ���$E ���$	 >�&	��� P(E) �&	���$� ��6�9 �&	��� EB 

1. "� ��E& �9 ���  -
& ��	�#P(E)��	�#� ��E& �� : 

x  y  x yℜ ⇔ ⊆  
)x V� ������ y 
��� �@- ��5� �@- x 9���� �# (5 ������ y(  

2. l;
& >�J6� 	9 �
� +���� ��E& ��E<$� UA� ;� 

  
U���� :  

1. B��(<��	 '�Y���� ��1 >�����<�� ��E& 

2. �J6� +����.  
   

   

   

N� ?������� 
������ &�' ?������N� ?������� 
������ &�' ?������N� ?������� 
������ &�' ?������9�%�9�%�9�%�   

  
•  ���$A��(� 9 B 

•  ��
�$� ���$u=u1u2…ui…un)  _�#1 i nu ...u ...u A∈ ( ��
�$� ���$	v=v1v2…vi… vn)  _�#
1 i nv ...v ...v A∈(B 

•  ��
�$� �9 ;	��u �� �� ;��� (Prefix) ��
�
$ v�
��� ��#� ;�8 �� : 

i i

n m
u (is Prefix) v

1 i n, u =v

≤
⇔ 

≤ ∀ ≤
  

•  �	�� >�8X -�<� v=um  _�#mB��
�  

�(� 9 +����� � ��$� +����$� %j(8m��b�. 
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����1��� 
�'��%�������1��� 
�'��%�������1��� 
�'��%���   
 

�& ;	�� $��&	��� E �4�9  6��$�  �4$ 6���	 � ��b�(E, )≤ *��� �A: +���� ��E<  '(	6� ≤)  � �9 	9 >�	���	9 �/
9
�	���	9.(  

 

 ���&	���$� �9 ;	�� ��� ��b�$�1(E, )ℜ 	 2(E, )ℜ ����E<$� *��� �A: >���5
�8� ��4�9 1ℜ 	 2ℜ���5
�8� .  
  

 ���$E′ � ��b�$� �&	���$� �� ��J6� �&	��� E:  
•  �
�& �& ;	��m �� E �&	���
$ ��
<$� (	(#$� �� P�9 E′ �� �
�& �9 ��� �A: ���	 �A: E′  �� �/
9 mB  

 

•  �
�& �& ;	��m �� E �&	���
$ ���($� (	(#$� �� P�9 E′ �� �
�& �9 ��� �A: ���	 �A: E′  �� � �9 mB  
   

   

   

$�����$�����$�����   
  

 �&	��� �� �
�<$ ���� ;�E �&	���
$ ��
<$� (	(#$� �� �	�� �9 El 

e;#$� : �� ;�F�$� ;� � -
<� >%<�(N, ≤)  �	�� 23 �&	���
$ ��
<$�(	(#$� �� E={2,8,23}. 

 

 �&	��� �� ��5
�8� ���
�<$ ���� ;�E��
$ ��
<$� (	(#$� �� ���E� �	�� �9  �&	�El 

e;#$� : �� ;� ��� �=� >E�x 	 y �&	���
$ ��
<$� (	(#$� �� E -$: ����� ���E� ���	 E ��(�& �	�� >x<y 	 y<x ��<� ��� 
 �9x = y.  

  
 �� ��$� �
�8$� �� V�� �9 ��/�� ;�) ��2 ( *��� ;�# ��El��4���  

e;#$� :E�.  
  

 �� ��$� �
�8$� �� V�� �9 ��/�� ;�) ��2 (�# ��l�
��� +����$� ��E& *��� ; 

e;#$� :E�.  
   

   

   

&��N� ����� &�'N� ����&��N� ����� &�'N� ����&��N� ����� &�'N� ����   

   
 �&	���
$ -�(I� (#$� )f�<b�E �&	���$� -$: ����� �
�& P�C  E���($� (	(#$� �
��& �� �
�& �	��	 >  �&	���
$E.  
 �&	���
$ -�(I� (#$� )f�<b�E �&	���$� -$: ����� �
�& P�C  E& �� �
�& �	��	 > �&	���
$ ��
<$� (	(#$� �
��E.  

  
  :���ل

 �&	���$� ��E’=6,8,23 �� ( , )≤� �	�� 6 	 >-�(9 @�(# 23-
&9 @�(# .  
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9�/0N� �0����� (�R'N� �0����9�/0N� �0����� (�R'N� �0����9�/0N� �0����� (�R'N� �0����   

   
 ���$E′ �� ��J6� �&	��� E . �
�& �& ;	��m �� E′�� ��Y&9 �
�& P�9 E′�
��� ��#� �A: :  

y E , y m y m′∀ ∈ ≥ ⇒ =  
  

 ���$E′ �� ��J6� �&	��� E . �
�& �& ;	��m �� E′�� ��/
9 �
�& P�9 E′�
��� ��#� �A: :  
y E , y m y m′∀ ∈ ≤ ⇒ =  

  
�%���:  
•  �&	���
$ ��� �A:E′�&	���
$ (�#	$� ��Y&I� �
�<$� �	�� -
&I� (#$� �A� �=� >-
&9 @�(# . 

•  �&	���
$ ��� �A:E′�&	���
$ (�#	$� ��/
I� �
�<$� �	�� -�(I� (#$� �A� �=� >-�(9 @�(# . 

  
��C�:  

 �&	���$� ��  6,8,23,42 , 8,23,37 , 6,8,23�� (P( ), )⊂�  
�� ���Y&I� �
��<$� �	�� : 6,8,23,42  	 8,23,37  

�� ���/
I� �
��<$� �	��	 :8,23,37	   6,8,23  
 

 

 ���$E′ �� ��J6� �&	��� E . �
�& �& ;	��m �� E′ �� ��Y&9 �
�& P�9 E′ �A:  P�� � �9 �
�& �9 M��� ��� %$
+����$� ��E<$ @���	.  

 ���$E′ �� ��J6� �&	��� E . �
�& �& ;	��m �� E′ �� ��/
9 �
�& P�9 E′ �A:  �/
9 �
�& �9 M��� ��� %$
+����$� ��E<$ @���	 P��.  

   

   

   

,��T��� ��%�� ?������� ,��T��� ���%�� �'��%���,��T��� ��%�� ?������� ,��T��� ���%�� �'��%���,��T��� ��%�� ?������� ,��T��� ���%�� �'��%���   
(Well-funded Set & Well-funded Order) 

  
 �&	��� �& ;	��E � ��� (E,≤) �4�9 ,��T��� ���% �'��%�1 ��J6� �&	��� ;� *��� �A: ���	 �A:  ; �� �4�� ��$�8 ��

@���/
9 @��
�&. �&	���$� -
& )f�<b�$� +����$� �	�� >�����$�  ��% W������,��T���   �
����� �
�
� �&	���
$ ��� %$ �A:
�
��<$� �� ��J�4�"  

  
��C� :  

 �&	���$�  6,8,23,42 , 8,23,37 , 6,8,23 ��(P( ), )⊂�. 

 



Universal Knowledge Solutions s.a.l. 

29 

��'N� �'��%���'N� �'��%���'N� �'��%��������� ��������� ��������� �   
  

)��<� ������ ��&	��� �4�C  :  
• B�&	���$� �� ��/
I� �
�<$� ;��� �A$� �5
$� -
& �	�#� 

• ,��C�$� (�� +����  '(	6�.  
   

   

   

,��T��� ��%�� <�������,��T��� ��%�� <�������,��T��� ��%�� <�������   

  
 �&	��� -
& ,��C�$� '(�� ������� ��
�& ��� $E:  

•  �	�� �9 +��E�$� (�� +����  '(	6�  ,��C≤B  
•  -
& W�(�$�  ���� $� ����EB  
•  �
�8 -
& ���� 
$P -
& E-
& ���� $� +�� >:  

o  ��̂#�P(y)  �
�& ;� ;�9 ��y �� ��/
9 EB  
o  *��#� �A:P(z) ;� ;�9 �� z<x �	�� >P(x)���#� .  

   

   

   

(=������� �� ���(=������� �� ���(=������� �� ���   
  

 ���$B �&	���$� �� ��J6� �&	��� E  >	���$ W -
& *��
�<$� �� �&	��� E. 

 

)d�<�̂ S$ �J�����"� �E1"� B �� ��f�<b�$� *��
�<$� %�(8���  W P�C  > �&	��� �/
9X  ��J6� ��E )��	�#"� -�<� (  
��#�:  
o X �	�#� BB 

o  ��� ��4�w *��
�& �� ��
�& W A8C� ��$� p ;c��<b� >	 ��� ��4�x1,x2,....,xp  �
��& ��X�=�  ��
�<$� �� �� N��� 
w<$� UA� -
&  �9 >�
��w(x1,x2,....,xp)  �	�� ���XB 

 

 �C  @���9 ;	�$� ����X  ��8�$�  �J������ ;��  )f�<b� (B,W).  
  

��C� :  
 ����)��<���<� �$� (�(&I� �&	���  � �J�����"� ��8�$�  (B,W)�$��$� :  

 ��(&��$� �&	���$�) �&	���$�B �� �( =��$	I� (�(&I� �&	���B  
 ��� $� �� ��j(8m��b�$� ��
�<$�) 7	�#� �9W( =  ��((& ��(����<� �. 
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 (=�8��� ������� (=�8��� ������� (=�8��� �������)))����� &�- ��'���� $������ &�- ��'���� $������ &�- ��'���� $�(((   
 

 �&	���$� ����: ����X��$����$� -
& @�(���&�  iBb�$� f�< �� ;��$��$��$� :  
0B B=  

i 1 i iB W(B ) B+ = ∪  
  
 

��C�:  
 )��<�IN  
'(&��$�) �&	���$� B 	9 0B( = ��$	I� (�(&I� �&	���B  

 ��
�<$�) 7	�#� �9W( =��(�$����<� � ��((& ��  .  
 

   

   

   

 (�D����� ������� (�D����� ������� (�D����� �������)))��'���� &�- ����� $���'���� &�- ����� $���'���� &�- ����� $�(((   
  

 ���$X ��8�$�  ���<� (B,W).  
  

 )��<�$X���
��& �& _# �  . �	��x  -$: ����� X�A: ���	 �A: :   
o x  S$ ����� BB 

o  (�	�w  ��f�<b�$� *��
�<$� �� ��
�&���&	���$�  W  A8C�p;c��<b�  (x1,x2,...,xp) �
��& �� X_�#  �	�� : x = 

w(x1,x2,...,xp)  
� 	<
$� �����$6���$� ;�
#�$� ��
�& ��  & (���` ��6E$��
�� X ��
�<$� (��: �� >w*E��<b�$�	  (x1,x2,...,xp) _�#   

�	��w(x1,x2,...,xp) �� @��
�& X. 

   

   

   

(=������� �� ��� $' � X ��C�(=������� �� ��� $' � X ��C�(=������� �� ��� $' � X ��C�   
  

 ���$A��4��� ��(� 9 .  
 ���$A+�$��$� �J�����"� ��8�$�  ��f�<b�$�	 *��
�$� �� ��$�8��1 �&	��� :  

• '(&��$� : ��(� I� �� )�# ;� �	��A �� @��
� A+B 

• ��� $� '(&�� : ����
�$� �� @E� *��� �A:m 	 n �� �
��& A+ ����
�$� �=� mn	 nm ;��  ��4��( �& �������$� 
 �� ����
� ��� >�$����A+.  
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,��7N� �/� !����,��7N� �/� !����,��7N� �/� !����   
  

 ���$LP ��(� I� -
& @�(���&� ��6�	�� ,�	�9 %�(8��� �& �����$� *��
�$� �� �&	��� {(,)}.  
  

���$ )��<�$ �$��$� �J�����"� ��8�$� %(8LP: 

• '(&��$� :B��$�8$� ��
�$� -
& ��	�#$� �&	���$� 

• ��� $� ��
�& : 

o  ��� �A:u 	 v -$: ������� LP �=� uv -$: ����� LPB 

o  ��� �A:u -$: ����� LP �=� (u) -$: ����� LP. 

  

��C�:  
�/
$� UA� ��> *��
�$� �����  () 	 (()) 	 (())() -$:LP.  

   

   

   

Q���� (=������� !������Q���� (=������� !������Q���� (=������� !������   
  

 �&	���$� ���$E �J�����"� ��8�$�  ��f�<b�$� (B,W)B  
  

 2 �� )��<� ������f :f : E B→:  
•  )��<� f(b) ;� ;�9 �� b �� BB 

•  )��<� f(w(x1,x2,…,xp)) �$"(  xi 	 f(xi). 

  
��C� :  

 �
��<$� 2 �� )��<�(factorial) -
& �.  
 ���($ ���$� �J�����"� ��8�$�  ��f�<b�$� (B,W)=({0}, +1)  

• )d�<�̂ :factorial(0)=1 

)d�<�̂ : 

factorial(n+1)=(n+1)*factorial(n) 
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�8����� Q������ $��C��� Q����� �����  
��N� Y�
����: 
�'��%���  

  
���� 
����������� :  

B�&	��� %��� >2���� >[����� >��$�8 �&	��� >�&	���  
  

� ��:  
 ���� "  > .��F� ��                �4�� '�F��$� ;��	<$� '�F�$ M$A	 >����( ;	
# 	9 *� ��: ���&: >��&����"� 	9 ��(�
��"�  ;J���$� �� .  ������

� ���&:	 ;J���$� UA� ;F� 2� ;��<�$� �� *"���#"� %
& (&�	�	 *���Y��4
#$ ��(�� 	9 2�	.  
*"���#"� ����( �� ���	��$� *�&	���$� n(� � '(#	$� UA� �� ,�(��4�
& �����I� *��
�<$� ,�(�	 >.  

  
������� !��"#:  

-
& ;
5$� �A� �� +$��$� )�<��:  
• B�&	���$� %	45� 

• B��$�8$� �&	���$� 

• B%���$�	 [����"�	 2����$� 

• �� *���8�. 
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�'��%���
�'��%���
�'��%���   

   
•          ((#�$� )��<�$� *�A �
��<$� �� ((& �4�9 -
& �&	���$� )f�<�̂ .        �S/
$� '(�� +E� �&	��� �& %
��� @EF��

���<� ��
� �� �����#�$� �&	���	 >��J�(� � ���(� �� _$�F$� )
$� Z���(� �&	���	 >��6�
��`� .  
  

•           � @�5$�� �	�� �� @� $�1 �4�=� >������ *�&	��� 2� ;��<�� ��(�& (�(&9 � .       (�(&I� �&	��� �& %
��� >;�F�$� ;� � -
<�
3,4,5�&	���$� �
��& ����<b�$� ,�	�I� ((#� _�# >������<� ��  �4 ���	  .;
�	5  �
��<$� ��  ;
5� ���.  

  
•  �
�<$� �9 ;	��3 �����  �&	���$� -$: {3,4,5}�����`� 6��  '�� <
$ 6���	  . ���
�<
$ � ��$�  ;�#$� M$A�4 	5. 

  
•  �
�<$� �9 ;	��8 >�����" �&	�#�$� -$: {3,4,5}�����`� %(& 6��  '�� <
$ 6���	 .  

  
•  ;F� '�� �$� )�#I� @'(�& %(8���B 	 D @EF� +���� *�&	���$� �����$ B �� �5$��$� �&	���$� �� 3 	 4 	 5  	9 

D �� �5$��$� �&	���$� �� 8 	 7 	 3���"� ��E& %�(8��� ������	  ;	��� ��  :4 -$: ����� " D	 3 -$: ����� D  . 

   

   

   

���� �� �'��%������� �� �'��%������� �� �'��%���   
   

      �
�& �9 �	#� " ��$� �&	���$� ����  ��$�8$� �&	���$� > �4$ 6���	 φ .   �S�$� *��	S
���($� �&	��� �9 ;	�$� ������ @EF��
O�8�I� �&	���	 ��$�8 �&	��� �� '��#$� (�� -
& *$�6" �	� %4$	� o
 � �A$� 3@���9 ��$�8 �&	��� �� ����9 .  

  
P ���:            �
�<$� �	#� ��$� �&	���$�	 ��$�8$� �&	���$� ��  �
8$� +�� " 0   �9 {0}         	S� @�(#�	 @��
�& �	#� �&	���$� UA4�  

�5
$�.  
          { }0≠φ  
        { }00 ∈��$	    φ∉0  

   

   

   

��������� 
�'��%������������ 
�'��%������������ 
�'��%���   
	��;�F� �
��<$� ,5� ���	�#� ��(�& ����	���� ��4�9 ���&	��� �& ;:  

    {6,7,5}    =     {5,6,7}    =    {7,6,5}          
@��4� ,�$ �&	���$� ,�	�9 ;8�( �
�<$� +���� �9 Y#".  

 

����	���� ��1 ���&	���$� �9 ;	�� '���/�$� �$�#$� ��  
   { } { }8,7,6,57,6,5 ≠ 
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��=D%�� 
�'��%�����=D%�� 
�'��%�����=D%�� 
�'��%���   
  

����$��$� ���&	���$� A8C�$:  
        A= {3,4,5,6}   	 B={2,3,4,5,6,7,8} 

  
•  �&	���$� �9 ;	��A �� ��J6� �&	��� �� B �� �
�& ;� ��� �A: A -$: ����� B.  

  
•    *��� �A:A     �� ��J6� �&	��� B     �&	���$� �9 ;	�� A     �	��� 	9 '�	�#� B     M$A +���	     -
& ��	�#"� 6�� %�(8���

;��$�:  
          BA ⊆  

  
• �4�5� �� ��J6� �&	��� �� �&	��� �9 �:  

        AA ⊆  
•  �&	��� �9 �� ��J6� �&	��� �� ��$�8$� �&	���$� �:  

        A⊆φ  
  

P ��� :  
�$� �����"� ��E& ��  6����$� ��	��$� �� �&	���  @��
�& � �� �Aa ∈)  �
�<$� �9 ;	���a �&	���$� -$: ����� A >

 +��� " _�# >7�89 �&	���  �&	��� � �� ��$� ��	�#"� ��E& �� 	Aa ⊆ ��$	 { } Aa ⊆)  �5$��$� �&	���$� �9 ;	���
 �
�<$� ��a��$� �� '�	�#�  �&	�A(  
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�'��%� $� ��=D%�� 
�'��%��� ��%�-�'��%� $� ��=D%�� 
�'��%��� ��%�-�'��%� $� ��=D%�� 
�'��%��� ��%�-   

   

 �&	���$� �� '(	�	�$� ��J6�$� *�&	���$� �� ((& �& ��F#  �A:{a, b}  ������{a} ،{b}  ،{a,b} ،φ أي  -
& �����$�  ;
#�
*�&	��� 2 �9. �

� ذ�� �������� ا������ ا������� ����: 

 
 
  

 
 

•   �� �5$��$� �&	���$� ;�9 �� ;�<$� ,5�  %���$� ����{a,b,c}  ه �
،  {a}  ،{b}  ،{c}: )'�� أن ا�����%�ت ا��#"

{a,b} ،{b,c} ،{a,c} ،φ. 

  
�����8 ��<� �&	���$� �� �
�& ;� �9 ����$� ;	(�$� �� 7�� .9 ���� �$��$� 	� : �-�'�, م� �* 

 �&	��� �� ��J6�$� *�&	���$� ((& �	��A �	#� n S$ @��	��� >@��
�& 2
n�&	���   

  
  
  
  
    

   

   

   

a ��J6�$� �&	���$� -$: �����  

 b ��J6�$� �&	���$� -$: �����  

" %<� %<� 

%<� " %<� " 

{ }b  φ  { }a  { }ba,  
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��� � 
��� � 
��� �IZIZIZ$$$   
 

•  *���8� ��	&(� *���8� ���� �& �4
�F��  %	�� *�&	���$� 2� ;��<�$�  ;�4��$p�:  
  

��C�: ;�F�� ��5�� �	���$�  ��8�$� �4Y� 
 ��E<$�BA ⊆ *���8� ���� �& p�.  

) %�# ��  +���� '�	��$�  (�	� "
�J�	($�  

*�&	���$� %�#	 .(  
 �&	���$� 2 ��$� ;8�(  �#���$� ;F��

 ���<$�U   
  

  
  
  
  
  
  
  

BA ⊆  
   
   
   

�'��%� �����'��%� �����'��%� ����   

                      
•  �9 ;	��B′ �&	���$� %��� �� B���<$� �&	���$� 	� ���&	���$� ����� [	��� �	�� ��(�& . 

    
��C�:� �<�       

U = {1,2,3,4,5,6,7} 
B = {3,4,6}  

 

•  �&	���$� %���B -$: u �&	���$� �� B′   
 _�#{ }7,5,2,1B =′  

•  �&	���$� %���u -$: u �&	���$� �� U′   
 _�#φ=′U  

  
  

  
  
  
  
  
  

        

 

B 
A 

U 

B 

B′  
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Y���%��� Q������Y���%��� Q������Y���%��� Q������   
 

•  ���&	���$� 2���� )�<�A 	 B P$ 6���	 BA ∩          
 ��  ������$� �
��<$� �&	��� P�C A 	 B  

  ��C�:  
        { }

{ }11,9,7,5,4,2B

7,5,4,2,1A

=

=  

  
        { }7,5,4,2BA =∩  

  
• 	���$� ���� UA� 2���� �	�� _�# �

5��$� *�&	���$�  ������ �
��& �	#� " ��$� *�&

 ��$�8$� �&	���
$ @��	��� *�&	���$�φ 

  ��C�:  
A = {9,15,25}                 B= {1,2,4}          

  A 	 B _�# ���

5�� ���&	��� φ=BA ∩  
  

                    
 

• 6��$�  P$ 6���	 >���&	��� [����� )�<�BA ∪ �� '(	�	�$� �
��<$� �� �5$��$� �&	���$� P�C  >
A �� 	9 B@�<� ��4��
� �� 	9 .  
  ��C�:  
      { }5,3,1A =  { }9,7,5,3B =  
          { }9,7,5,3,1BA =∪  

   

   

   

   

   

�'��%��� &�' 
�������
�'��%��� &�' 
�������
�'��%��� &�' 
�������   

� �
� ��� ;�F��$� �A� 9��� _�# >'(&��$� UA� -
& @�(���&� �4
�F�� ����`�  �=� >������ '(&�� �4<��� �&	���$� �
��& �9 �:
     

 �&	���$�A �
��<$� �&	��� �� >x _�#  x������ '(&�� �4<��� .  
  
 

A 

B 

 

B 

B 

A 
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�̂ �9 ���� ;�F��$� �A� %�(8��� �
� ��� *�&	���$� -
& *��
�<$� )d�<:  
 

 ���$A	 B 	 ���&	��� u���<$� �&	���$� :  
  

1.  �&	���$� )d�<�̂A′ �&	���
$ �����$� A�
� ��� : 

   �&	���$�A′ �&	���
$ �����$� A�&	��� ��  �
��<$� x _�# x S$ ����� " A	 x ����� 
 S$U   

  
2.  ���&	���$� 2����  )d�<�̂A	 B�
� ��� : 

   ���&	���$� 2����A	 B �
��<$� �&	��� 	� x _�# x S$ ����� A	 x S$ ����� B  
  

3.  ���&	���$� [�����  )d�<�̂A	 B�
� ��� : 

   ���&	���$� [�����A	 B �
��<$� �&	��� 	� x _�# x S$ ����� A	9 x S$ ����� B 	9 x 
@�<� ��4��
�$ �����  

   

   

   

   

Y���%�� �0� Y���%�� �0� Y���%�� �0�    
  

 ���&	���$� A8C�$A > B �	��� ��4<���� �
��& ((& �9	 ��<����� ���&	���$� ����� �9 L�5�$	 y . ((& �9 L�5�$
 �
��&A 2����$� -$: ����� " ��$� ) -$: ����� " �9B ( 	�x >  

& ((& �9 L�5�$	 �
��B 2����$� -$: ����� " ��$� ) -$: ����� " �9A ( 	�z  
  
  
  

 �&	���$� �
��& ((& �9 N�����BA∪ 	� zyx ++  
 ;��$� -
& M$A � ��� ������( ) ( ) yzyyx −+++  

  
 

  �
��& ((& �9 �9BA∪ �&	���$� �
��& ((& 	� A �&	���$� �
��& ((& P�$: )��� B �
��& ((& P�� g	���	 
���&	���$� 2����.  

  
 6��$� %�(8��� n(S) �&	���$� �
��& ((& -$: ���� �A$� S+��� :  

        
        

 

( ) ( ) ( ) ( )BAnBnAnBAn ∩∪ −+=  

B 
A 

x 

y z 
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��C� :  
 �� �5$�� �&	��� %(���10 %(��� >*���#��"� -$: +E� 5� ��#��� -$: %4�� +E�  	 >��6�
��`� �/
$� '(�7 -$: %4�� +E� 

�����	
<�$� '(�� ��#��� . -
& (#�	 ��#��� -$: �	�(�� '��<$� +E�$� �9 @��
& (#�	 �X �� ����#��"� -$: %(�� @� $�� %� +�#�$	
;�I�.  

•  �&	���$� L�5�$A�/
$� ��#��" �	�(�� ��A$� +E�$�   
•  �&	���$� L�5�$B	�(�� ��A$� +E�$� *���	
<�$� ��#��" �  
•  �&	���$� +E� ((& �& @�A: _# �( )BA∩  
• [����"� �
�8 +�#   

        ( ) ( ) ( ) ( )
( )BAn7510

BAnBnAnBAn

∩

∩∪

−+=

−+=  

  �$��$� 	                   2)BA(n =∩                          
@�<� ����#��E$ �	�(�� ��A$� +E�$� ((& 	�	  

   

   

   


��� � &�' �����
��� � &�' �����
��� � &�' �����   ZZZ$$$   
   

 -
& ���9 �9� [E���� �Z� 60$ @�
8�  NJ���$� �4�	����� ��$� �����$� [�	�9 ���<���$��$�:  
• 19�#� �$� �	����� @�
8�   
• 18���$� �	����� @�
8�   
• 50%(�$� '�� �	����� @�
8�   
• 13�#� �$�	 ���$� �	����� @�
8�   
• 11%(�$� '��	 ���$� �	����� @�
8�   
• 13%(�$� '��	 �#� �$� �	����� @�
8�   
• 9$� *�����$� �	����� O�8�9  _EF  

 �
� �� ((#�$ *���<�$� UA� %�(8��� :  
1�  _EF$� *�����$� �� �9 �	����� " ��A$� O�8�I� ((&  
2� ��� %(�$� '�� �	����� ��A$� O�8�I� ((& 

3- %(�$� '�� �	����� "	 ���$�	 �#� �$� �	����� ��A$� O�8�I� ((&.  

 
��8� %��  %	�� �
J�I� UA� -
& � ��q$ p�:  

•  �#� �$� �	����� ��A$� O�8�I� �&	��� %Z��$A  
•  %(�$� '�� �	����� ��A$� O�8�I� �&	��� %Z��$B  
•  ���$� �	����� ��A$� O�8�I� �&	��� %Z��$C 

  

A 
B 

C 

R1 

R2 R3 

R4 

R5 

R6 

R7 
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 _EF$� *�&	���$� ��  ������$� �����$� �:)R1 ( �9 %4<���� ;F��CBA ∩∩ +�#  ��	  ` >*���<�$� �& � <�
I� �4�5� �$��$� 	 _EF$� *�����$� �	����� ��A$� O�8�9O�8�9 .  

  
 �	
F�� �#� �$�	 %(�$� '�� �	����� ��A$� O�8�I� ((& �:BA ∩ %�((&	 13 �������$�  �	
F�� ��8�$� -
& %�	 )R1 (

 	)R2( �����$� �9 ��(�	 ���9 �� 	 >)R1 ( �	#�9�����$� �� -� �� O�8�9 ) R2 (4O�8�9 .  
  

 �����$� �9 N����� �9 �����$� ,5�  ����)R4 ( �����$�	 ��
8� �	#�)R6 (O�8�9 �< �9 �	#�. 

 

 �9 -$: *���<�$� ���� ���19 �����$� �9 �9 �#� �$� �	����� @�
8� )R1 (	)R2 (	)R6 (	)R7 ( �	#�19@�
8�  .
 �����$� �9 N����� �$��$� 	)R7 (��
8� �	#�. 

  
 ,5�  �����$� �9 N����� �����$�)R3 ( �	#�35 �����$�	 @�
8� )R5 ( �	#�3O�8�9 . 

  
 �� O�8�I� ((& ��<�� @�A:A	 B 	 C (�� 59_EF$� *�����$� �� �9 ,���� " (#�	 O8� ���($ �$��$� 	 @�
8� .  

  
 �9 (�� ��8�$� ��35 ��� %(�$� '�� �	����� @�
8�  ) �����$�)R3.((  

  
� ��8�$� �� 	� %(�$� '�� �	����� "	 ���$�	 �#� �$� �	����� ��A$� O�8�I� ((& �9 (�4)  �����$�)R6.((  
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�8����� Q������ $��C��� Q����� ����� 
(��C�� Y�
����: 
������� [���� 

 

��������� 
������ :  
���<$� ���� >���  _(# >(��9 _(# >;�#��� _(# >#I��
���b�$� _�( >;���#"�  

  
� ��:  
����"  > .��F� ��               �4�� '�F��$� ;��	<$� '�F�$ M$A	 >����( ;	
# 	9 *� ��: ���&: >��&����"� 	9 ��(�
��"�  ;J���$� �� .   �S�����

�4
#$ ��(�� 	9 2�	� ���&:	 ;J���$� UA� ;F� 2� ;��<�$� �� *"���#"� %
& (&�	�	 *���Y�.  
	$� UA� �� ,�(�*"���#"� %
& *�����9 '(#.  

  
������� !��"#:  

-
& ;
5$� �A� �� +$��$� )�<��:  
• ;���#"� %	45� 

• _(#$� %	45� 

• �
����$� _�(#I�	 >�
�#���$� _�(#I�	 >'(��I� _�(#I�	 >���� $� _�(#I� 

• _�(#I� *�&	��� -
& *��
�<$� 
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������� &�- � �� 
> �=���1> 

 

�9 L�5�$ ���� +
�	 � ��� -$: ;8( @�
8� 4 �4�� ;� ��F ����( 25���	� '��$ . +�� �� +��# O8�$� �A� 2����� 
 	�	 ��(  P<�( P�
&254 ×.  

  
 ���&: ;	�#�� ;  >�4�	9 [	 �9 '��� ;E8 >�4<� �� ��$� ����($� ((& ��( 	 @����� ((#� �9 2����� " � ���$� +#�
 �9 ":

@��J�	�& ((<$� �A� -� � _�#  ((<$� �A4$ ��(���J� 6$� +
�  @��
<��	 .  
  

 (�(#� ;	�#� ���9 �9 >;���#"� %	45� %(8��� ��J�	�& ���	Y  � ��� ��$� *��� ��$�	 ;J���$� ��	 *"�#$� UA� ;F� ��
'(#	$� UA� �� �4��(� (&�	�	 ,�9 ���� �& ;#
$ �
��#�$� ����$�  

 

��� &�- � ��
����  
> �=���2> 

 

•               �4�� ���� '�� ;� ���� >*��� '(& (��$� ��# ���  %	�� ���9 L��5�$ �$	�#� (��$�       �S��� ��$� NJ���$� �&	��� ����	 >
 �$	�#� ;� (<  �4�
& ;
#� �9���<$� ���� .	� ���<$� ���� �	�� UA� ��� ��� ��: 

S = {1,2,3,4,5,6} 

  
•  	&(� @�F(#��� �� ��J6� �&	��� �9���<$� � .;�F�$� ;� � -
<�:  

_(#$�) :�(�� ((& (��$� ��# ��� ����� (��$��$� �&	���$� ��<�:    { }5,3,11 =E  
_(#$�) :��	6 ((& (��$� ��# ��� ����� (��$��$� �&	���$� ��<�:    { }6,4,22 =E  
_(#$�) : �� @����� �/
9 ((& (��$� ��� �����4 (��$� ��<���$��$� �&	� :  { }3,2,1=E  

  
•  _(#$� �& _# � ���9 L�5�$) �	��� (��$� ��� �����4 .(�&	���$� _(#$� �A� ��<�: 

{ }4=E �A� ���� '(#�	 �����  P�
& ;	
#$� ������ ���9 �9  @����  @�F(# _(#$�.  
  

•    _(#$� � �<�$)       �� �/
9 ((& (��$� ��� �����10 (    _(#$� �A� ��<�{ }6.5.4.3.2.1=E        >�S��<$� ���� �	��� P�9 �9  
 �� �/
9 ((& @��J�( �� (��$� ��� ����� �9 _�#10 �A� ���� @�(��9 @�F(# _(#$�.  

  
•  _(#$� � �<�$) �	��� (��$� ��� �����7 (_(#$� �A� ��<� φ=E �S� ����� -
& ;
#� �9 ��$ ���� "  �	�7.  ���S� 

 _(#$� �A�@E�#��� @�F(#.  
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E���N� 
�'��%� &�' 
������� 
 

 L�5�$E  	F  ���<$� ���� �� ��F(#S:  
•  _(#$� -
& ;
#�FE∩  ;
#� ��(�&E 	 F(#�	 �X ��  

 

• _(#$� -
& ;
#�FE∪  ;
#� ��(�&E 	9 F 

 

•   _(#$� -
& ;
#�E′)  _(#$� %���E -$: S ( _(#� " ��(�&E  

 
��C�:   

%4��  �� ;��& ����8�  %��$	 �� 2�
� ;��& �&	��� A8C�$ . ��$��$� _�(#I� )Z�<�:  
E :  �� �/
9 ���8�$� ;��<$� ��&20@���&   
F : L� 9 ���8�$� ;��<$�  
G :-F�9 ���8�$� ;��<$�  

��$��$� _�(#I� )��<� ;	�#�$:  
• _(#$�E′ : 

 S$ %���$� _(#$� 	�E  �	��� 	9 � �9 ���8�$� ;��<$� ��& �C  �Z <� �A$� _(#$� P�9 �9 20@���& .  
  

• _(#$�GE∪ : 

 ;	
# �& �Z <� �A$� _(#$� 	�E 	9 G _(#$� P�9 �9 " �� �/
9 ;��<$� ��&20-F�9 P�9 	9 ". 

 

• _(#$�GF ′∩ : 

 _	(# ��<� �A$� _(#$� 	�F 	 G′ _(#$� P�9 �9 (#�	 �X �� "-F�9 ,�$	 L� 9 ;��<$�".  

 

�������� E���N� 
 

 (#�	 �X �� E
#� �9 ���� " ��F(# �������
���� ��F(#.  
  

 _(#$� )Z�<� ��(�� �<�� ��� � ��� �� @EF��1E _(#$�	 ]��$� -
& ;	
#$� P�C  2E� ���$� -
& ;	
#$�  . �	��	
  ��F(#$�1E 	 2E(#�	 �X �� � ���	 ]�� -
& ;	
#$� ������" P�I ������ ��F(#  .  

       ��F(#$� �	�� %�& ;�� F	 E��$�8$� �&	���$� ��4<���� ��<� ��(�& ��
���� . 
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������� 
 

 ���& ���� ;�9 ��S� 2��� P�� �	��  _(#$� _	(# ;���#� )d�<� >�J����� �
��<$E P$ 6���	 ( )EP 
 �&	���$� �
��& ((& P�C E �&	���$� �
��& ((& -
& S�9 :  

          ( ) ( )
( )Sn

En
EP =  

  
 _(#$� �9 �� 	E ���<$� ���� �� ��J6� �&	��� �& '�� & S �
��& ((& �=� E 	9 �/
9 @���# 	� 

��Z�<$� ���� �
��& ((& �	���.  
 ������$� ��  @���# �	
#� ((& 	� ��<� _(# _	(# ;���#� �9 N����� � � ���0 	 1:  

1)E(P0 ≤≤  
 
 

;�F�:   
(��$� ��# ;�F� -$: (<�$ .	� �$�#$� UA� �� ���<$� ���� �	��  :{ }6,5,4,3,2,1=S:  

  
•  _(#$� �& � <�)�(�� ((& -
& ;	
#$� ( �&	���$� { }5,3,1E1 = 

 	� �(�� ((& -
& ��$	
# ;���#� �	��	( )
( ) 2

1

6

3

sn

En 1 ==  

  
•  _(#$� �& � <�)& -
& ;	
#$� �� @����� �/
9 ((3 ( �&	���$� { }2,1E2 =  

	� _(#$� �A� ;���#� �	�� 
( )
( ) 3

1

6

2

Sn

En 2 ==  

  
•  _(#$� �& � <�) -
& ;	
#$�8 ( �&	���$� { }φ=3E  

	� _(#$� �A� ;���#� �	��     ( )
( )

0
6

0

Sn

En 3 ==  
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� $��C��� Q����� ������8����� Q�����  

E��C�� Y�
����: 
�����:� �����N� ��"����� 

 

��������� 
������ :  
����	�$� >+�����$� >�
��<$� ��(�$� >6��  ��E& >�
���� _�(#9 >����$� ;���#"� >'������ _�(#9 [����� >��F(# [����� ;���#�.  

  
� ��:  

�# *"���#"� %���5� ����( '(#	$� UA� �� 2 ��� +��#$ 6��  ��E& ,�(� ��� ����$� ;���#"� +��# (&�	� -
& )�<�� _
;���#"�.  

  
������� !��"#:  

-
& ;
5$� �A� �� +$��$� )�<��:  
• [����"� ;���#� '(&�� 

• '������$� _�(#I� [����� '(&�� 

• ����$� ;���#"� 

• �4J�(� '(&��	 �
����$� _�(#I� 

• 6��  ��E& 

• �
��<$� ��(�$� 

• +�����$� 

• ����	�$� 
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Y���%P� ������ ��'�7 
 

•  ����(_(# ;���#� E  �	��� P�9 ��(�		 ( )
( )Sn

En _�# S���<$� ���� .  

• �9 *�&	���$� �� ����( ��� :( ) ( ) ( ) ( )FEnFnEnFEn ∩∪ −+=   
   � <� _�#n�&	���$� �
��& ((& �& .  

•   -
& '�	���$� UA� ���� %���$( )Sn(���      :( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )Sn

FEn

Sn

Fn

Sn

En

Sn

FEn ∩∪
−+=  

•  )��<�$�  	&(�( )
( )Sn
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@��6�& �	��$@����F  .)6<��� _$�F$� ��9���(�$� ������	9 2�  .  
  
• ;	9 )6�<� ���� -
& ������8� 2�� �9 ;���#� �� @"	9 +�#�$ ,������	I� 2� )6�<� %$�� -
&	 ��F )6�<� %��  -
&	. 

 �  ��FEF$� �9 >�
��& �FEF ����8� %��9 �#� �$C��$� UA� ��)%$�� >%��  >����( �FEF �� �5$�� �&	��� �� >
@���9 �
��& �	�� _�# >@��4� '���8b�$� �
��<$� +����. 

 �  ����8E$ �Z�
�$� ���$� ((& �	�� )���<$� ���� �
��& ((& �9 ( +�����$� ��3
3

P P&	�	 (��� �A$� _(#$�	 >
+	
��$� ;���#"� �	��� +�����$� UA� �� (#�	 ����8� 	�:  

( )
6

1

P

1
EP

3
3

==  

  
• � �9 ;���#� �� �\� +�#�$;	9 )6�<� %��  -
& ������8� 2� , >������	I� 2� )6�<� ���� -
&	 ��F )6�<� %$�� -
&	

;	9 )6�<� ���� -
& 	9 ,������	I� 2� )6�<� %$�� -
&	 ��F )6�<� %��  -
&	 

 �  ��FEF$� ����8� %��9 �#� �$C��$� UA� �� )%��  ,%$�� ,����( ��FEF$� 	9 >)���� ,%��  ,%$�� (&	��� �� �
@��4� '���8b�$� �
��<$� +���� �	�� _�# >@���9 �
��& �FEF �� �5$�� . 

 �  ����8E$ �Z�
�$� ���$� ((& �	�� )���<$� ���� �
��& ((& �9 ( +�����$� ��3
3

P P&	�	 (��� �A$� _(#$�	 
 ����8� 	�����FEF$� 7(#: . �$�#$� UA� ��+�#��9 ����FEF$� [����� ;���#� :  

( ) ( ) ( )FPEPFEP +=∪  

6

2

6

1

6

1
=+=  

  
*"���#"� +��# -
& (&��� +�����$� �9 N����� � ��$� �� ��$� ��.  

  
P ��� :  

1.  ��F(#$� �9 Y#"E 	 F �9 ��(�5�� φ=FE∩ 

2. #"2��$� ��
�<  	9 S$� %	45� � �	 +��$� ��
�<  ;���#"� �� 	 S$� %	45� � � m��J�( (�5�$� �� P�9 Y.  
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��5����� ��� ���� �����P� ?�����5����� ��� ���� �����P� ?�����5����� ��� ���� �����P� ?���   

  
 )$��$� +<
$� ��	 +�<$9 (#9 ����52 +&" ;�$ ���	9 ,�8 2�6	� %�� >���	  , ,�8 -
& +&E$� ;
#� �9 ;���#� ��

 ���	9"��	�� "l  
  

•  �� ���	9 ,�8 -
& +&E$� ;
#� �9 �4�� ���� �A$� ���$� ((& �:52 �� >��� +����$� %4� " _�# >���	 
 ����	�$�5

52C:  

2598960
!47!5

!52
C5

52 =
×

=  

  
•  ��	��  ���	9 ,�8 -
& +&E$� ;
#� �9 �4�� ���� ��$� ���$� ((& �:) (�	� P�9 @��
&13��	��  ���	  ( ��

$�  ����	�5
13C  

1287
!8!5

!13
C5

13 =
×

=  

  
        ��	�� $� ���	9 ��  �� ���	9 ,�8 ����8� ��� ((&      

• 	� +	
��$� ;���#"� �  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ:  	��	
                                    �4
� ���	I� ��  �� ���	9 ,�8 ����8� ��� ((&        

  �9:  ( ) 00495.0
2598960

1287

C

C
EP

5
52

5
13 ===  

  
*"���#"� +��# -
& (&��� ����	�$� �9 N����� � ��$� �� ��$� ��.  

  

  

(=��C�� �������� ��=��C�� ?��%���(=��C�� �������� ��=��C�� ?��%���(=��C�� �������� ��=��C�� ?��%���   
   

          � >*��� 'Z(& � ���$� ,5� �����  *"���#"� ;J��� �� ��F�$� � ���          ;���#� �& _# $�	 *��� ���F ��(�� �<�� ��� � ��� ;F
 ]�� -
& ;	
#$�7 ��� � ��� 	9 >*��� 6���$� *���$� �� P� �
: ;���#�	 )(� -
& *��
�  .  

  
       L<  ;F�� +����$� UA� ;F� ��                    �$	S��  +��S��  +��S��$� �S� [	S�$� �AS� �Z��� @E�� NJ���$� ���  ;F��	 @�#��� NJ���$�

)Bernolli (��J��F$� +����$� 	9.  
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��$��$� OJ�
8$�  ��J��F$� +����$� 6����:  

1�*��� 'Z(& �4�5� � ���$� ����� .  

2�NJ���$� �� ��&	� M��� " :g��� " 	";��."  

3�� ��� ;� �� P�5� ;�5$� 	9 g���$� ;���#� -� �	 �
���� '����$� +����$� . 

 

 

 
��=��C�� ?��%��� (5 ������� ?�����=��C�� ?��%��� (5 ������� ?�����=��C�� ?��%��� (5 ������� ?���   

 

�$c%� (��$� ��# 5 ��$���� *���  ;	�#�$	;	
#$� ;���#� +��# %��$� -
& )1 (,�8$� *����$� ��.  
  

• UA� ��#� � ���$� ����� %�� _�# ��J��F$� � ���$� �	�� �$C��$� 5 -
& ;	
#$� ;F��	 *��� )1 ( ;	
#$�	 @�#���
�
���� ,�8$� *����$� �9 ��� @E�� �8X %�� �9 -
&.  

  
• �	�����#"�  -
& ;	
#$� *"���#� ��(� 	� +	
��$� ;"1 "�9 ���� ;� ��:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
5

6

1
1P1P1P1P1PEP 








=××××=  

        
��$c% (��$� ��# �\� 5 -
& ;	
#$� ;���#� (���: �\� ;	�#�$	 ��$���� *��� "1 " 2 �9 �� *����,�8$� *����$� ��.  
  

• ;��$� -
& ;���#"� �A� � ���  +1�� (� -$	I� �
�	
$:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1notP1P1P1P1PEP ××××=  

  
•  ���8 �� �
��& 2 �9 ����8� ����	� ��	 �5
�8� ��� ,�8  _(#� (� +����$� �A� ��$	4

5C �A: ���I M$A	 > 
 ��6�� S T -
& ;	
#
$  "1"> S 	 f ((& -
& ;	
#
$  S
$ ���/� 1��$��$� *"���#"� ���($ �	��  :  

            f  T  T  T  T 

      T  f  T  T  T 

      T  T  f  T  T 

      T  T  T  f  T 

      T  T  T  T  f 

  
• 	� +	
��$� ;���#"� @�A:: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 0032.05
6

5

6

1
FP

C1notP1P1P1P1PFP

4

4
5

=××







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��=��C�� ?��%��� ��������=��C�� ?��%��� ��������=��C�� ?��%��� ������   
>�����>  

 
 L�5 P�5$� ;���#� �	��� >.��J��F .� ��� *"	�#� 7(#: �� g���$� ;���#� ;F��   	� � ���$� UA� �� ;P1−.  

  
 S  ���� �A: ��9n _	(# ;���#� �	��� � ���$� UA� �� �$	�#� x�$��$� 	 g���   xn − P���$	 >;�� ( )x

nEP	� >:  
xnxx

n
x
n )P1(PC)E(P −−××= 

  
  

;�F� :  
 %�� -
& ;	
#$� ;���#� �� >(��$� ��� (�&2*��� _EF >  

 _�# �� ��$� ��E<$� %(8���3x,5n ==-
& ;
#�� :  

( ) 0032.0
6

5

6

1
CEP

23
3
5

3
5 =








×








×=  

   

   

   
(=��8��� �������(=��8��� �������(=��8��� �������   

 
      �� @�5$�� @�(�� *�
��� *����$� 7(#: �: L�5�$12�� 	��# ���� >  S��� %E�S�"� �& ;	���$� �9	    OS#5� �9 (S<  >)�

'�	��� *���� _EF (	�	 >*����$�.  
                 S  6���$	 >*����$� UA� O#5�	 *���� 2 �9 �� �5$�� ���& A89 (� ;	���$� �A� �9 L�5�$x     ��$� '�	���$� *����$� ((<$ 

���<$� �� ��(�� . ;	#��$� A8C� �9 ����x %��$� 0,1,2,3*"	#��$� �� [	�$� �A� 	&(�   :�J�	�<$� ;	#��$�.  
  

�� � ��� �� ����� ;� ; ��� @�����# @�((& ��<� 2 �� P�9 -
& �J�	�<$� ;	#��$� )d�<�.  
  

;�F�:  
 �� ���& �� '�	��� ���� -
& �	F<$� %(& ;���#� +��#  %��$4 ���($ �C  @��
& *���� 3 ���<$� ���� �� '�	��� *���� 

��$� �� )$12���� .  �	�� �$�#$� UA� ��x=0 	� +	
��$� ;���#"�	 ( )0xP =.  
��<� ;���#"� ( )0xP = ����8� 0 	 '�	��� *���� _EF �� '�	��� ���� 4 �� ���
� *���� 9.  

( )
55

14

C

CC
0xP

4
12

4
9

0
3 =

×
==  
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� ���� -
& �	F<$� ;���#� �	�� >�����$� ,5�  �� ���& �� '�	��4 ���($ �C  @��
& *���� 3 ���<$� ���� �� '�	��� *���� 
 �� )$��$�12	� ���� :  

( )
55

28

C

CC
1xP

4
12

3
9

1
3

=
×

==  

  
 �� ���& �� ����	��� ������ -
& �	F<$� ;���#� �	�� >�����$� ,5� 4 ���($ �C  @��
& *���� 3 ���� �� '�	��� *���� 

 �� )$��$� ���<$�12	� ���� :  

( )
55

12
2xP ==      

  
 -
& �	F<$� ;���#� �	�� >�����$� ,5� '�	��� *���� _EF �� ���& �� 4 ���($ �C  @��
& *���� 3 �� '�	��� *���� 

 �� )$��$� ���<$� ����12	� ���� :  

( )
55

1
3xP ==      

  
P ��� :1!0 = 	 1C0

n =  

  
   

   
������� YD��������� YD��������� YD��   

 
 ����(�	 ��$� NJ���$� 2�� ���� ��� ��$� �����$��
� ��� :  

        
3 2 1 0 x 

55

1
 

55

12
 

55

28
 

55

14
 

( )xP 

  
• ; ���$� ;���#"�  �4� ��	 �
��#�$� �J�	�<$� ;	#��$� %�� ���� 2��� �A$� ;	(�$� -&(b� :;���#"� [Z6	� ;	(�.  

  
•  (#�	$� >�J�	�<$� ;	#��$� %��$ �
 ���$� >*"���#"� 2�� ;
�# �	��� �9 +��) + �  @�(� )�5� ;��  )
�8� 	9

���#I� L<  �� �	��$� NJ��� +����.(  
  
� �� -$	I� ����$� �4�� �	�� � ����$� W�	6I� �� �&	��� ;�� -
& ;���#"� [6	� � ��� @���9 ���x �� ����F$� ����$�	 

( )xP .;F�:  
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


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
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






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(=��8��� ������� ��7����� ������(=��8��� ������� ��7����� ������(=��8��� ������� ��7����� ������   
 

 �J�	�<$� ;	#��$� L�5�$x A8C� �9 ���� �A$� n ���� n21 x,....x,x  
 �� %��$� UA� -
& ;	
#$� *"���#� �9 L�5 n21 P,.....P,P  

 ����$� �4�C  �J�	�<$� ;	#��
$ �<�	��$� ����$� )Z�<�( )xE_�#   
        ( ) nn2211 px.....pxpxxE +++= 

 

;�F�:  
 ;�F� -$: (<�$*����$� ����& . �J�	�<$� ;	#��
$ �<�	��$� ����$� �:x�� �$�#$� UA� �� :  

        ( ) 1
55

1
3

55

12
2

55

28
1

55

14
0xE =×+×+×+×=  

 �� ���& ��	 >@����	 P�9 �94�5$�� '(#�	 ���� %E��"�  )
��$� )Y	�$� (��� >*����  .�9 
4

1���<$� ��  . �� ���<�9 �A:

 ;
9 �� ���I ����� �A� �9 (�� >�����$�12 ���($ ���� 3�5$�� *���� .  
   

   

   
(5 (=��8��� ������� ��7����� ������(5 (=��8��� ������� ��7����� ������(5 (=��8��� ������� ��7����� ������   ��=��C�� ?��%�����=��C�� ?��%�����=��C�� ?��%���   

 
��� ��J��F$� +����
$ � ��$�  �
��� ;	 � ����:  

����$� �	�� ��J��F$� +����$� ;�9 �� �J�	�<$� ;	#��
$ �<�	��$� ( )xE NJ��� �� 2�	��$� ((<$� ��(�$ ��	��� 
 � ��� ;� �� g���$� ;���#�  g���$� ( ) nPxE =      

  
;�F�:  

 �=� ����
<�$� *�J�4$� *��J�
#: -$: �(�����79% %�<$ ��	��F$� '(�4�$� �� ��#���$� �� 1993/1992� %� _��`� � . ���9 L�5�$
 @��J�	�& ����8�5��#��� .  

  
1. O�8�9 ,�8 �� �5$��$� ���<$� UA� �� _��`� ((& ;���#� [6	� +�#�. 

2.  �J�	�<$� ;	#��
$ �<�	��$� ����$� +�#�)���<$� �� _��`� ((&.(  
  
• �$� ;���#� �4�� �	�� ��J��F � ��� �$C�� �4�9 (�� �$C��$� UA� �� ���5�$� ��<�9 �A: g��79% 	� ;�5$� ;���#�	 0.21)  �9

1-0.79(  
 L�5 x_��`� ((<$ ;F��$� �J�	�<$� ;	#��$�  . +�#  ���($ �	�� ��@�� �� U����(��J��F$� +����
$ � ��$�   :  

( ) ( ) xnxx
n P1PCxP

−−××=  
 @EF�      ( ) ( ) ( ) 0004.021.079.0CoxP

5o0
5 ≅××==  
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,5�  S$ �5
�8�$� %��$� *"���#� (�� �����$� x�$��$� [6	�$� ;	(� �� �4<��� ��$� :    
5 4 3 2 1 0 x 

0.3077 0.409. 0.2174 0.0578 0.0077 0.0004 ( )xP 

  
• �
�8$� ��E<$� %�(8���  � �J�	�<$� ;	#��
$ �<�	��$� ����$(�� :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 95.33077.054090.042174.030578.02007.010004.00xE =+×++×+×+×=  
 �	�� @����	 �$��$� 	3.95 �� ���& �� @�F��: O�8�I� ��  5O�8�9 .  

  
 ;�F�$� �� ���($ ��$5n =	 79.0P = �� �� ���( $� �� ����<�	 ��$� '(&��$� +�# ������ �A$ ( ) nPxE =-
& ;
#��	  :

3.95�<�	�� �����  .  
   

   

   

   

!����� �����!����� �����!����� �����   
 

 �
 ��$� �$�#$� �	�� �8X ;��  	9 ��� �4�� � ��$� � ���$� �����  ��$�#$� � ���$� ����� �
<�� _�#  +���� '(<  %	�� ���9 L�5�$
�� ��$� *"�#$�  �
<�� "	 ��� ��$�#$� �$�#$�  �
<�� .� �A� 	&(� �� [	�$)	���� �
�
� +����$� .  

;�F��$ )	���� ;�E� ;�F��	 ;����"�� ��	5
� ��	&(� ��	5
� %(8��� >7�89 �$�# -$: �$�# �� ;����"� *"���#�   
  

��C�:   
 6	��$�  ��4$ 6���$	 >+��F$� 2� $ ������ >'��/
 '(
  ��(1) 	 (2).  

'(	& ;���#� �9 >*���9 ��$� �	�$� *����( *��  ����$� �� �� ��$� '��$� �� +��F$� 7���� (� ��� >�	 6 (1) +��F ����$ >
 	� ����$� ,5� �� 7�890.8�� ��$� '��$� �� +��F$� 7���� (� ��� �	 6 '(	& ;���#� �9	 > ����$� �� (2) +��F ����$ 
 	� ����$� ,5� �� 7�890,35.  


<�� ������$� (#9 -$: �	 6$� +��A ;���#� �9 L�5  �	 6 +��A ;���#� �	��� >+��F$� �4�� 7���� ��$� �� ��$� '��$�  ��� �
 �� �� ��$� '��$� �� 7���� (� ���(1) -$: >(2) 	� 2.08.01 =− �� �� ��$� '��$� �� 7���� (� ��� �	 6 +��A ;���#� 

(2) -$: >(1) 	� 65.035.01 =−  
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$� 2�� �������$��$� ��8�$�	 ;	(�$� �� NJ���:  
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�$�#$� 2�	$� 
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 ��	5
� ;�� -
& � ��$� ;	(�$� � ��� ������	 ;����"�� ��	5
� �4���� �$�# -$: �$�# �� ;����"� ;���#� ���<�$ ��(&��� 
7�89.  

          )2(          )1(  

        
)2(

)1(  




65.0

2.0        



=

35.0

8.0
A  

 �
�<$� �9 ��<� �A�8.011 =a �$�#$� -$: ;����"� ;���#� ��<�  (1) �� ��$�#$� �$�#$� �9 @��
& (1)�A��	.  
  
 

  
�8�8�8�������P� �5��0���� �� �� $D����� Y��������P� �5��0���� �� �� $D����� Y��������P� �5��0���� �� �� $D����� Y�   

 
• 	 ��� @�(#�	 @���� �	#� ��	5
� ;� 	&(�n@�&�<� >@�(	�& .  

  
•  ��$����� ��	5
�  O�8$� �6�	�$� [�<� )�<�P  [�<�$� P�C  >)	���� �
�
� ;F�� V ��#� �A$� VPV =× 

 �	�� �9 ���P��Y��� .  
  

• ��$����"� ��	5
�$� *"�#$ 7(�$� ;�	� ;���#"� �6�	�$� [�<� ;F��.  
  

��C�:   
 �� ��	5
�
$ �6�	�$� [�<� (�	�$, E�$� ���� ;�F��� ;����"� ��	5
� _�#   






65.0

2.0




=

35.0

8.0
A  

•  �6�	�$� [�<� )��<� +�# V ���($ VAV =× 
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•  Y#E� ����  )*��	5
�$� +�� OJ�
8 +�#  ( [�<�$� �9V S$ 6���$	 ��(	�& ��	 (#�	 ��� �� )$��  
V6��$�    :( )y,xV =���($ �	��� :  

( ) ( )⇒=







y,x

65.0

2.0
    

35.0

8.0
y,x  

( )y,x)y65.0x2.0,y35.0x8.0( =++  
  

• ��$	4��  ���$(�<� �
�� -
& ;
#�:  

yy65.0x2.0

xy35.0x8.0

=+

=+  

  
• �
��$� UA� ;# ��<�:        

36.0y

64.0x

=

=  

•  �9 �9( )36.0,64.0V =  
  

• �	�$� [�<� �9 ��  �=� >��$����"� ��	5
�$� *"�#$ 7(�$� ;�	� ;���#"� ;F�� �6( )36.0,64.0V = 2�	$� ;F�� 
�$��$� : >@�(� �� � ((& ;�9 ��n ����$� -$: +��A$� ;���#� �	�� , E�$� ���� -$: *����6$� �� >(1) �	��� 0.64 

���F$� ����$� -$: +��A$� ;���#�	 (2) 	� 0.36.  
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�8' (��C��� �8' 9����� �����  

�������� ��%8N� :�����# ��"���� !�����  

  
��������� 
������ :  

 >�����8$� ,9�$� ���( >,9�$� ���( >���  ���  >+i��b� ���  >Pf�	� ��1 ���  >Pf�	� ���  >,	� >2
� >'(�& >,9� >��� 
8�($� ,9�$� ���(� �1 '��� >� ���� ���  >'��( >���� >��
# >�
�
� >��
.  

  
� ��:  

�4&�	�9	 *���� $�  �
<�� �����9 )���<�	 %���5� -
& %��$� �A� �� )�<��.  
  

������� !��"#:  
-
& ;
5$� �A� �� +$��$� )�<��:  

• BP�	�$� ��1 ��� $�	 P�	�$� ��� $� )��<� 

• +i��b�$� ��� $�	 ��� $� ��� $� )��<�B 

• B���  ,	�� *���( )��<� 

• B��� $ �
cF�b�$� *��	5
�$� 

• B*���($�	 ���$�	 *��
#$�	 ;�E�$� 

• ����I�	 *� �/$�.  
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]%̂���� ��A $����� !����  
  

 Pf�	� ��1 ���  )d�<�̂)P��� ( ��FEF P�C G (V,E, )= Ψ�� �5$�� :  
•  ��4��� �&	���V)  _�#| V | n= ( ��	&(� ��$��
��<$� �� ,	��	9(m�b& . 

•  ��4��� �&	���E)  _�#| E | m= ( ��	&(� ��$��
��<$� ��[E�9. 

•  2 ��2: E P (V)Ψ → 2
� ;� � �� ;����� 2 �� U	&(� e E∈ +m��b� ��1 W	6  (u(e),v(e))=(a, b) ��$� (�<$� �� 
 -$: �����V >��	&(� ��$�	 2
�$� )���9 e . 

o  2
�$� �9 ��(�& ;	��e ���(�<$� ;
� a 	 bB 

o  ���(�<$� �9 ;	�� ���a 	 b����	���� .  
  
  

 Pf�	� ��1 ���  )d�<�̂)�4��� ( ��FEF P�C G (V,E, )= Ψ�� �5$�� :  
•  ��4��� �&	���V ��	&(� ��$��
��<$� ��  ,	��	9(m�b& . 

•  ��4��� �&	���E ��	&(� ��$��
��<$� �� [E�9. 

•  2 ��Ψ �� E -
& �
�m�b�$� *��J��F$� �&	��� -$: V �� U	&(� > 2
� ;� � �� ;����� 2e +m��b� ��1 W	6  (a, b) �� 
 -$: ����� ��$� (�<$�V >��	&(� ��$�	 2
�$� )���9 e . 

o  2
�$� �9 ��(�& ;	��e ���(�<$� ;
� a 	 bB 

o  ���(�<$� �9 ;	�� ���a 	 b����	���� .  
 

  
 

  
9������ (5 ]%̂���� ��A $����� ��C��  

  
 '(�& ;� 2� �	���$� �� ���� � ��2
�$� ����  ���� ���$� ������$� ��  � �� ���  ��#��  2
� ;� ;F��	 ��� $� (�& ��.  

  
1 2 3 4

1 2 3 4 5 6 7

V {v , v , v , v }

E {e ,e ,e ,e ,e ,e ,e }

=

=
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v2 

v1 

v3 

v4 

e2 

e3 e1 

e4 

e5 

e6 

e7 

  
e7  e6  e5  e4  e3  e2  e1  

Ψ  
v3  v3  v2  v2  v2  v1  v1  u(e)  
v4  v4  v3  v4  v4  v2  v2  v(e)  

  
2
�$� ����  ���� ���$� ������$� ��  � �� ���  ��#��  2
� ;� ;F��	 ��� $� (�& �� '(�& ;� 2� �	���$� �� ���� � ��.  

 

 

 

  
]%���� $�����  

  
 ���  )d�<�̂ Pf�	�)P��� ( ��FEF P�C G (V,E, )= Ψ�� �5$�� :  

•  ��4��� �&	���V)  _�#| V | n= ( ��	&(� ��$��
��<$� �� ,	��	9(m�b& . 

•  ��4��� �&	���E)  _�#| E | m= ( ��	&(� ��$��
��<$� ��%�4�. 

•  2 ��: E V VΨ → × %4� ;� � �� ;����� 2 �� U	&(� e E∈ +m��b� W	6  (u(e),v(e)) -$: ����� ��$� (�<$� �� V 
 >��	&(� ��$�	 )���9%4�$� e . 

•  %4�$� ��� ;�# ��e '(�<$� �� (��� u(e)=a '(�<$� -$: v(e)=b �9 ;	�� >a	 >%4�
$ �J�( $� )��$� �� b )��$� 	� 
%4�
$ �J�4�$�. 

 

  
 ���  )d�<�̂ Pf�	�)P��� ( ��FEF P�C G (V,E, )= Ψ�� �5$�� :  

•  ��4��� �&	���V ��	&(� ��$��
��<$� ��  ,	��	9(m�b& . 

•  ��4��� �&	���E ��	&(� ��$��
��<$� �� %�4�. 

•  2 ��Ψ �� %4� ;� � �� ;����� 2 �� U	&(� E +m��b� W	6  (u(e),v(e)) -$: ����� ��$� (�<$� �� V >��	&(� ��$�	 
 )���9%4�$� e . 

•  %4�$� ��� ;�# ��e '(�<$� �� (��� u(e)=a '(�<$� -$: v(e)=b �9 ;	�� >a	 >%4�
$ �J�( $� )��$� �� b )��$� 	� 
B%4�
$ �J�4�$� 
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9������ (5 ]%̂���� $����� ��C��  
  

�����4�$� ���� -�#	 ���( $� ���� �� (��� P�	� ���  ��#��  %4� ;� ;F��	 ��� $� (�& �� '(�& ;� 2� �	���$� �� ���� � .  
  

1 2 3 4

1 2 3 4 5 6 7

V {v , v , v , v }

E {e ,e ,e ,e ,e ,e ,e }

=

=
 

 

v2 

v1 

v3 

v4 

e2 

e3 

e1 

e4 

e5 

e6 

e7 

  
e7  e6  e5  e4  e3  e2  e1  

Ψ  
v3  v4  v2  v4  v2  v1  v1  u(e)  
v4  v3  v3  v2  v4  v2  v2  v(e)  

  
���4�$� ���� -�#	 ���( $� ���� �� (��� P�	� ���  ��#��  %4� ;� ;F��	 ��� $� (�& �� '(�& ;� 2� �	���$� �� ���� � ��.  

  
 

 

  
 Y:
N�� 
������)�M�N� (��������  
  

 2
� ;� 	&(�)%4� ( >��� ���� U���� �	����
#.  

   
 

 *���4�$� ,5�  M����� ��$� 2
�I� 	&(�@�<
�9��6�	��  .  
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 >*���4�$� ,5�	 >*���( $� ,5� �4$ ��$� %4�I� 	&(�@��4�9��6�	�� .  

   
 

 �����<��$� ���4�$� � �<b�"),�<$� 	 ���F$� ���4� �� ;	I� ���(  _�# (���6�	�� ���4�.  

   
  

 2
� ;� 	&(�)%4� ( >��� ���� U���� �	����
#.  
  

 *���4�$� ,5�  M����� ��$� 2
�I� 	&(�@�<
�9��6�	��  .  
  

 >*���4�$� ,5�	 >*���( $� ,5� �4$ ��$� %4�I� 	&(�@��4�9��6�	�� .  
  

 �����<��$� ���4�$� � �<b�")��(  _�#,�<$� 	 ���F$� ���4� �� ;	I� � (���6�	�� ���4�.  
  
 
 

����F��� 
�������� ������� 
�������  
  

 P�9 ���  �& ;	�����  ���  '����$� [E�I� ��	 *��
#$� �� .;�8 ��� �A: ),	��$� W	6 ,5� �4$ [E�9.(  
  

<� �	�� >M$A 2� >�4��(�� ��$� *"�#$� �� $�1 �� ����  *���� $� �	�� *���� $� 2���$ � ��$�  ���#� �4��<�� ��$� NJ���$� %Y
��4���$� . ���#I� L<  �� %
���� ��$ �&� ���$� *���� $�*��
#$�	 '����$� [E�I� (	�	  g���$� ������: -
& (��C�
$ .  

  
 ,	��$� 	9 (�<$� W	6 (�(#� ���� �& ,� �$� �9 �	( ��� $� ��� $� �� 2
� ;� (�(#� ����)$� +���$� ��1 	9 +���( �A$� 

P����4� ��<� .  
  

 ��J��F$�  @����� �$�#$� UA� �� 2 ��$� ;�F�� D 
�( ),G V E= �d <� _�# V	 ,	��$� �&	��� �& E W�	69 �&	��� �& 
 [E�I� *���4�)P����4�  ;F�� 2
� ;�(.  
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��C�: 

 

 

 

���� ]_%�� ��A $��� 

���� ]_%�� $��� 

  
  
 

  

�%��  

  
 L�5 G+��� ���  :  
•  )�<�,#��� �%��) '(�<$� 	9 (v �4$ 6��� ��$�	 ( )deg v %4�I� ((& �4�C  >)[E�I� ( ,9�$�  �� ���$�v.  

  
�R�:�:   

 S  %����� ��
# ;� �=� >*��
# '(& 	9 ��
# ,9�
$ ��� �A:2,9�$� ���( +��# (�& .  
  

 L�5 GPZ�	� +��� ���  :  
•  )�<�,#�� �%������%�� ��  v �4$ 6���	 >( )deg v+ ((& �4�C  > ,9�$� �& '�(�
$� %4�I�v.  
•  )�<� �%�����,#����� ����  v �4$ 6���	 >( )deg v− ,9�$� (�& �4���  ��$� %4�I� ((& �4�C  >v.   

  
�R�:�:  

� 9# (5 ,#��� 
�%�� Y��%� $���$����� Y:
# ��' !�
� W������ W��%�D W���' $��.  
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]%�� ��A ���� $���� ��C���� 
�5��0���  
  

*��	5
�$� �� ��&	�  P�	� ��1 ���  ���  �9 ;�F�� ���� :  
  

 �5��0����%���  
  

��� $� ,	�� �� �5$�� �����9	 �4�(�&9 �	�� :  
•  ����$� 2��12���� �& �����$� ��	5
�$� ���8 ��  ���$�  ��
F��$� ���9�$� ��  ;
�	 2
� M��� ��� �A: (	�&	 ��� 

(	�<$�	.  
•  ����$� 2��0 ���$�  ��
F��$� ���9�$� ��  ;
�	 2
� M��� ��� %$ �A: (	�&	 ��� 2���� �& �����$� ��	5
�$� ���8 �� 

(	�<$�	.  
  

��C�:  

 

  

  
 �5��0��0���  

  
�� �����9 �	��[E�I� �& �4�(�&9 �d <�̂ ��# �� >��� $� ,	�� �� �5$ :  

•  ����$� 2��1 ��� 2���� �& �����$� ��	5
�$� ���8 �� ),9� ( (	�&	)2
� (2
�$�  � ��� ,9�$� ��� �A:.  
•  ����$� 2��0 ��� 2���� �����$� ��	5
�$� ���8 �� ),9� ( (	�&	)2
� (2
�$�  � �����1 ,9�$� ��� �A:. 

  
��C�:  
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]%�� ���� $���� ��C���� �5��0���  
  

*��	5
�$� �� ��&	�  P�	� ���  ���  �9 ;�F�� ���� :  
  

 �5��0����%���  
  

��� $� ,	�� �� �5$�� �����9	 �4�(�&9 �	�� :  
•  ����$� 2��1	 %4� M��� ��� �A: (	�&	 ��� 2���� �& �����$� ��	5
�$� ���8 ��  -$: ���$�  ;mFj�b�$� ,9�$� �� ;
�

(	�<$�  ;iFj�b�$� ,9�$�.  
•  ����$� 2��07�8I� *"�#$� �� ��	5
�$� ���8 �� .  
  

��C�:  

 

  

  
 �5��0��0���  

  
%4�I� �& �4�(�&9 �d <�̂ ��# �� >��� $� ,	�� �� �5$�� �����9 �	�� :  

•  ����$� 2��1
�$� ���8 ��  ��� 2���� �& �����$� ��	5),9� ( (	�&	)%4� (,9�$� -$: (�� %4�$� ��� �A:. 

•  ����$� 2��-1 ��� 2���� �& �����$� ��	5
�$� ���8 �� ),9� ( (	�&	)%4� (,9�$� �� W�8� %4�$� ��� �A:.  
•  ����$� 2��07�8I� *"�#$� �� . 

  
��C�:  
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 �0�  
���$���� ��CG�F��� 
�5��0���  
  
1. �	��� ��	5
� ����	  >�F�I� -
& ��
# ,9� �9 (�& P$ �	�� �9 ����	 Pf�	� ��1 +i��b� ���  ;�F�� ����. 

��C�:  

0 1 0 0

1 0 1 1
B

0 1 0 1

0 1 1 1

 
 
 =
 
  
 

  

  
  

2.  +i��b� ���  ;�F�� ����)Pf�	� ��1 	9 Pf�	� (	  >*��
# �	( ;
	 ��	5
� ����. 

��C�:  

1 0 0 0 0

1 0 1 1 1
A

0 1 1 0 0

0 1 0 1 0

− 
 

− − =
 
  − 

  

  
  

3. @��	( '�Y���� >Pf�	� ��1 ��� $ �	���$� ��	5
� �	��. 

��C�:  

 

   
  
  
1.  >�F�I� -
& ��
# ,9� �9 (�& P$ �	�� �9 ����	 Pf�	� ��1 +i��b� ���  ;�F�� �����	��� ��	5
� ����	 . 

 

2.  +i��b� ���  ;�F�� ����)Pf�	� ��1 	9 Pf�	� (;
	 ��	5
� ����	  >*��
# �	( . 

  
3. @��	( '�Y���� >Pf�	� ��1 ��� $ �	���$� ��	5
� �	��. 
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 $����� <�D%#� 3��=D%�� 
�������  
  

 �9 L�5 ( ),G V E=���  :  
  
•   �9 ;	��G ′ ��� $� �� �6� G ��� �A: ( ),G V E′ ′= 	 >E E′ ⊆B 

 

•   �9 ;	��′′G �� �J6� ���  G U($	� W ��� �A:  ( )( ),′′ =G W E W �	�� _�#  >W V⊆ � <�	 ( )E W �& 
 ��� �4����4� �	�� ��$� [E�I� �&	���W. 

  
•   �9 ;	��′′′G �� �J6� ���  �� �6� G ��� �A: ′′′GS$ ��J6�$� *���� $� (#9 �� �6� G.  
  

��C�:  
 

        
 ��� $�′′′G �A$� 

 �� �6� ;���
 ��� $�′′G �J6�$� 

 ��� $� ��G  

 ��� $�′′G �J6�$� 
 ��� $� ��G  

 ��� $�G ′ �� �6� 
 ��� $�G 

 ��� $�G 

 

 

 �9 L�5 ( ),G V E=���  :  
  
•   �9 ;	��G ′ ��� $� �� �6� G ��� �A: ( ),G V E′ ′= 	 >E E′ ⊆B 

 

•   �9 ;	��′′G �� �J6� ���  G U($	� W ��� �A:  ( )( ),′′ =G W E W �	�� _�#  >W V⊆ � <�	 ( )E W �& 
 ��� �4����4� �	�� ��$� [E�I� �&	���W. 

  
•   �9 ;	��′′′G  �� �J6� ���  �� �6�G ��� �A: ′′′GS$ ��J6�$� *���� $� (#9 �� �6� G.  
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�M%̂���� ��A 
������� :
������� ��:���  
> 
����0�� !����� >  

  
  

•  )d�<�̂�������� �� � 	���� ��$���� �4�C  '(�<  �4���	 '(�<  9( � >[E�I�	 (�<$:  
( )0 1 1 2 2 1

1

, , , , ,......, , ,

 ( , )  ( , )  ( { , }, )

−

−

=

∈ ∀ ∈ ∀ = ∀

k k k

i i i i i

C u f u f u u f u

where u V i and f E i and f u u i
  

  
•  )d�<�̂�����������4�$� ,5� P$ @�<
� ;�I� -
& �	#� �
�
� �4�C  .  

  
•  �
�
� ��� '(#�	 @'(�& �	#� ��$� �
�
�$� 	&(���M���B  

  
• ��
#$� 	9 �
�
�$� �	�� ����# ��� '(#�	 '��$ �4�� '(�& *�4Y �A:. 

  
• � ��
#$� 	9 �
�
�$� �	��������� '(#�	 '��$ �4�� 2
� ;� �4Y �A: .  

  
•  )d�<�̂����4&E�9 ((<  ��
#$� 	9 �
�
�$� .  

  
•  P�C  P�	� ��1 ���  �& ;	��
������ $� K�� ����  ��
# ��9 -
& �	�#� ��� %$ �A: .  

  
•  P�C  *��
#$� �� �$�8$� ��� $� �& ;	�����A. 

  
 

 

  
�M%���� 
�������:
������� �����   

> 
����0�� !����� >  
  
•  )d�<�̂������,9�  �4���	 ,9�  9( � >%4�I�	 ,	��$� �� � 	���� ��$���� P�C  :  

( )0 1 1 2 2 1

1

, , , , ,......, , ,

 ( , )  ( , )  ( { , }, )

−

−

=

∈ ∀ ∈ ∀ = ∀

k k k

i i i i i

C u f u f u u f u

where u V i and f E i and f u u i
  

  
•  )d�<�̂�����������(�� �����4� P$ @�(#�	 @��4� ;�I� -
& �	�#� ���� �4�C  .  
  
•  @�(#�	 @��9� �	#� �A$� ����$� 	&(� ���� ���(M���B  
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•  ����$� �	��)'��($�((��#  ��� '(#�	 '��$ P�� ,9� ;� �4Y �A:. 

  
•  ����$� �	��)'��($�( ���� ��� '(#�	 '��$ P�� %4� ;� �4Y �A:.  
  
•  )d�<�̂��� ����$� )'��($� (P�4�9 ((< .  
  
•  P�C  Pf�	� ���  �& ;	�� $� K�� 
��������  '��( ��9 -
& �	�#� ��� %$ �A: ��.  

 

  
 

 

  
������� �7:'  

  
• �$��$� P�	�$� ��1 +i��b�$� ��� $� ���($ ���$ :  

G (V,E, )= ψ  
  

•  -
& )d�<�̂V � ��� ��E& C�
���� :  
i jv  C v⇔ �
�
� (�	� );�I� -
& ��4�(  ( �� iv	 jv.  

  
•  �	��C����� ��E&  :��(<�� >'�Y���� >�����<�:.  
  
•  �� ��$� ��E<$� �& �����$� �����$� )	5
 ((#�������� 
����� ��� $� �� G.  
  
•  P�9 ���  �& ;	�������� ⇔�� ���� '(#�	 �<�� �� )$C�� .  
  

��C� :  
  

 *��	��$� )$��C1 	 C2 	 C3��$� �� '���Y$� �� ���� *��	�� �$��$� ;:  
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• PZ�	� ��1 +i��b� ���  ���($ ���$. 

 

•  � ��� ��E& ��� $� (�& W�	69 -
& )d�<�̂C �
�
� (	�	 ;�# �� (�<$� �� W	6 -
& ��f�<b� �	�� );�I� -
& ��4�(  ( �� 
W	6$� ��(�&.  

  
• 	 >'�Y����	 >�����<�: �4�I ����� ��E& �� ��$� ��E<$� �	����(<��.  
  
•  �� ��$� ��E<$� �& �����$� �����$� )	5
 ((#�������� 
�������� $� �� .  
  
•  P�9 ���  �& ;	���������� ���� '(#�	 �<�� �� )$C�� ��� $� ��� �A: ���	 �A: .  
  

 

  
9���� ������� �7:'  

  
• �$��$� Pf�	�$� +i��b�$� ��� $� ���($ ���$ :  

G (V,E, )= ψ  
  

•  -
& )d�<�̂V ��	� � ��� ��E& CF�
���� : 

i jv  CF  v⇔  
 ���� (�	�);�I� -
& �4�(  ( �� iv	 jv ���� (�	�	 >

);�I� -
& �4�(  ( �� jv	 iv.  
  

• � �	�CF����� ��E&  :��(<�� >'�Y���� >�����<�:.  
  
•  �� ��$� ��E<$� �& �����$� �����$� )	5
 ((#� 
������������ ���7 ��� $� �� G.  
  
•  P�9 ���  �& ;	��������� 9�7 ⇔�� ���� ��	� '(#�	 �<�� �� )$C�� . 

  
  
  
• PZ�	� +i��b� ���  ���($ ���$. 

 

• <�̂ �	� � ��� ��E& ��� $� ,	�� W�	69 -
& )d�FC ���� (	�	 ;�# �� ,	��$� �� W	6 -
& ��f�<b� �	�� ) �4�( 
;�I� -
& (;	I� -$: ���F$� �� �8X ����	 ���F$� -$: ;	I� ,9�$�& ��.  

  
• ��(<��	 >'�Y����	 >�����<�: �4�I ����� ��E& �� ��$� ��E<$� �	��.  
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• ���$� )	5
 ((#� �� ��$� ��E<$� �& �����$� �� 
������������ ���7��� $� �� .  
  
•  P�9 ���  �& ;	��������� 9�7� ���$� ��	� '(#�	 �<�� �� )$C�� ��� $� ��� �A: ���	 �A: .  
  

 

  
]%̂��� ?�̀�� $��� (5 ������� ������ 
������� ����� ���D���   

  
��$� Pf�	�$� +i��b�$� ��� $� ���($ ���$�$ :G (V,E, )= ψ � ���$� ��	�$� *��	��$� (�(#� (��� >1 kC {C ,...,C }=  ��((&	k 

 ��� $� ���G:  
  

���D��� ��:  
Input: G (V,E, )= ψ  

 

k=0; 

W=V; 

 

While (W )≠ φ  

{ 

 Get v W∈ ; 

 vSc {v}= ; // Set of v Successor 

            vPr {v}= ; // Set of v Predecessor 

 

 For each x direct or indirect successor of v 

  v vSc Sc {x}= ∪ ; 

 
 For each y direct or indirect predecessor of v 

  v vPr Pr {y}= ∪ ; 

             

            k v vC Sc Pr= ∩ ; 

 

 k=k+1; 

 kW W C= −  

} 

 

Result: k, 1 kC {C ,...,C }=  

  
  
  

� ���$� ��	�$� *��	��$� (�(#� (��� >Pf�	� +i��b� ���  ���($ ���$  ��((&	k ��� $� ��� G.  
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���/��� ��%8N�
  
  

 *��
# �	(  Pf�	� ��1 ���  	&(����A.  

  
  

 � ����	 Pf�	� ��1 ���  	&(���%8.  

  
  

'��� >� �1 ��� � ���$� �	� �	�� ;� )d�<b� _�#  >����  *����  *� �/$�	 ����I� )d�<�̂.  
  

  
  

 *��
# �	(  Pf�	� ��1 ���  	&(����A.  
 � ����	 Pf�	� ��1 ���  	&(���%8.  

I� )d�<�̂'��� >� �1 ��� � ���$� �	� �	�� ;� )d�<b� _�#  >����  *����  *� �/$�	 ����.  
 

 

 

  
$�����  

  
$���� 1:  

�� U(�& *���( �	�� ���  ���($ �9 L�5�$ :0 >2 >2 >3 >9 . �A� [E�9 ((& %�
l��� $�  

  
e;#$�:  

 �	����� $� ���( :0+2+2+3+9=16� �A$ >	� P&E�9 ((& �	� :16/2=8.  
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���$� 2:  

 �� �&	��� ���($ ���$15 ��  ��E<$� UA� � �� _�#  ���(
 ��E& )d�<�$	 >@�
8� 
 '�Y���� �	��	 ��
8�) ��� �A:x ��(
 y �=� y ��(
 x.(  

 �� ��$� �&	���$� �� O8� ;�$ �	�� �9 ���� ;�3l���(
9   
  

e;#$�:  
 [E�C  ���(
$� *��E&	 (�<  O�8�I� ��
F� �A:) �� 2
� ;�����(
 ��  � .( �5�

 �&	���$� �� O8� ;�$ ��� ;�#3 P�($ �9 ��<� �A4� ���(
9 3 P  �

�� [E�9 
 �� '(�& ;� ���( �C 	3 . ��� $� *���( [	��� �	�� �����$� 15*3=45 ((& 	�	 
�
�� )$�8��� 	�	 �(�� P�I ��	6 ((& 	� ��� $� ���( �9 �� ((& )<� �	���

[E�I�.  
  

$���� 3:  
$�$��$� ��� $� ���($ ���:  

 

V1 V2 V3 V4 

E1 

E2 

E3 

E4 

E5 

  
•  ��  ���� $� ;�E�$� ((& %�V1 	 V4l 

•  ��  ;�E�$� ((& %�V1 	 V4l  
  

e;#$�:  
• 3 

• 12  
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 $����4:  
�$��$� ��� $�  �
�8$� �	���$� ��	5
� (�	9:  

 

V1 V2 V3 

E1 

E2 

E3 

  
e;#$�:  

0 1 1

1 0 0

0 0 0

 
 
 
 
 

  

  
  

 $����5:  
� ���� ���  	� >��$��$� �	���$� ��	5
� M
��� �A$� ��� $� ;�:  

0 1 1

1 1 0

1 0 0

 
 
 
 
 

  

  
e;#$�:  
%<�.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Universal Knowledge Solutions s.a.l. 

81 

�8' ,�� ��� �8' Q������ �8' E��C�� �����  

�������� ��%8N� :
���D�� � 3
���R�� 3����#  

  
��������� 
������ :  

>;��� ���  *��
#$� >���	�
���4$� *���� $� >��$	9 *��
# >��$	9 ;�E� >��$	9 *����  >�	��� ���  >��J6� 	A ���  >���  ;d��b� 
>���	�
���4$����/�$� '��� .  

  
� ��:  

 ��6E$� �����I� *���6��	8$� L<  -$: ����`�  >�4
J�
8	 ����I�	 *���� $� [�	�9 L<  -
& %��$� �A� �� )�<��
$ 2� ;��<�
$�����I� 	9 *���� .  

  
������� !��"#:  

-
& ;
5$� �A� �� +$��$� )�<��:  
• B*��
#$� -
& ;�($� ((<$� 

• B����I� )�
	� 

• B;d��b�$� ��� $�	 ;���$� ��� $� 

• B���	�
���4$� *���� $�	 ��$	9 *����  

• B�
�I� ����$� �& _# $� 

•  ���6��	8DjikstraB 

•  ���6��	8Bellman-FordB 

• ��B���/�$� '� 

• 2�����$� '��(: -
& �� ��.  
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������ &�' ����� �����  
 

 ���$G �� )$�� +i��b� ���  n ��	 >'(�& m ��	 >2
� p� ���� �	��  . *��
#$� -
& ;�($� ((<$� ((<$� )d�<�v(G) 
 ��� $�  O�8$�G�
���� : v(G) m n p= − +  

��� N����� �9 �������
��� � � :  
���R�:  

 +i��b� ���  ;� ;�9 ��G �	�� >v(G) 0≥ . �	��	v(G) 0= ��� >�A: ���	 �A: G 
��
# ��9 �	( .  

$�"����:  
 ���$G �� )$�� +i��b� ���  n ��	 >'(�& m ��	 >2
� p� ���� �	��  .  

 *���� $� �� �
�
� A8C�$iG _�# i 1...m= _�# 	 i 1 mE {e ,...,e }, i 1...m= =. 

 ;�9 �� �#�#
 ���Y�$�0G (V, )= φ �� �	��� �A$� n�I >[E�9 �	( 	 '(�& :  
0 0 0

0

0

v(G ) m(G ) n p(G )

v(G ) 0 n n

v(G ) 0

= − +

= − +

=

  

 ;�9 �� �#�#
 ���Y�$� �9 L�5�$kG �#�#
 �4�9 ��� �$	 k 1G + . ���($ �	��
����$��$� ���$�#$�:  

1.  2
�$� � ��k 1e + �� ��5
�8� ��� ���� ���	�� �� ��(	�	� ���9� ��  kG >
�	�� �����$� : 

k 1 k 1 k 1

k 1 k

k 1 k

k 1 k

v(G ) m(G ) n p(G )

v(G ) (k 1) n (p(G ) 1)

v(G ) k n p(G )

v(G ) v(G ) 0

+ + +

+

+

+

= − +

= + − + −

= − +

= ≥

  

���$ ����`�  ��� ;�# ��	 � kG �=� >*��
# �	(  kv(G ) 0= ������� ���I 
 �9 ��<���� >P$ � ��$�  �#�#
 ���Y�$� �9k 1 kv(G ) v(G ) 0+ = =. 

2.  2
�$� � ��k 1e + �� � ����$� �	��$� ,5� �� ��(	�	� ���9� ��  kG)  ���
;�I� -
& ��
# (	�	 ��<�(�	�� �����$�  >: 

k 1 k 1 k 1

k 1 k

k 1 k

v(G ) m(G ) n p(G )

v(G ) k 1 n p(G )

v(G ) v(G ) 1 0

+ + +

+

+

= − +

= + − +

= + ≥

  

  
 ���$G �� )$�� +i��b� ���  n ��	 >'(�& m ��	 >2
� p� ���� �d	��  . *��
#$� -
& ;�($� ((<$� ((<$� )d�<�v(G) 

 ��� $�  O�8$�G�
���� : v(G) m n p= − +.  
  

�
��� � � ��� N����� �9 ������:  
 +i��b� ���  ;� ;�9 ��G �	�� >v(G) 0≥ . �	��	v(G) 0= ��� >�A: ���	 �A: G��
# ��9 �	(  .  
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��%8N� !�0��  
  

���R�:  
 ���$G=(V,E) -
& �	�#� ���  ���  n,9�  .��$��$� *�5
�	�$� �	���J����� :  
1. G'��� . 

2. G� ����	 >*��
# �	(  . 

3. G -
& �	�#�	 *��
# �	(  n-12
� . 

4. G -
& �	�#�	 � ���� n-12
� . 

5.  �� �5
�8�$� (�<$� �� W	6 ;� ��  � ��G����  '(#�	 �
�
� .  
$�"����:  

•  �	��)1 ( S$ �J����)2 ()��<�$� . 

•  �	��)2 ( S$ �J����)3 (�
���$ @���	 : 

o  �9 ������� �A:G �	�� >� ����	 *��
# �	(  v(G) 0= ((& �	��	 
	� �� ����$� *��	��$� :p 1=�	�� [E�I� ((& �9 -$: ����`�  > :

m n p n 1= − = − . 

o  �9 ������� �A: ��9G -
& �	�#�	 *��
# �	(  n-1 �	��� >2
� 
v(G) 0= 	 >m n 1= − �9 -$: ����`�  p 1=. 

•  �	��)3 ( S$ �J����)4 (�
���$ @���	 : 

o  �9 ������� �A:G -
& �	�#�	 *��
# �	(  n-1 �	��� >2
� v(G) 0= >
 	m n 1= − �9 -$: ����`�  p 1= �9 ��<� ��� G� ���� �d	�� ;��� . 

o  �9 ������� �A: >; ���$� G �	#� � ���� �d	�� 	� n-1 �9 %
<$� 2� >2
� 
p 1= �9 ��<� ��� >v(G) m n p n 1 n 1 0= − + = − − + = �=� �$��$� 	 

G M
���	 *��
# �	(  n-12
� .  
•  �	��)4 (�J���� S$ )5 (�
���$ @���	 : 

o  �9 ������� �A:G ���(�& �9 �9 ��<� �A4� >� ���� �	�� �& '�� & 	� 
����  �
�
�  ���� ��� �	�� . ��� �A=�G (�	� P�=� >*��
# �	(   &�'

 �C�N� �� ���9� �9 ��  ����  �
�
�G. 

o  -$: ���(�& �9 ��  ����  '(#�	 �
�
� (	�	 L����� �(�� >; ���$� 
"� �	�  �4�( $� W�����G*��
# �	( 	 � ���� .  

 ���$G=(V,E) -
& �	�#� ���  ���  n,9�  .�J����� ��$��$� *�5
�	�$� �	��:  
1. G'��� . 

2. G� ����	 >*��
# �	(  . 

3. G -
& �	�#�	 *��
# �	(  n-12
� . 

4. G -
& �	�#�	 � ���� n-12
� . 

5.  �� �5
�8�$� (�<$� �� W	6 ;� ��  � ��G�	 �
�
� ����  '(#.  
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��%8N� �=�0  a��  
  

•  �� �5$�� ��4��� '��� ;�$ �	��n _�# '(�& 2n ≥��� (#�	 2
�  ��4�� ;� � ��� ���(�& �8X -�<�  >�����	 >.  
  
•  ���  �& ;	��G'��� ;F�� @��J6� @����  M
�� ��� �A: ���	 �A: � ���� P�9 .  
  
•        �4$ ��4��� '��� ;� �� ������n    _�# '(�& 2n ≥    '(�& ����8� >1v           �S��� $� (S�<$� %����$ ����� (���:	 >�J�	�& ;��   

2 3, ,...... nv v v [E�I� %����$	 2 3, ,....., ne e e ���� �	�� _�#  ie ���(�<$� ��� iv 	 jv _�# <j i.  
  
•  �� �5$�� '���$  ;
	$� ��	5
�  (�< 9 �	��n 	� '(�& ( 1) ( 1)− × −n n.  
 

  
  

������� 
�������  
  

 $� )Z�<�     �� )$��$� ;���$� ��� n      6��$�  P$ 6���	 '(�& nK             ���S �� W	6 ;� ��  @�(#�	 @�<
� � �$�  �	#� ���  ���  P�C  
(�<$� ��.  

  
@�1��� @����  ;���$� ��� 
$ ;d���$� ��� $� �	��.  

  
�Y#E� :  

    $� ��� 
$ ;���$� ��� $� �	��  ��� ( ),G V E=     ��� $� ��� $� 	� ( ),G V E=       ����	���� ���5
�8�$� ���(�<$� P�� �	�� �A$�	 
 �� ����	���� ��	�� %$ �A: ���	 �A:G.  

  
����� 
����� $' ��C�#:  

  

  
  
  

� (�& �� '(�& ;� 2� �	���$� �� ���� � ��2
�$� ����  ���� ���$� ������$� ��  � �� ���  ��#��  2
� ;� ;F��	 ��� $.  
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$�=D%�� 
�@ 
�������  
  

    ���  �& ;	��( , , )=G V E ψ               ���&	��� -$: �4�� )$C�� ��$� (�<$� �&	��� �J6�� �����9 �A: ��J�6� 	A P�9 1V   	 2V   _S�#  
 [E�9 �� 2
� ;�$ -$	I� ���4�$� �	��G �� 1V �� 2
�
$ 7�8I� ���4�$�	 2V.  

  
��C�:  

  
  

�=�0 :  
•  ���  �& ;	��( ), ,G V E ψ��� �A: ���	 �A: ��J�6� 	A P�9 �(�� �4$	� *��
# �	#� " .  
•     ���  �& ;	��( ), ,G V E ψ         ��	S
� ���&���S��  ��� �A: �8X -�<�  >���	
  ��	
�
$ @E �� ��� �A: ���	 �A: ��J�6� 	A P�9 

��5
�8� ���	$ ����	���� �����$ �	�� _�#  >���	$ ����	  %��$�.  
  

 

  
 $�=D%�� 
�@ ������� 
�������

,n m
k  

  
 ��J�6�$� 	A ;���$� ��� $�,n mk��J�6� 	A ���  	� ( )1 2 ,G V V E∪��#� :  

• 1 2,V n V m= =. 

•  (�<$� �� W	6 ;� ��  2
� (�	�( )1 2,v v _�#  1 1 2 2,v V v V∈ ∈.  
  

��C�:  
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�������� 
�������  
  

 P&E�9 2����� " _�#  @�����  P
�F�� ����$� �� ��� �A: �	��� P�9 ���  �& ;	��)������$� �����$� ����$� �� ":(.  
  

@���	$	 � �	��� ���  P�C  ��� $� �A� ;F� �& ;	��.  
  

��C�:  

    
K4  ��� 
$ �	���$� ;�F��$�K4 

  
 �A: �	��� P�9 ���  �& ;	�� P&E�9 2����� " _�#  @�����  P
�F�� ����$� �� ���)������$� �����$� ����$� �� ":(.  

  
@���	$	 � �	��� ���  P�C  ��� $� �A� ;F� �& ;	��.  

  
 

  
����# 
�����  

  
��� $� [E�9 �� 2
� ;� �� ��� '(#�	 '�� ��� *��� �A: >��$	9 ��
# �4�C  ��
# �& ;	��.  

4�C  �
�
� �& ;	����� $� [E�9 �� 2
� ;� �� ��� '(#�	 '�� ��� *��� �A: >��$	9 �
�
� �.  
��$	9 ��
# -
& 	9 ��$	9 �
�
� -
& 7	�#� �A: ��$	9 ���  P�9 ���  �& ;	��.  

  
�=�0 :  

• ��$	9 ��
# -
& �	�#�� P�=� >���	6 *���( *�A � ��� ���  (�& 2��� *��� �A: .  
• �A ���(�& � ���� ���  M
��� �A: ����	�A�$� ���(�<$� ������ �	�� ��$	9 �
�
� -
& �	�#� ��� $� �A� �=� >��(�� *���( *

��(�5$� *���($� *�A.  
• ��(�� *���( *�A ���(�& M
��� 	9 >��(�� ���( *�A '(�& ��9 M
��� %$ �A: ��$	9 ���  >� ����$� ��� $� �	��.  

  
$����:  

J�
8$� �� �
�8 ;� D�	� �
F�9 %��$�  �&9�� ��$� O.  
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���������M�� 
�������  
  

��� $� (�& �� '(�& ;� �� ��� '(#�	 '�� ��� *��� �A: >���	�
���� ��
# �4�C  ��
# �& ;	��.  
  

���	�
���� ��
# -
& 7	�#� �A: ��	�
���� ���  P�9 ���  �& ;	��.  
  

 ;i�Fb� ���  ��)��6	9 �4$ [E�9 	A ( ��
# �
�9 �& _# $� ��
�& 	&(� ���	�
������%���� Q=���� ��T��� $� (���: ;	�#� ��
 �(�$� 2��� '���6 �� ����� -�# L< $� �4�<  2� �� ����$� �(�$� �� �&	��� ��  P  ��� �9 ;	��� 2J� $ ���� ���� �
�9

 P�&��  2� $)�(�$� ��  *����$� ;	�  �
F�� �$C��$� UA� �� [E�I� ��6	9 �	��.(  
  

 

 

  
������ ��T���07N�   

  
 � ����$�	 P�	�$� ��� $� ��� $� ���($ ���$G (V,E)= .;��F� 2 ��  ��� $� �A� (	6�$: c : E →� %4� ;� � �� �A$� (i, j) 

 ;m�cF 	9 �6	 ijc  .��� $� �� �5$��$� ��� $� 	&(� >;��F�$� 2 �� 2� ���86��$�  �4$ 6���	  :R (V,E,c)=.  
  

�
�I� ���$� ;J��� �� ;J�(  �< �9 (�	� >@'(�&:  
•  ,9�$� �� @��� �&� �
�I� ����$� (�(#�s ,9�$�	 >����$� ���(  ((#� �A$� t����$� ���4� ((#� �A$� .  
•  ,9�$� �� @��� �&� �
�I� ����$� (�(#�s� ��� $� ,	�� �� ,9� �9	 >����$� ���(  ((#� �A$.  
•  ,9� -$: ��� $� ,	�� �� ,9� �9 �� @��� �&� �
�I� ����$� (�(#�t����$� ���4� ((#� .  
• ��� $� ,	�� �� W	6 �9 ��  �
�I� ����$� (�(#�.  
  

�R�:� :  
P5$�� ��$� %4�I� ;�F�9 ��6	9 [	���$ @��	��� �� � �� ����$� ;	� �	��.  

 

  
  

 #���Bellman��2C�b\�   
  

 ��� �A:C ,9�$� � �� �A$� �
�I� ����$� s ,9�$�  t ,9�$� ��� �A:	 >u �� ���$� �	�� >�
�I� ����$� �A� -$: ����� s 
 -$:u ��	 u -$: t,	��$� UA� ��  �
�I� ���$� �� .  

  
�%���:�
�I� ���$� �� )$�� �
�I� ����$� �	��   
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�����Bellman 

  
 ���$jλ �� �
�I� ����$� ;	� s -$: j . ,9� ;� ;�9 ��j �� �$� �� R (V,E,c)=���($ �	�� :  

j i ij     c i Pr ed[ j]λ ≤ λ + ∀ ∈  
 �� �
�9 ���� (	�	 ;�# �� '�	��� �#�����$� D 
�s -$: j %4�$�  �4��� (i,j) .  

  
 ���$s 0λ = ���
�I� ���$� ;�	�9 ;��� >s ,	�� ���  -$: R *"(�<�$ @"	
# >��(	�	 ;�# �� >Bellman:  

j i Pr ed[ j] i ijmin ( c )     j V {s}∈λ = λ + ∀ ∈ −  
 

 

  
  

 ���D��� Dijkstra�07N� ������ ?����  

  
��G� 2��F��� 
������� &��:  

• G(V,E) :��� $�. 

• S :
�I� ����$� +��# %� ��$� ,	��$� �&	������$� �� @��� �&� �4�$: �. 

• V-{s} :���$� �� �4�$: �
�I� ����$� +��# (<  ��� %$ ��$� ,	��$�. 

• d :,9� ;� ;�9 �� ���� �
�I ;��I� *���(��$�  ;	(�. 

• Pi : ,9�$� � �� ��$� ,	��$� �&	���  ;	(�i. 

���D��� ��:  
shortest_paths( Graph g, Node s ) 

{ 

 initialise_single_source( g, s ) 

     S := { 0 }      /* Make S empty */ 

     Q := Vertices( g ) /* Put the vertices in a PQ */ 

     

 while not Empty(Q)  

        { 

  u := ExtractCheapest( Q ); 

         AddNode( S, u ); /* Add u to S */ 

         for each vertex v in Adjacent( u ) 

              relax( u, v, w ) 

 } 

} 
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initialise_single_source( Graph g, Node s ) 

{ 

 for each vertex v in Vertices( g ) 

 { 

         g.d[v] := infinity 

         g.pi[v] := nil 

    g.d[s] := 0 

 } 

} 

relax( Node u, Node v, double w[][] ) 

{ 

     if d[v] > d[u] + w[u,v] then 

 { 

         d[v] := d[u] + w[u,v] 

         pi[v] := u 

 } 

} 

 

 

  
 

  
 ���D��� Bellman-Ford 

  
��J�(� `� %��$� �� 9( �:  

s j0,      j V-{s}λ = λ = ∞ ∈  
 %4� ;� ;�9 �� � �8�	 >��� $� %4�9 ���� -
& �	��$� ����(i,j) �$��$� ���$� ��� �A: ���� @���#� :j i ij+cλ ≤ λ  ��� %$ �A=�

 2�� ���=� >@���#�j i ij+cλ = λ� $�� ��6	9 (	�	 �� ��#�� %F >.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Universal Knowledge Solutions s.a.l. 

90 

 
function BellmanFord(list V, list E, vertex s) 

BEGIN 

 

// Step 1: Initialize graph 

for each vertex v in V: 

{ 

       if v is source then v.distance := 0 

       else v.distance := infinity 

       v.predecessor := null 

} 

    

// Step 2: relax edges repeatedly 

for i from 1 to size(V):        

 for each edge uv in E: 

 { 

         u := uv.source 

            v := uv.destination 

  // uv is the edge from u to v 

             

  if v.distance > u.distance + uv.weight: 

  { 

                 v.distance:=u.distance+uv.weight 

                 v.predecessor := u 

  } 

 } 

 

// Step 3: check for negative-weight cycles 

for each edge uv in edges: 

{ 

 u := uv.source 

 v := uv.destination 

 if v.distance > u.distance + uv.weight: 

 error "Graph contains a negative-weight cycle" 

} 

END 

  
  
 

  
���D��� �� �����  

 

�� ��<�	 >*��
�<$� �� �&	��� ���6��	8$� A5�� >;8($� ��	&(� ��$� *���<�$� �� �&	��� �� @��E���W�8$� ��	&(� ���. 

 D�#
 ((<  *���<�$� %�# ,���n) n	9 *�� 	
�� 	9 *��  	9 *  . ..y$�.(  
 

 ;8($� *���<� %�#$ @�< �� ���6��	8
$ ���6$� (��<�$� �	��nA: >  PS��# -�<�$ @�< � +��#$� ��6 ,��� ���� n   �S�
�� >
 *(�(6�n���6��	8
$ %6E$� +��#$� ��6 (�(6� : 

• "�#$� 9	�9 �� %�#$� *�A *���<�$� 2��� ;�9 �� +��#$� ��6$ -
&I� (#$� ��<� >*nB 

•  %�#$� *�A *���<�$� 2��� ;�9 �� +��#$� ��6 ��	�� +��# ���� >@����	nB 

  
         ;8($� *���<� %�#$ @�< �� '���A$� �� (��<�$� �	��n A: >            -S�<�$ @�S< � �S��6��	8
$ � 	
��$� '���A$� �#��� ,��� ���� 

P��#n. 
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�"c?����� $�D ,���� W����5 ����   
  

��$	 >6�4�$� �&��  �
<�� +��#$� ��6 �I >E� : 

•  *��
�<$� ((& �d(��"�����I� " 'A5��$�)>��(� >2�� ..(B 

•              * �F  ��(�$� ���� �� ���� +�����  +��#$� ��6$ ��(�� -
& M$A  ;
#�)          %�S��
$ 6�S4�
$ %6E$� ��6$� 	� * �F$� �A� 
$� �� ��
�< ��A$� �5�\� *��
�<(B 

• ��(��$� �A� �� A8C� "N��� �A$� (	(#$� ��F� ��  Z(#$� ": D���$� Z(#$�  U	&(� �A$�.  
  

��C�:  
  

��$��$� ���6��	8$�� +��# ���6��	8 ��:  
for (i=1; i<=n; i=i+1) 

 for  (j=1; j<=n; j=j+1) 

  x=y*z; 

•  M���n ��
�& x=y*z '���� n >'�� ($ �9 ��<� ������ n
2 ����' x=y+zB  

• M��� n ����' i=i+1d   
•  M���n ��
�& j=j+1 '���� n >'�� ���($ �9 ��<� ��� n

2 ����' j=j+1.  
  

 	� (��<� -
& ;
#�� (	(#$� ���  ;�4�	 D���$� (#$�  %�4� >� ��� -
& @�(���&�n
2 +�����  +��#$� ��6 �& @�� <b� �	��	 >

 +��#
$ %6E$� ��6$� 	� * �F ������ ��#$� *��
�<$� �� ��
�& +��#$.  
  

 2 �� � ��� �� 	� ���6��	8$� (��<� �9 ��(�& ;	��n 6��$�  M$A$ 6���	 O(n
2
).  

  
  

c?����� $�D ,���� W����5 ���� �"  
  

��$	 >6�4�$� �&��  �
<�� +��#$� ��6 �I >E� : 

•  *��
�<$� ((& �d(��"�����I� " 'A5��$�)>��(� >2�� ..(B 

•    ;
#�            * �F  ��(�$� ���� �� ���� +�����  +��#$� ��6$ ��(�� -
& M$A)          %�S��
$ 6�S4�
$ %6E$� ��6$� 	� * �F$� �A� 
��A$� �5�\� *��
�<$� �� ��
�< (B 

• ��(��$� �A� �� A8C� "N��� �A$� (	(#$� ��F� �� Z(#$� ": Z(#$�  U	&(� �A$�  D���$�.  
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 ���D���  !7��Bellman-Ford 

  
�� �� ���� �
�9 (	�	 ;�# s -$: j@��$	9	 @����  ����$� �A� �	�� > . �� )$C��n-1 ��� $� ��� ;�# �� �F�I� -
& %4� 

 M
���n,9� .  
  

 ���6��	8 )�	��Bellman-Ford;�# �� ;�<$� �& :  
•  %��$ L�58� �9 ;
#� %$jλ�
��� '�	( (<  .  
• <  ;�	#I� 9	�9 �� 	9 (n����� .  

  
� (<  )�	�$� %� ;�# �n +$�� ;	� *�A '��( �� �
$ �	�� >��8I� �����$� ;E8 L�58� ;
# ;�# ��	 ����� ) ����

 ���( $� ,9�$� �� @��� �&� �4�$: ;	
	$�s(�
�9 ��� (�	�"	 >.  
  

 �� �5$�� �� � ;�9 ��n 	 ,9� m � ��� �� ���6��	8$� (��<� �	�� %4� O(mn) .  
 

 

 

  
���/��� ��%8 :!����  

  
 ���$G=(V,E) ;��F� 2 ��  (	6� @�� ���� @����  cP�4�9 �� %4� ;�$ .  

  
 ���/�$� '��� ��	&(� ��$� '���$� �& _# $� (���T=(V,ET) �� G��/
9 �
�$� �4�6	 �	�� ��$�	 .  

  

�R�:�:  

• ,	��$� ���� ���/�$� '��� ,�� . -
& �	�#� � ���� ���  �5�n$ �	�� ,9�  ���/�$� '���n-1%4� . 

• '����$� %4�I� ��  �� �/
I� ��6	I� *�A %4�9� ����8�	 >P�� *��
#$� ���� )A# ������ >@����  ��� $� ��� %$ �A:. 

• ��/
9 �6	 *�A ���/� � �1 ;����$ 7(# -
& P�� � ���� �	�� ;� 2� ;��<�$� ������ >@�� ���� ��� $� ��� %$ �A:.  
 

 

 

  
 ���D��� Kruskal���/0N� ���/��� ��%8 ?����   

  
� ���:  
•  ��� G=(V,E) _�# |V|=n 	 |E|=m. 

• ;��F� 2 �� :c : E →�%4�t$ . 
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O� ��:  
•  '���T=(V,ET)��/
9 �
� �6	 *�A . 

  
���D��� ��:  

 %4�9 %z��	 +���G %4��6	I ;6���$� ��1 +����$�  ) ��6	9 �	��� ;�# �� �J�	�& +����%4�I� L< :( 

   

1 mc(e ) ... c(e )≤ ≤ . 
k=1 

TE = φ  

while T| E | n 1< −  do 

{ 

 if ke  doesn’t make any cycle with TE  then 

  T T kE E {e }= ∪  

 k=k+1; 

} 

  
 

 

  
  

��Q���8��� ����- &�' ��� 

  
�
� ��  @�5
	� @�(�<� @�&	��� A8C�$:  

• '((#� *��	9 �4$ ��$� ;��&I�	 %�4�$� �� �&	���. 

• ;��&I� �� �&	��� ��  ��� �9 �	��. 

  
_�#  %�A�5�� y���	� ���8� -
&	 %�4�$� +���� ������: �& _# �$:  

• ��� �I� �	�� ��#�. 

• $� '(�$� �� [�����$� �(� ;
��[	���$� A�5��$ ��6E$� ��
�. 

• [	���$� '(� -
& A�5��$� ��8C� ��FC� %d���.  
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Q���8��� ����- &�' ����� :�%@����  
  

�$C��$� WA����� �  �� ��$� :  
• [	���$� %�4� �4�	�� ;F��. 

•  ���9� �9 ��  ;
� %4� (�	�i 	 j�  �� ���$� %�4�$� ��  ��� �9 ��� (�b	 �A: �4�	�� ��  �� ;i 	 j. 

•  %4� ;�  � ���(i,j) �6	 �4�4�9 �� ijc ����6$� '��5$� �& � <� id ,9�$�  �� ���$� ��4�$� A�5��$ ��6E$� i ;����"� ; � 
 ,9�$�  �� ���$� %�4�
$j. 

  
�� ��$� �� �
$ )���:  

•  ,9�α�	��	 >%�4�$� ���(  ;F��  '(� P  �� ���$� %�4�
$ null��� �9 �4$ ,�$ ��$� %�4�$� 2��� %�4�$� UA� � ��	 >. 

•  ,9�ω '(� P  �� ���$� %�4�
$ �	��	 >;��&I� ���4� ;F�� null��#" %�4� �9 %�4�$� UA4$ �	�� "	 > . 

  
�
�& (	<�	 >*���( �	(  ���  �& '�� & >���$� �A� �� [	���  � ���$� ��� $� �	�� -$: [	���$� A�5��$ �
�I� '(�$� (�(#� �

 ��  �
�I� ����$� +��#α 	 ω. 

 

 

  
Q���8��� ����- &�' ����� :O���� ������ ���D���   

  
� G���:  
1.  �� �R (V, E,c)=[	���  �� ��� . 

2.  �� �� ,	�� �	��) ��((&n ( ,9�
$ �	�� _�#  �4 ���� 2� ���	�� ;��  ����b�a)  $����( ( %��$�1  ,9�
$	w 
)���4�$� ( %��$�n.  

  
O�2 ��:  
1.  �
�I� ��6$�D[	���
$ .  
2.  ��4� ;� ;�9 ��i �� I� y����$� >Bi y����$�	 >��4�$� ���( $ Ei ��6$�	 >��4�$� ,5� ���( $ @���8C� �F�I� Di %6E$� 

��4�$� -$: ;	
	
$. 

  
���D��� ��:  

1. �� I� *���( $� y���	� +�#�: 

B1=0 

for k=2 to n do 

 k j Pr ed[k] j jk j Pr ed[k] j jB max {B c } max {B D }∈ ∈= + = +  
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2. @���8C� �F�I� *���( $� y���	� +�#�: 

D= Bn 

En= Bn 

for k=n-1 to 1 do 

 k k Succ[ j] j kj k Succ[ j] j kE min {E c } min {E } D∈ ∈= − = −  

 

e=���:  
1.  ��4� �	��i ��� ;�# �� ���# Bi=Ei> [	���$� A�5�� '(� '(��6 �� ���# ��4� A�5�� �� ��8C� ;� �(�� A:.  
2.  �	�� ,9�$� �� ����$�a ,9�$� -$: w��� ���# *��4� �	#� ,	�� �� @�5$�� ��� �A: @���# .  
3. [	��� A�5��$ ���	��$� �
�I� '(�$� -$: W�# ���� ;	� ����.  
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�8' $��C��� �8' Q������ �8' ,����� ����� 
��R��F��� ��������� 
�����N� $' �����  

 

��������� 
������ :  
>��
" >;����� >�$�# >�4��� *��	�	9 >+��<� >�E1: >�
�
� >��(� 9 >���	
 *�/$ >*��	�	9 *��	�	9 >���# P��� *��	�	9 

���#" P���.  
  

� ��:  
 *�/
$�	 ���� $� *�/$ )��<� �� (&��� ������ WA���� ��Y��b�$� �� �<�$�	 *��	�	I� -
& ;
5$� �A� �� )�<�� >���	
$�

*������$�� �����	
<�$� ��Y�I� �� (�(<$� ���  �� �����9 *�	(C�	.  
  

������� !��"#:  
-
& ;
5$� �A� �� +$��$� )�<��:  

• B*��	�	I� WA	�� %�(8��" ��
�& � ���� 

• B���#$� �4���$� *��	�	I� 

• B���#E$� �4���$� *��	�	I� 

• B��Y���$� (&�	�$�	 �� �<�$� 

• �<� �� ;�	#�$�,�<$� 	 �4��� *��	�	9 -$: ��Y��� �� .  
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����� 
  

���Y�$� �����	
<�$� ���: ��� ��Y���$� �� �<�$�	 *��	�	I� [	�	� 2�� . *#�� ��$� ���Y�$� ,�I� [	�	�$� �A� 2�	 (�	
*���< �$� �� �E��`�  �����	
<�$� ��(�4
$.  

  
�FC� U(#	 ���#$� *��	�	I� WA	��$ ��� (�$�5
�8�$� ���� $� *�/
  �
�8$� *������$� ����:	 %��
� -
& r�� � b� . (&�� ���

 >�/$�  ��(  ���� $� *�/
$ ��	#�$�	 ����
$� �#�	�$� )�
	� �� >��<� �$� *�/
$� )�
	�$ @E
9 V��{9 �A$� �(&�	�$� WA	��$�
*������$� ����: ��
�& ����9 ��	 .  

  
�� *�4Y (� WA��� '(& �9 2�	 *������$�	 *������8$� �� j�c��̂ � (� �4�Y<� �9 ": >���$� �A� �� *����< �I�	 *����FEF$� 

���	���$`� +���	#$� %�(8��� �� 2�	�$� �� 9 �4�$: ���#
$ @�< � M$A	 >*����< �$� �� ;	I� )
�$�	.  
  

����6$� � �#$� �� *�4Y	 >�4���$� *��	�	I� WA	�� �4Y >*������8$� �� �� �	 >���	
$� *�/
$� (�$	�$ ��(&�	� WA��� �4��A 
�����	�	I� WA���$� 2� ��(&�	�$� WA���$� �� (�(<$� ����� ��$��$� � �#$� �� . ������� �� �	 >��Y���$� �� �<�$� ���Y� ��	�� 7��	

*�����$� �� �4���$� *��	�	I� 2� .�
� �� ��#$� M$A A�� WA���$� UA� *�c(8�̂�� (�	 *��$�<�	 *������$�	 ������$� *���($� %�
O	
�$�.  

 

 

c
�����N� O@���� O���� �@��� 

> ����' �����" ������ )1 :( �%��� ����>  
  

9�'��7 ���� (������ ����  (��� ���� D��� ����� ��2C�# 

  e�����
9��0� 

 (���"� 
)*��� 

*���<� -�  

 ت"آ�  ت,$�+
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��	 �� �
�<$� ��(�4$� + �$� ���<�$ W��#� >���	
$� *�/
$�	 *��	�	I� [	�	�$ ���Y�$� ;�
�5�$� �� L	8$� ; � UA� �
[	�	�$� �A�	 ����($� . ����:	 %��
� �� >�4����( ((
  �#� ��$� ������$� WA���$� UA� %�(8��� ����9 ����A	 � � (��

 ���  g�� ;E8 �� WA���$� UA� %�(8��� ����9 %45  '��5$� UA� �� 9( �� �A$ >������$� *���($�	 O	
�$� *��$�<�	 *������$�
��
�& �$�#� *������$�.  

  
�� %���� )$C��:  

1. (���� @��� (������ ����:  
•  �&	��� -$: O�$� %����*�(�5� ;F� )DO, IF(B 

•  [�	�9 -$: O�$� %����*�(�5� ;F� )Variable names, keywords… y$�(B  
•  �$	 �� ��1 ;�E� (	�	 %(& �� (�C�$�)EF� �	�#� "�/
$� �� ��
� ��	�� �� �4Y� �9 ���� " )�#9 -
& ;F� 

 )�#(+B  
•  )�#I� L<  (�(#�B*�1��5$� ;F� �4$���: +�	�� ��$�  
•  ;� ���&: '(�5�4
F�� (�#	 �
�
�� %���.   

2.  ����9�'��7(���� @��� : 

•  ����(	 �5
�8�$� ;��$� ;�
#�2� �4���	� ��$��	�(�$� �/
$�  O�8$� ���
$� 	# �
��$� ;F� (A+B)*CB 

•  �� �4���	9 ��(&�	� '��� W��8=  �( $��(�5�$�* .  
3.  ����(���(���� @��� :  

• �� �<�$� -�<� ;�
#� ;F� (A+B)*CB  

• ��
�& ��4��B��(
�$� N���� 
$ ���	 ;�� ���     
4. ��2C�# ����' @��� D����� �f���:  

• V���� �$	9 WA	�� ��� B�4  N���� $� (�$	� +	
��$� �/
$�  �

I� N���� 
$   

•  ��
�& -$: P���#$ �$	9 � ��$� WA	��$� � �<�mF�9 ���� )A# 2� O�$� -
& Y�5#$� -
& (&��� �
 '(��	��$� *������$�
 �	��	 >P��# L�58�$%����$� ��&	�	 '(	�  )��<�
$ ���<�� '(�& -� �	 ���� �: ��1 �
F�I� ��
�&. 

 

 

 

c
�����N� O@���� O���� �@��� 
> ����' �����" ������ )2 :( ��5�0 �'��7� 
�/�>   

  
• ��  �
��$� M
���;�F� �/
$� (&�	�  '((#� �: 

o  ��
<� �
�� =;&�� ;<�.  
 

•  ;	�#�$:  ;�F�$� ;����	 ;<5$� ����=  �9 �� �&%�� '(& �A8C� �9 ;&�5$�>;�F� :  
o ;<�   = ;�9 |+��)  6��� _�#"| " -$:"	9(" 

o ;&��   = ($�8 |��&  
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•  �������/
$� �� �#�#
 ;�� 2 �9 ;���� �� %��$� UA�:  
o  ($�8 ;�9 |$�8 +�� ( | ��& ;�9 |��& +��  

 

• (&�	�$� �� �J�4�" ((<$ W��#� " �4��$	 ;��$� �� �J�4�" ((& -
& �/$ ��9 �	�#� >;�F� : ���� D�#
 ((& W���I
��$��$� '(&��$� %�(8��9:  

Number =  Digit | Digit Number 

Digit =  0|1|2|3|4|5|6|7|8|9  
 

 

 

c
�����N� O@���� O���� �@��� 

>������  ����' �����" )3 :( �%����� 
�/�>   
  

�
� �� �����  �/$ �9 )�
	�	 )��<� �����: 

 

• �/��� ���%�#: *�(�5�$� ��	�4&�	�9	 > %���� ���� _�# *�(�5�$� )	5
 ��	&(� *�&	��� -$: )�#I� ;��� )
 )
�8X )
 %���I� ;��� M$A�	(B 

 

• ��5�0�� �'�����: ��	 �(&�	� �#�#
$� ;��$� �&	���(&�	�$� M
� -
& @�(���&� �4� ��� ����$� @�B  

  
• ������: ��	 � 	���$� N��� $� -�<�;��$� M
� -
& @�(���&� . 

  
 �/$ )��<� ���� >@���	
L ��(� 9 -
& ��� �$� ;��$�	 *��
�$� �&	��� �4�9 -
& V�� �&� )��<�$� �A4  ����	  �9 L N��� �� 

 -
& �E1: ��
�&V: 

 The Closure of V*VL ⊆  

 

c
�����N� O@���� O���� �@��� 

> ����' �����" ������ )4 :( (�������� ������� (5 
�����N� O@��� ���"#>   
  

• D���N���� $� ���(�5�$� ;
#�$� ��(
�$� N���� $� �4�� )$C�� ��$� �� �<�$�	 *��
�$� �
�
� (�$	�$  : ����� ��$�	 -$
��� ��$� �/
$��4�(8B  

 

• ;�4b��$� 	9 ���� $� *�1��5$� ;F� )	�#$� L<  ���(�5�$� ;
#�$� ��
<�$� *��E& ��  '�	
#�$� O	
B  

;�F�� ���� ���(�5�$� ;
#�$� �/
  O�8$������  > *��	�	C . 
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c
�����N� O@���� O���� �@��� 

> ����' �����" ������ )5 :(������ (5 
�����N� O@��� ���"# $' ��C� (�������� �>   
  

• $ � ������(�5� ;
#�*"	#�� ����I �����  �/$ �� : 

o : �9 L��5�%���I�	 )	�#$� �� �
�
�  [	 �� )�#  9( � �9 	9 )�#9 �� )$C�� �9 ���� ;	#��$� %�. 

o  �9 L��5�:6��$�  �4��� ;	#��$� %�‘\n’.  
 

•  )�
	� ����: ;	#��$� %�&�	� ��	&(� ��$� (&�	�$� �� �&	��� ( �
� ��� ��Y���  :  

"n"\EndChar

"9|"....|"0"Digit

"z|"...|"b|""a"Letter

EndChar}Digit|Letter{LetterIdentifier

=

=

=

=

   

 

•  L��5�$�\� ��J���9 (	�	 GetNext() ;	#�� �� )�#$� �A� 2��	 )	�#$� �
�
� �� �$��$� )�#$� 9��� Symbol .
	 ��J���: +���$IsIdentifier() ��$� ��#��;	#�� %�9 �& '�� & �� '�	���$� ��
�$� �	� �� . 

int IsIdentifier( ) 

{ 

GetNext(); 

if (Symbol is a Letter) 

{ 

  GetNext(); 

 while ((Symbol is a Letter) | | (Symbol is a Digit)) /*Case Switch*/ 

   GetNext(); 

  if (Symbol = = ‘\n’) 

  return TRUE; 

  else  return Error(); 

  } 

 } 

 else return Error(); 

} 

   
• ;F��$ ���(�5�$� ;
#�$� � ��$�  -
&��	�	9 ;��*"�#$� �� (	(#� ((& �� �5$�� **E
	$�	 : 

 

Sِtart A End 
Letter ‘\n’ 

Letter OR Digit 
  

• �9 Y#E�-
& ��

# 	$ �� ;�F��$� �A� ������=  ���$ ��J���`� ���  IsIdentifier( )������	�	9 ;��  D���
$ �
F��$�  . 

 

•  �A$����  ��
�&;�	#� (&�	�$� -$: @��$X �� ��$� ��$� *��J���`� (�$	� ;�9 �� *��	�	9 A5�����(�5�$� ;�
#�$�  �� 	�	 
��#E$� *���5$� �� P�
& )�<��� .  
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�����# ��"��� :��:���� ���%�N�  
���%�N�:   
o  WA���$� 2��� (��<� 6	�� �&	��� -
&��(� I� -&(�̂ P��� ��((& . 6	��$� UA� ;���	+���� �I �����I� *��	��$� 

�Y5$ .  
o  >������$� *���($� �$�# �� ��9 >7�89 6	��	 %���I�	 �����E$� )	�#$� �� ��(� I� )$C�� ����  �/$ �9 �� >@EF�

��� ��6�� �� �5$�� ��(� I� �	��� {0, 1}.  
  

?7�����:  
o ;��� �4�$: 6��b�	 6	��$� -
& �����I� ��
�<$� +��<�$� ��
�&  ���� (.) ���#I� %Y<� �� �4�A# ���� . ��� �A: >@EF��

a 	 b �	�� >��(� I� 6	�� �� ��6�� ab��6��$� ��A� �� ��	�� �
�
� .  
o ��<���� +��<�$� ��
�& �	��B 

o ����  �/$ �� )��#�$� ;�
�� ��
�<$� UA� ;F��. 

  
9������ �0����:  

o  ;F����1��5$� �
�
�$�  �(��#$� �
�<$�.  
  

:AP��:  
o  6	�� ��  �����$� +��<�$� *��
�& �& N��� ��$� ;�E�$� 2��� �&	��� P�C  ��(� I� -
& +��<�$� �E1: )d�<�̂

��(� I� . 

o  �� ��(� I� *��� �A:A 6��$�  �E1`� -$: 6��b� >A*)  �4Y5
�A star('��6 P � ���  P$ �	��	 .  
  

����� ���:  
)f�<b� �
�
� ;	� x) �$: 6j��b�	 6��$�  P|x| (�
�
�$� UA� �� ��(� I� 6	��$� ((& P�9 -
&. 

 

 

�����# ��"��� :����0�� 
�/���  
  

 �&	��� �9 	&(��� '�	�#� �&	���$� A*)  ��(� 9 -
& ��� �$� ;�E�$� 2��� ;��� ��$�A( ���	
 �/$ >)�/
  �j
m�8�̂	.(  
���	
$� *�/
$� -
& *��
�<$� L< :  

o +��<�$�:   

}Lv,Lu|vu{LL 2121 ∈∈⋅=⋅  
 

o �E1`� : 

...L...L}{L i2* ∪∪∪∪ε= _�# LLLL,LLL 32 ⋅⋅=⋅=  
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��C�) 1(:  

 ���$A={a,b} �/$ )��<� ���� >L1 )�#$�  ;�E�$� 2��� �4�� 9( � ��$� �/
$� �4�C  >��(� I� UA� -
& b:  
}bxw,Aw|w{L *

1 =∈=  
  

��C�) 2(:  
 ���$A={a,b} �/$ )��<� ���� >L2&  �	��� 	9 �/
9 ;�E�$� 2��� ;	� �4�� �	�� ��$� �/
$� �4�C  >��(� I� UA� -
8:  

}8|w|,Aw|w{L *
2 ≤∈=  

 

 

(M����� 
�����N� O@��� 
  

 ������$� *���($� ��A��$ @E
9 %�Sb
 (�	 >���	
$� *�/
$� �& '�Z <�$� WA���$� �� 9 �� �4���$� *��	�	I� WA	�� � �<�
��
�
��$�.  

  
�*����< �$�	 *������$� �� O	
�$� *��$�<�	 �4�������	 >���� $� *�/$ A�5��	 %��
� �� P��(8��� 7($ P����9 *(�(6.  

  
�4���$� *��	�	I� WA	��$ ;�( 9 �< �9 M���:  

o B���#$� �4���$� *��	�	I� 

o B���#E$� �4���$� *��	�	I� 

o  2� ���#E$� �4���$� *��	�	I�ε�BM�#� 

o $� �� �<�$���Y���.  
  

��Y��b�$� *�/
$�  ��	&(� ��& �� <�$� 2�����	 >'(#�	 ���� <� ���� �4<���$ �9 ": >;�( I� UA� (	�	 �� %1�$� 	.  

 

(M����� 
�����N� 
��0��� 
 �4���$� *��	�	I� )
���4�� :  

• �� �� ��� *E
	$�	 *"�#$� �� ��4��� �&	�) *���#�$�(B 

•   6���� *��	�	9 M���" 2�	�45��<�$ *"�#$� -
& *��
	 > 6���� *��	�	9 M��� -
& *��
E$� 2�	  >*E
	$�
	E� �������$� ,5� -
& ;
#� ���$�#$� B  

• ��J�(� � �$�# *��	�	9 ;�$B  
• *��	�	I� ;�& ��4��� �4�$: ;	
	$� ;F�� ��$� ��J�4�$� *"�#$� �� �&	��� *��	�	9 ;�$B  
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• -
& (���&"�  *��
E$� )��<� %��&	��� *��
�<$� �� �&	���	 6	��$� �� �B  
• 2 ��	 ��J�(� "� �$�#$� �� @��� �&� *��	�	I� ;�& 9( � ,�4
8(� -
& �	��� 6�� ;� ;�9 ��>�A	 �4  �� ��� �

	  *

�	���$� 6��$� �� �	��� ��
"B  
• �� �A: *��	�	9 �� �$	 �� �4�9 ��
� �& ;	�� ���Y� �� <�$ *��	�	I� ;�F�� ;�# �� ��J�4� �$�# -$: ;	
	$� ��<��

)��E��� "��J�(� "� �$�#$� �� (��
�$� )	�#	 6	�� %�(8��� .  

 

 (M����� 
�����N� $' ������� 
  

P�	� ���  %�(8���  *��	�	I� ;�F�� @'(�& %��:  
  

• �$��$� ;��$� �4
�& *��	�	I� �4�� 9( � ��$� ��J�(� "� �$�#
$ �	��: 

 

 

q0 

  
• �$��$� ;��$� �4
�& *��	�	I� �4�� �4��̂ ��$� ��J�4�$� �$�#
$ �	��: 

  

 

q 

  
  

•  �$��$� ;��$� *��	�	I� *"�# �� ���$�# ��  *"����E$ �	��) �� )�# -
& �	�#� ��
E  ;����� ;� �j	��<b�
��(� I� )	�# :( 

  

 

q2 

q3 

a

b
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(����� (M����� 
�����N� 
  

 �����8  ���#$� �4���$� *��	�	I� )f�<b�)F,q,,,Q( 0δ∑_�# :  
• Q (	(#�$� ((<$� *�A *"�#$� �&	��� �� :}q,...,q,q{Q n10=B 

• ∑ ;8($� ��(� 9 �� )��4��� �&	���(B 

• δ �� 	� �
� ��� )f�<b�$� ;����"� 2 : 

q)a,q(

QQ:

′=δ

→∑×δ  

•  ;�E�$� �&	����� �
�
� -
& @��f�<b� D 
�$ ;����"� 2 �� Z(� ���� ����*∑ >��(� I� �� (#�	 6�� �& @��	& 
�
����: 

*ˆ : Q Q

ˆ(q, ) q

ˆ ˆ(q, w.a) ( (q, w),a)

δ ×∑ →

δ ε =

δ = δ δ

 

 %�(8��� ����	δ@��	&  �& δ̂ � ��� + �  ,� �$E$ ;��� (	�	 %(& -$: @��Y� δ 2� δ̂ �
�
�$� �	�� ��(�& w 
 �(� 9 6�� �& '�� &a. 

• 0qB*��	�	t$ ��J�(� "� �$�#$� ��  

• F�	t$ ��J�4�$� *"�#$� �&	��� ��  �� ��J6� �&	��� ��	 *��	Q. 

  
��C�:  

• �$��$� ���#$� �4���$� *��	�	I� ���$:  
})q{,q,},1,0{},q,q,q,q({M 003210 δ= 

 

• �$��$� ;	(�$� ��	 ;����"� 2 �� )d�<�̂: 

1  0  δ 

1q  2q  0q  
0q  3q  1q  
3q  0q  2q  
2q  1q  3q  
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• � ���  %�(8���  *��	�	I� UA� ;�F�� �����
� ��� P�	: 

 

q0 

q2 

q3 

q1 

0

0

1

1

1

1

0

0

 

 

��$��$� *�5
�	�$� ���#$� �4���$� *��	�	t$:  
• B(	(#� *"�#$� ((&  
•  �$�# ;�$ (�	� �9 ���� "-
& @�(���&� M$A	 >�4�
� '(#�	 �$�# ":��
E$� ,5� . 

• "j(8��b�  % 6��$�ε�5
�8�$� *"�#$� ��  *"����"� )��<�$ .  
 

 

 

�� ���7�/� ���7� ���  
 �
�
�$� �j m�<�̂w ���#$� �4���$� *��	�	I� ; � �� �$	 �� )F,q,,,Q(M 0δ∑=��� �A: :  

F)w,q( 0 ∈δ 

  
 �/
$� )d�<�̂ >�����$� L(M) *��	�	I� ; � �� �$	 ��$� M�
� ��� :  

}F)w,q(|w{)M(L 0 ∈δ=  
  

��=�M� ���� &�- �0� 
�����N� $# 9#�/��� ��:� $� ����� �=��7 ��� .  
 

��C�:  
• �$��$� ���#$� �4���$� *��	�	I� ���$:  

})q{,q,},1,0{},q,q,q,q({M 003210 δ=  
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• �$��$� ;	(�$� ��	 ;����"� 2 �� )d�<�̂: 

1  0  δ 

1q  2q  0q  
0q  3q  1q  
3q  0q  

2q  
2q  1q  3q  

 

• �	� ���  %�(8���  *��	�	I� UA� ;�F�� �����
� ��� P: 

 

q0 

q2 

q3 

q1 

0

0

1

1

1

1

0

0

  
•  �
�
�$� ; �� *��	�	I� ��� �A: ���� �\� ��$01110 . �
�
�$� �	��01110�I �$	 �� ��1 : 

Fq)0,q()0),1,q((

)0),1),1,q((()0),1),1),1,q(((()0),1),1),1),0,q(((((

)0),1),1),01,q(((()0),1),011,q((()0),0111,q(()01110,q(

132

320

0000

∉=δ=δδ=

δδδ=δδδδ=δδδδδ=

δδδδ=δδδ=δδ=δ

 

•  *��	�	I� �� �$	 ��$� �/
$� �	��M�	6 ��5
I� ((& �4�� �	�� ��$� ;�E�$� �&	���~
& �	�#� ��$� �/
$� ��  @��
��(#	$� ((& M$A�	: 

*
0 1

L(M) {w | w {0,1} , (p,q) , w 2p, w 2p}= ∈ ∃ ∈ × = =� � 
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$����� 
  
1.  ��(� I� �� ;�E�$� 2��� ; �� �A$� ���#$� �4���$� *��	�	I� V��9{0,1} S  �4��� ��$� 01.  

e;#$�: })q{,q,},1,0{},q,q,q({M 20210 δ= 

 

q0 q2 

0 1

0 

1 q1 

0

1

 
 

2.  *��	�	I� ���($ ���$A ;��$�  -�<b�$� �$��$�: 

 

q0 

q1 

q2 

0

0 1

0, 1 1 

  
a.  �&93B*��	�	I� UA� �� �$	 �� ��1 ;�E�  

b. *��	�	I9 �4
F�� ��$� �/
$ @�5�
	� �&9.  
;#$� :  

)a( �$	 �� ��1 ;�E� :0001000 >00111 >100000111110. 

)b(  (�	� �9 ����" ��$� ;�E�$� �&	���1 S  �4���	 �4���(  �� ": 0.  
 

 

 

��� 
�����N�(���:�� (M��  
  

E$� �4���$� *��	�	I� )f�<b� �����8  ���#)F,q,,,Q( 0δ∑_�# :  
• Q (	(#�$� ((<$� *�A *"�#$� �&	��� �� :}q,...,q,q{Q n10=B 

• ∑ ;8($� ��(� 9 �� )��4��� �&	���(B 

• δf�<b�$� ;����"� 2 �� 	� �
� ��� ) : 

Q

1 k

: Q 2

(q,a) {p ,..., p } Q

δ ×∑ →

δ = ⊆
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•  ;�E�$� �&	����� �
�
� -
& @��f�<b� D 
�$ ;����"� 2 �� Z(� ����*∑�
���� >��(� I� �� (#�	 6�� �& @��	& : 

* Qˆ : Q 2

ˆ(q, ) q

ˆ ˆ(q, w.a) {r | p (q, w), r (q,a)} Q

δ ×∑ →

δ ε =

δ = ∃ ∈δ ∈δ ⊆

 

 %�(8��� ����	δ �& @��	& δ̂ � ��� + �  ,� �$E$ ;��� (	�	 %(& -$: @��Y� δ 2� δ̂ �
�
�$� �	�� ��(�& w 
 �(� 9 6�� �& '�� &a.  

•  *"�# �&	��� -
& @��f�<b� D 
�$ ;����"� 2 �� Z(� ���� ���P�
���� >'(#�	 �$�# �& @��	& : 

Q * Q

q P

ˆ̂
: 2 2

ˆ̂ ˆ(P, w) (q, w)

∈

δ ×∑ →

δ = δ∪
 

 %�(8��� ����	δ 	9 δ̂ �& @��	& ˆ̂
δ � ��� + �  ,� �$E$ ;��� (	�	 %(& -$: @��Y� δ 2� δ̂ 2�	 ˆ̂

δ ��(�& 
 *"�#$� �&	��� �	��P'�� &  '(#�	 �$�# �& q. 

• 0qB*��	�	t$ ��J�(� "� �$�#$� ��  

• F �� ��J6� �&	��� ��	 *��	�	t$ ��J�4�$� *"�#$� �&	��� �� Q. 

  
��C�:  

• �$��$� ���#E$� �4���$� *��	�	I� ���$:  
0 1 2 3 4 0 2 4M ({q ,q ,q ,q ,q },{0,1}, ,q ,{q ,q })= δ  

  
• �$��$� ;	(�$� ��	 @��f�<b� ;����"� 2 �� �	��: 

1  0  δ 

0 1{q ,q }  0 3{q ,q } 
0q  

2{q }  φ  1q  
2{q }  2{q }  2q  

φ  4{q }  3q  

4{q }  4{q }  4q  
  

��$��$� *�5
�	�$� ���#E$� �4���$� *��	�	t$:  
• B(	(#� *"�#$� ((&  
• �  �4�
� �
��#� *"�# '(& �$�# ;�$ (�	� �9 ����$� ����
E$� ,5� %�(8��B  
• '(�<� *��	�	I� �� [	�$� �A4  �
�8$� D��$� *���6��	8 �	�� -$: W��#�	'����� 2���� *��
�&  )Back 

Tracking(B 

• "j(8��b�  % 6��$�ε�5
�8�$� *"�#$� ��  *"����"� )��<�$ .  
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�/� ���7� ����� ���7 
  

 �
�
�$� �j m�<�̂w$� *��	�	I� ; � �� �$	 ��  ���#E$� �4���)F,q,,,Q(M 0δ∑=��� �A: :  
0({q }, w) Fδ ∩ ≠ φ 

  
 �/
$� )d�<�̂ >�����$� L(M) *��	�	I� ; � �� �$	 ��$� M�
� ��� :  

*
0L(M) {w | w , p ({q }, w), p F}= ∈∑ ∃ ∈δ ∈  

  
�/��� ��:� $� ����� �=��7 ��� ��=�M� ���� &�- �0� 
�����N� $# 9#.  

 

��C�:  
• $� *��	�	I� ���$�$��$� ���#E$� �4���:  

0 1 2 3 4 0 2 4M ({q ,q ,q ,q ,q },{0,1}, ,q ,{q ,q })= δ  
  

• �$��$� ;	(�$� ��	 @��f�<b� ;����"� 2 �� �	��: 

1  0  δ 

0 1{q ,q }  0 3{q ,q } 
0q  

2{q }  φ  1q  
2{q }  2{q }  2q  

φ  4{q }  3q  

4{q }  4{q }  4q  
 

• � �$	 ��$� �/
$� �	�� *��	�	I� �M�� : 

* *
1 2 1 2 1 2L(M) {w | w {0,1} , w , w {0,1} , w w 11w w w 00w }= ∈ ∃ ∈ = ∨ = 

 

 

(���:�� (M����� 
�����N�� (����� (M����� 
�����N� 45��� 
  

• ���#E$� �4���$� *��	�	I� �� �
�8 �$�# 	� ���#$� �4���$� *��	�	I�.  
  
•  ���#" �4��� *��	�	9 ;�$M ���# �4��� *��	�	9 (�	� M’ �	�� _�#  V���� L(M)=L(M’).  
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��C�:  
• �$��$� ���#E$� �4���$� *��	�	I� ���$:  

0 1 0 1M ({q ,q },{0,1}, ,q ,{q })= δ  
 

 

 

 

  
• �$��$� ;	(�$� ��	 @��f�<b� ;����"� 2 �� �	��: 

1  0  δ 

0{q }  0 1{q ,q } 
0q  

0 1{q ,q }  φ  1q  
  

• *��	�	I� �A4$ �	�����#E$� �4���$� �$��$� ;��$� : 

 

 q0 

0 

0,1 

1

1 

q1 

  
• �$� *��	�	I� �	�����#$� �4��	� V����$� : 

0 1 0 1 0 1 0 1M ({ ,[q ],[q ],[q ,q ]},{0,1}, ,[q ],{[q ],[q ,q ]})′ ′= φ δ  
  

•  ;����"� 2 �� �	��′δ��	�	I�  O�8$� �$��$� ;	(�$� ��	 @��f�<b� V����$� ���#$� �4���$� *: 

1  0  δ 

1[q ]  0 1[q ,q ] 
0[q ]  

0 1[q ,q ]  φ  1[q ]  
0 1[q ,q ]  0 1[q ,q ]  0 1[q ,q ]  
φ  φ  φ  

  
• �$��$� *��	�	I� -
& ;
#� >*"�#$� ����� '(�&=  

0 1 2 3 0 1 2M ({P ,P ,P ,P },{0,1}, ,P ,{P ,P })′ ′= δ 

 

•  ;����"� 2 �� -
& ;
#� ���′δ�$��$� : 

1  0  δ 

1P  2P 
0P  

2P  3P  1P  
2P  2P  2P  
3P  3P  3P  
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 Q� (���:�� (M����� 
�����N�εεεε>g��� 

  
•  ���#E$� �4���$� *��	�	I� � �<b� 2�ε�M�#����#E$� �4���$� *��	�	I� �� �
�8 �$�# . 

 

•  ����=  *��	�	I� �A� ;F� -
& ;
#�ε��(� I� -$: . 

 

  

� ��������� �'����� ��R��F��)1(  
  
•  ����
 (&�	�  ;	#�� %�9 )�
	� -$: (<�$)��Y��� (&�	� ��	&(� :( 

Identifier Letter{Letter | Digit}EndChar

Letter "a" | "b" | ... | "z"

Digit "0" | .... | "9"

EndChar "\ n"

=

=

=

=

  

 

•  �� ��$� *"(�<�$� ;# ;	�#�$(�$	�$6	�� �� )$�� �� <�  ��$	9 )���$� ���4�	 >%���9	 >)�#9 .(�����$� �	�� -
& 
;��$��$��$� @��Y��� @��� <� U	&(� �A$�  : 

*(a | b... | z)(a | b | ... | z | 0 | ...9) '\ n '  
 

 ����
 (&�	�  ;	#�� %�9 )�
	� -$: (<�$)��Y��� (&�	� ��	&(�( >	 �� ��$� *"(�<�$� ;# ;	�#�$(�$	�$6	�� �� )$�� �� <�  
 ��$	9)���$� ���4�	 >%���9	 >)�#9 .(�����$� �	�� -
& ;��$��#���$� �� ���Y$� @��Y��b� @��� <� U	&(� �A$�	 . 

 

 

���� ��R��F��� ��������� �'�)2(  
  
• %Y��� �� <� : %�(8���  ��	/$ '(&��$ )�
	���(� I� 6	�� -$: ����`�  (ε). 

 

• ������$��$� *��F��$� %�(8���  :  
o ������� 
�������:  6��$�  P$ 6��b�	|;F�  :(a|b|c) 	9 {a|b|c}. 

o �:AP�: 6��$�  P$ 6��b�	 *;F�  :(a)
*. 

o ����� ���� �:AP� �7N� &�':  6��$�  P$ 6��b�	+;F�  :(a)
+. 

o ?7�����:;F� 6	��$� �$��� ;�F��$ : aa 	9 (aa). 

 

• ��������Y� �� �<� %�(8���  >��Y���$� (&�	�$� �� �&	��� ;�F�� @��J�( .  
 

•  %Y��� �� <� -$: >��Y���$� (&�	�$� �� �&	��� �9 ;�	#�  %	�� *���6��	8 M���) *"(�<� ;# *���6��	8(&�	�$� .(  
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• ���� %�(8���  ��	/$ '(&��$ )�
	� P�9 -
& %Y��� �� <� )��<� ��(� I� 6	�� @���# ;F�� �A$� 6��$� -$: ����`�  
 @�1���(ε). 

 

• ������$��$� *��F��$� %�(8���  :  
o ������� 
�������:  6��$�  P$ 6��b�	|%j(8m��b�	  ;�F��$ ;F� 6	��$� (#9 (	�	 ;���#� :(a|b|c)  ��: ��<� �A$�

a 	9 b 	9 c. 

o �:AP�: 6��$�  P$ 6��b�	 *%j(8m��b�	 ���4�E$�	 �5
$� ��  g	���� *���$� �� ((<$ 6	��$� ����� ;�F��$  
;F� :(a)

*  �����$ 6��� �A$�a���4�E$�	 �5
$� ��  g	���� *���$� �� ((<$ . 

o  ����� ���� �:AP��7N� &�':  6��$�  P$ 6��b�	+�b�	 %j(8m� g	���� *���$� �� ((<$ 6	��$� ����� ;�F��$ 
���4�E$�	 �5
$� �� ;F�  :(a)

+  �����$ 6��� �A$�a���4�E$�	 '(#�	$� '��$� ��  g	���� *���$� �� ((<$ . 

o ?7�����: ;F� 6	��$� �$��� ;�F��$ aa 	9 (aa). 

 

•  (&�	�$� �� �&	��� ;�F�� @��J�( ����`�  P�9 -
& ���� $� %�����Y� �� �<� %�(8���  >��Y���$�.  
 

• ;�	#�  %	�� *���6��	8 M��� >��Y���$� (&�	�$� �� �&	��� �9  %Y��� �� <� -$:)(&�	�$� *"(�<� ;# *���6��	8 .(  

 

 


�����N�� ��R��F��� �������� 
  

 %Y���$� �� <�$� )�
	� ;	�#�$�$��$�*��	�	9 ;�� -
&  :  
*(a | b... | z)(a | b | ... | z | 0 | ...9) '\ n '  

  
�$��$� *��	�	I� -
& ;
#� :  

 

z 

z 

B 

a 

a 

D 
F ‘\n’ 

9 

9 

0 

0 

E9 

E0 C0 

C25 

ε 

ε 

ε 

ε 

ε 

ε 

ε 

ε 
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(M����� 
�����N�� ��R����� �������� $�� 45����� 
  

 $� ���� 2� ���#" �4��� *��	�	9 %Y��� �� <� ;�$ �9 ����ε �M�#� . -$: � ��$� [	�$� �� *��	�	9 ;�	#� ���� Y#$� ��#$
 *��	�	9�& +���� _�#  ���# �4���*��	�	I� ;�/�� (�& '�����$� '(	<$� *��
.  

  
�/
$� ,5� ; �� V���� %Y��� �� <� (�	� ���# �4��� *��	�	9 ;�$ �9 ���� $� ���� ���.  

  
�$��$� ;��$�  D�	� 	� ��� *��	�	I� ;�( 9 2���$ ����� ���($ �����$� :  

 

  
�����# 
(���� 

  (���� 
�����#
 Q�εεεε g���-

 ������
��R��� 

  
�����#
(��� 

 

 

 

���� ���� ����� ����' ����# 
�))���(  

 @�� <� @��A	�� >@�� �� ����A �� +�# ;��� ��$�	 *�(�5�$� UA� �& '� <�$� *��	�	I� (�$	� ���� >@��$X �/$ *�(�5� ;
#� (�$	�$
;�
#�$� ��J���: �& @�����:  

•  (&�	�$� �&	��� )��<�)��Y��� (&�	�� � 	���$� (Z <�$� �& '�(�C�$�	 �4#�� (��� ��$� *�(�5�$� �&	��� �4�9 �� 
B� 	
��$� �/
$ ����� 

• � �&	��� ;�	#� ���6��	8 %�(8���B%Y��� �� <� -$: ��Y���$� (&�	�$  
• -$: %Y��� �� <� ;�	#� ���6��	8 %�(8���B���#" �4��� *��	�	9   
• ���# �4��� *��	�	9 -$: ���#E$� �4���$� *��	�	I� ;�	#�. 

  
�6��	8$� UA� L<  ��#E$� *���5$� �� L�<����*��.  
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(���� (M��� 
�����# &�- �R��� ����� $� ������� ���D���  

  

 

a ⇔ a 

ε ⇔
ε 

a 
b 

⇔ba |

⇔ab

a 

b 

*(a) ⇔
a 

  

a b a 

 a a 

 ���ل:
(a *) ab(a *) a 

 

  
  

 

 

 

 

(��� 
�����# &�- (���� (M��� 
�����# $� ������� ���D���  

  
• $� �
��� + �  )
8$� -$: '(	<)Back Tracking( A�5�� (�& ���#E$� �4���$� *��	�	I�#� @��J�( ;	�#� > -$: �4
�	

 ���# �4��� *��	�	9��A�5��  �( $� ; �. 

  
• ���� ���  ���# �4��� *��	�	9��

I� *��	�	I� *"�# �� �&	��� �4�� ;� ;F�� *"�# �� �5$�� .  

  
•  *��	�	I� �� >� �<����#$��$�#$� UA� �4
F�� ��$� ��

I� *"�#$� 7(#: *��� �A: ��J�4� �$�# �� �� �$�# �9 > �� >

�#�$��J�4�  .  
  

•  ������� ���9 �� ((& �9 *��	�	I� *"�# ���#E$� @��4��� (N) I� *"�# ((& �=� ���#$� *��	�	 �	�� �4$ �J����$�
@��4��� �	��	 >(2

N
)�F�I� -
& . 
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��N� $������:  
��$��$� ��Y��b�$� �� �<�
$ @�J���� @����# @����	�	9 V��9 :  

A = 10 + ((0+11) 0
* 
1) 

B =  0
* 
1

* 

C =  0
+ 

1
+ 

  
  

(��C�� $������:  
��$��$� ����#$� *����	�	I� �� ;�$ @��Y��� @��� <� V��9:  

  
M1 ({A,B,C},{0,1}, 1,A,{A,B})= δ 

1  0  1δ 

B  A  A 

B  C  B 

C  C  C 

 

M2 ({A,B,C},{0,1}, 2,A,{A})= δ 

1  0  2δ 

B  A  A 

B  C  B 

B  A  C 

 

M3 ({A,B,C},{0,1}, 3,A,{C, B})= δ 

1  0  3δ 

C  B  A 

C  A  B 

A  B  C 
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• http://www.acts.tinet.ie/induction_645.html  

• http://www.dartmouth.edu/~chance/teaching_aids/books_articles/probability_book/pdf.html  

• http://www.utm.edu/departments/math/graph/ 

• http://www-db.stanford.edu/~ullman/ialc.html 

• http://archives.math.utk.edu/topics/discreteMath.html   

• Discrete Mathematics with Application, Susanna S. Epp, Thomson third Edition, 2004 

 

  

 


