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نجةةةن  نةةة   ةةة   (Approximation Theory)في نظريةةةل قريبريةةة   

قرشةةة تق يبريةةة     لدوةةةع قرةةةن قت لسةةةا قةةة     ي س ةةة   قربةةة   
(Power Series)  د قت كدةةةةاق  ق ةةةةن د   (Polynomials) ،

 ذرك ر ه رل قريع  ع قلجبري  ق  دع هذه قرن قت، ل    لسا  ن 
قرعمسوة   قرس ةو ل اةنقبي  وةن    ة لمسو   يف ضسه   يك  سه  يعيبر

 نةةة  ي اةةةن  عةةةا قرشةةةر ك قركةةةر  يل ركةةة   كةةة  لدوةةةع دقرةةةل  ةةة  في 
شةةةكع  ي س ةةةسل اةةة  ي لم رنقرةةةل ق  سةةة ي لدوسهةةة     يبريسهةةة  لسةةةا 
شةةةةكع  ي س ةةةةسل ميسةةةة   ة  ةةةةد ب ة مةةةة   ن يكةةةة ن دقرةةةةل  ي ةةةةسل 

(Continuous Function)     في مج ت يعريفه ، بالإض لمل إلى ضةر
ب ته   ةةةةة  كةةةةةع قرةةةةةن ا  ،  ي مةةةةة   ن يكةةةةة ن دقرةةةةةل شةةةةةي   اةةةةة د
لمةذذق   ييقبةأ   ب  ة  هةذه قرشةر ك لمذنة  ييعةذ    (Smooth) س  ء

 إم د يبري  ميس   رسنقرلي
 رسيغسةة  لسةةا ا ةة   هةةذه قرشةةر ك اةةنا لةة   قرر ضةةو   قرفرن ةة  

نظريةل ريمدوةع قرةن قت قرة    (Fourier J. B., 1768-1830)لمة  ير 
 ةةة  شةةر ك ميسةة    دةةةع قفي ةة ت لسةةا لمةةة ق ،  اةةع  تحبةةأ شةةر   ب 

 قفشةةةيب ل لسةةةا لمةةة ق ،  ذرةةةك في  ي س ةةة    وةةة  با ةةة ي في 
قر قاةةةق إن  ي س ةةة   لمةةة  ير لةةة   يروةةةل لسموةةةل كسةةةا  اةةةنق ، لمسعةةةن 
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ظهة    ي س ة   لمةة  ير   كة  إمة د لسةة ت قركدةا  ة  ق عةة دف  
 ق  ة تع  (Partial Differential Equations)قريف ضةسول قلجئتوةل 

 ،  ق  ةة تع قف ينقتوةةل(Boundary Value Problems)ق نيةةل 

هةةذق قراحةة ر قررقتةةق  ي س ةة   لمةة  ير يراةةق بارن اةةل ق عبةةن ي 
قلأ لى إلى اةةةةن ته  لسةةةةا قلةةةةيسنقت قرةةةةن قت  ي س ةةةة   لمةةةة  ير 

لممةةةد ب د قت ق ك نةةةل  ةةة  د قت قلجوةةة   اوةةة  قريمةةة ا قرن  يةةةلي 
،  هةة  لسةة    لةة  مجمةة   (Acoustic Waves)ق  اةة   قر ةة يول 

 ي س ةةة   لمةةة  ير ،   كةةة  قلةةةيسنقل  (Harmonics)ي قلمبوةةة   
مخيسفةةةةةةةةلي   (Frequencies) يةةةةةةةةرددق   (Amplitudes)  ةةةةةةةةع   

  2Lكةةذرك لمبةةن   كةةة  قلةةيسنقت قرةةةن قت قرن  يةةل  قرةةة  د  تهةة  
رةن قت ق وةع  قل ل  ي س ة   لمة  ير،    ةفل ل  ةل لمبةن   كة  لد

لسةةةا د قت  تحيةةة يغةةةا قرن  يةةةل  يكةةة ب في  ي س ةةة   لمةةة  ير قرةةة  
 قلجو   او  قريم ا  ع ب     يل  قلن   اه   افرد  كم  لار ي

لةةة    لسةةةا كةةةع  ةةة  لةةةسأ لمها رةةةك لم تةةةن  لظومةةةل ريمدوةةةع قرةةةن قت 
  قل ل  ي س    لم  ير؛ هذه قرف تن  يكم  في قليسنقت قرةن قت 

 ةة   ف ئ توةةلم قلأ ةةر قرةةذي ي ةة لن  سيذق  ق ةةن د قوةةن د   
  ب   في ق   ت لسا مج  وق قركدا    ق ي س    قر ئ تولي
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2.1 

 

 ةـــــــــــــــــــــمقدم  
في هذق قرس ي نيا  ت   ض   قليسنقت قرن قت قرن  يل،  غا قرن  يةل، 
 لدوسهةةةة  في  ي س ةةةة   لمةةةة  ير، لمابةةةةنا شةةةةكع  ي س ةةةة   لمةةةة  ير، 

هةة  في دقرةةل  عواةةل ركةة   كةة  لدوسهةة  رشةةر ك قر قاةة  ي قلمر  نةةن ا ق
 كةةةةةةةةذرك يبةةةةةةةة  ينةةةةةةةةن ا    لمةةةةةةةة  يري كمةةةةةةةلسةةةةةةةا شةةةةةةةةكع  ي س ةةةةةةةةسل 

(Convergence)  ي س ةةسل لمةة  ير إلى قرنقرةةل قلأقةةسولي  نعةةر    يكةة ب 
لسةةةا  ي س ةةة   لمةةة  ير رسةةةن قت قرئ اوةةةل  قرةةةن قت قرفرديةةةل  نةةةن ا 

 يب  به  في هذه ق  ف   يك بي 
 ل رل قرن قت قرئ اول تحية ي لسةا   ير فين  ي س    لمفي قر قاق لمذ

د قت اوةةةة  قريمةةةة ا لمبةةةةم  لةةةةذق ي ةةةةما  ي س ةةةة   اوةةةة  قريمةةةة ا 
رف  يري  في ل رل قرن قت قرفرديل لمذن  ي س سل لمة  ير لة  تحية ي لسةا 
د قت قلجو  لمبم  لذق ي ما  ي س ةسل قلجوة  رفة  يري كمة  نيعةر  

ا ن ف قرف   رسن قت ق عرلمل لس في هذق قرس ي لإم د  ي س سل لم  ير
   ن ةةف قرةةن   ،  نةةةن ا يب  بهةة   يكةةة بي  ركةة   نقيةةةلب مةة  قريةةةذكر  

رك ئةةةةة   قرعسموةةةةةل  ذرةةةةةك ةةةةةسعا ق  ةةةةة سق   قرر ضةةةةةول   ف هومهةةةةة  
ضر  يل رن قلل  ي س    لم  يري لمابنا  عا قريعريف   قل  ل  دع 

قرنقرةةل ق س ةة ء، قرنقرةةل قرن  يةةل، قرنقرةةل ق ي ةةسل لسةةا لمةة ق ،   يكةة ب 
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رنقرةةل ق س ةة ء لسةةا لمةة ق ، ق شةةيبل قلأ لى قرومةةو  ق شةةيبل قلأ لى  ق
قرو ر ،  كذرك  ف هوم ق شةيب   قلأ لى قرومةو  قرو ةر  لاةن نبةم 

 ئ    لم   يعريف قرنقرل ق رقد لدوسه    قل ل  ي س سل لم  يري
 

  

 الدالة الدوريــــــــــــــــة
Periodic Function 

 

)قرنقرةةةةةةةةةةل  )f x  ي ةةةةةةةةةةما دقرةةةةةةةةةةل د  يةةةةةةةةةةل إذق لففةةةةةةةةةة  قرشةةةةةةةةةةركم
( ) ( )f x f x n= 0nلوةةة   +   ي لةةةند قةةةقوا ف ي ةةة  ي 

 ه  ثا     ا ي قر فر، كم   ن 
ي 

، ممةة  يعةةو  ن (Period)ي ةةما د     (nفي قر قاةةق لمةةذن كةةع لةةند  
قرنقرل قرن  يل  كة   ن يكة ن لة  لةند فئة ت   ة  قرةن  ق ي كمة   ن 

  هةةةةة   قةةةةةغر هةةةةةذه قرةةةةةن  ق  ق  اسةةةةةل ي ةةةةةما قرةةةةةن    قرسنقتوةةةةةل 
(Primitive Period)  باخي    ي ما قرن   ي    

 
 

) قرةلقرن (1) ) ( )sinf x bx=   د  يةل، د  تهة
2ه  

b


   ذرك لأن =

 مثال توضيحي

 2.1تعريف 
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( ) ( ) ( )
2

sin sin 2 sinf x bx bx b x
b




  
= = + = +  

  
 

 

)قرنقرل  (2) )
 ;  2 2 1

   ;  2 1 2 2

n x n
f x

n x n





−   +
= 

+   +
 nلو  ، 

2لند ققوا ه  دقرل د  يل، د  ته    ي(2.1) ي قنظر شكع=
 شكل
2.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)قرنقرةةةل   (3) )E t  لوةةة ،t  ير ةةةئ رسةةةئ   يعةةةبر لةةة  لم ريوةةةل قرةةةنخع
 ي (2.2)رةنقتر  كهر وةل  قرة  ييكة ن  ة  نسكة    يي روةل كمة  في شةكع

لسا شكع ا     يك ب لمذن تأثا قريش يش لسا قراظم ق وك نوكول يظهر
( )F t  ي(2.3)قنظر شكع ثا يل ق بنق ، قتج هه  ييغا د   بي  

 شكل
2.2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

      1   2 3 

( )xf

x



−

2=

2− 1−3−

( )E t

t



 Fourier Series فــورير ـمتسلسلات    ◼  2الباب  

 شكرالله ــكتور إميل  الد  ذالأستاـ  ت فورير  كتاب الدوال الخاصة وتحليلا

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 66 
Textbook: Special Functions and Fourier 

Analysis - Prof. Emil Shoukralla 

 

 

 

 شكل
2.3 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

، بار سق لمذن  لمكع  د ت لسا قرن قت قرن  يل هة  قرةن قت ق دسدوةل (4)
)لماحن ة  د ب ة  ن قرن قت  ) ( )sin ,cosx x  2 اه   د  يل د      ب ي

  يك ب ن لظ  ن
( ) ( ) ( ) ( )cos 2 cos 4 cos 6 ... cosx x x x  + = + = + =  

2قلأ ةر قرةةذي يعةةم  ي  ةة  قلألةةنقد  ,4 ,6 ,...    يعيةةبر د    رسنقرةةل
( )cos x 2ي  ركةةة    ةةة   ن     هةةة   قةةةغر د(Least Period) 
 سل، إذن لمه  قرن    قرسنقتول     س   ل قرن   ي  ا
 

 
 
 

 

 الــدالة المتصـــلة على فتــــــــــــرات
Piecewise Continuous 

Function 

)يبُةة ت رسنقرةةل  )f x  ئةة   ي ةةسل لسةةا لمةة ق  لسةةا قرفةة   ق غسبةةل 
 ,a bثل قلآيولم  قرشر ك قرد تحبب ، إذق 

 2.2تعريف 

( )F t

t
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)قرنقرل  (1) )f x  ي سل لان كع نبةم قرفة   ق غسبةل  ,a b    بخة
1لند محن د    قرابم  2 3, , ,..., nx x x x قر  تحبأ قرشرك ، 

1 2 3 ... na x x x x b       

قرس ةةةوم   ةةة  قراةةة   قرةةةذي ي ةةةما قرةةة  ي اةةةن لاةةةنه  لةةةنا قي ةةة ت 
(Removable Discontinuity)   لةةةنا قي ةةة ت  ةةة  نةةة   قربفةةةئ   

(Jump Discontinuity) ي 
)قرنقرل  (2) )f x ي سل لسا قرف   ق في لل  

   1 1 2, , ... ,na x x x x b     

)قرنقرةةل  (3) )f x  ي اةةن لةة  ئ يةةل  ةةوight Limit)(R ن لمبةةم لاةة
،  bلمبةم لاةن قراب ةل  (Left Limit) ي اةن لة  ئ يةل ي ةر   aقراب ل 

كمةةةةةة  ي اةةةةةةن كةةةةةة  قراهةةةةةة ييل قرومةةةةةةو  قرو ةةةةةةر  لاةةةةةةن كةةةةةةع قرةةةةةةابم 
;  1,jx j n=ي 

ي 
 

 
 

 قرنقرلير   كوف  ن (2.4)قنظر شكع 

( )
2

     ; 2 0

2     ;     0 1

   ;    1 2

x x

f x x

x x

 −  


=  


 

 

 مثال توضيحي
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 فب نرلم هذه قرنقرةل   نةن ا قرشةر ك قرة   ي سل لسا لم ق ي  
 م   ن ييقبأ رك  يك ن  ي سل لسا لم ق ي 

 

 
 شكل
2.4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)قرنقرةةل  (1) )f x  قرفةة   ق غسبةةل  ي ةةسل لسةةا 2,2−  لةةنق لاةةن  
1قراب يل  20 ; 1x x= لو  ي ان لنا قي  تي  قلآن نةن ا  =

د قلةل نة   ي   فبم لنا قفي  ت لان ه يل قراب يةل  عرلمةل ن لوية 
1لنا قفي  ت لان قراب ل  0x  ي      ن=

( ) ( )
0 0

lim 2    &   lim 0
x x

f x f x
+ −→ →

= = 

  0 

2 

1   2 - 2 

( )xf

x
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  (Finite)إذن، لم راه يي ن قرومو  قرو ر  لم   ا د  ير  محةن دمن 
وم لبوبوةل  ف ي ة  ي  ة  فئ يةل(، ركاهمة  غةا  ي ة  ييل،  ي لم  ا

 لو 
( ) ( )

0 0

lim lim
x x

f x f x
+ −→ →

   
1إذن ي اةةن لاةةن قراب ةةل  0x لةةنا قي ةة ت  ةة  نةة   قربفةةئ ي ثانوةة بم  =

2د قلل ن   لنا قفي  ت لان قراب ل  1x   ي     ن=
( ) ( )

1 1

lim 1    &   lim 2
x x

f x f x
+ −→ →

= = 
إذن، لم راه يي ن قرومةو  قرو ةر  لمة   اة د  يرة  محةن دمن،  ي لمة  

)اةةةةوم لبوبوةةةةةلي   ةةةةة   ن  ) ( )
1 1

lim lim
x x

f x f x
+ −→ →

 ي إذن ي اةةةةةن

2لنا قي  ت قربفئ  لان  1x   ي=
)قرنقرل  (2) )f x   ي سل لسا قرف     

     2,0 0,1 1,2−   
 إذ نجن  ن

( ) ( )      lim     2,0 0,1 1,2
x c

f x f c c
→

=   −   
2x لاةن نب ةل  نقيةل قرفة    قراب ةل(3) = )(، لمةذن  − )f x  لة  ئ يةل

) ةةةةو لمبةةةةم لوةةةة   )
2

lim 2
x

f x
+→−

= ،  لاةةةةن نب ةةةةل ئ يةةةةل قرفةةةة   −

2x قراب ةةةل  )( لمةةةذن قرنقرةةةل = )f x   لةةة  ئ يةةةل ي ةةةر  لمبةةةم، لوةةة
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( )
2

lim 4
x

f x
−→

)ي إذن قرنقرةةل = )f x  يب عةةل قفي ةة ت     ي ةةسل 

لسا لم ق  لسا قرف    2,2− ي فلظ  ن( )
2

2

7

3
f x dx

−

= 

ي 

 

 
 

2.2 
 

 مفاهيم المشتقة الأولى اليمنى والمشتقة الأولى اليسرى  
 

)رافةةر   ن قرنقرةةل  )f x  عرلمةةل لسةةا قرفةة   ق غسبةةل  ,a b ا  سةةل  ،
  ق في لةل لان كع نب ل يايم  إلى قرف   (Differentiable)ر شيب ل 

 ,a b 0ي   ذق يعم هذق قرك ا؟  يعم  ن  ركع نب ل غةا  رلموةلx  ة
 د ب ة يايم  إلى قرف   ق في لل  ,a bلمذن  ي ان قراه يل ، 

 

 

(2.1) ( )
( ) ( )0 0

0
0

lim
x

f x x f x
f x

x →

+  −
 =


 

 

يك ن ل   ا د لمبم   لانتذٍ  (2.1) راه يل ق ع    فيفي ق بوبل لمذن ق
( إذق ك نةةةة  ق شةةةةيبل قلأ لى 0xيكةةةة ن قرنقرةةةةل ا  سةةةةل ر شةةةةيب ل لاةةةةن 
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)قرومو  )0Rf x
   ي   ي ق شيبل قلأ لى قرو ر( )0Lf x

  ي   ي
( )0f x   لو 

 

 

(2.2) ( )
( ) ( )0 0

0
0

limR
x

f x x f x
f x

x+ →

+  − =


  ; 
 

 

 

(2.3) ( )
( ) ( )0 0

0
0

limL
x

f x x f x
f x

x− →

+  − =


 

,قلآن،   ةة   ن نبةةم قراهةة      a b  ف يايمةة  إلى  يةةل لمةة ق   في لةةل
)تحي يهةةة  لمكوةةةف  كةةة  رسنقرةةةل  )f x  ن يكةةة ن ا  سةةةل رسيف ضةةةع لاةةةن 

,راه    نبم ق  a b ؟ قلإا  ل ل  هذق قري  ؤت ك ن  لسس ب في يعريف
   ي ما با شيبل قلأ لى قرومو،  ق شيبل قلأ لى قرو ةر  رسنقرةل لاةن 
قرابم قر رلمول    نبم قراهة   ي في ق بوبةل  ن ق شةيبل قلأ لى قرومةو 

)رسنقرل  )f x    ل لان قراب يبعرx a=  لسا  ئ 
 

 

(2.4) ( )
( ) ( )

0

limR
x

f a x f a
f a

x+ →

+  − =


 

x  ةة   ن قراب ةةل  a=  هةة  نب ةةل  رلموةةلPoint)-(End  ي ةةر ، إذن
)لمق ةةةة  يعريةةةةف ق شةةةةيبل قلأ لى رسنقرةةةةل لمةةةةذن  )f x  يكةةةة ن ا  سةةةةل

xرسيف ضةةع لاةةةن  a=  إذق ك نةةة   ي ةةةسل لاةةنه   هةةةذق يعةةةم  اةةةن د
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xقراه يل قرومو لمبةم؛ لأنة  ف  كة  قر قة ت إلى  a=  إف  ة  خة ت
 في هذه ق  رل لمذني (2.5)نف ه ي قنظر شكع  aاوم  كبر    قراب ل  

( ) ( )lim
x a

f a f x
+→

= 
لسةا ق شةيبل قلأ لى قرومةو  ال قر ة  بل ص ةع إذن  باريع يا في قرع

)رسنقرل  )f x  لان قراب ل قر رلمولx a=  في قرشكع قرر ض 
 

 

(2.5) ( )
( ) ( )

0

lim

lim
x a

R
x

f a x f x

f a
x

+

+

→

 →

+  −
 =


 

)با دع  ك  يعريف ق شيبل قلأ لى قرو ر  رسنقرل  )f x قراب ةل  انل
xقلأخر  قر رلمول  b=   لسا  ئ 

 
 

 

(2.6) ( )
( ) ( )

0

 lim

lim
 

x b
L

x

f b x f x

f b
x

−

+

→

 →

−  −
 =

−
 

 

 شكل
2.5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

0 a b 

      

( )af
R


x

( )xf

( )bf
L

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 الدالة المـــــــــلساء على فترات
Piecewise Smooth Function 

)يبُةةةة ت رسنقرةةةةل  )f x قرفةةةة   لسةةةةا   ةةةة ء لسةةةةا لمةةةة ق  ئةةةة  دقرةةةةل  س
 ,L L−  إذق ك نةةةةةة  قرنقرةةةةةةل( )f x  شةةةةةةيبيه  بالإضةةةةةة لمل إلى  ذقتهةةةةةة 
)قلأ لى،  )f x  ي سيل لسا لم ق  لسا   ت قرف  ، ,L L−  ي 

ي 

 

 
 

 

)قرنقرةةةةةةل  (1) )f x   ي ةةةةةةسل لسةةةةةةا لمةةةةةة ق 
 ي(2.6)  س  ء لسا لم ق ي قنظر شكع 

 

 شكل
2.6 

 
 
 

 
)قرنقرل   (2) )W x  ي(2.7) ي سل   س  ء لسا لم ق ، قنظر شكع 

 شكل
2.7 

 
 

 مثال توضيحي

 2.3تعريف 

( )xf

x
L2

( )xW

L4L2
x



 Fourier Series فــورير ـمتسلسلات    ◼  2الباب  

 شكرالله ــكتور إميل  الد  ذالأستاـ  ت فورير  كتاب الدوال الخاصة وتحليلا

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 74 
Textbook: Special Functions and Fourier 

Analysis - Prof. Emil Shoukralla 

 

 
 
 
 
 

) لقرنقرةةة  )(3 )g x س ةةة ء لسةةةا  ،  ركاهةةة  غةةةا   ي ةةةسل لسةةةا لمةةة ق
)ق  لأن لم   )g x ي(2.8) رو    ي سل لسا لم ق ي قنظر شكع 

 

 

 
 شكل
2.8 

 
 
 

 

ي 
 

2.3 
 
 2متسلسلات فورير للدوال الدورية، والتي دورتها ــ  
 

)رافةةر   ن  )f x  ،2د  تهةة  ةهةة   يةةل دقرةةل د  يةةل  ق  سةة ي هةة  ،
لدوسهةةةة    ضةةةةعه ( لسةةةةا شةةةةكع مجمةةةة   ي قلمبوةةةة    ةةةة  د قت قلجوةةةة ، 

( )xg

x
L4L2
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( )sin x مخيسفةل، إذن رافةر   ، ذق  لةع  ،  يةرددق( )f x  ةد ب 
 في قر وغل قرر ضول

 
 
 

(2.7) 

( ) ( ) ( )0 1 1 2 2sin sin 2f x c c x c x = + + + + + 

( )sinn nc nx + + + 
 

)في قر قاةةةةق  ن ق ةةةةن قراةةةة    )sinn nc nx +  يعةةةةبر لةةةة  قري قلمبوةةةةل
(Harmonic)  قرا نول  قر  لموهnc  ير ةئ إلى قر ةعل(Amplitude) ،

nnxي  يكةةة ب لمةةةذن ددقرةةة  إلى  nير ةةةئ لوةةة   +    يعةةةبر لةةة   ةةةة
(Phase)  قري قلمبوةةةةل قرا نوةةةةل، لوةةةة  ير ةةةةئn   إلى قر ةةةة   قف يةةةةنقت

(Initial Phase) ي  باليخنقا ا ن ن ل  ي ق دسد  م 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin sin cos cos sina b a b a b+ = + 

)لمذن  )f x د  كي  يه  في قرشكع ك  إل  (2.7) قرشكع دسل فيق يم 
 
 
 

 

(2.8) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1 1sin cos cos sinf x c c x x = + + 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2sin 2 cos cos sin ...c x x + + +
 

( ) ( ) ( ) ( )( )sin cos cos sinn n nc nx nx + + + 

   يو  ق ن د ص ع لسا
 
 
 

 

(2.9) 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 1 1 2 2sin cos sin cos 2f x c c x c x = + +

( )( ) ( ) ... sin cosn nc nx+ + + 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 1 1 2 2cos sin cos sin 2c x c x + + + 

( )( ) ( ) cos sinn nc nx+ + 

  رسي هوع نكق
( ) ( )0 0 1 1 1,  sin ,   , sinn n na c a c a c = = = 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2cos ,  cos ,  , cosn n nb c b c b c  = = = 
) لانتذٍ تأخذ قرنقرل  )f x قرشكع 

 
 
 

 

(2.10) 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3cos cos 2 cos 3f x a a x a x a x= + + + + 

( ) ( ) ( )1 2cos sin sin 2na nx b x b x+ + + + 

( ) ( )3 sin 3 sinnb x b nx+ + + + 

 ل قرر ضولر وغ   ق
 
 

 

(2.11) 
( ) ( ) ( )( )0

1

cos sinn n

n

f x a a nx b nx



=

= + + 

)إذن، لمبن لكا     لدوع     ضق قرنقرل  )f x  في شكع ق ي س سل 
 
 

 

(2.12) 
( ) ( )( )0

1

cos sinn n

n

a a nx b nx



=

+ + 

ي ةةما  (2.12)في  ق ع ةة   Series) (Infiniteق ي س ةةسل قر ئ توةةل 
)رسنقرةةل قرن  يةةل  )(Fourier Series"ير"متسلسلللة فللور )f x   قرةة 

هةة   (2.12)ي ن لةةظ  ن كةةع لةةن  ةة  لةةن د ق ي س ةةسل 2د  تهةة  
ةةةةةن مجمةةةةة   لةةةةةذه 2دقرةةةةةل د  يةةةةةل، د  تهةةةةة  ة ي  لسةةةةةا هةةةةةذق لمةةةةةذذق  ا 
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 (Convergent)يب   ول  (2.12) سل ق ي س سل،  ي إذق ك ن  ق ي س

ي قلآن لسواةة  تحنيةةن 2لمةةذن قراةة يض  يكةة ن لةةوك ن دقرةةل د  يةةل د  تهةة  ة
0اةةةةةوم ق عةةةةة      ,  ,  n na a b معلللللاملات فلللللورير "،  قرةةةةة  ي ةةةةةما " 

(Fourier Coefficients)  لة  يي ةو راة  ق  ة ت لسةا ق ي س ةسل
يةةةةيم  0a  قراهةةةة ت ي رسق ةةةة ت   فب لسةةةةا ق ع  ةةةةع شةةةةكسهفي  (2.12)

)في قرنقرةةةةةل  (2.11) ضةةةةةري  ةةةةةرفي قر ةةةةةوغل )cos 0 x  فلةةةةةظ  ن 
( ) ( )cos 0 cos 0 1x = (   ص ةةةةةة   عةةةةةةن ذرةةةةةةك قريك  ةةةةةةع  ةةةةةة  =

x = xإلى  − =لماحن  ن ، 

( ) ( ) ( )0cos 0 cos 0f x x dx a x dx

 

 − −

 = +  

( ) ( )
1

cos cos 0n

n

a nx x dx







= −

+  
 
 

 

(2.13) 
( ) ( )

1

sin cos 0n

n

b nx x dx







= −

+  

 ص ع لسا (2.13)في  A   ق سقأ  (A.6) ,(A.4)  ي سوأ 
 
 

 

(2.14) 
( ) 0 2f x dx a zero zero







−

=  + + 

   اه  نجن  ن
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(2.15) ( )0
1

2
a f x dx





−

=  

في  (2.11)يةةيم ضةةري  ةةرفي قرشةةكع  nbق عةة    لسةةا  ةة ت رسق
( )sin mx  لو ،m   هة   ي لةند قةقوا   اة  ثا ة    ص ة

xقريك  ع     = xإلى  − =لماحن  ن ، 

( ) ( ) ( )0sin sinf x mx dx a mx dx

 

 − −

= +  

( ) ( )
1

sin cosn

n

a mx nx dx







= −

+  
 
 

(2.16) 
( ) ( )

1

sin cosn

n

b nx mx dx







= −

+  

 نجن  ن (2.16)في  A   ق سقأ  (A.6)  ي سوأ 
 
 

(2.17) 
( ) ( )sin nf x nx dx zero zero b







−

= + + 

 في قرشكع nb  اه  ص ع لسا 
 
 

(2.18) ( ) ( )
1

sin ,      1nb f x nx dx n





−

=  
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ن ةيخنا نفةا قريكاوةك قر ة  أ  naرسق  ت لسةا ق عة    ،   هذق
)في  (2.11)لموةةيم ضةةري  ةةرفي قر ةة     )cos mx  لوةة ،m  هةة   ي

xلةةةةند قةةةةقوا   اةةةة  ثا ةةةة    ص ةةةة  قريك  ةةةةع  ةةةة   = إلى  −
x =ة  نخي ة با ، لماحن    

 
 

(2.19) 
( ) ( )

1
cos ;    1na f x nx dx n





−

=  
 

)إذق ك نةة     )f x   دقرةةل د  يةةل  ي ةةسل لسةةا لمةة ق
لسا قرف    , −  لمذن  ي س سل لم  ير ل  ه 

0لوةةة   عةةة     لمةةة  ير  (2.12)ق ي س ةةةسل ق ع ةةة   في  ,  ,  n na b a 
 لسا قر يو ي (2.19) ,(2.18) ,(2.15)يع ا    قر وغ قرر ضول 

 مثال
2.1 

)  ان  ي س سل لم  ير رسنقرل قرن  يل  ) ;f x x x = −   

 الحل
 

 نعون   فب كي  ل قرنقرل في قرشكع                      
    ; 0

      ; 0

x x
x

x x

− 
= 


 

لسا  ع     لم  ير لسا   عص (2.19) ,(2.18) , (2.15)باليخنقا 
 قراق  قري ليم

 ملخص
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( )
0

0

0

1 1

2 2 2
a f x dx xdx xdx

 

 



 
− −

 
 = == − + =
 
 

    ; 

( ) ( ) ( )
1 1

cos cosna f x nx dx x nx dx

 

 
 
− −

= =  

( ) ( )
( )( )0

2
0

2 cos 11
cos cos

n
x nx dx x nx dx

n







 
−

  −
 = − + =
 
 
 

 
( ) ( )

1
sin 0nb f x nx dx





−

= = 

  باري لي لمذن  ي س سل لم  ير رسنقرل ق ع    ه 
 
 

( )( ) ( )
2

1

2
cos 1 cos       

2
n

n nx x
n








=

+ −  

 لنفرض أن
 
 

 

 ( ) ( )( ) ( )
2

1

2
cos 1 cos   

2

k

k

n

S x n nx x
n




=

= + −  

)حيللت ترملل   )kS x  لمتسلسلللة الممللاميج الم ليللة لمتسلسلللة فللورير  ان للر شللكل

)حيلللللت تملللللد شلللللحن تالللللاحلأ حلللللين منحنلللللى الداللللللة الأصللللللية  (2.9) )f x x= 

)ومنحنى )7S x لأصلية  دالةى ال؛ مما يعني سرعة تقارب متسلسلة فورير إل 
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 شكل
2.9 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ي 
 مثال
2.2 

 أوجد متسلسلة فورير للدالة الدورية 

( )
( )

0            ;  - 0

sin     ;  0  

x
f x

x x





 
= 

 
 

 الحل
 

ص ةةع لسةةا  A ي سوةةأ  سقةةأ  (2.19) ,(2.18) ,(2.15)بالةيخنقا 
  ع     لم  ير لسا قراق  قري ليم

( ) ( )
0

0

0

1 1 1
0 sin

2 2
a f x dx dx x dx

 

 
  
− −

 
 = == + =
 
 

    ; 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1
cos sin cosna f x nx dx x nx dx

 


 
−

= =  

( )xS7

x

x
2− 20
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( )

( )

( )

( )
( )

( )2
0

cos 1 cos 1 1 cos
 ; 1

2 1 2 1 1

n x n x n
n

n n n




  

   − + +   
= − − = 

− + −

1nفي ل رل    ن  لماحن 2.18) (ن يخنا  =

( ) ( )1

0

1
sin cos 0a x x dx




= = ; 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1
sin sin sinnb f x nx dx x nx dx

 


 
−

= =  

( )

( )

( )

( )
0

sin 1 sin 1
0 ; 1

2 1 2 1

n x n x
n

n n



 

   − +   
= − = 

− +
 

1nفي ل رل   لماحن  ن   (2.19)ا  يخنن =

( ) ( )( )2
1

0 0

1 1 1
sin 1 cos 2

2 2
b x dx x dx

 

 
= = − =  

  باري لي لمذن  ي س سل لم  ير رسنقرل ق ع    ه 
 
 

( )
( )

( )
2

2

1 cos1 1 1
sin cos

2 1n

n
x nx

n



 



=

+
+ +

−
 

 وإذا كانت
 

 

 ( ) ( )
( )

( )
2

2

1 cos1 1 1
sin cos

2 1

k

k

n

n
S x x nx

n



 
=

+
= + +

−
 
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)ير ئ  )kS x   ي س سل قلمج  وق قلجئتول  ي س ةسل لمة  ير قرة  ل ةسا 
 ةةة  ق سقةةةأ لم ةةة   نجةةةن شةةةس  ي ةةة  أ  ةةةل  (A.7)يخنقا  بالةةةوهةةة  لس

) اقةةةةو قرنقرةةةةل قلأقةةةةسول  )f x  اقةةةةو  ( )2S x كمةةةة  ي لةةةةظ في
؛ ممةة  يعةةم لةةرلل يبةة  ي  ي س ةةسل لمةة  ير إلى قرنقرةةل  (2.10)قرشةةكع

سول  ةق قلأقةقرةل ريب  ن  اقو قرن (2.11)لأقسولي قنظر  يك ب قرشكع 
 مجم   ق سل قلأ رل لمبم     ي س سل لم  يري

 
 

 شكل
2.10 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 شكل
2.11 
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x

( )
1

sin x

+

( )sin x

( )
( )2cos 21

sin
3

x
x

 
+ −

( )sin x
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 2Lمتسلسلات فورير للدوال الدورية، والتي دورتها ـ    2.4

 ن قتقلآن،  اةةن لكاةة   ةة  ق  ةة ت لسةةا  ي س ةةسل لمةة  ير في ل رةةل قرةة
لمهةةع ن ةةي وق ق  ةة ت لسةةا  ي س ةةسل  2  يةةل،  قرةة  د  تهةة  ة قرن

)لم  ير في ل رل    يكة ن قرنقرةل  )f x    ق عرلمةل لسةا قرفة ,L L− ،
)، لو  2Lد  يل، د  ته  ة ) ( )2f x L f x+  ؟=

Ltقلإا  ل باريأكون نعم،  ذرةك إذق قلةيخن ا  قريعة يا 
x


قرةذي  =

ن لمةذ  Lإلى  −L ة   xبحوة  إذق يغةا   tبا يغةا  xي ةيسنت ق يغةا
،  لةةةذق قر ةةةس  لمةةةذن قرنقرةةةل إلى  −ييغةةةا  ةةة   t قلجنيةةةن يغةةةاق 

( )f x  ييقةة ت إلى قرنقرةةل قرن  يةةل( )g t  2 قرةة  د  تهةة إذن  ةة  ي
)نجن  ن   ك  لدوع  (2.11) )g t في  ي س سل لم  ير هكذق 

 
 

(2.20) 
( ) ( ) ( )( )0

1

cos sin    n n

n

g t a a nt b nt t



=

= + +  

 لو   ع     لم  ير ه 

( ) ( ) ( )0
1 1

;   cos
2

na g t dt a g t nt dt

 

 
 
− −

= =  
 
 

 

(2.21) 
( ) ( )

1
sinnb g t nt dt





−

=  
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x،  ق   لظل  ن  xلمذذق لننا إلى ق يغا قلأقس 
t

L


 ، لمذنا  نجن=

) ن  ي س سل لم  ير رسنقرل قرن  يل  )f x  2 قر  د  ته  ةL  ه 
 
 

(2.22) ( ) 0

1

cos sin  ;n n

n

x x
f x a a n b n

L L

 


=

    
= + +    

    
 

 
 

 

(2.23) 
( ) ( )0

1 1
; cos ;

2

L L

n

L L

x
a f x dx a f x n dx

L L L



− −

 
= =  

 
  

( )
1

sin ;

L

n

L

x
b f x n dx

L L



−

 
=  

 
 

 

 
 
 
 
 

)إذق ك نةةة  قرنقرةةةل  )x    ا  سةةةل رسيك  ةةةع لسةةةا قرفةةة
 ,L L−  بالإضةةة لمل إلى ك ئةةة  دقرةةةل د  يةةةل، د  تهةةة  ة

2L ك ن  ، ي لند قخيو  ي لمذن  
 
 

 

(2.24) ( ) ( )
2L L

L

x dx x dx





 

+

−

=  

 
 مثال
2.3 

)  ان  ي س سل لم  ير رسنقرل قرن  يل   )
1, 5 0

1,     0 5

x
x

x


− −  
= 

 
 

 2.1ن رية 
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)    ن  الحل )x   2دقرل د  يل،  د  ته  ه 10L 5Lإذن لمذن  = ي =
 ل  ي  ع     لم  ير هكذق  ك  لي باري ي(2.12)قنظر شكع 

( ) ( ) ( )
0 5

0

5 0

1 1
1 1 0

2 10

L

L

a f x dx dx dx
L
− −

 
 = = − + =
 
 

   ; 

( ) ( )
0 5

5 0

1 1
1 cos 1 cos 0

5 5 5 5
n

x x
a n dx n dx

 

−

   
= − + =   

   
  ; 

( ) ( )
0 5

5 0

1
1 sin 1 sin

5 5 5
n

x x
b n dx n dx

 

−

 
    = − +   

    
 
  

0 5

5 0

1
cos cos

5 5

x x
n n

n

 


−

        = −      
        

 

( ) ( ) ( )( )
1 2

1 cos cos 1 1 cosn n n
n n

  
 
    = − − − = −     

 ه  xإذن  ي س سل لم  ير رسنقرل ق ع    لجموق اوم ق يغا 

( )( )
1

2
1 cos  sin  

5
n

n
n x

n








=

 
−  

 
 

 شكل
2.12 
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( )x
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2.5 
 
 متسلسلة فورير للدوال غير الدورية 

)قلآن،  اةةن   ياةة   نةة  إذق ك نةة  قرنقرةةل  )f x   ةةد ب دقرةةل د  يةةل د  تهةة 
2    2L إمةة د  ي س ةةسل لمةة  ير لةة  لجموةةق اةةوم   كةة ذنةة  لمx ي  ،

لسا   ت خم قلألنقد  ,−  ي  قر ؤقت قرةذي ي ةرر نف ة  قلآن
هع  ك   ن ي ان  ي س سل لمة  ير رنقرةل غةا د  يةل؟،  ي إذق لمرضةا  

) ن  )h x    ه  دقرل غا د  يل،   عرلمل لسا قرف ,L L−  لمبم  ف
 كةة   ن ي اةةن لةة   ي س ةةسل  قلألةةنقد لمهةةعييكةةر  لسةةا  ةة ت خةةم 

لمةة  ير؟ قلإا  ةةل  سعةة ب لةةيك ن نعةةم إذق   كةة  قليسةة    دةةع هةةذه قرنقرةةل 
)غا قرن  يل  )h x ائءقب    دقرل  خر  يك ن د  يلي 
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)يةةةل رن   ا ق كسمةة    خةةةر  لسواةةة   ن نكةةةر  قرنقرةةل غةةة )h x ق عرلمةةةل ،
لسةةا قرفةة    ,L L−  لسةةا  ةة ت خةةم قلألةةنقد ,−  لماق ةةع ،

 الدالة الممتدة" ي ما  2Lلسا دقرل د  يل د  ته  ة 

 " (Extended Function)  رسنقرل( )h x  نر ئ ل  بارر ئ ( )x ي
)قلآن،    ةةةس   ن قرنقرةةةل  )x   2د  يةةةل د  تهةةةL لمذناةةة  ن ةةةي وق ،

)ق  ةةة ت لسةةةا  ي س ةةةسل لمةةة  ير لةةة  نر ةةةئ لةةة  بارر ةةةئ  )S x ذرةةةك  ،
يايمةة  إلى قرفةة     قرةة xلجموةةق اةةوم  ,−  ي   ةة   ن قرنقرةةل( )h x 

)ه  ائء    قرنقرل  )x إذن  ك  يعريف  ي س سل لم  ير رسنقرةل ،
( )h x  ريكة ن ق ي س ةسل( )S x  م ربةو  ركةة  يكة بx  قرة  يايمةة  إلى

قرفةة    ,L L−  لمبةةمي قلأ ةةر قرةةذي يعةةم  نةة  ربةةومx     خةة ,L L− 
)لمذن  )S x  ف يعبر ل   ي س سل لم  ير رسنقرل( )h xي 

 
 

 

رلمةل ة   فب ة    عل مةلان إم د  ي س سل لمة  ير لأيةل دقرة
شةةةكع قرنقرةةةل،  ثانوةةة ب قرفةةة   ق عرلمةةةل لسوهةةة ،  ذرةةةك لأنةةة  
باخي   لم   يعريف قرنقرل لمذن  ي س سل لم  ير ة  يك ب ة 

 تخيسف  ق  ن قرنقرل   زقر  نفا قرنقرلي
 

 مثال
2.4 

 أومد متسلسلة فورير للدوال غير الدورية

 

 ملاح ة
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( ) ( )
1,      1 0

2 1 ; 5 5 &
1,          0 1

x
f x x x g x

x

− −  
= + −   = 

 
 

) الحل )f x(1)   عرلمةةةل لسةةةا  5,5− إذن نكر هةةة  لسةةةا  ةةة ت خةةةم ،
)قلألنقد، راق ع لسا قرنقرل ق مين  )x  ي (2.13)كم  في شةكع
) باري لي لمذن  ي س سل لم  ير رسنقرل  )x  ي(2.22)تأخذ قر وغل 

 ع     لماحنه ي ق ل   لو  ييم

( ) ( )
5

0

5

1 1
2 1 1

2 2 5

L

L

a f x dx x dx
L
− −

= = + =
  ; 

( )
5

5

1
2 1 cos 0

5 5
n

x
a x n dx



−

 
= + = 

 
 ; 

( ) ( )
5

5

1 12
2 1 sin cos

5 5
n

x
b x n dx n

n





−

− 
= + = 

 
 

)إذن لمذن  ي س سل لم  ير رسنقرل  )x     تأخذ قر 

( )  
1

12
1 cos  sin      ,

3
n

n x
n x

n








=

−  
+   −  

 
 

) لانتذٍ  كة  يعريةف  ي س ةسل لمة  ير رسنقرةل  )f x  لسةا  ئة  نفةا
 ي س سل لم  ير رسنقرل ق مين   ركة  لسةا قرفة    5,5−  لمبةمي إذن

) ي س سل لم  ير رسنقرل  )f x  ق ع    ه 
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( )  
1

12
1 cos  sin      5,5

3
n

n x
n x

n








=

−  
+   − 

 
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 شكل
2.13 
 

 

)قرنقرل  (2) )g x  1   لسةا قرفة عرلمل 1x−    لمبةم،  هة  رةذرك
)رو ةة  دقرةةل د  يةةلي إذن ن اةةن قرنقرةةل ق ميةةن   )x  لةة  لسةةا  ةة ت

)نجةن  ن قرنقرةل ي هكةذق (2.14)خم قلألنقدي قنظر شكع  )x   هة
2دقرةةل د  يةةل، د  تهةة   2L= 1،  ي  نL= ي  باريةة لي لمةةذن  ي س ةةسل

)لم  ير رسنقرل  )x    لسا قرف ,−      لو (2.22)يع ا ، 

( ) ( ) ( )
0 1

0

1 0

1 1
 1 1 0

2 2

L

L

a f x dx dx dx
L
− −

 
 = == − + =
 
 

  ; 

( ) ( ) ( ) ( )
0 1

1 0

1 cos 1 cos 0na n x dx n x dx 

−

= − + = ; 

( )x

x

10− 55− 100
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( ) ( ) ( )( )
0 1

1 0

2
sin sin 1 cosnb n x dx n x dx n

n
  


−

= − + = − 

)نقرلل لم  ير رسإذن  ي س س )x  ه 

( )( ) ( )  
1

2
1 cos sin    ,

n

n n x x
n

 




=

−   −  

لانتةةذٍ يكةة ن  ي س ةةسل لمةة  ير رسنقرةةل ق ع ةة   هةة  نف ةةه   ي س ةةسل 
)لم  ير رسنقرل ق مين   )x   رك  لسا قرف  ، 1,1− ئ ي  ي  

( )( ) ( )  
1

2
1 cos  sin  ; 1,1

n

n n x x
n

 




=

−   − 

 شكل
2.14 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 

 غةةا قراظةةر لةة  لمةة   يعريةةف قرنقرةةل،  في لةةل،  غسبةةل    
 في لل    اهل  قلن  لمةذن  ي س ةسل لمة  ير يعةر  ركةع 

 قر  في نفا قرف   بالإض لمل إلى نبم قراه   ي xاوم 
 غةا قراظةر لة  كة ن قرةابم قر رلموةل ف يايمة  إلى  حكلمات أخلرى 

لمةةذن  ي س ةةسل لمةة  ير يعُةةر   ركةةع قرةةابم  ةة  لموهةة  قرةةابم مجةة ت قرنقرةةل 

 ملاح ة

1 2 3 

( )xg

1

x

1−2−3−
1−
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ولي لممد ب في ق د ت قر   أ قرنقرل  عرلمل لسا قرفة   ق في لةل  ة  قر رلم
1اهةةةل قرومةةةل  1x−   ةةةق ذرةةةك لمبةةةن ل ةةةسا  لسةةةا  ي س ةةةسل   ،
في قرف   ق غسبل   xاوم لم  ير ركع  1,1−ي 

 

2.6 
 

 متسلسلات الميــب وميــــــب التـــمام لفــــورير 
)  ياةة  لمومةة  لةةةسأ  نةة  إذق ك نةةة   )f x  2دقرةةل د  يةةةل، د  تهةة   لمذنةةة

 2 رةوا ة  2Lي س سل لمة  ير لة ي  إذق ك نة  قرةن     ك  إم د  
)لمذن   ك  إم د  ي س ةسل لمة  ير لة   يكة بي لمةذذق ك نة  قرنقرةل  )f x 

رو ةةة  دقرةةةل د  يةةةل، لمعانتةةةذٍ نعيبرهةةة  اةةةئء  ةةة  دقرةةةل د  يةةةل  قرنقرةةةل 
ق  كةةةة  إمةةةة د  ي س ةةةةسل لمةةةة  ير لةةةة ي في  وةةةةق هةةةةذه ق ميةةةةن (  هكةةةةذ
 ي س ةةةةةةسل لمةةةةةة  ير هةةةةةة  مجمةةةةةة   فئةةةةةة ت   ةةةةةة  د قت ق ةةةةةة ف  لمةةةةةةذن 
( ) ( )sin ,cosx x  نف   ة قلآن ة هع  كة   قرذي ي رر ع بي  قر ؤقت

) ن تحي ي  ي س سل لمة  ير لسةا د قت  )sin x  لمبةم ؟    ة  تحية ي
) لسةةا د قت )cos x  لةة  هةةذق قر ةةؤقت لمبةةم؟ في ق بوبةةل  ن قلإا  ةةل

)قرنقرةةل يكمةة  في   هوةةل  )f x  ذقتهةة ؛ هةةع هةة  دقرةةل ز اوةةل(Even 

Function)  ا  ئ  دقرل لمرديل (Odd Function) لمذذق ك ن  قرنقرل ،
( )f x   نجن  ن  ي س سل لم  ير ل  تحي ي لسا د قت دقرل ز اول لمذنا
( )cos x  لمبةةةةةةةةةةم؛  رةةةةةةةةةةذرك ي ةةةةةةةةةةما  ي س ةةةةةةةةةةسل اوةةةةةةةةةة  قريمةةةةةةةةةة ا
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)ي لمةذذق ك نة   (Fourier Cosine Series)رفة  ير )f x  لمرديةل لمةذن
)تحية ي لسةا د قت   ي س ةسل لمة  ير لة  )sin x ما لمبةم  رةذرك ي ة

 ي (Fourier Sine Series) ي س سل قلجو  رف  ير
 

 

 

 ب التمـــــــام لفوريرلة ميمتسلس

Fourier Cosine Series 

)رافر   ن  )f x  2دقرل د  يل د  تهة  ةL رافةر   يكة ب  ئة  دقرةل  ،
 يم ثسةةل ي ةة    ضةةعف  ز اوةةلي   ةة   ن يك  ةةع دقرةةل ز اوةةل لسةةا لمةة  
رنقرةةل قرفرديةةل لسةةا قرفةة   يك  سهةة  لسةةا ن ةةف قرفةة  ،  وامةة  يك  ةةع ق

 ر ضو       نق يم ثسل ي   ي قر فري   سغل قر
 
 
 

(2.25)    
0

Even Function 2 Even Function

L L

L

dx dx

−

=  
 

 
 
 

(2.26)  Odd Function 0

L

L

dx

−

= 

)إذن في ل رل  ن  )f x  ،0 ن 2.25)(لمذنا  نجن    ز اولa  ي سا 
 
 
 

(2.27) ( ) ( ) ( )0

0 0

1 2 1

2 2

L L L

L

a f x dx f x dx f x dx
L L L
−

= = =   

 أولا 
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)  ةةة   ن قرةةةنقريل  ) ,cos
x

f x n
L

 
 
 

ز اويةةة ن، إذن لمةةةذن ل قةةةع  

)قركةةري  )cos
x

f x n
L

 
 
 

لمةةذن  (2.25)هةة  دقرةةل ز اوةةلي إذن  ةة   
 ي سا naق ع  ع 

 
 
 

(2.28) ( ) ( )
0

1 2
cos cos

L L

n

L

x x
a f x n dx f x n dx

L L L L

 

−

   
= =   

   
  

) ةةةة   ن  ب  يكةةةة )f x   ز اوةةةةل  وامةةةةsin
x

n
L

 
 
 

لمرديةةةةل، إذن لمةةةةذن  

)ل قةةع قركةةري  )sin
x

f x n
L

 
 
 

  (2.29)دقرةةل لمرديةةلي إذن  ةة   
 ي سا nbنجن  ن ق ع  ع 

 
 
 

(2.29) ( )
1

sin 0

L

n

L

x
b f x n dx

L L



−

 
= = 

 
 

لمذن  ي س سل لمة  ير في ل رةل  ة   (2.29) ,(2.28) ,(2.27) باليخنقا 
)يكةةةة ن قرنقرةةةةل  )f x  ز اوةةةةل تحيةةةة ي لسةةةةا د قت اوةةةة  قريمةةةة ا 

cos
x

n
L

 
 
 

 لمبم  تأخذ قرشكع 
 
 
 

(2.30)  0

1

cos   ;   ,n

n

x
a a n x

L




=

 
+   −  

 
 
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 متسلسلة الميب لـــــــــفورير

Fourier sine Series 

)رافر   ن  )f x  2دقرل د  يل، د  ته  ةL رافر   يكة ب  ئة  دقرةل  ،
 0aلمذن ق ع  ع  (2.26)لمرديل، إذن في هذه ق  رل  باليخنقا قرع ال 

 ي سا
 
 
 

(2.31) ( )0
1

0
2

L

L

a f x dx
L
−

= = 

)قرنقرل  ن      )f x  لمرديل،  قرنقرلcos
x

n
L

 
 
 

ز اول، إذن لمةذن  

)ل قع قركري  )cos
x

f x n
L

 
 
 

  ه  دقرل لمرديلي باري لي نجن    
 ي سا naن ق ع  ع  (2.26)

 
 
 

(2.32) ( )
1

cos 0

L

n

L

x
a f x n dx

L L



−

 
= = 

 
 

) ةةةةة   ن قرةةةةةنقريل  ) ,sin
x

f x n
L

 
 
 

لمردييةةةةة ن، إذن لمةةةةةذن ل قةةةةةع  

)قركري  )sin
x

f x n
L

 
 
 

 (2.25)ه  دقرل ز اول  باري لي نجن  ة   
 ي سا nb ن ق ع  ع 

ا   ثانيا
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(2.33) ( ) ( )
0

1 2
sin sin

L L

n

L

x x
b f x n dx f x n dx

L L L L

 

−

   
= =   

   
  

)نجن  ن  في ل رل    يك ن  هكذق )f x  لمرديل لمذن  ي س سل لم  ير
sinتحي   لسا د قت قلجو  

x
n

L

 
 
 

 ، لمبم  تأخذ قرشكع
 
 
 

(2.34) 

1

sinn

n

x
b n

L




=

 
 
 

 
 

 
 

 

)إذق ك نةةةةةة    (1) )f x ل د  يةةةةةةل  ز اوةةةةةةل لسةةةةةةا  دقرةةةةةة
 ,L L− (2.30)يع ةةا  ةة   ر لةة س ةةسل لمةة  ي، لمةةذن  ي 

 ي(2.28) ,(2.27)لو  ق ع     تح      
)إذق ك نةةةةة  قرنقرةةةةةل   (2) )f x    دقرةةةةةل د  يةةةةةل،  لمرديةةةةةل لسةةةةةا قرفةةةةة

 ,L L− لوة   (2.34)قرنقرةل يع ةا  ة  ، لمذن  ي س ةسل لمة  ير لةذه
 ي(2.33)ييم ل         nbق ع  ع 

 مثال
2.5 

)   ان  ي س سل لم  ير رسنقرل ) 2
f x x=  إذق ك ن م 

xقرنقرةةةةل د  يةةةةل،   عرلمةةةةل لسةةةةا قرفةةةة    (1) −   قرنقرةةةةل  (2)ي
0  د  يةةل،   عرلمةةل لسةةا قرفةة   2x   قرنقرةةل رو ةة  د  يةةل،  (3)ي

0 عرلمل لسا قرف      2x  ي 

 ملخص
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 الحل
 

)نرلةةةةةةم ة   فب ة قرنقرةةةةةةل  (1) ) 2
f x x=    قرن  يةةةةةةل لسةةةةةةا قرفةةةةةة

x −   ي2.15)(قنظر شكع ي 
 

 شكل
2.15 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)    ن قرنقرل  )f x    2ته  ةد  يل، دز اوةل لسةا  ،  ه   يك ب دقرل
قرف    , −إذن لمذن ، 

( )
2

2
0

0 0

1 1

3

L

a f x dx x dx
L





= = =  ; 

( )2

2
0

4 12
cos ; 0

n

n
x

a x n dx n
n




 

− 
= =  

 
  

 ه  xموق اوم لج باري لي لمذن  ي س سل لم  ير لذه قرنقرل 
( )

( )
2

2
1

4 1
cos

3

n

n

nx
n




=

−
+ 

( ) 2
xxf =

x
−  2
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ز اوةةةل  ف لمرديةةةل لسةةةا قرفةةة   ع ةةة   رو ةةة  ق  لقرنقرةةة  )(2 0,2 ي
L    ني (2.16)قنظر شكع  =    0،  باخيو ، إذن    نظريةل =

 نجن  ن (2.1)

( )
2 2 2

2
0

0

1 1 4

2 2 3

L

a f x dx x dx
L

 







+

= = =   ;  
2

2

2
0

1 4
cos ;  0n

x
a x n dx n

n




 

 
= =  

 
;  

2
2

0

1 4
sinn

x
b x n dx

n


 

 

− 
= = 

 
 

 ه  xلجموق اوم  باري لي لمذن  ي س سل لم  ير رسنقرل ق ع    

( ) ( )
2

2
1

4 4 4
cos sin

3
n

nx nx
nn

 


=

 
+ − 

 
 
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( ) 2
xxf =

2− 0 2 4
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 لوةةة   ن قرنقرةةةل رو ةةة  ي (2.17)قرنقرةةةل كمةةة  في شةةةكع  منرلةةة (3) 
   لسا  ئ  رو   ز اول  ف لمرديل لسةا قرفة   د  يل، ل  0,2 ،

)إذن  ك   ن نعيبره  ائء    قرنقرل ق مين  )x  ه  دقرل د  يل  ،
)ي  باريةةة لي لممي س ةةةسل لمةةة  ير رسنقرةةةل 2د  تهةةة  ة )x   هةةة  نف ةةةه

ي  xق اةوم ل لجموةقر ة  ب  (2) ق  رةلق ي س ةسل قرة  ل ةسا  لسوهة  في 
 إذن  ي س سل لم  ير رسنقرل ق ع    ه  

( ) ( )  
2

2
1

4 4 4
cos sin   0,2

3
n

nx nx x
nn

 




=

 
+ −   

 
 
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ي 
 مثال
2.6 

)   ان  ي س سل لم  ير رسنقرل  )f x x=  إذق ك ن م 

( ) 2
xxf =

20
x
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xد  يةةل لسةةا قرفةة    لقرنقرةة  )(1 −   قرنقرةةل غةةا د  يةةل  (2)ي
لسا قرف    1,1− قرنقرل د  يل لسا قرف    (3)ي 0,2Lي 

 الحل
 

)نرلةةةم قرنقرةةةل  (1) )f x x=    لسةةةا قرفةةة , −  لأئةةة  د  يةةةل 
ي (2.18)، نكر هةة  لسةةا  ةة ت خةةم قلألةةنقدي قنظةةر شةةكع 2د  تهةة 

)     ن  )f x  ق ع    لمرديل، إذن لمذن  ع  ع لم  ير قر لون ه 
 

( )
1

11
sin

n

n
x

b x n dx
n







 

+

−

− 
= = 

 
 

 ي سا xر لجموق اوم  باري لي لمذن  ي س سل لم  ي

( )
( ) ( ) ( )

1

1

1
sin sin sin 2

2

n

n

nx x x
n

 


+

=

−
= − + 
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)لقرنقرةة  )(2 )f x  عرلمةةل لسةةا  1,1−  هةة  دقرةةل غةةا د  يةةلي قنظةةر 
ء  ةة  قرنقرةةل  لإمةة د  ي س ةةسل لمةة  ير لةة  نعيبرهةة  اةةئ ي (2.19)شةةكع 

( ) xxf =

x
2− 0 2− 
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)ق ميةةةن   )x x لسةةةا قرفةةة    = 1,1− ،  هةةة  دقرةةةل د  يةةةل د  تهةةة 
2 2L=ي  لأن قرنقرل لمرديل، إذن لمذن 

( ) ( )
( )

1 1

1

12 2
sin cos

n

nb x n x dx n
n n

 
 

+

−

−−
= = =  

) باري لي لممي س سل لم  ير رسنقرل  )x x  ه  =

( )
( )

( )
1

1 1

12
sin sin    

n

n

n n

b n x n x x
n

 


+ 

= =

−
=   

)غةةا قرن  يةةل  لانتةةذٍ لمةةذن  ي س ةةسل لمةة  ير رسنقرةةل  )f x ق عرلمةةل  ،
لسا قرف   ق في لل  1,1−  ه 

( )
( )  

1

1

12
sin    1,1

n

n

n x x
n




+

=

−
  − 

     ن قرنقرل ق ع     ي سل لسا قرف    1,1− إذن لمذن  ركع ،x 
يايم  إلى  1,1− لمذن 

( )
( )

( )
1

1

12
sin

n

n

f x n x
n




+

=

−
=  
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( ) xxf =

x
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)بارا ةةسل رسنقرةةل  (3) )f x x=  لمهةة  د  يةةل لسةةا 0,2L  ركاهةة  ،
إذن، بالةةيخنقا  ي(2.20)قنظةةر شةةكع ز اوةةل  ف لمرديةةلي رو ةة  دقرةةل 

     لم  ير ل  ه ن  ع نجن   (2.5)نظريل 
2 2

0

0 0

1 1
;  cos 0 

2

L L

n
x

a xdx L a x n dx
L L L

 
= = = = 

 
  

2
2

2 2
0

1 2
cos cos

L
Lx x L x L

n n
L n L L nn

 

 

 − −    
= + =    

     

 

  باري لي لمذن  ي س سل لم  ير ق  س  ل ه 

 
1

2
1 sin    ,

n

n x
x

n L







=

−  
+   −  

 
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( ) xxf =

x
0 L4L2
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نصف على التمام  ميبدالة الميب ومتسلسلات   2.7
 الفترة 

)  ياةة  لمومةة  لةةسأ  نةة  إذق ك نةة   )f x   دقرةةل د  يةةل،  غةةا قراظةةر لةة
 ةةسل لمةة  ير لةة ،  إذق ك نةة  لمذنةة   كةة  إمةة د  ي س 2L ا  2د  تهةة  
)قرنقرل  )f x قب  ة  دقرةل د  يةل ي ةما غا د  يل لمعانتذٍ نعيبرهة  اةئء
لمةةةذذق   ق ميةةةن   باريةةة لي  كةةة   يكةةة ب إمةةة د  ي س ةةةسل لمةةة  ير لةةة يقرنقرةةةل 

ك ن  قرنقرل ق رقد إم د  ي س سل لم  ير لة  دقرةل ز اوةل بالإضة لمل إلى  
 يةةل لمذناةة  ص ةةع لسةةا  ي س ةةسل اوةة  قريمةة ا رفةة  ير لمبةةم، ك ئةة  د  

لة  لمرديةل بالإضة لمل إلى   إذق ك ن  قرنقرةل ق ةرقد إمة د  ي س ةسل لمة  ير 
في  لمبةميك ئ  دقرل د  يل لمذناة  ص ةع لسةا  ي س ةسل قلجوة  رفة  ير 

) وةةةق يسةةةك ق ةةة ف  قر ةةة  بل ك نةةة  قرنقرةةةل  )f x عرلمةةةل لسةةةا كةةةع  
قرف      قرف   قرك  سل  ,L L−ي 

 ضةق رة  ك نة  قرنقرةل  قر ؤقت قرذي ي رر نف ة  قلآن هة م  ة  هة  قر
لمةةةة  ير لةةةة   عرلمةةةةل لسةةةةا ن ةةةةف لمةةةة   لمةةةة  ير ق ةةةةرقد إمةةةة د  ي س ةةةةسل 

(Fourier Half Interval)    ي لسةةةا قرفةةة  0, L  رةةةوا لسةةةا 
قرف   قرك  سل  ,L L−؟ 

 ةةةسل لمةةة  ير رنقرةةةل  عرلمةةةل لسةةةا قرفةةة    ةةة  هةةة   ي س  كسمةةة    خةةةر 
 0, L  ؟  سعةةة ب رةةةنيا  قلآن  عةةةا قةةةةبر  ر ا  ةةةل لةةة  هةةةذق قر ةةةؤقتي
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)لمومك   د ب  ن نعيةبر قرنقرةل  )f x  ق عرلمةل لسةا 0, L  هة  ن ةف
، نر ئ ل  (Expanded Function)دقرل  خر  ي ما قرنقرل ق كمسل 

)بارر ةةئ  )x بحوةةة  يكةةة ن  عرلمةةةل لسةةةا قرفةةة   قرك  سةةةل ، ,L L− ي
هةةذق قركةة ا ة   ةةق  نةة  يسةةن   ا بوةة ب ة إف  نةة  همةةع لةةؤقفب  خةةر هةة م  

)كوف ص ع لسا هذه قرنقرل ق كمسل  )x لمذن   ك  في ق بوبل؟ ،
)رسنقرل  )f x    ق عرلمةل لسةا قرفة 0, L  ن ليةن    ييكةر  ة   ريبةل 

 عوال ة لسا قرف   قرك  سل  ,L L−  بحو  ص ع في قراه يل لسا دقرل
 ي لمةذذق ك نة   كمسل يك ن إ   ز اول  إ   لمرديةل  سبة ب ر ريبةل يكرق هة

)ل  نر ئ ل  بارر ةئ قرنقرل ق كمسل قرا تجل ز او )e x  لانتةذٍ  كة ،)
 ن ص ةةةع لسةةةا  ي س ةةةسل اوةةة  قريمةةة ا رفةةة  يري  إذق ك نةةة  قرنقرةةةل 

)ق كمسةةةل قرا تجةةةل لمرديةةةل  نر ةةةئ لةةة  بارر ةةةئ  )o x لانتةةةذٍ  كةةة   ن )
 لوة  نةر  (2.21)قلجو  رف  يري قنظر شةكع  ص ع لسا  ي س سل

)قرنقرةةةةل  ن  )f x  كةةةة  قليس  هةةةة  ن ةةةةف قرنقرةةةةل قرئ اوةةةةل ق كمسةةةةل 
( )e x ق عرلمةةل لسةةا لمةة   لمةة  ير قرك  سةةل  ، ,L L− ي لوةة  يا سةةأ
( )e x  ل   ب  ق( )f x    لسا قرف 0, Lي 
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( )x
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0
x

L− L
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 إذن لمذن
 
 

(2.35) ( )
( )
( )

       0

  0
e

f x x L
x

f x L x

  
 = 

− −  
 

) ن قرنقرةةل  لوةة  نةةر  ،(2.22)قنظةةر ة  يكةة ب ة شةةكع  )f x   كةة 
)ق كمسةةل  قليس  هةة  ن ةةف قرنقرةةل قرفرديةةل )o xلمةةل لسةةا لمةة    عر ،  ق

لمةةةةة  ير قرك  سةةةةةل  ,L L− ي ن لةةةةةظ  ن( )o x  يا سةةةةةأ ل  ةةةةة ب  ةةةةةق
( )f x    لسا ن ف قرف    ي لسا قرف 0, Lي إذن لمذن 

 
 

(2.36) ( )
( )
( )

       0

  0
o

f x x L
x

f x L x

  
 = 

− − −  
 

 

 شكل
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( )xf

( )xf −

( )x
e



0
x

L− L
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)إذق ك نةةة   )f x    دقرةةةل   عرلمةةةل لسةةةا قرفةةة 0, L إذن ،
 لمذن   ك  ق   ت ل  لسا  ي س    لم  ير قري رولم

) ي س سل او  قريم ا رف  ير رسنقرل  (1) )f x    لسا قرف 0, L ،
) قر  نر ئ ل  بارر ئ  )cS x  ه 

 
 

(2.37) ( )  0

1

cos    0,c n

n

n x
S x a a x L

L




=

 
= +   

 
 

 لو 

( ) ( )0

0 0

1 2
; cos ; 1

L L

n
n x

a f x dx a f x dx n
L L L

 
= =  

 
  

)رف  ير رسنقرةل   ي س سل قلجو  (2) )f x  لسةا 0, L قرة  نر ةئ  ،
)ر ئ ل  بار )sS x   ه 

 
 

(2.38) ( )  
1

sin    0,s n

n

n x
S x b x L

L




=

 
=   

 
 

)لو           )
0

2
sin ; 1

L

n
n x

b f x dx n
L L

 
=  

 
  

 مثال
2.6 

)  ان  ي س سل لم  ير رسنقرل  )f x x=    لسا قرف 0,1ي 

وةةةة  رفةةةة  ير  يكةةةة ي  قرنقرةةةةل  كةةةة  ق  ةةةة ت لسةةةةا  ي س ةةةةسل قلج (1) الحل

 ملخص
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)كمسةةل قرفرديةةل ق   )o x  لسةةا قرفةة   قرك  سةةل 1,1− ي قنظةةر شةةكع
)قلآن نكةةةةةةر  قرنقرةةةةةةل ي (2.23) )o x  لسةةةةةةا  ةةةةةة ت خةةةةةةم قلألةةةةةةنقد

)مين  لماق ع لسا قرنقرل ق  )x 2ه   د  ته  ،  قر 2L= ي 
) لأن قرنقرةةل  )o x  لمرديةةل لمذناةة  ن اةةن لةة   ي س ةةسل قلجوةة  رفةة  ير

يايمةةة  إلى قرفةةة    xركةةةع  ,−    ةةة    ن اةةةن  ي س ةةةسل قلجوةةة  
يمةةة  إلى قرفةةة   يا xرفةةة  ير ركةةةع  0,1 ي  كةةة   يكةةة ب ق  ةةة ت لسةةةا

يايمةةةة  إلى قرفةةةة    x ي س ةةةةسل قلجوةةةة  رفةةةة  ير ركةةةةع  0,1  ريبةةةةل  
) ي س سل قلجو  رف  ير رسنقرل  مخي ر  لو  نجن )x في قرشكع 

( ) ( ) ( )
1 1

2
sin cos sin    n

n n

b n x n n x x  


 

= =

−
=   

)           لو  ) ( )
1

0

2
2 sin cosnb x n x dx n

n
 



−
= = 

)ري لي لمذن  ي س ةسل قلجوة  رفة  ير رسنقرةل با   )o x  ق كمسةل رسنقرةل
( )f x x=  ي سا ركعx    يايم  رسف 1,1− لسا قرشكع 

( ) ( ) ( )
1 1

2
sin cos sinn

n n

b n x n n x  


 

= =

−
=   

) ير رسنقرةةةةةل لانتةةةةةذ تأخةةةةةذ  ي س ةةةةةسل قلجوةةةةة  رفةةةةة   )f x x=  لسةةةةةا
قرف   0,1 قرشكع 
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( ) ( ) ( )
1 1

2
sin cos sinn

n n

b n x n n x  


 

= =

−
=  

 شكل
2.23 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

رسق ةةةة ت لسةةةةا  ي س ةةةةسل اوةةةة  قريمةةةة ا رفةةةة  ير نكةةةة ن قرنقرةةةةل (2) 
)قرئ اوةةل  )e x  ق كمسةةل رسنقرةةل( )f x ،ي   ن اةةن قرنقرةةل قرن  يةةل

( )x قرنقرةةل ق ميةةن ( رسنقرةةل ق كمسةةل  ،( )e x قنظةةر قلأشةةك ت ،
 ي ,(2.24) (2.25)

 شكل
2.24 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 شكل
2.25 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )xf

11−

( )x
e



( )xf −

x

11−

( )x

2−

x
20

( )x
o



0
x

1− 1
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     ن                          
1

0

0

1
;

2
a xdx= = 

( ) ( )( )
1

2 2
0

2
2 cos 1 cosna x n x dx n

n
 



−
= = − 

) باري لي لمذن  ي س سل او  قريم ا رسنقرل  )f x x=  ه 
( )( )

( )
2 2

1

1 cos1 2
cos ; 0 1

2
n

n
n x x

n








=

−
−   

ي 
 

2.8 
 

 ــــــــــــــــــــرتـقـــــارب متسلسلات فوريـ 
ت ه ا انقب، يعيةبر  ة  قلألة سل ت قلإا  ل لسا لؤقفي هذق قرف ع ص   

)قريبسونيةةل قلأل لةةول في نظةةر   قريبريةة ي رافةةر   ن  )f x   دقرةةل  ةة
)،  رافةةر   ن ق ي س ةةسل I عرلمةةل لسةةا قرفةة    )S x  ير ةةئ  ي س ةةسل

 قة قل به ي لم  ير
)ل قرنقرةةل  قر ةةؤقت هةة م  ةة  هةة  قرع اةةل  ةة )f x  ي س ةةسل لمةة  ير  

( )S x ؟ هع  كة   ن نبة ت  ةد ب إن( ) ( )f x S x=  ركةعx I ،
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)نجن  x ا  ن  رسعا اوم ق يغا  ) ( )f x S x=  وام  ربوم x   قلأخر
)لمةةذن  ) ( )f x S x  عةةو  ن قرنقرةةل  ( )f x  يبةة ي(Close to) 
) ةةةةة   )S x ؟  كسمةةةةة    خةةةةةر   ةةةةة  هةةةةة  يبةةةةة  ي)(Convergence) 

) ي س ةةسل لمةة  ير  )S x  ةة  قرنقرةةل قلأقةةسول ( )f x  ركةةعx I ؟ي
 قلإا  ل ل  هذق قر ؤقت يبن   قراظريل قري رولي

 
 

 

 تقارب متسلسلات فورير

)إذق ك نةةة   )f x   دقرةةةل  عرلمةةةل لسةةةا قرفةةة ,L L−   ،هةةة  د  يةةةل 
 0x ي س ةسل لمة  ير لة  لاةن  يةل نب ةل   س  ء لسا لم ق  لمذن اومل 

يايم  إلى قرف    ,L L−  ييب  ي إلى قربومل( )0S x لو ، 
 
 

(2.39) ( ) ( ) ( )
0 0

0
1

lim lim
2 x x x x

S x f x f x
+ −→ →

 
= + 

  
 

, بارا ةةةةةسل رسةةةةةابم قر رلموةةةةةل   x L x L= − لمةةةةة  ير لمةةةةةذن  ي س ةةةةةسل  =
 ييب  ي إلى قربومل قر لون 

 

(2.40) 
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1
lim lim

2 x L x L

S L S L f x f x
+ −

→ − →

 
 − = = +
 
 

 

) شرك  ا د ق شيب    ) ( ),  R Lf L f L
 −ي 

 2.2ن رية 
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ري ضةةةةةوا هةةةةةذه قراظريةةةةةل لةةةةةاب ا  ن قلةةةةةل يبةةةةة  ي 
 ي س ةةةةسل لمةةةة  ير لاةةةةن قرةةةةابم قرنقخسوةةةةل،  قرةةةةابم 

قر رلمول رسف    ,L L−ي 
ذق ك نة  قراب ةل ب  ي  ي س سل لم  ير لان قرةابم قرنقخسوةلي إي أولا 

0x   0لوL x L−   نب ل دقخسول لمها ك قليم فني 
 قي  ت نب ل 0x قراب ل 

 في هذه ق  رل لمذن قراه يل قرومو ي   ي قراه يل قرو ر  ي ة  ي اومةل
 قرنقرل لان نفا قراب ل،  ي  ن

 

( ) ( ) ( )
0 0

0lim lim
x x x x

f x f x f x
+ −→ →

= = 

) في هةةةةذه ق  رةةةةل لمةةةةذن  ي س ةةةةسل لمةةةة  ير رسنقرةةةةل  )f x  لاةةةةن نب ةةةةل
 ييب  ي إلى 0xقفي  ت 

( ) ( ) ( )
0 0

0
1

lim lim
2 x x x x

S x f x f x
+ −→ →

 
= + 

  

 
 

(2.41) ( ) ( )0 0
1

2
2

f x f x = =  

 توضيح 
 

 الحتمال الأول



 Fourier Series فــورير ـمتسلسلات    ◼  2الباب  

 شكرالله ــكتور إميل  الد  ذالأستاـ  ت فورير  كتاب الدوال الخاصة وتحليلا

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 112 
Textbook: Special Functions and Fourier 

Analysis - Prof. Emil Shoukralla 

 

)د كةةةع  ةةة  ق شةةةيبل قلأ لى قرومةةةو  شةةةرك  اةةة   )0Lf x
 ق شةةةيبل  ،

)قلأ لى قرو ةةر   )0Rf x
 ي هةةذق قركةة ا يعةةم  نةة  إذق ك نةة  قراب ةةةل

0x  0نب ل قي  ت لمذن اومةل  ي س ةسل لمة  ير لاةن نب ةل قفي ة تx 
 شةرك  اة د   0xل نف ةه  اومةل قرنقرةل قلأقةسول لاةن نفةا قراب ة ه 

)كع     ) ( )0 0,R Lf x f x
 ي 

 
 

 

 قربفئ  قي  ت لنا نب ل 0x قراب ل

)لمةة  ير رسنقرةةل  لمةةذن  ي س ةةسلفي هةةذه ق  رةةل  )f x ا لاةةن نب ةةل لةةن
)ي إلى قربومل ب   يي 0xقفي  ت  )0S x  ي(2.39)ق ع    في 

) شرك  ا د  ) ( )0 0,R Lf x f x
 

 ي(2.26)ي قنظر شكع  
 

 شكل
2.26 
 

 
يب  ي  ي س سل لم  ير لان قرابم قر رلمولي لان قرابم قر رلمول  ثانيا 

x L=  نقرةةةةل لمةةةة    في لةةةةل لمةةةةذن لةةةة   رةةةة  ك نةةةة  لمةةةة   يعريةةةةف قر
 ي(2.40)سل لم  ير اومل  قلن  ه  قربومل ق ع    في  ي س 

x

( )xf

L0L− 0
x

0 0

1
lim lim

2 x x x x+ −→ →

 
 +
 
 

 ال الثانيالحتم
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     ن  ي س سل لم  ير ه 

( ) 0

1

cos sinn n

n

n x n x
S x a a b

L L

 


=

   
= + +   

   
 

 إذقب لمذن

( )
( ) ( )

0

1

cos sinn n

n

n L n L
S L a a b

L L

 

=

   − −
− = + +   

   
 

  لو   ن 

( ) ( )
( )

cos cos ,sin 0
n L

x x
L

 −
= − = 

 
 

 لمذنإذقب 
 
 

(2.42) ( ) ( )0

1

cosn

n

S L a a n


=

− = + 

x ان ل L= لمذن 

( )
( ) ( )

0

1

cos sinn n

n

n L n L
S L a a b

L L

 

=

   
= + +   

   
 

 

(2.43) ( )0

1

cosn

n

a a n


=

= + 

قلأ ةةةةةةةر قرةةةةةةةذي يعةةةةةةةم  ن  ي س ةةةةةةةسل لمةةةةةةة  ير لاةةةةةةةن قرةةةةةةةابم قر رلموةةةةةةةل 
, x L x L= −  اومل  قلن  ه  =

 ملاح ة

 ملاح ة



 Fourier Series فــورير ـمتسلسلات    ◼  2الباب  

 شكرالله ــكتور إميل  الد  ذالأستاـ  ت فورير  كتاب الدوال الخاصة وتحليلا

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 114 
Textbook: Special Functions and Fourier 

Analysis - Prof. Emil Shoukralla 

 

 

(2.44) ( ) ( ) ( )0

1

cosn

n

S L S L a a n


=

= − = + 
    ▄ ▄ ▄ 

 

 مثال
2.7 

)سل لم  ير رسنقرل قرن  يل  ي س   ان  ) 2
4f x x= ق عرلمل لسا  −

قرف    2,2−  قد ا يب  به  
 ص ع لسا A   ق سقأ  (A.17)رنيا   باليخنقا  (2.23)    الحل

 

( )
2

2
0

2

1 8
4 ;

2 2 3
a x dx

−

= − =
  

( )
2

2

2

1
4 cos

2 2
n

x
a x n dx



−

 
= −  

 
 

2 2
2

2 2

1
2 cos cos

2 2 2

x x
n dx x n dx
 

− −

   
= −   

   
  

22

2 2
2 2

4 4
sin cos

2 2

x x x
n n

n n

 

 − −

   
= −   

   
 

( )

2
2 2 2

1

3 3 2 2
2

8 16
sin 1 ; 0

2

nn x x
n n

n n

 

 

+

−

−  
− = −  

 
; 

( )
2

2

2

1
4 sin 0

2
n

x
b x n dx

L



−

 
= − = 

 
 
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قلأخةةةذ في قفليسةةة    ن   نظريةةةل قريبةةة  ي   ةةةق (2.22)هكةةةذق نجةةةن  ةةة  
قرنقرل ق ع     ي سل لسا   ت لم   يعريفه   2,2− ن  

( ) ( )
1

2 2
1

8 16 1
1 cos

3 2

n

n

x
f x n

n






+

=

 
= + −  

 
 

 أو

( )
2 2

8 16 1 2
cos cos ...

3 2 22

x x
f x

 



    
= + − +    

    
 

 
 

 
 

 ل د     ي يخنا  ي س ة   لمة  ير في ل ة ي مجمة  
ق ي س ةة   قر ئ توةةلي لممةةد ب في ق دةة ت قر ةة  أ لوةة  

)قرنقرل ه   ) 2
4f x x= )لمذناة  نجةن  ن  − )0 4f = ،

0x باريع يا في ق ي س سل قر   بل ل    تجن  ن =
 

( )
( )

1 2
1

2 2 2
1 1

18 16 1
4 1

3 12

n
n

n nn n





+ 
+

= =

−
= + −  =  

 

 ي  ن                
2

2 2 2

1 1 1
1 ...

122 3 4


− + − + = 

ي 
 مثال
2.8 

 قد ا يب  ي  ي س سل لم  ير رسنقرل

  لةةةظ
  

 ظريفل
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( )
2

2 3 1

1 0
       

0 2

2 35

x

x x
f x

xx

xx

 −   −


−  
= 

 
  +

 

)قرنقرل     قر قضا  ن الحل )f x لمة ق  لسةا لمة   يعريفهة   ل لسا ي س
 3,3−د  ةة  نبةةم لةةنا قي ةة ت قربفةةئ  ،  ذرةةك ر اةة د لةةند محةةن 

2x ,1لان قرابم  x= −  ي=
) يك ب لمذن قرنقرل  )f x    س  ء لسا لم ق ،  ذرك ر ا د ق شةيب 

نبةةةم قرفةةة   قلأ لى قرومةةةو  قرو ةةةر  لاةةةن  وةةةق  3,3−  ي إذقب  كةةة
)إمةةةة د  ي س ةةةةسل لمةةةة  ير  )S x    لةةةةذه قرنقرةةةةل لسةةةةا قرفةةةة 3,3− ي

بارا ةةسل إلى يبةة  ي  ي س ةةسل لمةة  ير إلى قرنقرةةل ق ع ةة   لسواةة   ن نبةة ا 
رةةة  يايمةةة  إلى قرفةةة    ن قلةةةل قريبةةة  ي لاةةةن ث ثةةةل  نةةة ق   ةةة  قرةةةابم ق

ق عرلمةةل لسوهةة  قرنقرةةل،  ي قرفةة    3,3− قريبةة  ي لاةةن   فب ي لماةةن ا
نبم قي  ت قرنقرل لسا قرف   ق في لةل  3,3− ثانوة ب قريبة  ي لاةن  ،

نبم لنا قي  ت قرنقرل لسا قرف   ق في لل  3,3− ي لان قرةابم  ،
1, 2x x= −   قرنقرةةةل،  ي لاةةةن ،  ثاردةةة ب قريبةةة  ي لاةةةن نبةةةم ئةةة  =
,3قرابم  3x x= −  ي=
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قريبةةةة  ي لاةةةةن نبةةةةم قي ةةةة ت قرنقرةةةةلم ن لةةةةظ   فب  ن قرنقرةةةةل  أولا  
( )f x  0 ي سل لانx  رك لأن ذ، =

( ) ( ) ( )
0 0

lim lim 0 0
x x

f x f x f
+ −→ →

= = = 

)إذقب قرنقرل  )f x   ي سل لسا قرف  
     3, 1 1,2 2,3 = − −  −  

)لمةةذن  ي س ةةسل لمةة  ير  (2.2)إذقب لمق ةة  قراظريةةل  )S x  ييبةة  ي إلى
)قرنقرل  )f x  نف ه  ركع نب لx م  إلى قرف   اييي  ن  ، 

( ) ( )  S x f x x=    

ا  قريب  ي لان نبم لنا قي  ت قرنقرلي لان نبم لنا قفي  ت  ثانيا
0 01,  2x x= −   ن  ي س سل لم  ير ييب  ي إلى  (2.39)نجن     =

( ) ( ) ( )
0 0

0
1

lim lim
2 x x x x

S x f x f x
+ −→ →

 
= + 

  

  

شةةيبيل قلأ لى قرومةةو،  قرو ةةر   اةة د كةةع  ةة  ق   كةة  قريأكةةن  ةة 
( ) ( )0 0 ,  L Rf x f x
 ن اةةن ة قلآن ة اومةةل ي  لةة   ( )0S x   لاةةن

0كع     02 ,   1x x= = 0ي بارا سل رساب ل − 1x =  ، نجن  ن−
( ) ( )

1 1 1

lim 1 1,  lim lim 2 2
x x x

f x f x
+ − −→− →− →−

= − = = = 

  باري لي لمذن
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( )
( ) ( )

1

0

1 lim

1 lim x
R

x

f x f x

f
x

+

+

→−

 →

− +  −
 − =


 

( )

0 0

1 1 1 1
lim lim
x x

x x

x x+ + →  →

− +  − − − +  −
= =

 
 

0

lim 1
h

x

x+→

−
= = −


 

  يك ب لمذن
 

( )
( ) ( )

1

0

1 lim

1 lim x
L

x

f x f x

f
x

−

+

→−

 →

− −  −
 − =

−
 

0

2 2
lim 0
x x+ →

−
= =

−
 

) هكةةةةةةذق، نجةةةةةةن  ن ق شةةةةةةيبيل قرومةةةةةةو  )1 1Rf
 − = ،  قرو ةةةةةةر  −

( )1 0Lf
 −  لمعاةةةةةةن نب ةةةةةةل لةةةةةةنا قفي ةةةةةة ت ن  باريةةةةةة لي،   اةةةةةة دم=

0 1x = )ير ييب  ي إلى قربومل نجن  ي س سل لم    − )1S  ، لو −

( )
( )

( )
( )

( )
1 1

1
1 lim lim

2 x x

S f x f x
+ −

→ − → −

 
 − = +
 
 

 

( )
1 3

1 2
2 2

= + = 
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)فلةةةةظ  ن قرنقرةةةةل  )f x  غةةةةا  عرلمةةةةل(Undefined)  ل قراب ةةةةلاةةةةن
1x = سةا اومةل ،  رك   فكع  ي س سل لمة  ير قلةي عا  ق  ة ت ل−

)يبريسوةةل رسنقرةةل  )f x  3لاةةن هةةذه قراب ةةل هةة  قربومةةل

2
ي بارا ةةسل إلى 

2xقراب ل  =  ، نجن  ن−
( ) ( ) 2

2 2

lim 2 5 7,  lim 2 4
x x

f x f x
+ −→ →

= + = = = 

  باري لي لمذن

( )
( ) ( )

2

0

2 lim

2 lim x
R

x

f x f x

f
x

+

+

→

 →

+  −
 =


 

( )

0

2 5 7
lim 1
x

x

x+ →

+  + −
= =


; 

( )
( ) ( )

2

0

2 lim

2 lim x
L

x

f x f x

f
x

−

+

→

 →

−  −
 =

−
 

( )
2

0

2 4
lim 4
x

x

x+ →

−  −
= =

−
 

) هكذق، نجن  ن ق شيبل قلأ لى قرومةو  )2 1Rf
 ،  ق شةيبل قلأ لى =

)قرو ةةةر   )2 4Lf
 رةةةك لأن كةةة ب  اهمةةة  ي ةةة  ي من،  ذ،   اةةة د=

اةةةةن نب ةةةةل لةةةةنا  رو ةةةة   ةةةة  فئ يةةةةل، إذقب ل (Finite)اومةةةةل محةةةةن د  
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2xقفي  ت  ييبة  ي  (2.39)لمذن  ي س سل لمة  ير ة  سبة ب رس ة     =
)إلى  )2S لو ، 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
2 2

1 1 11
2 lim lim 7 4

2 2 2x x

S f x f x
+ −

→ →

 
 = + = + =
 
 

)فلةةةةظ  ن قرنقرةةةةل  )f x  2غةةةةا  عرلمةةةةل لاةةةةن قراب ةةةةلx  ،  ركةةةة =
 فكةةع  ي س ةةسل لمةة  ير قلةةي عا  ق  ةة ت لسةةا اومةةل يبريسوةةل رسنقرةةل 

( )f x  11لان هذه قراب ل  ه  قربومل

2
 ي

ا  قرةةةةةةابم قر رلموةةةةةةةل  قريبةةةةةة  ي لاةةةةةةن قرةةةةةةابم قر رلموةةةةةةلي لاةةةةةةن ثالثللللللا
3, 3x x= −  يب  ي إلى ن  ي س سل لم  ير ي (2.40)، نجن    =

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
3 3

1
3 3 lim lim

2 x x

S S f x f x
+ −

→ − →

 
 − = = +
 
 

  

)  كةة  قريأكةةن  ةة   اةة د كةةع  ةة  ق شةةيبل قلأ لى قرومةةو  )3Rf
 − 

) ق شيبل قلأ لى قرو ر   )3Lf
 ي     ن 

( ) ( )
3 3

lim 2,  lim 3 5 8
x x

f x f x
+ −→− →

= = + = 

  باري لي لمذن

( )
( ) ( )

3

0

3 lim

3 lim x
R

x

f x f x

f
x

+

+

→−

 →

− +  −
 − =


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0

2 2
lim 0
x x+ →

−
= =


; 

( )
( ) ( )

3

0

3 lim

3 lim x
L

x

f x f x

f
x

−

+

→

 →

−  −
 =

−
 

( )

0

3 5 8
lim 1
x

x

x+ →

−  + −
= =

−
 

)قرومةةو  ق شةةيبيلم  ةة   ن  )3 0Rf
 − )،  قرو ةةر   = )3 1Lf

 = 
 ن  ي س ةةةةسل لمةةةة  ير ييبةةةة  ي لاةةةةن  (2.40) نجةةةةن  ةةةة    اةةةة دمن، إذقب 
3x ,3قرابم قر رلمول  x= −  إلى قربومل =

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
3 3

1
3 3 lim lim

2 x x

S S f x f x
+ −

→ − →

 
 − = = +
 
 

  

 
1

2 8 5
2

= + = 
 

 
 

)فلةةةةةظ  ن قرنقرةةةةةل  )f x  3 ,3 عرلمةةةةةل لاةةةةةنx x= − = 
)لو   ن  ) ( )3 2,  3 8f f− = ،  وام   ي س ةسل لمة  ير =

)يع    ) ( )3 3 5S S− =  ي(2.27)ر شكع ي قنظ=
 

 شكل
2.37 
 

 
 
 

مللللللللن 
 فضلك

( )xf

x

( )xS

x

••

•

•
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ي 
 مثال
2.9 

 قد ا ييب  ي  ي س سل لم  ير رسنقرل

( )

1 4 0

2         0 3

3 4x

x x

g x x

x
e

 − −  


=  
  


 

)قرنقرل     قر قضا  ن الحل )f x   ي سل لسا لمة ق  لسةا لمة   يعريفهة 
 4,4−د لةةند محةةن د  ةة  نبةةم لةةنا قي ةة ت قربفةةئ  ،  ذرةةك ر اةة 

,0لان قرابم   3x x=  ي=
)لةةة    لسةةةا  ن قرنقرةةةل  )g x  س ةةة ء لسةةةا لمةةة ق ،  ذرةةةك ر اةةة د 

 ر  لان  وةق نبةم قرفة   ق شيب   قلأ لى قرومو  قرو 4,4− ي إذقب
)لمة  ير   ك  إم د  ي س سل )S x    لةذه قرنقرةل لسةا قرفة 4,4− ي

)بارا ةةةسل إلى يبةةة  ي  ي س ةةةسل لمةةة  ير  )S x  إلى قرنقرةةةل ق ع ةةة   نبةةة ا
يبةةة  ي لاةةةن ث ثةةةل  نةةة ق   ةةة  قرةةةابم قرةةة  يايمةةة  إلى قرفةةة    ن قلةةةل قر

 فب قريب  ي لان نبم قي  ت قرنقرةل لسةا قرفة   ق عرلمل لسوه  قرنقرلم  
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ق في لل  4,4− ثانوة ب قريبة  ي لاةن نبةم لةنا قي ة ت قرنقرةل لسةا  ،
قرفةةةةةة   ق في لةةةةةةل  4,4− 0قرةةةةةةابم ،  ي لاةةةةةةن, 3x x= ،  ثاردةةةةةة ب =

,4لاةةةن قريبةةة  ي لاةةةن نبةةةم ئةةة    قرنقرةةةل  ي  4x x= −  أولا ي =
)قريب  ي لان نبم قي  ت قرنقرلي قرنقرل  )g x   ي سل لسا قرف  

  

     4,0 0,3 3,4 = −   
) ي س ةسل لمة  ير  لمةذن (2.2)إذقب، لمق   قراظريةل  )S x  ييبة  ي إلى

)قرنقرل  )g x  ركع نب لx    يايم  إلى قرفي  ن  ، 
( ) ( )  S x g x x=    

ا  قريب  ي لان نبم لنا قي  ت قرنقرلي لان نبم لنا قفي  ت  ثانيا
0,3x   ن  ي س سل لم  ير ييب  ي إلى (2.39)نجن     =

( ) ( ) ( )
0 0

0
1

lim lim
2 x x x x

S x g x g x
+ −→ →

 
= + 

  

  

)  ك  قريأكن     ا د  ) ( )0 0,  
R L

g x g x
  ي  ل   ن اةن قلآن

0اومةل  ي س ةسل لمةة  ير لاةن كةةع  ة   00,  3x x= 0ي لاةةن = 0x = 
 نجن  ن

( ) ( )
0 0

lim 2,   lim 1
x x

g x g x
+ −→ →

= = 

  باري لي لمذن
 



 Fourier Series فــورير ـمتسلسلات    ◼  2الباب  

 شكرالله ــكتور إميل  الد  ذالأستاـ  ت فورير  كتاب الدوال الخاصة وتحليلا

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 124 
Textbook: Special Functions and Fourier 

Analysis - Prof. Emil Shoukralla 

 

( )
( ) ( )

0

0

0 lim

0 lim
R

x

x

g x g x

g
x

+

+

→

 →

+  −
 =


 

0

2 2
lim 0
x x+ →

−
= =


 

 كم   ن

( )
( ) ( )

0

0

0 lim

0 lim
L

x

x

g x g x

g
x

−

+

→

 →

−  −
 =

−
 

 

( )

0

1 0 1
lim 1
x

x

x+ →

− −  −
= = −

−
 

)     ن  ) ( )0 0,  0 1
R L

g g
 = =   ا دمن، إذقب لان نب ل لنا  −

0قفي  ت  0x  ن  ي س سل لم  ير ييب  ي إلى لمذ =

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
0 0

1 1 3
0 lim lim 2 1

2 2 2x x

S g x g x
+ −

→ →

 
 = + = + =
 
 

 

)فلظ  ن قرنقرل  )g x  0غا  عرلمل لان قراب لx ،  رك   فكةع =
 ي س سل لم  ير قلي عا  ق   ت لسا اومل يبريسوةل رسنقرةل  لاةن هةذه 

3قراب ل  ف  ه  

2
3xي لان   نجن  ن =

( ) ( )3

3 3

lim ,   lim 2
x x

g x e g x
+ −→ →

= = 

  باري لي لمذن
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( )
( ) ( )

3

0

3 lim

3 lim
R

x

x

g x f x

g
x

+

+

→

 →

+  −
 =


 

3 3 3

0

lim
2

x

x

e e e

x+

+

 →

−
= =


; 

 

( )
( ) ( )

3

0

3 lim

3 lim
L

x

x

g x g x

g
x

−

+

→

 →

−  −
 =

−
 

)     ن ق شيبل قرومو هة   )
3

3
2R

e
g

 ،  ق شةيبل قرو ةر  هة  =
( )3 0

L
g

 3x،  ير    ا دمني إذقب لاةن نب ةل لةنا قفي ة ت = = 
 لمذن  ي س سل لم  ير ييب  ي إلى 

( )
( )

( )
( )

( ) 3

3 3

1 1
3 lim lim 2

2 2x x

S g x g x e
+ −

→ →

 
  = + = + 

   
 

 

)فلةةظ ة  يكةة ب ة   قةةنيب   ن قرنقرةةل  )g x  3غةةا  عرلمةةل لاةةنx = 
   فكةةع  ي س ةةةسل لمةة  ير قلةةي عا  ق  ةةة ت لسةةا اومةةل يبريسوةةةل  ركةة

)رسنقرل  )g x   لان هذه قراب ل  ف  ه
3

1
2

e
 ي+

ا  ,4قريبةة  ي لاةةن قرةةابم قر رلموةةل  ثالثللا 4x x= − ي في هةةذه ق  رةةل =
 لى ن  ي س سل لم  ير ييب  ي إ (2.40)نجن    
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( ) ( )
( )

( )
( )

( )
4 4

1
4 4 lim lim

2 x x

S S g x g x
+ −

→ − →

 
 − = = +
 
 

  

) ذرةةةةك  شةةةةرك  اةةةة د كةةةةع  ةةةة  ق شةةةةيبل قلأ لى قرومةةةةو  )4
R

g
 − ،

) ق شيبل قلأ لى قرو ر   )4
L

g
 ي     ن 

( ) ( ) ( ) 4

4 4

lim 1 4 5  , lim
x x

f x f x e
+ −→− →

= − − = = 

 إذقب لمذن

( )
( ) ( )

4

0

4 lim

4 lim
R

x

x

g x g x

g
x

+

+

→−

 →

− +  −
 − =


 

( )

0

1 4 5
lim 1
x

x

x+ →

− − +  −
= = −


; 

( )
( ) ( )

4

0

4 lim

4 lim
L

x

x

g x g x

g
x

−

+

→

 →

−  −
 =

−
 

4 4 2

0

lim
2

x

x

e e e

x+

−

 →

−
= =

−
 

)  ةةةةةةةةة   ن  ) ( )
2

4 1,  4
2R L

e
g g

 − = −   اةةةةةةةةة دمن، إذقب لاةةةةةةةةةن  =
4, 4x x= −  ، لمذن  ي س سل لم  ير ييب  ي إلى=

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
4 4

1
4 4 lim lim

2 x x

S S g x g x
+ −

→ − →

 
 − = = +
 
 
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41
5

2
e

 
= +

  
 

)فلظ   ن اومل قرنقرل  )g x  4لان قراب ةلx = )هة  − )4 5g − = 
) هةة  تخيسةةف لةة  اومةةل  ي س ةةسل لمةة  ير  ) 41

4 5
2

S e
 

− == +
  

ي 
)  وامةة  نجةةن  ن )g x  4غةةا  عرلمةةل لاةةنx ) ي  ن  = )4g   رةةوا لةة

4x اةةةةةةةة د،  وامةةةةةةةة   ي س ةةةةةةةةسل لمةةةةةةةة  ير لاةةةةةةةةن قراب ةةةةةةةةل  يع ةةةةةةةة   =
)قربومل ) 41

 4 5
2

S e
 

= +
  

 ي(2.28)ي قنظر شكع 
 
 

 شكل
2.28 
 

 
 
 
 
 
 

ي 
 

2.9 
 
 تـقـــــارب متسلسلات الميب وميب التمام لفورير 

( )xS

•

••

•

( )xf

x x
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لآن ة  ن   ك  د قلةل يبة  ي  ي س ة   قلجوة   اوة     ق ؤكن ة ق
باليس    ن  ي س    قلجوة   اوة   ،(2.2)قريم ا رف  ير    نظريل 

قريم ا رف  ير ه  ل رل خ قل  ة   ي س ةسل لمة  يري ركة  يي لسواة   ن 
يةةذكر  ن  ي س ةة   قلجوةة  رفةة  ير تحيةة ي لسةةا د قت قلجوةة  لمبةةم، 

لسةا د قت اوة  قريمة ا لمبةمي   وام  تحي ي  ي س    او  قريمة ا
رفة        ن قرن قت ق عرلمل لسا ن ةف لمة   لمة  ير  ي لسةا ق 0, L 

 ك   ن لُدع في  ي س سل او  قريم ا رف  ير  إذ نعيبره  ن ف دقرل 
ز اوةةةل  عرلمةةةل لسةةةا قرفةةة   قرك  سةةةل  ,L L− كةةة   ن لُدةةةع في     ،)

ي س ةةسل قلجوةةة  رفةةة  ير  إذ نعيبرهةة  ن ةةةف دقرةةةل لمرديةةل  عرلمةةةل لسةةةا  
قرف   قرك  سل  ,L L−ي) 

ريةةةةةي ءا  ةةةةةق ق ع وةةةةة   قلإضةةةةة لمول  (2.2)إذقب  كةةةةة  يكووةةةةةف نظريةةةةةل 
 ي س ةة   قلجوةة   اوةة  قريمةة ا رفةة  ير بارا ةةسل إلى قرةةن قت ق عرلمةةل 

لسا ن ف لم   لم  ير  0, Lي هذق    يعبر لا  قراظريل قري رولي 
 
 

 

 

 تقارب متسلسلات الميب وميب التمام

)إذق ك نةةةة   )f x    دقرةةةةل  عرلمةةةةل،   ي ةةةةسل لسةةةةا لمةةةة ق  لسةةةةا قرفةةةة
 0, L لمةةةذن اومةةةل  ي س ةةةسل قلجوةةة     اوةةة  قريمةةة ا رفةةة  ير لةةةذه ،

 2.3ن رية 
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)ب ةةةل ييبةةة  ي إلى قربومةةةل قرنقرةةةل لاةةةن  يةةةل ن )0sS x    ،( )0cS x 
 لو 

 
 
 

(2.45) 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0
1

lim lim
2

s c
x x x x

S x S x f x f x
+ −→ →

 
= = + 

  

 

) شرك  ا د ق شيب    ) ( )0 0,  R Lf x f x
 ي 

 
 
 

 

نب ةةةةةةةل قي ةةةةةةة ت رسنقرةةةةةةةل  0xإذق ك نةةةةةةة  قراب ةةةةةةةل  (1)
( )f x ةة  رو ةة  نب ةةل  رلموةةل،  ي ، بالإضةة لمل إلى ك ئ 
 ن  0 0,x Lلمذن ، 

( ) ( ) ( )
0 0

0lim lim
x x x x

f x f x f x
+ −→ →

= = 

 ، إذقب لمذن(2.45)باريع يا في 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0

1

2
s cS x S x f x f x f x = = + =  

) شرك  ا د ق شيب    ) ( )0 0,  R Lf x f x
  ي قلأ ةر قرةذي يعةم  ن

)س ةةسل قلجوةة  رفةة  ير اومةةل  ي  )sS x ي س ةةسل اوةة  قريمةة ا     ،
)رفةة  ير  )cS x  رسنقرةةل( )f x  لاةةن  يةةل نب ةةل قي ةة ت ي ةة  ي اومةةل

)قرنقرةةل نف ةةه  لاةةن هةةذه قراب ةةلي  ي ي ةة  ي  )0f x ي  شةةرك  اةة د
)رومو  قرو ر  ق شيب   ق ) ( )0 0,  R Lf x f x

 ي 

 توضيح



 Fourier Series فــورير ـمتسلسلات    ◼  2الباب  

 شكرالله ــكتور إميل  الد  ذالأستاـ  ت فورير  كتاب الدوال الخاصة وتحليلا

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 130 
Textbook: Special Functions and Fourier 

Analysis - Prof. Emil Shoukralla 

 

0بارا ةةةسل إلى قراب ةةةل قر رلموةةةل  (2) 0x  ، لم سعةةة ب ي اةةةن رسنقرةةةل  =

( )f x  لاةةنه  ئ يةةل  ةةو لمبةةم،  لسوةة  لمةةذذق  اةةن  ق شةةيبل قرومةةو
( )0Rf
ريمةة ا رفةة  ير ، لمةةذن اومةةل  ي س ةةسل اوةة  ق( )cS x  رسنقرةةل
( )f x  0لان 0x  ي سا =

 

(2.46) 
( ) ( )

0

0 limc
x

S f x
+→

= 

)    اومل  ي س سل قلجو  رف  ير  )sS x لمي سا 
 

 

(2.47) ( )0 0sS = 
0xبارا ةةةةسل إلى قراب ةةةةل قر رلموةةةةل قلأخةةةةر  (3) L= نجةةةةن  ن رسنقرةةةةل ،
( )f x  0ئ يل ي ر  لمبم لانx L= لسو  لمذن اومل    ي س سل  ،

)او  قريم ا  )cS x  رسنقرل( )f x  0لانx L=  ه 
 
 

(2.48) 

 

( ) ( )limc
x L

S L f x
−→

= 

) شةةرك  اةة د ق شةةيبل  )Lf L
 ي   ةة  اومةةل  ي س ةةسل قلجوةة  رفةة  ير

( )sS x  0لانx L= لمومك  إثس    ئ  ي   ي قر فر،  ي  ن 
 

(2.49) ( ) 0sS L = 
 

 
 

 

)    ن قرنقرل  )f x    عرلمةل لسةا قرفة  0, L إذقب ،
) ركة  ص ةةع لسةةا  ي س ةسل اوةة  قريمةة ا  )cS x  حرهلللللللان

التوضيح 
 (2)رقم 
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)رسنقرةةل  )f x  ن اةةن قرنقرةةل قرئ اوةةل( )e x   قرةة
)يكمع قرنقرل  )f x  ري سا  عرلمةل لسةا لمة   لمة  ير

قرك  سل  ,L L−ي 
) باري لي لمذن قربومل قر  ييبة  ي إروهة   ي س ةسل لمة  ير رسنقرةل  )f x 
 ا رفةة  ير هةة  نف ةةه  قربومةةل قرةة  ييبةة  ي إروهةة   ي س ةةسل اوةة  قريمةة

( )cS x نجن  نة  بارا ةسل رسنقرةل قرئ اوةل  (2.2)ي  لو   ن     نظريل
( )e x ق عرلمةةل لسةةا  ، ,L L−  لمةةذن  ي س ةةسل لمةة  ير ييبةة  ي إلى
( )S x لو ، 

( ) ( ) ( )
0 0

1
lim lim

2
e e

x x

S x x x x x
+ + →  →

 
=  +  +  −  

 
 

 

0لان    0x  ، نجن  ن=

( ) ( ) ( )
0 0

1
0 lim 0 lim 0

2
e e

x x

S x x
+ + →  →

 
=  +  +  −  

 
 

)    ن  )e x  دقرل ز اوةل،  عةو  ن( ) ( )e ex x  = − إذقب ،
 باريع يا في قربومل قر   بل ص ع لسا

( ) ( ) ( )
0 0

1
0 lim lim

2
e e

x x

S x x
+ + →  →

 
=   +   

 
 

 

 نجن  ن (2.35)    
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( ) ( ) ( )
0 0

1
0 2 lim lim

2 x x

S f x f x
+ + → →

 
=  = 

 
 

 

 باريةةةةة لي لمةةةةةذن  ي س ةةةةةسل اوةةةةة  قريمةةةةة ا رفةةةةة  ير ييبةةةةة  ي إلى قربومةةةةةل 
( )cS xلو ،  ( ) ( )

0

0 limc
x

S f x
+→

 ي=

)با دع  ك  د قلل يب  ي  ي س سل قلجو  رفة  ير رسنقرةل  )f x ي في
)هةةةذه ق  رةةةل لمةةةذن قرنقرةةةل ق كمسةةةل رسنقرةةةل  )f x  هةةة  قرنقرةةةل قرفرديةةةل

( )o x ةةةة   ن   ،( ) ( )o ox x  = − − إذقب لمةةةةذن  ي س ةةةةسل ،
0قلجو   رف  ير لان  0x )ي سا  = )0 0sS  ي=

 
 

 

) ةةة   ن  ي س ةةةسل قلجوةةة  رفةةة  ير رسنقرةةةل  )f x  لسةةةا
قرف    0, L  ه 

( )  
1

sin    0,s n

n

n x
S x b x L

L




=

 
=   

 
 

0xلان إذقب  1n ، نجن ركع = ن  

( ) ( ) ( )
0 0

2 2
sin 0 sin 0 0

L L

n
n x

b f x dx f dx
L L L

 
= = = 

 
  

) باريةة لي لمةةذن  )0 0sS فا قلألةةس ي قر ةة  أ ي با ا لةةسل،  كةة   ةةا=
)إثسةةةةة    ) 0sS L x،  ذرةةةةةك   ضةةةةةق = L=  قلجوةةةةة  في  ي س ةةةةةسل
( )sS xي 

 رهةةةةةةة ن 
  خر
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 مثال

2.10 

 أومد متسلسلة فورير، وادرس تقارحها للدالة

( ) 2

2

1,     0

3,     

x
f x

x



 

  
= 

 

 

) نقيل م    لظل  ن قرنقرل  الحل )f x    ي سل لسا لمة ق  لسةا قرفة 
 0,ت قربفئ  لان ،  ذرك ر ا د نب ل لنا قي  

2
x =ي 

) يكةة ب لمةةذن  )f x  س ةة ء لسةةا لمةة ق  لسةةا  0,  ذرةةك   ةةس  ،
  قلأ لى قرومةةةةو  قرو ةةةةر  لاةةةةن  وةةةةق نبةةةةم قرفةةةة    اةةةة د ق شةةةةيب 

 0, ي  لأن( )f x  عرلمةةل لسةةا ن ةةف لمةة   لمةة  ير  0,  رةةوا 
لسا قرف   قرك  سل  , − إذقب لمة   كة  ق  ة ت لسةا  ي س ةسل ،

)ل لمةة  ير رسنقرةة )f x   ركةة   كةة  ق  ةة ت لسةةا  ي س ةةسل قلجوةة 
)رف  ير  )sS x  ، ي س سل او  قريم ا رف  ير   ( )cS xي 

)رسق  ت لسا  ي س سل قلجو  رسنقرةل  )f x نكة ن ة   فب ة قرنقرةل ،
)قرفرديةةةل  )o x   ق كمسةةةل رسنقرةةةل (2.36)كمةةة  في  ،( )f x  ري ةةةسا

لمةةة  ير قرك  سةةةل  عرلمةةةل لسةةةا لمةةة    , −  ي  عةةةن ذرةةةك نبةةة ا  يكةةةرق
)قرنقرل  )o x   لسا   ت خم قلألنقد  راق ع لسا قرنقرل ق مين
( )x2،  ه  د  يل د  ته  ة ي(2.29)ي قنظر شكع 
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 شكل
2.29 
 

 
 
 
 
 
 

)ن،  كةةةةة  إمةةةةة د  ي س ةةةةةسل لمةةةةة  ير رسنقرةةةةةلقلآ )x ذرةةةةةك ركةةةةةع  ،
 ,x   ،  قرةةة  لةةة   تحيةةة ي باريأكوةةةن لسةةةا لةةةن د في د قت −

رك ئ  دقرل لمرديل،  هكذق  ك  ق   ت لسةا  ي س ةسل قلجو  لمبم 
)قلجوةةةة  رسنقرةةةةل  )o x  ركةةةةع ,x   ،    عةةةةن ذرةةةةك  كةةةة  −

)ق   ت لسا  ي س سل قلجو  رسنقرل  )f x  ركع 0,x ي 
 

 

كةةةةع قة ةةةة ق  قر ةةةة  بل،  ذرةةةةك   إلى  نةةةة   كةةةة   ن تخي ةةةةر
 لو  نجن  ن (2.38)باليخنقا 

( ) ( ) ( )
0 0

2 2
sin sinn

n x
b f x dx f x nx dx

 


  

 
= = 

 
  

( ) ( )
2

0
2

2
sin 3 sinnx dx nx dx







 
 

= + 
 
  

  

 انتحن!

0

1

1−
2



3

−
2

−

3−

x

y
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( )
4 2 6

cos cos
2

n
n

n n n




  

 
= + − 

 
 

  باري لي لمذن

( ) ( )
1 1

sin  sin   s n n

n n

n x
S x b b nx





 

= =

 
= = 

 
  

   

( ) ( ) ( )
1

4 2 6
cos cos sin

2
s

n

n
S x n nx

n n n




  



=

  
= + −  

  
 

 يايمةة  إلى x ذرةةك ركةةع  0, ي قلآن، نةةةن ا يبةة  ي  ي س ةةةسل
)قلجو   )sS x قرنقرلي     ن لان نبم قي  ت 

( ) ( )lim    0, ,
2 2c c

f x f c x
 


→

   
=      

   
 

)إذقب قرنقرل  )f x    ي ةسل لسةا قرفة   (2.3)إذقب لمق ة  قراظريةل 
)ذن  ي س ةةسل لمةة  ير لمةة )sS x  ييبةة  ي إلى قرنقرةةل( )f x  ركةةع نب ةةل
x    يايم  إلى قرفي  ن  ، 

( ) ( )  sS x f x x=   
)بارا ةةسل إلى يبةة  ي  )sS x ن نب ةةل لةةنا قي ةة ت قرنقرةةل، لمسةة ر سق لاةة

0ي اةةةةن نب ةةةةل لةةةةنا قي ةةةة ت  قلةةةةن   ةةةة  نةةةة   قربفةةةةئ  هةةةة  
2

x


= ،
لمةةةذن  ي س ةةةسل قلجوةةة   (2.3) ةةة  قراظريةةةل  (2.45) ل ةةة  قر ةةة    
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رفةةة  ير ييبةةة  ي إلى قربومةةةل 
2

sS
 
 
 

 شةةةرك  اةةة د كةةةع  ةةة  ق شةةةيبل  
)قلأ لى قرومو  )0Rf x

   ق شيبل قلأ لى قرو ر ( )0Lf x
ي     ن 

  

( )
( )

( )
( )

2 2

lim 3,   lim 1

x x

f x f x
 

+ −
→ →

= =; 

( )

( )
( )

( )

2

2

2
0

lim

lim
x

R
x

f x f x

f
x







+

+

→

 →

+  −

 =


 

0

3 3
lim 0
x x+ →

−
= =


; 

( )

( )
( )

( )

2

2

2
0

lim

lim
x

L
x

f x f x

f
x







−

+

→

 →

−  −

 =
−

 

0

1 1
lim 0
x x+ →

−
= =

−
 

)  ةة   ن ق شةةيبل قرومةةو  )2
0Rf  لةة   اةة د،  ق شةةيبل قرو ةةر   =

( )2
0Lf  لةةة  اومةةةل محةةةن د ،  لأن كةةةع  اهمةةة  ؛لةةة   اةةة د  يكةةة ب  =

0 رو ةةةة   ةةةة  فئ يةةةةل، إذقب لاةةةةن نب ةةةةل لةةةةنا قفي ةةةة ت 
2

x


لمةةةةذن  =
  ي س سل لم  ير ييب  ي إلى
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( )
( )

( )
( )

( )

2 2

2

1
lim lim

2
s

x x

S f x f x
 


+ −

→ →

 
 = +
 
  

 

( )
1

1 3 2
2

= + = 

)ن لظ ها   ن قرنقرل  )f x  غا  عرلمةل لاةن
2

x


،  ركة   فكةع =
 ي س ةةسل لمةة  ير قلةةةي عا  ق  ةة ت لسةةةا اومةةل يبريسوةةل لةةة  لاةةن هةةةذه 

)قلآن نةةن ا يبةة  ي ي 2قراب ةةل  ف  هةة   )sS x  لموةةل لاةةن قرةةابم قر ر
0, x x = )ي     ن = ) ( )0 ,   R Lf f   ا دمن، لو   ن   

( )
( ) ( )

0

0

0 lim

0 lim x
R

x

f x f x

f
x

+

+

→

 →

+  −
 =


 

0

1 1
lim 0
x x+ →

−
= =


; 

 

( )
( ) ( )

0

lim

lim x
L

x

f x f x

f
x






−

+

→

 →

−  −
 =

−
 

0

3 3
lim 0
x x+ →

−
= =

−
 

) ن  (2.49) ,(2.47)إذقب، نجن     ) ( )0 0s sS S =  ي=
)فلظ  ن  )0 1f )،   يكة ب رةنيا  = )0 0sS )ي  يكة ب لمةذن = )f x 

xغا  عرلمل لان  =   وام ( ) 0S   ي(2.30)ي قنظر شكع =
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 شكل
2.30 
 

 
 
 
 
 

)يمةة ا رسنقرةةل رسق ةة ت لسةةا  ي س ةةسل اوةة  قر )f x  نكةة ن قرنقرةةل
)قرئ اوةةل  )e x  هةة  قرنقرةةل ق كمسةةل رسنقرةةل ( )f x  ري ةةسا  ةةذرك

( )f x  عرلمةةل لسةةا لمةةة   لمةة  ير قرك  سةةل  , − ي  عةةةن ذرةةك نبةةة ا
)ق  قرنقرل  يكر  )e x  لسةا قرنقرةل  قلألةنقد راق ةعلسا   ت خةم

)ق مين   )x 2،  ه  د  يل د  ته  ة ي(2.31)ي قنظر شكع 
 شكل
2.31 
 

 
 
 
 
 
 

0
1

1−
2



3

−
2

−

3−

x

( )x

0

1

1−
2



3



x

( )xS
s

0

1

1−
2



3



x

( )xf

2
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)قلآن،  كةةةة  ق  ةةةة ت لسةةةةا  ي س ةةةةسل لمةةةة  ير رسنقرةةةةل  )x  ركةةةةع
 ,x − يةة ي لسةةا لةةةن د في د قت ي هةةذه ق ي س ةةسل لةة   تح

اوةة  قريمةة ا لمبةةم رك ئةة  دقرةةل ز اوةةلي  هكةةذق،  كةة  ق  ةة ت لسةةا 
) ي س ةةسل اوةة  قريمةة ا رسنقرةةل  )e x  ركةةع ,x      عةةن  −
)ي س ةةةسل اوةةة  قريمةةة ا رسنقرةةةل ذرةةةك  كةةة   ن ص ةةةع لسةةةا   )f x 

يايمةة  رسفةة    xركةةع  0, ي لسةةا  يةةل لةة ت  كةة   ن تخي ةةر كةةع
لوة  ن ةةي وق  ن ن اةةن  (2.37)قة ة ق  قر ةة  بل  ذرةك بالةةيخنقا 

)رسنقرل  قريم ا رف  ير ي س سل او   )f x في قرشكع 

( )  0

1

cos    0,c n

n

n x
S x a a x

L






=

 
= +   

 
 

 لو 

( )
2

2

0

0 0

1 1 1 1 3
3 2

2 2
a f x dx dx dx





 

  
= = + = + =   

) لو                 )
0

2
cosn

n x
a f x dx




 

 
=  

 
 

( ) ( )
2

2
0

2 2 4
cos 3cos sin

2

n
nx dx nx dx

n








  

 
= + = −  

 
  
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  باري لي لمذن

( ) ( )  
1

4
2 sin cos    0,

2
c

n

n
S x n x

n


 





=

  
= + −    

  
 

)قلآن نةةن ا يبةة  ي ق ي س ةةسل  )cS x  قرنقرةةلي  ةة   نبةةم قي ةة تلاةةن
  ن 

( ) ( )lim    0, ,
2 2c c

f x f c x
 


→

   
=      

   
 

)قب قرنقرةةةةل إذ )f x   0 ي ةةةةسل لسةةةةا قرفةةةة, ,
2 2

 


   
 =    

   
  

)لمذن  ي س سل لم  ير  (2.3) باري لي لمسق   قراظريل  )cS x  ييب  ي
)إلى قرنقرل  )f x  ركع نب لx   يايم  إلى قرف  ي  ن  ، 

 

( ) ( )  cS x f x x=   

)بارا ةةسل ريبةة  ي ق ي س ةةسل  )cS x   لاةةن نب ةةل لةةنا قي ةة ت قربفةةئ

0
2

x


ن  ي س ةةسل اوةة  قريمةة ا رفةة  ير لمةةذ (2.3) ل ةة  قراظريةةل  =
 إلى قربومل ييب  ي

( )
( )

( )
( )

( )

2 2

2

1
lim lim

2
c

x x

S f x f x
 


+ −

→ →

 
 = +
 
  

 

 
1

3 1 2
2

= + = 
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)فلظ  ن كع  ة  ق شةيبل قلأ لى قرومةو  )2Rf  ق شةيبل قلأ لى  ،
)قرو ةةةر   )2Lf   اةةة دمني فلةةةظ ة  يكةةة ب ة  ن  ( )2

f   غةةةا
)  اةة د   ذرةةك لأن قرنقرةةل  )f x  غةةا  عرلمةةل لاةةن قراب ةةل

2
x


= ،

 ركةة  بالةةيخنقا  ي س ةةسل اوةة  قريمةة ا رفةة  ير  كةة  ق  ةة ت لسةةا 
)اومةةةةةةل يبريسوةةةةةةل رسنقرةةةةةةل  )f x  لاةةةةةةن قراب ةةةةةةل

2
x


هةةةةةة  قربومةةةةةةل  =

( )2
2cS  )ي رن قلةةةةةةةل يبةةةةةةة  ي = )cS x  قرةةةةةةةابم قر رلموةةةةةةةللاةةةةةةةن 

0, x x = )، نجةةةةن  ن ق شةةةةيبل قلأ لى قرومةةةةو = )0Rf
 ق شةةةةيبل  ،

)قلأ لى قرو ةةر   )Lf  كمةة    ياةة  لمومةة  لةةسأ، إذقب لممةة  لمةة   اةة د ،
قريمةةة ا رفةةةة  ير  قنظةةةر شةةةةكع نجةةةةن  ن  ي س ةةةسل اوةةةة   (2.7)نظريةةةل 
x ,0ييب  ي لان قرابم  (2.32) x =  إلى قربومل =

 

( ) ( ) ( ) ( )
0

0 lim 1,  lim 3c c
x x

S f x S f x



+ −→ →

= = = = 

 شكل
2.32 
 

 
 
 
 
 
 

0

1

1−
2



3



x

( )xf

0

1

1−
2



3



x

( )xS
c

2
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ي 
 

2.10 
 

 مسالل  

ير رسةةن قت قلآيوةةل لسةةا قرفةة ق  ق عرلمةةل لسوهةة ،     اةةن  ي س ةةسل لمةة   
 قد ا يب  به ي

1. ( ) 2
;f x x x = −    

2. ( ) 3
;f x x x = −     

3. ( ) 4; 3 3f x x= − −    

4. ( )
( )
( )

cos ,  0

sin ,     0

x x
f x

x x





 −  
= 

 
 

5. ( ) ;f x x x = −    
6. ( ) ( )2sin 3 ,  -f x x x =    

7. ( )

0    2 0

1       0 1

2      1 2

x

f x x

x

−  


=  
  

 

8. ( ) 2 , 3 3f x x x= − −    

9. ( ) 2 1; 3 3f x x x= + −     
10. ( ) 2

2 , 4 4
x

f x x e x= − −     
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11. ( )
( )

( ) ( )

  ;          2n 2 1

; 2 +1 2 2

k x n
f x

k n x n

 

 

   +
= 

−   +

  

,0 كم   ن ،ه   بنق  ثا   kلو  1, 2n =    

12. ( ) ( )cos 2 ,0
2

f x x x


=    

13. ( )
      0 1

 
0    1 0

k x
f x

x

 
= 

−  
 

14. ( ) 2
,0 5f x x x x= +    

15. ( ) ;  1 1f x x x= −    

16. ( ) 4,  0 2f x x= −    

17. ( )
0      5 0

3          0 5

x
f x

x

−  
= 

 
 

18. ( )
,      0 1

,        1 3

x x
f x

x x

−  
= 

 
 

  يايم  إلى قرف   xركع  nb  ان  ع     لم  ير  (19) 0,3 
 بحو  يك ن

1

1 2 sin
3

n

n

n x
x b




=

 
+ =  

 
 
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 (20)  ( )

2
     2 0

1        0 1

       1 2

x x

f x x

x x

 −  


=  
  


  

يايم  إلى قرف    xركع  na ع     لم  ير ن  ا  )(21 0,3 
 بحو  يك ن

0

1

1 2 cos
2 3

n

n

a n x
x a




=

 
+ = +  

 
 

(22)  ( ) ( )10 ,   0 10z x x x x= −     

 اةةن  ي س ةةسل لمةة  ير  قد ا يب  بهةة  رسنقرةةل ق ع ةة   في شةةكع    (23) 
 ي(2.33)

 شكل
2.33 
 

 
 
 
 
 

24. ( ) ,  0 2
x

f x e x
−=    

25. ( ) ( ) ( )
2,          0 3

;  6
2,    3 0

x
w x w x w x

x

 
= + =

− −  
 

26. ( ) ( )sin ,  0f x x x x = +    

( ) 2
4 xxf −=

x
0 22−6− 6
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27. ( )
( )cos ,  0

0,           2

x x
r x

x



 

  
= 

 
 

28. ( )
1    0 1

2    1 2

x
f x

x

 
= 

 
 

29. ( ) ,  0 2f x x x=    

30. ( ) ,  0 1
x

f x e x=     

31. ( ) 2
,      0 1

x
f x e x=    

32. ( )
( )

1,              0 1

2,              1 2

cos ,     2 4

x

xf x

x x

 


 = 
  

 

33. ( ) 2

2

1    0

2    

x
f x

x



 

  
= 

 

 

********************************************** 
 لس ت ق   تع قرفرديل

   

1   
)قرنقرةةةةةل  )xf    ز اوةةةةةل لسةةةةةا قرفةةةةة  ،  ر ةةةةةذق ص ةةةةة  لمبةةةةةم −,

naaق ع       ، إذن0, 
2

2
0

0

2

2 3
a x dx





= =  ;  
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( )2

2
0

4 12
cos ; 0

n

n
x

a x n dx n
n




 

− 
= =  

 
  

) باري ت لمذن  ي س سل لم  ير رسنقرل  )xf    لسا قرف  تأخذ  −,
                    قرشكع   

( )
( )



=

−
+

1
2

2

cos
14

3
n

n

nx
n

 

)  ةة   ن قرنقرةةل  )xf    ي ةةسل لسةةا قرفةة    ي اةةن كةةع  ةة   −,
ق شةةيبل قلأ لى قرومةةو  ق شةةيبل قلأ لى قرو ةةر  لاةةن كةةع نبةةم قرفةة   

  قرنقرةةل نف ةةه  لاةةن   ، إذن لمةةذن  ي س ةةسل لمةة  ير ييبةة  ي إلى−,
كع نبم قرف      ،     ن=xي بارا سل رساب ل قر رلمول −,

( ) ( ) 22
lim ,lim 


==

−+ →−→

xfxf
xx

 
كمةة  ي اةةن ق شةةيبل   −=x  يكةة ب ي اةةن ق شةةيبل قلأ لى قرومةةو لاةةن 

، إذن لممي س ةةةةسل لمةةةة  ير لاةةةةن قرةةةةابم +=x قرو ةةةةر  لاةةةةن قلأ لى
=x  ييبةةةة  ي إلى قربومةةةةل( ) 222

2

1
 ي  هكةةةةذق نجةةةةن  ن +=

يايمةة  إلى  x ي س ةةسل لمةة  ير ييبةة  ي إلى قرنقرةةل ق ع ةة   نف ةةه  ركةةع 
قرف       ي  ن ي(2.34)ي قنظر شكع −,

( )
( )

2
2

2
1

4 1
cos

3

n

n

x nx
n




=

−
= + 

2

2− 0 2 −

5

x

y

2

2− 0 2

( ) 2
xxf =

−

5

x

y
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 شكل
2.34 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 

   

3   
قرنقرةةل ق ع ةةة   ثا يةةةل في قرفةةة    3,3−     ر ةةذق ص ةةة  كةةةع ق عةةة  ،

nn baa  ، إذن0, , 

( ) ( )
3 3

0

3 3

1 1
4 4,  4 cos 0

6 3 3
n

x
a dx a n dx



− −

 
= − = − = − = 

 
    

( )
3

3

1
4 sin 0

3 3
n

x
b n dx



−

 
= − = 

 
 
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  لسةةا قرفةة    ي س ةةسل لمةة  ير رسنقرةةلق ع    لانتةةذٍ تأخةةذ   3,3− 
 قرشكع

4
3

cos
3

cos

11

0 −→







+








+ 



=



= n

n

n

n

x
na

x
naa


      

40 لوةة   ن كةةع ق عةة     ي ةة  ي قر ةةفر   لةةنق ق ع  ةةةع  −=a ؛
 لأن قرنقرل  ي سل  ق شةيب   قلأ لى قرومةو  قرو ةر  لة   اة د لاةن 

 وق نبم قرفة    3,3− هة   قضةا ييبة  ي  ، لممي س ةسل لمة  ير كمة
)إلى قرنقرةل  ) 4−=xf    نف ةه  لاةن  وةةق نبةم قرفة 3,3− ي قنظةةر

 ي(2.35)شكع 
 
 
 شكل
2.35 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

   

5   

x

( )xf

0
3− 3

( ) 4−=xfمتسلسلة فورير 
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)قرنقرةةةةةل  )xf    ز اوةةةةةل لسةةةةةا قرفةةةةةة 1,1− ر ةةةةةذق ص ةةةةة  لمبةةةةةةم  ،
naa    ق ع   ، إذن0, 

( ) ( )
1 0 1

0

1 1 0

1 1 1

2 2 2
a x dx x dx x dx
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 
 = = − + =
 
 

   ; 
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0 1

1 0

1
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 = − +
 
 
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( )( )1cos
2

2
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
n
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 ي سل،  ق شيب   قلأ لى قرومةو  قرو ةر  لة   اة د  x لأن قرنقرل 
لان  وق نبم قرفة     إلى قرنقرةل  لمة  ير ييبة  ي، لممي س ةسل −,

x    نف ه  لان  وق نبم قرف   ي  ي  ن−,

( )( ) ( )  
2

1

1 2
cos 1  os ; ,

2
n

x n c nx x
n

 


=

= + −  − 
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 ، إذنL=2ها  
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2 0 1 2

0

2 2 0 1

1 1 1 1 3
0 1 2

4 4 4 4 4
a f x dx dx dx dx

− −

= = + + =    ; 
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1 2

0 1

1 1
cos 2 cos sin

2 2 2 2
n

x x n
a n dx n dx

n

  



 
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 هكةةذق، نجةةن  ن  ي س ةةسل لمةة  ير رسنقرةةل ق ع ةة   لسةةا قرفةة    2,2− 
 ه 


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
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 رن قلةةل يبةة  ي قرنقرةةل ق ع ةة  ، صةةند   فب نبةةم لةةنا قفي ةة ت رسنقرةةل 
0, 1لماحةةةن  ئمةةة   == xx 0ي بارا ةةةسل رساب ةةةل قلأ لى=x نجةةةن  ن ،

 ، لو   نx=0قرومو  قرو ر  مج دمن لان  قلأ رويلق شيبيل 
( ) ( ) 0lim ,1lim

00

==
−+ →→

xfxf
xx

  
  باري لي لمذن 

( )
( ) ( )

0
11

lim

lim0
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0

0
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=


−
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

−+

=
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→
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f
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( )
( ) ( )

0
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L 

إلى قربومةةل  x=0بةة  ي لاةةن قراب ةةل لانتةةذٍ لمةةذن  ي س ةةسل لمةة  ير يي
( )

2

1
10

2

1
 ي+=

، نجةن  ن ق شةيب   قلأ لى قرومةو  قرو ةر  لة  x=1بارا سل رساب ةل 
 ، لو   نx=1 ا د لان قراب ل 

( ) ( ) 1lim ,2lim
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−+ →→

xfxf
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  باري لي لمذن
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0
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

−+

=


+

+

+ →

→

→ xx

xfxf

f
x

x

x
R 

 كم   ن
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0
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=
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→

→ xx
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f
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 إلى قربومل x=1لانتذٍ لمذن  ي س سل لم  ير ييب  ي لان قراب ل 
( )

2

3
12

2

1
=+ 

2, 2بارا سل إلى قرابم قر رلمول  −== xx  نجن  ن قراه يل قرومو لان
2−=x2و ر  لان قراب ل ،  قراه يل قر=x  ير  لسا قر يو 

( ) ( ) 2lim ,0lim
22

==
−+ →−→

xfxf
xx
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 ق شةيبل قلأ لى قرو ةر   x=−2 باري لي لم  شيبل قلأ لى قرومو لان 
 ير  لسا قر يو  x=2لان 

( )
( ) ( )

x

xfxf

f x

x
R



−+−

=−
 +

+

−→
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2

0
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0
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0

=


−
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f x
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=
 −

+

→
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2

0

lim2

lim2 

0
22

lim
0

=
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−
=

+→ xx

 
2, 2هكةةذق نجةةن  نةة  لاةةن قرةةابم قر رلموةةل  =−= xx لمةةذن  ي س ةةسل ،

)لم  ير ييب  ي إلى قربومل  ) 102
2

1
ي في قراه يل نجن  ن  ي س سل  +=

 ت يايمة  إلى لمة   قي ة xلم  ير ييب  ي إلى قرنقرل ق ع    نف ةه  ركةع 
 قرنقرل،  ي قرف  

      2,11,00,2 − 
 ييب  ي إلى قربومل 

2

،  ييب  ي إلى x=0لان نب ل لنا قفي  ت  1

قربومل 
2

 1،  وام  ييب  ي إلى قربومةل x=1لان نب ل لنا قفي  ت 3
 ي(36 .2)قنظر شكع ي x=−2,2بم قر رلمول لان قرا

  شكل
  y

2− 1− 21

2

1

  

x

y

2− 1− 21

2

1 ( )
2

1,0

( )1,2−

( )
2

3,1
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2.36  
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 ص     فب ق ع    
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لسةةا قرفةة    رسنقرةةل ق ع ةة  إذن لمةةذن  ي س ةةسل لمةة  ير  3,3−  ة  ةةق
)  لظل  ن  ) ( )nn 1cos −=  ه 
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1

112
1 sin
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n x
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−  
+  
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     ن قرنقرل ق ع     دقرل كدا  لةن د(  ي ةسل  ف ي اةن نبةم لةنا 
لسةةةا  ةةة ت قي ةة ت(، بالإضةةة لمل إلى  اةةة د  شةةةيب ته  قرومةةو  قرو ةةةر  

قرف    3,3−  إذن لممي س سل لم  ير ييب  ي إلى قرنقرل ق ع    ذقتهة ،
لسا قرف    3,3−ي 
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3, 3    بارا سل رسابم قر رلمول  =−= xxيبل قرومةو ، لماحن  ن ق شة
 لان لم   ا د لو   ن x=3 ق شيبل قرو ر   x=−3لان 
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رل ق ع    ييب  ي لان قرابم قر رلمول  باري لي لمذن  ي س سل لم  ير رسنق

)إلى قربومل  ) 175
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 ، لو   ن2هذه قرنقرل د  يل، د  ته 
( ) ( ) 2     0, 1, 2,f x n f x n+ =  =   

 ق  ال قر  وعول( لمرديل لسا      ن قرنقرل ق ع     ، إذن لمةذن −,
0 ,00 == naa     ق ع     ،nb  لمه 
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يايمة  إلى  xلانتذٍ لمذن  ي س سل لم  ير رسم ال قر  وعول ق ع    ركع 
قرف    −  ه  ,

( )( ) ( ) Rxnxn
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

=

 sin cos1
2

1




 

رن قلةل يبة  ي  ي س ةسل لمةة  ير لسةا قرفة     ، نجةن  ن قرنقرةةل −,
ق ع ةةة    ي ةةةسل  ق شةةةيب   قرومةةةو  ق شةةةيبل قلأ لى قرو ةةةر    اةةة د  

لسةةةا قرفةةة       ,00, − ر ةةةذق لممي س ةةةسل لمةةة  ير ييبةةة  ي إلى  ،
رةةل ق ع ةة   نف ةةه  لسةةا قرفةة   قرنق    ,00, − ي   ةة  بارا ةةسل إلى

  ، لماحن  ن x=0نب ل لنا قفي  ت 

( )
( ) ( )

x

xfxf

f x

x
R



−+

=
 +

+

→

→

0

0

lim0

lim0  



 Fourier Series فــورير ـمتسلسلات    ◼  2الباب  

 شكرالله ــكتور إميل  الد  ذالأستاـ  ت فورير  كتاب الدوال الخاصة وتحليلا

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 157 
Textbook: Special Functions and Fourier 

Analysis - Prof. Emil Shoukralla 

 

0lim
0

=


−
=

+→ x

kk

x

; 

( )
( ) ( )

x

xfxf

f x

x
L

−

−−

=
 −

+

→

→

0

0

lim0

lim0  
( )

0lim
0

=
−

−−−
=

+→ x

kk

x

 

)فلظ  ن        ) ( ) kxfkxf
xx

−==
−+ →→ 00

lim ,lim 
لمةةةةذن  ي س ةةةةسل لمةةةة  ير ييبةةةة  ي إلى قربومةةةةل  x=0إذن لاةةةةن قراب ةةةةل 

( ) 0
2

1
=+− kk ي بارا سل إلى قرابم قر رلمول =−= xx ، لمذنا  , 

 =x،  قرو ةةةةر  لاةةةةن −=xنجةةةةن  ن ق شةةةةيبيلم قرومةةةةو لاةةةةن 
 لو   ن  ا دمن 
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 هكةةذق نجةةن  ن  ي س ةةةسل لمةة  ير رسنقرةةةل ق ع ةة   ييبةةة  ي لاةةن قرةةةابم 
قر رلمول  =−= xx )إلى قربومل ,  ) 0

2

1
=+− kk ي 

لسأ  ن  ي س ةسل لمة  ير رنقرةل ق  اةل قر  وعوةل  قة قل لمذنا  نجن مم  
(Square Wave)    ق ع    ييب  ي لسا قرف   إلى  −,

  

  ,, ,0if0

0if

0if







−===

−−



xxx

xk

xk

 

، R نظرقب لأن قرنقرل ق ع    ه  دقرةل د  يةل لسةا  ة ت خةم قلألةنقد 
رسنقرةل  تض قر   بل را ع إلى  ن  ي س ةسل لمة  يرلمأن   ك  يعموم قراي 

   لنق لان قربوم xق ع    ييب  ي إلى قرنقرل ق ع    ذقته  ركع اوم 
,...,...,2,,0  nx =  

لوةةة  ييبةةة  ي لاةةةنه   ي س ةةةسل  (Integer)لةةةند قةةةقوا  nلوةةة  
 ي(2.34)لم  ير إلى قر فري قنظر شكع 

 شكل
2.34 
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( )xf
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13   

( )
1 0 1

0

1 1 0

1 1 1
0

2 2 2 2

k
a f x dx dx kdx

− −

= = + =   ; 

( ) ( )
0 1

1 0

0 cos cos 0na n x dx k n x dx 

−

=  +  =  ; 

( ) ( )
0 1

1 0

0 sin sinnb n x dx k n x dx 

−

=  +    

( ) 


n
n

k
cos1−

−
= 

 بارية لي لمةةذن  ي س ةسل لمةة  ير رسنقرةل ق ع ةة   لسةا  ةة ت خةم قلألةةنقد 
R  ه ، 

( )  ( )


=

−+

1

sin1cos
2

n

xnn
n

kk



 

  رن قلةةل يبةة  ي هةةذه قرنقرةةل، نجةةن  ن هاةة ك نب ةةل  قلةةن  رعةةنا قي ةة ل
  ني    x=0لان 

( ) ( ) 0lim ,lim
00

==
−+ →→

xfkxf
xx

 
 إذن لمذن

( )
( ) ( )

x

xfxf

f x

x
R



−+

=
 +

+

→
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0

0
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−
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قلأ ةةةةر قرةةةةذي يعةةةةم  اةةةة د ق شةةةةيبي ن قرومةةةةو  قرو ةةةةر  لاةةةةن قراب ةةةةل 
0=x 0لي لمذن  ي س سل لم  ير ييب  ي لان ،  باري=x إلى قربومل 

( )
2

0
2

1 k
k  ، رنيا 1=xي لان قرابم قر رلمول +=

( ) ( ) kxfxf
xx

==
−+ →−→ 11

lim ,0lim 
  باري لي لمذن
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x

xfxf
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x
R
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 سل لم  ير ييب  ي لان قرابم قر رلموةل إلى قربومةل  هكذق نجن  ن  ي س
( )

2
0

2

1 k
k ي   خةةةةاقب لمةةةةذن  ي س ةةةةسل لمةةةة  ير ييبةةةة  ي إلى قرنقرةةةةل +=
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( )xf نف ه  لان  وق اوم x  0, 1   لنق لان قرةابم =x   لوة
 قربومل ييب  ي لانه  إلى

2

kي(2.35)ظر شكع ي قن 

 شكل
2.35 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

   

15   
22قرنقرةةل ق ع ةة   د  يةةل، د  تهةة   =L لةة    لسةةا  ئةة  دقرةةل لمرديةةل؛ ،

 ، إذنnb لذق قر س  نسق  لمبم ل  ق ع     
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 Rي لي لمذن  ي س سل لم  ير رسنقرل ق ع    لسا   ت خم قلألنقد  بار
 تأخذ قرشكع

( )
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( ) sin 
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xnb
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n 


 
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=

−
= 

 يك ب      ن قرنقرل ق ع     ي سل  ق شةيب   قلأ لى قرومةو  قرو ةر  
لةة   اةة د لسةةا قرفةة   ق في لةةل  1,1− س ةةسل لمةة  ير ييبةة  ي لمةةذن  ي 

يايمةةة  إلى قرفةةة    xركةةةعإلى قرنقرةةةل نف ةةةه   1,1− ي   ةةة  بارا ةةةسل إلى
 ، لماحن  ن1=xقرابم قر رلمول 

( ) ( ) 1limlim ,1limlim
1111

==−==
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  باري لي لمذن
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إلى  1=xي س ةسل لمة  ير ييبة  ي لاةن قرةابم قر رلموةل لانتذٍ لمذن  

قربومةل قةفري  لأن قرنقرةةل ق ع ة   د  يةةل،  عةو  ئة   عرلمةةل لسةا  ةة ت 
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، لموحةةة  يعمةةةوم قرايةةة تض قر ةةة  بلي إذن لممي س ةةةسل Rخةةةم قلألةةةنقد 
  لةةةةةنق لاةةةةةن قرةةةةةابم  xوم لمةةةةة  ير رسنقرةةةةةل ق ع ةةةةة   ييبةةةةة  ي لجموةةةةةق اةةةةة

nx لةةند قةةقوا، لوةة  ييبةة  ي  ي س ةةسل لمةة  ير  nلوةة   =+21
 ي(2.36)لانه  إلى قر فري قنظر شكع 

 شكل
2.36 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
   

17   
)قرنقرةةل ق ع ةة   رو ةة  د  يةةل، رةةذرك ن اةةن قرنقرةةل ق ميةةن  لةة   )x 

) لمذن قرنقرل لانتذٍ   Rقدلسا   ت خم قلألن )x  ،ه  دقرل د  يل
102د  ته   =L ي إذن رسق  ت لسا  ي س سل لم  ير رسنقرةل قرن  يةل
( )x     ص   ق ع 
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   
=  +   
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( )
3

1 cos n
n



 = −   

) هكذق نجن  ن  ي س سل لم  ير رسنقرل قرن  يل  )x  لسا  ة ت خةم
 ه  Rقلألنقد 

( )
1

3 3
1 cos sin

2 5
n

n x
n

n








=

 
 + −   

 
 

) هةة  نفةةا  ي س ةةسل لمةة  ير رسنقرةةل  )xf    ق ع ةة    ركةة  لسةةا قرفةة
 5,5−   ي ةةةةةةةةةسل لسةةةةةةةةةا قرفةةةةةةةةة   لمبةةةةةةةةةمي  ةةةةةةةةة   ن قرنقرةةةةةةةةةل ق ع ةةةةةةةةة 

   5,00,5 − إذن لمذن  ي س سل لم  ير ييبة  ي ركةع ،x    في قرفة
   5,00,5 −  إلى قرنقرةةل ذقتهةة ي   ةة  بارا ةةسل راب ةةل لةةنا قفي ةة ت

0=xةةةر  لاةةةن هةةةذه ، لماسقةةة  لةةة  ق شةةةيب   قلأ لى قرومةةةو  قرو 
)قراب لي     ن   ) ( ) 0lim ,3lim

00

==
−+ →→

xfxf
xx

 إذن 

( )
( ) ( )

x

xfxf

f x

x
R



−+

=
 +

+

→

→

0

0

lim0

lim0 
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0
33

lim
0

=


−
=

+→ xx

; 

( )
( ) ( )

x

xfxf

f x

x
L

−

−−

=
 −

+

→

→

0

0

lim0

lim0 

0
00

lim
0

=
−

−
=

+→ xx

 
إلى قربومةل  x=0 هكذق نجن  ن  ي س سل لم  ير ييب  ي لان قراب ل 

( )
2

3
30

2

1
 ، لماحن  ن5=xي     لان قرابم قر رلمول +=

( ) ( ) 3lim ,0lim
55

==
−+ →−→

xfxf
xx

 
  باري لي لمذن

( )
( ) ( )

x

xfxf

f x

x
R



−+−

=−
 +

+

−→

→

5

0

lim5

lim5 

0
00

lim
0

=


−
=

+→ xx

; 

( )
( ) ( )

5

0

5 lim

5 lim 0x
L

x

f x f x

f
x

−

+

→

 →

−  −
 = =

−
 

ييبة  ي  ي س ةسل لمة  ير إلى قربومةل  5=xإذن لان قرةابم قر رلموةل 
( )

2

3
30

2

1
 ي(37. 2)ي قنظر شكع +=

 شكل
2.37 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

x

( )xf

10− 5− 10

3

5
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19   
)ق   ت لسا  ي س ةسل لمة  ير رسنقرةل  ) 12 += xxf ق عرلمةل لسةا ،

ن ف قرف   3,0      بحو  تحي ي  ي س سل لم  ير لسا ق ع ،nb 
)ي هة  يكموةع قرنقرةل لمبم يعم  ن ق  سة   )xf  لسةا قرفة   قرك  سةل

 3,3−  بحو  ي سا ن ف دقرل لمرديل إذن 

( ) ( )( )
3

0

2 2
2 1 sin 1 7cos

3 3
n

n x
b x dx n

n






 
= + = − 

 
 

يايم  إلى قرف    x باري لي لممي س سل قلجو  رف  ير ركع  3,0  ه 

( )( )
1

2
1 7cos sin

3
n

n x
n

n








=

 
−  

 
 

   

21   
)نقرةل  س ي ه  ق   ت لسا  ي س سل لمة  ير رسق  ) 12 += xxf ،

 ق عرلمل لسا ن ةف قرفة   3,0  بحوة  تحية ي  ي س ةسل لمة  ير لسةا ،
لمبمي هةذق قركة ا يعةم  ن ق  سة ي هة  يكموةع قرنقرةل  naق ع    

( )xf ل إذن ي سا ن ف دقرل ز او قرك  سل بحو    لسا قرف 
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( ) ( ) 412
3

11
3

00

0 =+==  dxxdxxf
L

a

L

; 

( ) ( )( )
3

2 2
0

2 12
2 1 cos cos 1

3 3
n

n x
a x dx n

n






 
= + = − 

 
 

( ) ( )( )
3

2 2
0

2 12
2 1 cos cos 1

3 3
n

n x
a x dx n

n






 
= + = − 

 
  

يايمةة  إلى قرفةة   ق غسبةةل  xإذن  ي س ةةسل اوةة  قريمةة ا رفةة  ير ركةةع 

 3,0          ه( )( )
2 2

1

12 1
4 cos 1 cos

3
n

n x
n

n








=

 
+ −  

 
 

 
   

23   
42قرنقرةل ق ع ة   د  يةل،  د  تهة   =L هة   يكة ب دقرةل ز اوةل لسةا  ،

 ي إذنnb=0لمذن   ت خم قلألنقد،  ر ذق 

( ) ( )
3

8
4

2

1

2

1
2

0

2
0 =−== 

−

dxxdxxf
L

a

L

L

; 

( ) ( )
2

2

2 2
0

16
4 cos cos ; 0

2
n

n x
a x dx n n

n






− 
= − =  

 
  

) باري لي لمذن     )
1

2 2
1

18 16
cos    

3 2

n

n

x
n x

n





+

=

−  
+  

 
 
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25   
62قرنقرل ق ع ة   د  يةل لسةا  ة ت خةم قلألةنقد،  د  تهة  =L  كمة ،

00, 0 ئ  دقرل لمرديل،  باري لي لمذن  == naaإذن ، 

( )
0 3

3 0

1 1
2 sin 2sin

3 3 3 3
n

n x n x
b dx dx

 

−

   
= − +   

   
  






















−








−= 

−

3

0

0

3
3

sin
3

sin
3

2
dx

xn
dx

xn  

( )( )


n
n

cos1
6

−= 

  هكذق نجن  ن ق ي س سل ق  س  ل ه 

( )( )
1

6
1 cos  sin  

3
n

n x
n x

n








=

 
−  

 
 

ي  ة  x=0 رن قلل قريب  ي نجن نب ل لنا قي  ت رسنقرل لان قراب ةل
) ن  ) ( ) 2lim ,2lim

00

−==
−+ →→

xfxf
xx

 ذن لمذن، إ

( )
( ) ( )

x

xfxf

f x

x
R



−+

=
 +

+

→

→

0

0

lim0

lim0 ; 

0
22

lim
0

=


−
=

+→ xx

 

( )
( ) ( )

x

xfxf

f x

x
L

−

−−

=
 −

+

→

→

0

0

lim0

lim0  



 Fourier Series فــورير ـمتسلسلات    ◼  2الباب  

 شكرالله ــكتور إميل  الد  ذالأستاـ  ت فورير  كتاب الدوال الخاصة وتحليلا

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 169 
Textbook: Special Functions and Fourier 

Analysis - Prof. Emil Shoukralla 

 

( )
0

22
lim

0

=
−

−−−
=

+→ xx

 

إلى قربومةةةةةةةةةل  x=0باريةةةةةةةةة لي لممي س ةةةةةةةةةسل لمةةةةةةةةة  ير ييبةةةةةةةةة  ي لاةةةةةةةةةن 
( ) 022

2

1
  ن لماحن 3=xبارا سل إلى قرابم قر رلمول ي     −+=

( ) ( ) kxfkxf
xx

=−=
−+ →−→ 

lim ,lim 
   يك ب نجن  ن

( )
( ) ( )

x

xfxf

f x

x
R



−+−

=−
 +

+

−→

→

3

0

lim3

lim3 ; 
( )

0
22

lim
0

=


−−−
=

+→ xx

 

( )
( ) ( )

x

xfxf

f x

x
L

−

−−

=
 −

+

→

→

3

0

lim3

lim3  

0
22

lim
0

=
−

−
=

+→ xx

 

إذن لان قرابم قر رلمول ييب  ي  ي س سل لم  ير إلى قربومل 
( ) 022

2

1
نقرل ق ع     ن  ي س سل لم  ير رس هكذق نجني −+=

ييب  ي إلى قرنقرل ق ع    نف ه  لسا   ت خم قلألنقد لو  قرنقرل 
,6,3,0 ي سل،   لنق لان قرابم =x  لو  ييب  ي ،

 ي(2.38) ي س سل لم  ير لانه  إلى قر فري قنظر شكع 
 شكل

 
 
 
 

6− 3− 0 3 6 9
2−

2

x

( )xf
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2.38 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

   

27   
 ز اول  ف دقرل لمرديل، إذن، غا  ئ  رو   2د  يل، د  ته  قرنقرل 

( )
2

0

0

1 1
cos 0 0

2 2
a x dx dx

 


 

= +  =  ; 

( ) ( ) ( )
2

0

1 1
cos cos 0 cos 0na x nx dx nx dx

 


 

= +  =   

( ) ( ) ( )
2

0

1 1
cos sin 0 sinnb x nx dx nx dx

 


 

= +   

( )
( )( )1cos

1
2

+
−

= 


n
n

n 

  هكذق نجن  ن ق ي س سل ق  س  ل ه 

( )
( )( ) ( )

2
1

1
cos 1 sin

1n

n
n nx

n






=

+
−

 
   

29   
  نو  قريم ا رسنقرل ق ع    نجن رسق  ت لسا  ي س سل ا
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( ) 1
2

1

2

2
2

00

0 ===  xdxdxxf
L

a

L

; 

( )( )
2

2 2
0

4
cos cos 1

2
n

n x
a x dx n

n






 
= = − 

 
 

إذن  ي س ةةسل اوةة  قريمةة ا رسنقرةةل ق ع ةة   لسةةا قرفةة   غةةا قرك  سةةل 
 2,0  ه 

( )( )


=









−+

1
22 2

cos1cos
4

1

n

xn
n

n





 

ا رفةةة  ير لسةةةا قرفةةة   هةةةذق،  رن قلةةةل يبةةة  ي  ي س ةةةسل اوةةة  قريمةةة 
 2,0   نجةةةةن  ن قرنقرةةةةل ق ع ةةةة    ي ةةةةسل لسةةةةا قرفةةةة ، 2,0 باريةةةة لي  ،

لممي س سل او  قريمة ا رفة  ير قرة  ل ةسا  لسوهة  ييبة  ي إلى قرنقرةل 
يايمةة  إلى قرفةة    xق ع ةة   ذقتهةة  ركةةع  2,0   ي لاةةن ي بارا ةةسل رسيبةة

2,0قرابم قر رلمول  == xxنجن  ن ، 
( ) ( ) 2limlim ,0limlim

2200

====
−−++ →→→→

xxfxxf
xxxx

 
  باري لي لمذن

( )
( ) ( )

x

xfxf

f x

x
R



−+

=
 +

+

→

→

0

0

lim0

lim0 ; 
1

0
lim

0

=


−
=

+→ x

x

x
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 0 باريةة لي لممي س ةةسل اوةة  قريمةة ا رسنقرةةل ق ع ةة   ييبةة  ي إلى قربومةةل 
لاةةةةن قراب ةةةةل  2،  ييبةةةة  ي إلى قربومةةةةل x=0اب ةةةةل قر رلموةةةةل لاةةةةن قر
ي رسق ة ت لسةا  ي س ةسل قلجوة  رسنقرةل ق ع ة   نجةةن x=2قر رلموةل 

  ن (2.41)   
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ف    باري لي لمذن  ي س سل قلجو  رسنقرل ق ع    لسا قر 2,0  ه 
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
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 ه  ييب  ي إلى قرنقرل ق ع    نف ه  لسا قرف    2,0 لو  قرنقرل ،
0, 2ق ع     ي سل،  ييب  ي قر فر لان قرابم قر رلمول  == xxي 

   

31   
 ر رسنقرل ق ع   ، نجن  نرسق  ت لسا  ي س سل او  قريم ا رف  ي
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 بارية لي لمةذن  ي س ةسل اوة  قريمة ا رسنقرةل ق ع ة   لسةا قرفةة    1,0 
 ه 

( )( ) ( )


=

−
+

+
−

1

2

22

2

cos1cos
4

4

2

1

n

xnne
n

e



 

     ن قرنقرل ق ع ة    ي ةسل لسةا قرفة   ق في لةل  1,0،    ق شةيب 
قرو ةةةةةةر    اةةةةةة د  لسةةةةةةا  ةةةةةة ت هةةةةةةذه قرفةةةةةة  ، إذن قلأ لى قرومةةةةةةو   

لممي س ةسل اوةة  قريمةة ا رفةة  ير ييبة  ي إلى قرنقرةةل ق ع ةة   ذقتهةة  لسةةا 
قرف    1,0 0, 1ي بارا سل إلى قرابم قر رلمول == xxلماحن  ن، 
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 1 باريةة لي لممي س ةةسل اوةة  قريمةة ا رسنقرةةل ق ع ةة   ييبةة  ي إلى قربومةةل 

2،  ييبةةة  ي إلى قربومةةةل x=0لاةةن قراب ةةةل قر رلموةةل 
e  لاةةةن قراب ةةةل

ي  رسق  ت لسا  ي س سل قلجوة  رفة  ير نسقة  لة  x=1قر رلمول 
 لماحن  ن nbق ع     
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2
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b e n x dx e n
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 هكةةذق نجةةةن  ن  ي س ةةةسل قلجوةةة  رفةةة  ير رسنقرةةةل ق ع ةةة   لسةةةا قرفةةة   
 1,0  ه 
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22
sincos1
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xnne
n

n




 

يايمة   xقرنقرل ق ع    نف ه  ركع  ييب  ي هذه ق ي س سل إلى هذق، 
إلى قرف   ق في لل  1,0 وام  ييب  ي إلى قر فر لان قرابم قر رلمول  ،

1 ,0 == xxي 
   

33   
 ها  نجن  ن



 Fourier Series فــورير ـمتسلسلات    ◼  2الباب  

 شكرالله ــكتور إميل  الد  ذالأستاـ  ت فورير  كتاب الدوال الخاصة وتحليلا

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 175 
Textbook: Special Functions and Fourier 

Analysis - Prof. Emil Shoukralla 

 

( ) ( )
2

3
2

111

2

2

2

2

000

0 =+=== 







dxdxdxxfdxxf

L
a

L

; 

( ) ( )=




0

cos
2

dxnxxfan  

( ) ( ) 







−=+=  2

sin
2

cos2
2

cos
2

2

2

0











n

n
dxnxdxnx  

يم ا رسنقرل ق ع    لسا قرف   إذن  ي س سل او  قر ,0  ه 
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0لةند قةقوا ز اة  لمةذن  n     ن  في ل رل    ك ن 
2
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2
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
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ع ةةة    ي ةةةسل،  ق شةةةيب   قلأ لى قرومةةةو  قرو ةةةر    ةةة   ن قرنقرةةةل ق 
  اةة د  لسةةةا  ةةة ت قرفةة   








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









,

22
، إذن لمةةةذن  ي س ةةةسل 0,



 Fourier Series فــورير ـمتسلسلات    ◼  2الباب  

 شكرالله ــكتور إميل  الد  ذالأستاـ  ت فورير  كتاب الدوال الخاصة وتحليلا

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 176 
Textbook: Special Functions and Fourier 

Analysis - Prof. Emil Shoukralla 

 

اوةةة  قريمةةة ا رفةةة  ير ييبةةة  ي إلى قرنقرةةةل ق ع ةةة   نف ةةةه  لسةةةا نفةةةا 
قرف  ي بارا سل رسيب  ي لان نب ل لنا قفي  ت 
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 هكةةةذق نجةةةن  ن  ي س ةةةسل اوةةة  قريمةةة ا رفةةة  ير قرةةة  ل ةةةسا  لسوهةةة  
رسنقرةةل ق ع ةة   ييبةة  ي لاةةن نب ةةل لةةنا قفي ةة ت 

2


=x ربومةةل إلى ق
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 1ريمةة ا رسنقرةةل ق ع ةة   ييبةة  ي إلى قربومةةل  باريةة لي لممي س ةةسل اوةة  ق
لاةةةن قراب ةةةل  2 ،  ييبةةة  ي إلى قربومةةةلx=0لاةةةن قراب ةةةل قر رلموةةةل 

 ي رسق  ت لسا  ي س سل قلجو  نجن  ن=xقر رلمول 
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رسنقرل ق ع    لسا قرف   باري لي لمذن  ي س سل قلجو     ,0  ه 
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  ةةة   ن قرنقرةةةل ق ع ةةة    ي ةةةسل،  ق شةةةيب   قلأ لى قرومةةةو  قرو ةةةر  
  اةة د  لسةةةا  ةةة ت قرفةة   
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
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,

22
، إذن لمةةةذن  ي س ةةةسل 0,

رفةةة  ي رةةةل ق ع ةةة   نف ةةةه  لسةةةا نفةةةا ققلجوةةة  رفةةة  ير ييبةةة  ي إلى قرنق
بارا سل رسيب  ي لان نب ل لنا قفي  ت 

2


=x  نجن  ئ  ييب  ي إلى

2

==ي بارا سل رساب يةل قر ةرلمويل 3 xx لمةذن  ي س ةسل لمة  ير  0, 
 ييب  ي لانير  إلى قر فري
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