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 تمهيد
 
 

إن الرياضيات موضوع نتعرض له جميعًا في حياتنا اليومية، لكنه موضوع يهابه الكثيرون منا. وفي هذا الكتاب 

 على تدل الرياضية الاصطلاحات و مجردة مفاهيم مواضيعهالرياضيات  علمف .الذي يجمع بين السهولة والإمتاع 

 عليه نطلق المقدار قياس نستطيع عندما و النقصان أو للزيادة قابل المقدار و المعدود كمية على يدل العدد و الكم،

 لا العلوم هذه أن إذ العلوم لغة الرياضيات تعتبر. القياس علم بأنه الرياضيات العلماء بعض عرف لذلك. الكم اسم

 دراسة بأنها الرياضيات تعرف. بيانية خطوط إلى ثوابتها نحول و معادلات إلى نتائجها نحول عندما إلا تكتمل

 و التغير و الفراغ، أو الفضاء البنية، منها و نسبيا الحديثة المفاهيم إلى بالإضافة هذا. والهندسة الحساب و القياس

 و الرياضية البراهين و المنطق باستخدام المجردة البنى دراسة أنها على البعض يعرفها قد عام بشكل و. الأبعاد

 لقد و. أنماطها و الأعداد دراسة أنها على أيضا الرياضيات تعرف قد عمومية، أكثر بشكل و. الرياضي التدوين

 و ألا الإنسان في خاصية و فطرة على بناء الطبيعة ظواهر من يشاهده ما بقياس الإنسان بقيام الرياضيات نشأت

 المقوتة قسمة لقياس ضرورة هناك كان فهكذا العملية احتياجاته جانب إلى حوله ما كل بقياس اهتمامه هي

 الحملات غنائم و الأراضي تقسيم الزراعية المحاصيل و الفصول و الوقت قياس و العائلة أفراد بين) الطعام(

 الاستكشاف و للتجارة الترحال و السفر في بالنجوم الملاحة علم جانب إلى الإتجار من للتمكن المحاسبة و الحربية

 يعود ما غالبا الرياضيون يدرسها التي الرياضية البنى فإن هكذا و. المدن و الأبنية لتشييد اللازمة القياسات و

 أخرى بنى دراسة و بتعريف يقومون الرياضيين ولكن الطبيعة، علم خاصة و الطبيعية، العلوم إلى أصلها

 عاملا تكون أن أو مثلا، الرياضيات من أخرى لحقول تعميما توفر قد البنى هذه لأن بحتة، رياضية لأغراض

 لها، لتحمسهم الرياضيات من معينة حقولا يدرسون قد الرياضيين فإن أخيرا و معينة، حسابات في مساعدا

 و الفيزياء أي( المادة علوم في بارز دور فللرياضيات. تطبيقيا علما ليس و فن هي الرياضيات أن معتبرين

 .والتكنلوجية والهندسية الإنسانية العلوم في المتميز دوره عن فضلا ،)البيولوجيا( الأحياء علم و) الكيمياء
هذا الكتاب عشرة فصول حيث يبين هذا الكتاب تطبيق الرياضيات في ايجاد مركز الثقل وعزم القصور  ويتضمن

الذاتي اللذين هما من اهم المواضيع التي يمكن الاعتناء بها بصورة دقيقة في تطبيقات الهندسة. اتمنى هذا الكتاب 

اجع الاساسية لطلبة كليات الهندسة والمعاهد واتمنى من الله العلي ان يكون قد وفقني في اخراج ان يكون احد المر

 هذا الكتاب .

Emadbane2007@yahoo.com 
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الرياضيات علم الدراسة المنطقية لكم الأشياء وكيفها وترابطها ، كما أنه علم الدراسة المجردة البحتة التسلسلية 
للقضايا والأنظمة الرياضية . وهي واحدة من أكثر أقسام المعرفة الإنسانية فائدة وإ ثارة . ويعزى سبب صعوبة 

ف كلمة رياضيات إلى المواضيع العديدة التي تشملها . وتشمل الرياضيات الأساسية التي تدرس بالمدارس ، تعري
دراسة الأعداد والكميات والصيغ والعلاقات . فعلى سبيل المثال ، يدرس الحساب مسائل تتعلق بالأعداد ، 

ل الأحرف فيها كميات مجهولة . بينما ويتضمن الجبر حل معادلات ( وهي صيغ رياضية تقوم على المساواة ) تمث
                                                                   تدرس الهندسة خواص وعلاقات الأشكال في الفضاء .

أما الحوسبة فهي حل مسائل رياضية تتضمن إجراء العديد من العمليات العددية . والحاسوب أداة رياضية تقوم 
ة . ويستخدم علماء الرياضيات الحاسوب لإجراء العمليات الحسابية المعقدة خلال الٮالحسابية بسرعة عبالعمليات 

                                           دقائق قليلة ، والتي قد يتطلب إجراؤها آلاف السنين باستخدام القلم والورقة .
ل الواضح ، وتساعد تلك المهارات الناس على حل علٮ، والتوتتطلب الرياضيات مهارات أهمها : التحليل الدقيق 

                                                                                       بعض الألغاز الصعبة التي تواجههم .
ياضيات المنطق وتبنى الرياضيات على المنطق ، فانطلاقا بفرضيات قبلت على نطاق واسع ، استخدم علماء الر

                                                                         لاستخراج النتائج وتطوير نظم رياضية متكاملة .
                                                                       

 يمكن تقسيم الرياضيات إلى رياضيات بحتة ورياضيات تطبيقية .
جل ، فمثلا ، قد يبتدع أحد عا الىوتهتم الرياضيات البحتة بتطوير المعرفة الرياضية لذاتها دون اعتبار لتطبيق ح

ا لكل شيء فيه أبعاد أخرى غير الطول والعرض والارتفاع . وتهتم الرياضيات الٮعلماء الرياضيات عالما خي
                                             ب رياضية لتستخدم في العلوم والمجالات الأخرى .الٮالتطبيقية بتطوير أس

البحتة والتطبيقية ليست دائما واضحة . فغالبا ما تجد تطبيقات عملية لأفكار طورت في  والحدود بين الرياضيات
            الرياضيات البحتة ، وكثيرا ما تقود أفكار في الرياضيات التطبيقية إلى أبحاث في الرياضيات البحتة .

  يا في تطور التقنية الحديثةويتأثر كل جزء من حياتنا تقريبا بالرياضيات . ولعبت الرياضيات دورا أساس
                                كالأدوات ، والتقنيات ، والمواد ، ومصادر الطاقة التي جعلت حياتنا وعملنا أكثر يسرا .
         

ومية البسيطة منها والمعقدة . ففي الأمور البسيطة الٮ. تتدخل الرياضيات في تفاصيل حياتنا  وميةالٮفي الحياة 
تعرف على الوقت ، وباقي نقودنا بعد شراء شيء ما ، وفي الأمور المعقدة كتنظيم ميزانية البيت أو تسوية دفتر ن

الشيكات . وتستخدم الحسابات الرياضية في الطبخ والقيادة والبستنة ، والخياطة ، ونشاطات عامة عديدة أخرى . 
لعاب الرياضية .وتؤدي الرياضيات كذلك دورا في العديد من الهوايات والأ  

. للرياضيات دور هام في جميع الدراسات العلمية تقريبا إذ تساعد العلماء على تصميم تجاربهم وتحليل  في العلوم
 بياناتهم . ويستخدم العلماء الصيغ الرياضية لتوضيح ابتكاراتهم بدقة ، ووضع التنبؤات المستندة إلى ابتكاراتهم .

يرها من العلوم مثل الفلك ، والكيمياء إلى حد كبير على الرياضيات . كما تعتمد وتعتمد العلوم الفيزيائية ، كغ
   العلوم الإنسانية كالاقتصاد ، وعلم النفس ، وعلم الاجتماع بقدر كبير على الإحصاء وأنواع أخرى في

نماذج  الرياضيات . فمثلا ، يستخدم الاقتصادي الحاسوب لتصميم رياضي للأنظمة الاقتصادية . وتستخدم
الحاسوب هذه مجموعة من الصيغ لمعرفة مدى التأثير الذي قد يحدثه تغير في جزء من الاقتصاد على الأجزاء 

                                                                                                                       الأخرى .
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  يات الصناعة في التصميم ، والتطوير ، واختبار جودة الإنتاج والعمليات . تساعد الرياض في الصناعة
التصنيعية . فالرياضيات ضرورية لتصميم الجسور ، والمباني ، والسدود والطرق السريعة ، والأنفاق ، والعديد 

                                                                                   من المشاريع المعمارية والهندسية الأخرى .
. تستخدم الرياضيات في المعاملات المتعلقة بالبيع والشراء . وتكمن حاجة الأعمال التجارية الى  في التجارة

رواتبهم . ويستخدم الرياضيات في حفظ سجلات المعاملات كمستويات الأسهم ، وساعات عمل الموظفين و
المتعاملون مع البنوك الرياضيات لمعالجة واستثمار سيولتهم النقدية . وتساعد الرياضيات كذلك شركات التأمين 

                                                   في حساب نسبة المخاطرة وحساب الرسوم اللازمة لتغطية التأمين .
                                                 

   للرياضيات فروع عديدة . وقد تختلف هذه الفروع في نوعية مسائلها والتطبيقات العملية لنتائجها . وعلى أية
   حال ، فغالبا مايشترك علماء الرياضيات العاملون في شتى الفروع في استخدام نفس المفاهيم والعمليات

                                                       . ويناقش هذا البند بعض الأنواع الأساسية في الرياضيات . الأساسية
            

 الحساب 
والقسمة . وهو     يشمل دراسة الأعداد الصحيحة والكسور والأعداد العشرية وعمليات الجمع والطرح والضرب 

ات الأخرى حيث يقدم المهارات الأساسية مثل العد وتجميع الأشياء والقياس بمثابة الأساس لأنواع الرياضي
                              ومقارنة الكميات . انظر: جمع الأعداد ؛ الحساب ، علم ؛ القسمة ؛ الضرب ؛ الطرح .

  الجبر
ت تحوي أحرفا مثل س وص ، خلافا للحساب ، فالجبر لا يقتصر على دراسة أعداد معينة ، إذ يشمل حل معادلا 

ة ( الجذور التربيعية الٮتمثل كميات مجهولة . كذلك يستخدم في العمليات الجبرية الأعداد السالبة والأعداد الخي
                                                                       للأعداد السالبة ) . انظر: الجبر ؛ الجذر التربيعي .

ةالهندس  
تدرس الهندسة خواص وعلاقات الأشكال في الفضاء . وتدرس الهندسة المستوية المربعات والدوائر والأشكال  

       الأخرى في المستوى ، وتعنى الهندسة الفراغية بدراسة الأشكال ذات الأبعاد الثلاثة مثل المكعب والكرة .
ق . م ، وضع عالم الرياضيات الإغريقي إقليدس ، تعاريف وفرضيات نظام للهندسة يصف  300 الىوفي حو

العالم كما نعيشه . وفيما بعد طور علماء الرياضيات نظما بديلة للهندسة رفضت فرضية إقليدس المتعلقة 
اللاإقليدية ) فائدتها على  بالمستقيمات المتوازية . وقد أثبتت هذه الهندسات المخالفة لفرضية إقليدس ( الهندسة
                                . سبيل المثال في النظرية النسبية التي تعد واحدة من الإنجازات القيمة للتفكير العلمي

 الهندسة التحليلية وحساب المثلثات
يم أو منحن . وتجعل من تربط الهندسة التحليلية بين الجبر والهندسة ، فهي تعطي تمثيلا لمعادلة جبرية بخط مستق

تصف منحنى  )²س = ص  ( الممكن التعبير عن منحنيات عدة بمعادلات جبرية ، ومثال على ذلك : فإن المعادلة
ويستخدم الفلكيون والبحارة والمساحون حساب المثلثات بشكل كبير لحساب الزوايا  يسمى القطع المكافئ .

ة . ويبحث حساب المثلثات في العلاقة بين أضلاع وزوايا المثلث ، والمسافات في حالة تعذر القياس بطريقة مباشر
) . وتسمى العلاقات بين أطوال ضلعين في مثلث  ° 90وعلى الأخص المثلث قائم الزاوية ( مثلث إحدى زواياه 

لومة من قائم الزاوية بالنسب المثلثية . وباستخدام هذه النسب يمكن حساب الزوايا وأطوال أضلاع المثلث غير المع
الزوايا والأطوال الأخرى المعلومة . وتصف المعادلات المتضمنة لنسب مثلثية المنحنيات التي يستخدمها 

              .    الفيزيائيون والمهندسون لتحليل خواص الحرارة والضوء والصوت والظواهر الطبيعية الأخرى 
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 حساب التفاضل والتكامل والتحليل
ندسة والفيزياء والعلوم الأخرى . ويمدنا حساب التفاضل والتكامل بطرائق لحل عديد من له تطبيقات عدة في اله

المسائل المتعلقة بالحركة أو الكميات المتغيرة . ويبحث حساب التفاضل في تحديد معدل تغير الكمية . ويستخدم 
اد الكمية بمعلومية معدل لحساب ميل المنحنى والتغير في سرعة الطلقة . أما حساب التكامل فهو محاولة إيج

تغيرها ، ويستخدم لحساب المساحة تحت منحنى ومقدار الشغل الناتج عن تأثير قوة متغيرة . وخلافا للجبر ، فإن 
حساب التفاضل والتكامل يتضمن عمليات مع كميات متناهية الصغر ( كميات صغيرة ليست صفرا ولكنها أصغر 

ويتضمن التحليل عمليات رياضية متعددة تشمل اللانهاية  اضل والتكامل .من أي كمية معطاة ) . انظر: حساب التف
والكميات المتناهية الصغر . ويدرس التحليل المتسلسلات اللانهائية وهي مجاميع غير منتهية لمتتابعات عددية أو 

واهتزازات  صيغ جبرية . ولمفهوم المتسلسلات اللانهائية تطبيقات مهمة في مجالات عدة مثل دراسة الحرارة
                                                                                                                          الأوتار.

 الاحتمالات والإحصاء
 الاحتمالات دراسة رياضية لمدى احتمال وقوع حدث ما . ويستخدم لتحديد فرص إمكانية وقوع حادث غير مؤكد

  .ث رميات لقطع نقدية الحدوث . فمثلا ، باستخدام الاحتمالات يمكن حساب فرص ظهور وجه القطعة في ثلا
  الإحصاء

فهو ذلك الفرع من الرياضيات الذي يهتم بجمع البيانات وتحليلها لمعرفة الأنماط والاتجاهات العامة . ويعتمد 
الإحصائية الحكومات ، والتجارة ، والعلوم بالمعلومات . الإحصاء إلى حد كبير على الاحتمالات . وتزود الطرق 

                      .من الجزيئيات في عينة من الغاز  فمثلا ، يستخدم الفيزيائيون الإحصاء لدراسة سلوك العديد
 

   هي تجمع من الأشياء ، قد تكونتبحث نظرية المجموعات في صفات وعلاقات المجموعات . والمجموعة 
 أعدادا ، أو أفكارا أو أشياء أخرى . وتكمن أهمية دراسة المجموعات في التحقق من المفاهيم الرياضية الأساسية.

ل الصحيح . فقد طور علماء علٮوهو ذلك الفرع من الفلسفة التي تتعامل مع قواعد الت أما في مجال المنطق
 الرياضية . وقد استنبطل يستخدم الرموز والطرق علٮوهو نظام اصطلاحي للت الرياضيات المنطق الرمزي .

                                علماء الرياضيات نظما عديدة للمنطق الرمزي ، كانت لها أهميتها في تطور الحاسوب .
                         

ل أن أناس ما قبل التاريخ بدأوا العد أولا على أصابعهم . وكان لديهم أيضا طرائق الحضارة القديمة . من المحتم
متنوعة لتدوين كميات وأعداد حيواناتهم أو عدد الأيام بدءا باكتمال القمر . واستخدموا الحصى والعقد الحبلية 

صناعتهم للأواني الفخارية أو والعلامات الخشبية والعظام لتمثيل الأعداد . وتعلموا استخدام أشكال منتظمة عند 
  عام ق . م . النظام العشري 3000 الىواستخدم الرياضيون في مصر القديمة قبل حو  رؤوس السهام المنقوشة .

( وهو نظام العد العشري ) دون قيم للمنزلة . وكان المصريون القدماء روادا في الهندسة ، وطوروا صيغا لإيجاد 
ولرياضيات المصريين تطبيقات عديدة تتراوح بين مسح الأرض   ت البسيطة .ات وحجوم بعض المجسماالمساح

 2100وقد طور البابليون القدماء في  ناء الأهرامات .بعد الفيضان السنوي إلى الحسابات المعقدة والضرورية لب
ذا لمعرفة الوقت ، . ولا يزال هذا النظام مستخدما حتى يومنا ه 60ق . م النظام الستيني المبني على أساس العدد 

بالساعات والدقائق والثواني . ولا يعرف المؤرخون بالضبط كيف طور البابليون هذا النظام ، ويعتقدون أنه 
كأساس لمعرفة الوزن وقياسات أخرى . وللنظام الستيني استخدامات هامة في الفلك  60حصيلة استخدام العدد 

                                             لمصريين في الجبر والهندسة .وتفوق البابليون على ا 60لسهولة تقسيم العدد 
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ق . م استخدم قدماء المصريين النظام العشري . وطوروا كذلك الهندسة وتقنيات مساحة الأ راضي . 3000  
التي مهدت لحساب التكامل .ق . م عرف إيودكسس الكندوسي طريقة الاستنفاد ،  370  
ق . م أنشأ إقليدس نظاما هندسيا مستخدما الاستنتاج المنطقي . 300  
م ظهرت الأرقام والصفر المرسوم على هيئة نقطة في مؤلفات عربية قبل أن تظهر في الكتب الهندية . 787  
م أطلق العرب على علم الجبر هذا الاسم لأول مرة . 830  
مي مصطلح الأصم لأول مرة للإشارة للعدد الذي لا جذر له .م استخدم الخوارز 835  
م وضع الرياضيون العرب أولى لبنات الهندسة التحليلية بالاستعانة بالهندسة في حل المعادلات الجبرية . 888  
م استعمل البتاني الجيب بدلا من وتر ضعف القوس في قياس الزوايا لأول مرة . 912  

العرب الهندسة المستوية والمجسمة في بحوث الضوء لأول مرة في التاريخ .م استغل الرياضيون  1029  
مترجم أديلارد من باث من العربية الأجزاء الخمسة عشر من كتاب العناصر لأقليدس ، ونتيجة لذلك  1142

 أضحت أعمال أقليدس معروفة جيدا في أوروبا .
الهندية العربية إلى أوروبا نتيجة لترجمة كتاب منتصف القرن الثاني عشر الميلادي . أدخل نظام الأعداد 

 الخوارزمي في الحساب .
م لفت نصير الدين الطوسي الانتباه لأول مرة لأخطاء أقليدس في المتوازيات . 1252  
م اخترع غياث الدين الكاشي الكسور العشرية . 1397  
دلا عن الكلمات .م وضع القلصادي أبو الحسن القرشي لأول مرة رموزا لعلم الجبر ب 1465  
) لأول مرة في الصيغ -م استخدم عالم الرياضيات الهولندي فاندر هوكي اشارتي الجمع (+ ) والطرح (  1514

 الجبرية .
م أسس عالم الرياضيات الألماني ريجيومونتانوس ، حساب المثلثات كفرع مستقل عن الفلك . 1533  
ضيات الحديثة .م ألف جيرولامو كاردانو أول كتاب في الريا 1542  
م أدخل روبرت ركورد إشارة المساواة (=) في الرياضيات معتقدا أنه لا يوجد شيء يمكن أن يكون أكثر  1557

 مساواة من زوج من الخطوط المتوازية .
م نشر جون نابيير اكتشافه في اللوغاريتمات ، التي تساعد في تبسيط الحسابات . 1614  
ل .يعلفه في الهندسة التحليلية ، مقررا أن الرياضيات هي النموذج الأمثل للتم نشر رينيه ديكارت اكتشا 1637  

منتصف العقد التاسع للقرن السابع عشرالميلادي . نشر كل من السير إسحق نيوتن وجوتفريد ولهلم ليبنتز بصورة 
 مستقلة اكتشافاتهما في حساب التفاضل والتكامل .

منزلة عشرية . 72لنسبة التقريبية حتى م قام أبراهام شارب بحساب قيمة ا 1717  
م وضع كريستين جولدباخ ما عرف بحدسية جولدباخ : وهو أن كل عدد زوجي هو مجموع عددين أوليين  1742

 . ولا تزال هذه الجملة مفتوحة لعلماء الرياضيات لإثبات صحتها أو خطئها .
م يعمل في الاستخبارات العسكرية  1795م أدخل جسبارت مونيي الهندسة الوصفية وقد كان حتى عام  1763

 الفرنسية .
بداية القرن التاسع عشر الميلادي . عمل علماء الرياضيات كارل فريدريك جوس ويانوس بولياي ، نقولا 

 لوباشيفسكي ، وبشكل مستقل على تطوير هندسات لا إقليدية .
طوير الآلات الحاسبة .بداية العقد الثالث من القرن التاسع عشر . بدأ تشارلز بباج في ت  

م أدخل جين بابتست فورييه تحليل فورييه . 1822  
م أدخل إفاريست جالوا نظرية الزمر . 1829  
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م نشر جورج بولي نظامه في المنطق الرمزي . 1854  
م أدخل جوشياه ويلارد جبس تحليل المتجهات في ثلاثة أبعاد . 1881  

ج كانتور نظرية المجموعات والنظرية الرياضية للمالانهاية .أواخر القرن التاسع عشر الميلادي . طور جور  
م طور إرنست زيرميلو طريقة المسلمات لنظرية المجموعات مستخدما عبارتين غير معروفتين وسبع  1908

 مسلمات .
م نشر ألفرد نورث وايتهيد وبرتراند رسل كتابهما مبادئ الرياضيات وجادلا فيه أن كل الفرضيات  1910-1913

لرياضية يمكن استنباطها من عدد قليل من المسلمات .ا  
م بدأ ل . ي . ج . برلور الحركة الحدسية في الرياضيات باعتبار الأعداد الطبيعية الأساس في البنية  1912

 الرياضية التي يمكن إدراكها حدسيا .
م نشر إيمي نوذر طريقة المسلمات للجبر . 1921  

العشرين الميلادي . أثبت كورت جودل أن أي نظام من المسلمات يحوي جملا لا يمكن بداية الثلاثينيات من القرن 
 إثباتها .
تخيلي يمكن أن يقوم بحل جميع المسائل ذات  الىم قدم ألان تورنج وصفا ل " آلة تورنج " وهي حاسوب  1937

 الصبغة الحسابية .
لى المدارس في عدة دول .م دخلت الرياضيات الحديثة إ 1960مع نهاية الخمسينيات وعام   

م طور روجر بنروز تبليطة مكونة من نوعين من المعينات غير متكررة الأنماط . واكتشف فيما بعد أن  1974
 هذه التبليطات التي تدعي تبليطات بنروز تعكس بنية نوع جديد من المادة المتبلورة وشبه المتبلورة .

ية على أسس رياضية ، واستخدمت في التجارة والصناعة سبعينيات القرن العشرين ظهرت الحواسيب المبن
 والعلوم .

م بحث عدد من علماء الرياضيات المنحنيات الفراكتلية ، وهي بنية يمكن استخدامها لتمثيل الظاهرة  1980
 الهيولية .

 

سائل العملية . أدخل الإغريق الاستنتاج يعد علماء الإغريق أول من اكتشف الرياضيات البحتة بمعزل عن الم
المنطقي والبرهان ، وأحرزوا بذلك تقدما مهما من أجل الوصول إلى بناء نظرية رياضية منظمة . وتقليديا يعد 

ق . م . 600 الىس أول من استخدم الاستنتاج في البرهان ، وانصب جل اهتمامه على الهندسة حوالٮالفيلسوف ط  
ق . م . ، طبيعة الأعداد ، واعتقد أن كل شيء  550 الىريقي فيثاغورث ، الذي عاش حواكتشف الفيلسوف الإغ

ق . م . اكتشف الإغريق الأعداد غير  400العام  الىيمكن فهمه بلغة الأعداد الكلية أو نسبها . بيد أنه في حو
كوا أن أفكار فيثاغورث لم تكن القياسية ( وهي الأعداد التي لا يمكن التعبير عنها كنسبة لعددين كليين ) ، وأدر

ق . م . صاغ الفلكي الإغريقي يودوكسوس أوف كنيدوس نظرية بالأعداد غير  370 الىمتكاملة . وفي حو
القياسية وطور طريقة الاستنفاد ، وهي طريقة لتحديد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيات ، مهدت لحساب 

ف كتاب العناصر ، إذ أقام الٮيدس أحد أبرز علماء الرياضيات الأغريق بتق . م قام إقل 300 الىوفي حو التكامل .
نظاما للهندسة مبنيا على التعاريف التجريدية والاستنتاج الرياضي . وخلال القرن الثالث قبل الميلاد عمم عالم 

، حيث أوجد ضلعا لتعريف الدائرة  96الرياضيات الإغريقي أرخميدس طريقة الاستنفاد ، مستخدما مضلعا من 
ق . م .  150العام  الىة الدقة للنسبة التقريبية باي ( وهي النسبة بين محيط الدائرة وقطرها ) . وفي حوالٮقيمة ع

استخدم الفلكي الإغريقي بطليموس الهندسة وحساب المثلثات في الفلك لدراسة حركة الكواكب ، وتم هذا في 
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وأظهر الرومان اهتماما ضئيلا  بالمجسطي أي الأعظم .ت فيما بعد جزءا . عرف 13أعماله المكونة من 
       بالرياضيات البحتة ، غير أنهم استخدموا المبادئ الرياضية في مجالات كالتجارة والهندسة وشؤون الحرب .

 

قام علماء العرب المسلمون بترجمة وحفظ أعمال قدامى الإغريق من علماء الرياضيات بالإضافة إلى إسهاماتهم 
م ، وصف فيه نظام العد  825ه،  210وألف عالم الرياضيات العربي الخوارزمي كتابا حوالى عام  المبتكرة

ستخدم هذا النظام العشري قيما للمنزلة وكذلك الصفر ، وأصبح معروفا بالنظام اللفظي المطور في الهند . وقد ا
العددي الهندي العربي كما ألف الخوارزمي كذلك كتابا قيما في الجبر بعنوان كتاب الجبر والمقابلة ، وأخذت 

                                                                                      .    الإنجليزية من عنوان هذا الكتاب الكلمة 
وفي منتصف القرن الثاني عشر الميلادي أدخل النظام العددي الهندي العربي إلى أوروبا نتيجة ترجمة كتاب 

م كتابا في الجبر  1202ليوناردو فيبوناتشي عام  الىالخوارزمي في الحساب إلى اللاتينية . ونشر الرياضي الإيط
                            ة هذا النظام . وحل هذا النظام تدريجيا محل الأعداد الرومانية في أوروبا .عزز من مكان

وقدم فلكيو العرب في القرن الرابع الهجري ، العاشر الميلادي إسهامات رئيسية في حساب المثلثات . واستخدم 
ن الحادي عشر للميلاد الهندسة في دراسة الضوء . خلال القر علىالفيزيائي العربي المسلم الحسن بن الهيثم أبو 

وفي بداية القرن الثاني عشر الميلادي ألف الشاعر والفلكي الفارسي عمر الخيام كتابا هاما في الجبر . ووضع 
رياضيا إبداعيا يستخدم عالم الرياضيات الفارسي نصير الدين الطوسي في القرن الثالث عشر الميلادي نموذجا 

                                                                                                                              .في الفلك 
 

بدأ المكتشفون الأوروبيون في القرنين الخامس عشر والسادس عشر البحث عن خطوط تجارية جديدة لما وراء 
لبحار مما أدى إلى تطبيق الرياضيات في التجارة والملاحة ، ولعبت الرياضيات كذلك دورا في الإبداع الفني ، ا

فطبق فنانو عصر النهضة مبادئ الهندسة وابتدعوا نظام الرسم المنظوري الخطي الذي أضفى الخداع في العمق 
في منتصف القرن الرابع عشر الميلادي أثر كبير في ة لٮوالمسافة على لوحاتهم الفنية ، وكان لاختراع الطباعة الا

سرعة انتشار وإيصال المعلومات الرياضية . وواكب عصر النهضة الأوروبية كذلك تطور رئيسي في 
ة لٮم نشر عالم رياضيات ألماني اسمه ريجيومانتانوس كتابا حقق فيه استقلا 1533الرياضيات البحتة . ففي عام 

الفلك . وحقق عالم الرياضيات الفرنسي فرانسوا فييت تقدما في الجبر ، وظهر هذا  الهندسة كمجال منفصل عن
                                                                                                 م . 1591في كتابه الذي نشر عام 

 

السابع عشر ، ساهم ازدياد استخدام الرياضيات ونماء الطريقة التجريبية في إحداث تغيير جذري  مع حلول القرن
ولوني نيكولاس كوبرنيكوس كتابا قيما في الفلك بين فيه أن الٮم ألف الفلكي  1543في تقدم المعرفة ، ففي العام 

الرياضيات وتطبيقاتها . وعلى  الشمس وليست الأرض هي مركز الكون . وأحدث كتابه اهتماما متزايدا في
م نشر عالم الرياضيات الأسكتلندي جون  1614الأخص في دراسة حركة الأرض والكواكب الأخرى . وفي عام 

نابيير اكتشافه للوغاريتمات وهي أعداد تستخدم لتبسيط الحسابات المعقدة كتلك المستخدمة في الفلك . ووجد الفلكي 
نهاية القرن السادس عشر وبداية القرن السابع عشر أنه يمكن دراسة أنواع كثيرة  ليو الذي عاش فيالٮج الىالإيط

                                                                                                           لحركة الكواكب رياضيا .
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م ، أن الرياضيات هي النموذج الأمثل  1637عام  وبين الفيلسوف الفرنسي رينيه ديكارت في كتابه الذي نشر
                     قين اللذين تزودنا بهما الرياضيات .الٮل ، وأوضح ابتكاره للهندسة التحليلية مقدار الدقة وعلٮللت

وأسس الرياضي الفرنسي بيير دو فيرما ، وهو أحد علماء القرن السابع عشر ، نظرية الأعداد الحديثة . كما 
اكتشف مع الفيلسوف الفرنسي بليس باسكال نظرية الاحتمالات . وساعد عمل فيرما في الكميات المتناهية الصغر 

                                                                                      إلى وضع أساس حساب التفاضل والتكامل .
الميلادي اكتشف العلامة الإنجليزي السير إسحق نيوتن حساب التفاضل وفي منتصف القرن السابع عشر 

م . واكتشف الرياضي والفيلسوف  1687والتكامل . وكانت أول إشارة إلى اكتشافه هذا في الكتاب الذي نشر عام 
نشر م ، و 1670الألماني غوتفرين فلهلم لايبنين كذلك وبشكل مستقل حساب التفاضل والتكامل في منتصف عام 

                                                                                                 م . 1686 1684اكتشافاته ما بين 
 

عائلة سويسرية شهيرة خلال أواخر القرن السابع عشر ومطلع القرن الثامن عشر قدمت عائلة برنولي وهي 
إسهامات عديدة في الرياضيات . فقد قدم جاكوب برنولي عملا رائدا في الهندسة التحليلية ، وكتب كذلك حول 
نظرية الاحتمالات . وعمل أخوه جوهان كذلك في الهندسة التحليلية ، والفلك الرياضي والفيزياء . وساهم نقولا بن 

واستخدم دانيال بن يوهان الرياضيات لدراسة حركة الموائع وخواص اهتزاز يوهان في تقدم نظرية الاحتمالات ، 
                                                                                                                                 الأوتار .

يونارد أويلر حساب التفاضل والتكامل وبين أن وخلال منتصف القرن الثامن عشر طور الرياضي السويسري ل
عمليتي الاشتقاق والتكامل عكسيتان . وبدأ عالم الرياضيات الفرنسي جوزيف لاجرانج في نهاية القرن الثامن 
عشر العمل لتطوير حساب التفاضل والتكامل على أسس ثابتة ، فطور حساب التفاضل والتكامل مستخدما في ذلك 

                               الاعتماد على الفرضيات الهندسية التي كانت تساوره الشكوك حولها . لغة الجبر بدلا من
م علٮم العام بسرعة كبيرة وأصبحت الرياضيات جزءا أساسيا في التعلٮاتسع نطاق الت في القرن التاسع عشر

كمراجع . وكتب الرياضي الفرنسي الجامعي . ونشرت معظم الأعمال المهمة لرياضيات القرن التاسع عشر 
أدريان ماري ليجندر في نهاية القرن الثامن عشر وبداية القرن التاسع عشر عدة مراجع مهمة ، وبحث في حساب 
التفاضل والتكامل والهندسة ونظرية الأعداد . ونشرت في الثلاثينيات من القرن التاسع عشر مراجع مهمة في 

لرياضيات الفرنسي أوجستين لويس كوشي ، وأحرز كوشي وعالم الرياضيات حساب التفاضل والتكامل لعالم ا
الفرنسي جين ببتيست فورييه تقدما هاما في الفيزياء الرياضية . وأثبت عالم الرياضيات الألماني كارل فريدريك 

في الأعداد جاوس النظرية الأساسية في الجبر ، ونصها : أن لكل معادلة جذرا واحدا في الأقل . وأدت أعماله 
المركبة إلى ازدياد تقبلها . وطور جاوس في العشرينيات من القرن التاسع عشر هندسة لا إقليدية ولكنه لم ينشر 
اكتشافاته هذه ، كما طور الهنغاري يانوس بولياي ، والروسي نيكولاي لوباشفيسكي وبشكل مستقل هندسات لا 

م وطور الألماني جورج فريدريك ريمان في منتصف القرن  1830إقليدية . ونشرا اكتشافاتهما هذه نحو عام 
                                                                                              التاسع عشر هندسة لا إقليدية أخرى .

يبس في تطوير دراسة ومع مطلع القرن التاسع عشر ساهمت أعمال عالم الرياضيات الألماني أوجست فرديناند م
.ة التي لا تتغير بالثني أو المد الهندسة ، وسميت فيما بعد الطوبولوجيا التي تعنى بدراسة خواص الأشكال الهندسي  

وفي أواخر القرن التاسع عشر عمل عالم الرياضيات الألماني كارل ثيودور فيستراس على وضع أسس نظرية 
لميذه جورج كانتور في العقدين الثامن والتاسع من القرن التاسع عشر متينة لحساب التفاضل والتكامل . وطور ت

نظرية المجموعات ونظرية رياضية للمالانهاية . أنجز معظم العمل في الرياضيات التطبيقية في القرن التاسع 
ق عشر ، في بريطانيا حيث طور تشارلز بايبج الآلة الحاسبة البدائية . ووضع جورج بولي نظاما في المنط
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الرمزي . وقدم عالم الرياضيات الفرنسي جول هنري بوانكاريه خلال نهاية القرن التاسع عشر إسهامات في 
                                 نظرية الأعداد والميكانيكا السماوية والطوبولوجيا ودراسة الموجات الكهرومغنطيسية .

 

فلسفات الرياضيات في القرن العشرين . أظهر العديد من علماء الرياضيات في القرن العشرين اهتماماتهم 
بالأساسيات الفلسفية للرياضيات . واستخدم بعض علماء الرياضيات المنطق للتخلص من التناقضات ، ولتطوير 

                                                وهي جمل أساسية تعد صائبة ) . الرياضيات من مجموعة من المسلمات (
  
أنشأ الفيلسوفان وعالما الرياضيات البريطانيان ألفرد نورث وايتهد ، وبرتراند راسل فلسفة للرياضيات تدعى 

ة أجزاء ، رأوا أن م ) ، المكون من ثلاث 1913-1910المنطقية . وفي عملهما المشترك مبادئ الرياضيات (
                                                    فرضيات جمل الرياضيات يمكن استنباطها من عدد قليل من المسلمات .

وكان عالم الرياضيات الألماني ديفيد هلبرت الذي عاش في بداية القرن العشرين منهجيا . ويعتبر المنهجيون 
ا من القوانين . وقاد عمل هلبرت إلى دراسة الفضاءات المركبة ذات الأبعاد غير الرياضيات نظاما منهجيا بحت

                                                                                                                                المنتهية .
بداية القرن العشرين مذهب الحدسية ، واعتقد أن الناس يمكنهم  وقاد عالم الرياضيات الهولندي ليوتسن براور في

                                   ل أو التجربة ) .علٮها بالتعلٮفهم قوانين الرياضيات بالحدس ( المعرفة التي لا يحصل 
ي أي نظام منطقي وفي الأربعينيات من القرن العشرين برهن عالم الرياضيات النمساوي كورت جودل أنه يوجد ف

نظريات لا يمكن إثبات أنها صائبة أو خاطئة بمسلمات ذلك النظام فقط . ووجد أن هذا صحيح حتى في مفاهيم 
                                                                                                                    الحساب الأساسية .

اء الرياضيات خلال القرن العشرين خطوات رئيسية في دراسة البنى الرياضية التجريدية . وإحدى ثم خطا علم
هذه البنى الزمرة ، التي هي تجمع لعناصر ، قد تكون أعدادا ، وقواعد لعملية ما على هذه العناصر ، كالجمع أو 

         فيزياء الجسيمات الصغيرة .الضرب . ونظرية الزمرة مفيدة في مناطق عدة في الرياضيات ومجالات مثل 
م قامت مجموعة من علماء الرياضيات أغلبها من الفرنسيين بنشر سلسلة من الكتب القيمة تحت  1939ومنذ عام 

   اسم نقولا بورباكي . واخذت هذه السلسلة المنحى التجريدي باستخدامها نظام المسلمات ونظرية المجموعات .
مجالات رياضية تخصصية جديدة شملت النظم التحليلية ، وعلم الحاسوب وكان  وخلال القرن العشرين برزت

تقدم علم المنطق أساسا لتقدم الحاسبات الكهربائية . وفي المقابل ، تمكن علماء الرياضيات بفضل الحاسوب من 
لحواسيب المبنية استكمال الحسابات المعقدة بسرعة فائقة . ومنذ الثمانينيات من القرن العشرين شاع استخدام ا

                                 على النماذج الرياضية لدراسة حالة الطقس والعلاقات الاقتصادية ونظم عديدة أخرى .
 

قبل الخمسينيات من القرن العشرين الميلادي ، ركزت معظم مقررات الرياضيات في المدارس في عدة بلدان 
على تطوير المهارات الحسابية الأساسية . وأدخلت الرياضيات الحديثة خلال نهاية الخمسينيات والستينيات من 

ياضيات الحديثة طريقة لتعلم الرياضيات تركز على استيعاب المفاهيم الرياضية لا على القرن العشرين . والر
حفظ القواعد والأداء المتكرر للتدريبات . وفي السبعينيات والثمانينيات من القرن العشرين استمر القائمون على 

ولم تعد  المهارات الحسابية .م في استخدام الرياضيات الحديثة مع الإضافة والتركيز على حل المسائل وعلٮالت
الجامعات تدرس الرياضيات لجميع الطلاب بالأسلوب نفسه . وبدلأ من ذلك ، بدأت الكليات والجامعات تقدم 

                    مقررات تخصصية ذات صبغة تطبيقية للرياضيات في مجالات كالاقتصاد والهندسة والفيزياء.



Dr. EMAD TOMA BANE KARASH Page 17 
 

 
 1. الحدود الجبرية

 2. متشابهة غير متشابهة
 3. جمعها وطرحها

جبريمقدار وال جبريحد ال  .4 
 أولا :

: يتكون من حاصل ضرب عاملين أو أكثر جبريالحد ال  
: تعرف مجموع أسس عوامله الرمزية جبريدرجة الحد ال  

 ثانيا :
: يتكون من حدين جبريين أو أكثر جبريالمقدار ال  

: تعرف بأعلى درجة الحدود المكونة له جبريال درجة المقدار  
على جمع وطرح الحدود الجبرية المتشابهة ضرب الحدود الجبريةمثال :   

 تذكر أن : عند ضرب الحدود الجبرية نجمع الاسس لنفس الرمز :
 ضرب المقادير الجبرية المكونة من حدين :

 الضرب بمجرد النظر
 المعادلة

x درجة المعادلة لاقة التساوى وبها رمز مجهول مثلهى جملة رياضية تحتوى على ع " يسمى متغير "   
.هى اكبر أس للمجهول فى المعادلة  

 
 معنى حل المعادلة

 هو ايجاد العدد الذى يحل محل المجهول ليجعل طرفى المعادلة متساويين ( اوبعبارة اخرى يحقق المعادلة )
 مجموعة التعويض

المجهول فى المعادلةها الٮهى المجموعة التى ينتمى   
 مجموعة حل المعادلة

 هى مجموعة العناصر التى تنتمى الى مجموعة التعويض والتى يحقق كل من المعادل
 

ة:الٮالتعرف على شكلها العام ومعاملاتها وتحديد درجتها. و نتطرق إلى المحاور الت  
 ما هي الحدودية؟ كيف نتعرف على حدودية؟ كيف نحدد معاملاتها ودرجتها.
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Les Polynômes باللغة الفرنسية تدعى الحدوديات ب Polynômes بمعنى متعددة الحدود. فالكلمة  يمكن  

Poly تقسيمها إلى كلمتين Nômes و  و تعني باللغة العربية :   
حدية حدود و كل حد من هذه الحدود يسمى 4حدودية تحتوي على مثلا   

  Nômes  و حدود = Polyمتعدد = 

 
 

  تعريف

http://3.bp.blogspot.com/-qRxhKUn_Wqk/UIbEJ7xjFFI/AAAAAAAABJ8/FT8KMvAdbVc/s1600/%D8%AD%D8%AF%D9%88%D8%AF%D9%8A%D8%A9+%D8%B9%D8%AB%D9%85%D8%A7%D9%86.png
http://3.bp.blogspot.com/-qRxhKUn_Wqk/UIbEJ7xjFFI/AAAAAAAABJ8/FT8KMvAdbVc/s1600/%D8%AD%D8%AF%D9%88%D8%AF%D9%8A%D8%A9+%D8%B9%D8%AB%D9%85%D8%A7%D9%86.png


Dr. EMAD TOMA BANE KARASH Page 24 
 

شكل على تعبير كل  (ax أس n) حيث x و حقيقي متغير   a و حقيقي عدد  n إذا.حدية يسمى، طبيعي صحيح عدد 
الحدية درجة فإن 0 يخالف a كان   (ax أس n) هي n الحدية درجة و  a شكل على تعبير كل هي الحدودية.0 هي 

حديات عن عبارة حدوده جمبع تكون مجموع . 
 : بصفة عامة

 
 : هو n من الدرجة x الشكل العام لحدودية ذات المتغير

 
 : هو n من الدرجة x الشكل العام لحدودية ذات المتغير

عدداً صحيحا  n حيث

       : طبيعياً والمعاملات
 .أعداد حقيقية معلومة

 .n ونقول أن درجة الحدودية هي 
الحدودية المنعدمة أو الحدية الصفرية هي الحدودية التي لادرجة لها . الحدودية الثابتة هي الحدودية التي درجتها 

 .تساوي 0 ومعامل حدها من الدرجة 0 يخالف 0
 

 
صار لعملية تكرار ضرب العدد في نفسه.عملية الرفع الى القوى هي اخت  

 
: 1مثال  

2x2x2x مرفوعة 2(أو  4أس  2وتقرأ   4 2تكتب باختصار  2  
)2الى القوى الرابعة أو القوى الرابعة للعدد         

 ملاحظه:
  2أس  3تقرأ  2 3العدد فمثلا  مربعلاي عدد تسمى  الثانيةالقوى -

.3مربع العدد أو    
  3أس  4تقرأ  3 4العدد فمثلا  مكعبلاي عدد تسمى  الثالثةالقوى -

.4مكعب العدد أو     
 

 
 
 

http://4.bp.blogspot.com/-yfnef_NL3Tg/UIbMC4cgsdI/AAAAAAAABKM/AbuIz0cl0Kw/s1600/%D8%A7%D9%84%D8%B4%D9%83%D9%84+%D8%A7%D9%84%D8%B9%D8%A7%D9%85+%D9%84%D8%AD%D8%AF%D9%88%D8%AF%D9%8A%D8%A9.png
http://4.bp.blogspot.com/-725C2pD7JY4/UIbMVGuc5gI/AAAAAAAABKU/kQFalEkRoqM/s1600/%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%B9%D8%A7%D9%85%D9%84%D8%A7%D8%AA.png
http://4.bp.blogspot.com/-yfnef_NL3Tg/UIbMC4cgsdI/AAAAAAAABKM/AbuIz0cl0Kw/s1600/%D8%A7%D9%84%D8%B4%D9%83%D9%84+%D8%A7%D9%84%D8%B9%D8%A7%D9%85+%D9%84%D8%AD%D8%AF%D9%88%D8%AF%D9%8A%D8%A9.png
http://4.bp.blogspot.com/-725C2pD7JY4/UIbMVGuc5gI/AAAAAAAABKU/kQFalEkRoqM/s1600/%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%B9%D8%A7%D9%85%D9%84%D8%A7%D8%AA.png
http://4.bp.blogspot.com/-yfnef_NL3Tg/UIbMC4cgsdI/AAAAAAAABKM/AbuIz0cl0Kw/s1600/%D8%A7%D9%84%D8%B4%D9%83%D9%84+%D8%A7%D9%84%D8%B9%D8%A7%D9%85+%D9%84%D8%AD%D8%AF%D9%88%D8%AF%D9%8A%D8%A9.png
http://4.bp.blogspot.com/-725C2pD7JY4/UIbMVGuc5gI/AAAAAAAABKU/kQFalEkRoqM/s1600/%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%B9%D8%A7%D9%85%D9%84%D8%A7%D8%AA.png
http://4.bp.blogspot.com/-yfnef_NL3Tg/UIbMC4cgsdI/AAAAAAAABKM/AbuIz0cl0Kw/s1600/%D8%A7%D9%84%D8%B4%D9%83%D9%84+%D8%A7%D9%84%D8%B9%D8%A7%D9%85+%D9%84%D8%AD%D8%AF%D9%88%D8%AF%D9%8A%D8%A9.png
http://4.bp.blogspot.com/-725C2pD7JY4/UIbMVGuc5gI/AAAAAAAABKU/kQFalEkRoqM/s1600/%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%B9%D8%A7%D9%85%D9%84%D8%A7%D8%AA.png
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: 2مثال  
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 المنحني بين المحصورة المساحة بأنه ويعرف والفيزيائية الهندسية التطبيقات من كثير في العددي التكامل يدخل
 هذا إيجاد يصعب الأحيان بعض ففي السيني، المحور في نقطتين وأي المنحني بين المساحة أو السيني والمحور

 قيم بعض فقط نعلم وإنما معلومة غير الدالة فيها يكون التي الحالات في خاصة المعروفة التحليلية بالطرق التكامل
 أزمنة عند الكهربي التيار لقيم معملية تجربة من علٮها نحصل التي القراءات مثل المختلفة النقاط بعض عند الدالة

 التسامح فترة حسب تقريبية بصورة المساح لإيجاد العددي التحسيب طرق الى نلجأ الحالة هذه ففي معينة،
 وقاعدة المنحرف شبه قاعدة نتناول حيث العددية الطرق هذه من بعض نتناول الجزء هذا في. للدقة المطلوبة
.                                                                                                         رومبيرج وتكامل سمبسون  

 

   

 بين الواصل المستقيم الخط تحت بالمساحة xf)(  الدالة منحني تحت الطلوبة المساحة بتقريب الطريقة هذه تقوم
bxax حيث التكامل منطقة طرفي عند الدالة منحني على النقطتين ==  من بمعادلة تقرب الدالة أن أي  10

                                            .ذلك يوضح أدناه والشكل مستقيم خط بمعني المستقيم الخط أي الأولي الدرجة

 

به المنحرف يكون بالصيغة الأتية:شفي هذه الحالة فإن قانون   
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بالمساحة تحت منحني   xf)(أساس تقسيم المساحة المطلوبة تحت منحني الدالة  علىتقوم  قاعدة سمبسون  
 حدودية من الدرجة الثانية والشكل أدناه يوضح ذلك

 

 وفي هذه الحالة فإن قانون سمبسون يكون بالصيغة 

 

:) 1( مثال  

بإستخدام قاعدة شبه المنحرف البسيطة  وقاعدة سمبسون البسيطة وأحسب الخطأ في كل حالة Aأوجد المساحة      

∫ −+−=
3

1

23 ).572( dxxxxA  

 الحل:
 بإستخدام قاعدة شبه المنحرف )1
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26251))3()1((
2
2

213

))()((
2

=+=+=∴

=−=−=

+=

ffA

abh

bfafhA

 

 بإستخدام قاعدة سمبسون )2

25)(9)(1)(

321

210

210

===

===

xfxfxf

xxx
 

3
220)25941(

3
1

))3()2(4)1((
3
1

))()(4)((
3 210

=+×+=

++=

++=

fff

xfxfxfhA

 

 الحل المضبوط يساوي

3
220]5

2
7

3
2

4
[ 3

1

234

=−×+×−= xxxxAexat  

يساوي علىه فإن الخطأ الفعلٮ  

3
15

3
22026 =−=trapE  

02626 =−=simE  

 

:الآتيةبالنسبة لقاعدة شبه المنحرف البسيطة فإن تقدير الخطأ يعرف بالعلاقة    

),()(
12 10

3

xxccfhEt ∈′′−
=  

البسيطة  فإن تقدير الخطأ يعرف بالعلاقة الأتية:أما بالنسبة لقاعدة سمبسون   
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),()(
90 10

)4( xxccfhEs ∈
−

=  

 

 

 فترات الى التكامل فترة نقسم فإننا البسيطة سمبسون وصيغة المنحرف شبه صيغة تطبيق من الناتج الخطأ لتقليل

 صيغ تسمي المتكرر التطبيق من الناتجة والصيغة حدة على جزئية فترة كل ىعل لتكاملا صيغة وتطبق أصغر

.المركبة التكامل  

 

 

 لإيجاد القيمة التقريبية للتكامل 

dxxf
b

a
.)(∫  

],[نقوم بتقسيم المساحة المحصورة بين المنحني والنقطتين  ba عدد ىال M طول كل فترة يساوي  ، الفترات من

h  حيث
M

abh −
: والشكل أدناه يوضح ذلك =  
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وأي شريحة تأخذ شكلاً قريياً من شبه المنحرف ويمكن حساب مساحته   iAينتج من هذا التقسيم عدد من الشرائح 

: وفقاً للقاعدة  

hxfxfA ii
i ×



 +

= +

2
)()( 1

 

bxaxالمساحة الكلية التقريبية المحصورة بين المنحني والمستقيمين  تمثل مساحة جميع الشرائح  ==

: وتعرف بالصيغة الأتية بالصيغة الأتية  

 

 

: بالصيغة الأتيةه فإن قانون شبه المنحرف التركيبي يعرف علٮ  

 

 حيث    

bxaxMiihax Mi ===+= 0,....,3,2,1,0  

عدد الشرائح الناتجة من تقسيم المساحة تحت المنحني فكلما زادت عدد الشرائح  علىإن دقة قيمة التكامل تعتمد 

الجواب دقة. دادزأ  

:) 2( مثال  

قاعدة شبه المنحرف التركيبية لإيجاد التكامل استخدم       

∫ −+−
3

1

23 ).572( dxxxx  

∑∫
=

≅
n

i
i

b

a
Adxxf

1
).(
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 وذلك بأخذ

1 (    :2=M                                               2(     : 4=M  

 الحل:
  M=2عند  )1

22]92251[
2
1

)]2(2)3()1([
2
1).(

1
2

13
2

])()()([
2

).(

3

1

1

1
10

=×++=

×++≈

=
−

=
−

=

++≈

∫

∫ ∑
−

=

fffdxxf

abh

xfhxfxfhdxxf
b

a

M

i
i

 

    M=4عند  )2

21)]]5.2()2()5.1([2)3()1([
2
2/1

2
1

4
13

)]]()()([2)()([
2

).(

4

32110

3

1

=++++=

=
−

=

++++≈∫

fffffA

h

xfxfxfxfxfhdxxf

 

:) 3( مثال  

2إستخدم قاعدة شبه المنحرف التركيبية لحساب التكامل العددي للدالة 
1

)1( x+  42حيث ≤≤ x  بدقة مرتبتين

 عشريتين.

 الحل:

42 و h=2إذا فرضنا أن  ≤≤ x  علىوإذا عوضنا في الدالة نحصل  
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4 2 x  

2.24 1.73 )(xf  

  علىوبالتعويض في قاعدة شبه المنحرف نحصل 

97.3)24.273.1(
2
1))()((

2
),( 10 =+=+= xfxfhhfT  

42للفترة  h=1وإذا فرضنا أن  ≤≤ x  علىنحصل  

4 3 2 x  

2.24 2.0 1.73 )(xf  

  علىوبالتعويض في قاعدة شبه المنحرف التركيبية نحصل 

985.3)24.22273.1(
2
1))()(2)((

2
),( 210 =+×+=+×+= xfxfxfhhfT  

42للفترة  h=5.0وإذا فرضنا أن  ≤≤ x  علىنحصل  

4 3.5 3 2.5 2 x  

2.24 2.12 2.0 1.87 2.73 )(xf  

ىشبه المنحرف التركيبية نحصل علوبالتعويض في قاعدة   

988.3]24.212.2222187.1273.1[
2
1

2
1),(

))()(2)(2)(2)((
2

),( 43210

=+×+×+×+×=

+×+×+×+=

hfT

xfxfxfxfxfhhfT

 

 ويمكن وضع هذه القيم في الجدول أدناه كالأتي
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),( hfT  h  

3.97 2 

3.985 1 

3.988 0.5 

3.989 0.25 

:) 4( مثال  

)2sin(2)(إستخدم قاعدة شبه المنحرف لإيجاد تكامل الدالة  xxf 61حيث  =+ ≤≤ x   خذ عدد التقسيمات

11 يساوي  ) M=10(أي أن   

 الحل:

5.0
10

16
=

−
=

−
=

M
abh  

 بتطبيق القانون

∑
−

=

++=
1

1
)())()((

2
),(

M

k
kxfhbfafhhfT  

))
2

11
()

2
9

()4()
2
7

(

...)3()
2
5

()2()
2
3

((
2
1

)6()1((
2
2/1

),(

ffff

ffffffhfT

++++

++++++=

 

9385457.899385457.821219083.798166375.0

)42438165.14(
2
1)92665499.3(

4
1

)000024140.102872220.1

24319750.143530410.168305284.197931647.1

30807174.263815764.2(
2
1)01735756.190929743.2(

4
1),(

==+=

+=

+

++++

++++=hfT
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يعرف تقدير الخطأ في صيغة شبه المنحرف المركبة بالعلاقة الأتية         

),()()(
12 10

2

xxccfabhEt ∈′′−
−

=  

 وهذا الخطأ يمثل المساحة المحصورة بين المنحني والخط المستقيم المختار بطريقة شبه المنحرف

 

 

 المساحة وتأخذ  مكافي قطع منحني بواسطة الدالة من نقاط ثلاثة كل ربط ىال الطريقة هذه في الإسلوب هذا يستند

 شبه طريقة في كما الدالة ىعل نقطتين بين الوتر إستعمال من بدلاً  التكامل لقيمة كتقريب المكافي القطع تحت

                                                .     المنحرف شبه طريقة من أكبر بدقة التكامل قيمة تعطي وهي المنحرف

),(هي نقطة تنصيف الفترة  cإذا كانت  ba  أي أن
2

bac +
=  

)1()]()(4)([
6

).(),( bfcfafabdxxfhfS
b

a
++

−
== ∫   

),(يتم إيجاد  التكامل بطريقة بالتعويض عن طول فترة   ba    التكامل وقيم الدالة)(xf عند النقاط                    

 bxcxax === ,,  

)1في المعادلة (  
 

:) 5( مثال  
    
 لها القيم التالٮة xf)(الدالة  

5 3 8 7 6 x 
2 1.75 1.5 1.25 1 )(xf 

 -أوجد:

∫
2

1
).( dxxf

 
2,5.1,1إستخدم قاعدة سمبسون وقيم الدالة عند النقاط  )1 === xxx   لإيجاد قيمة تقريبية للتكامل 
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2,75.1,5.1,25.1,1) بإستخدام النقاط          1كرر الخطوة ( )2 ===== xxxxx 
 
 

 الحل:
 
 ) بالتعويض عن طول التفترة وقيم الدالة عند النقاط (نقطة بداية الفترة 1
1=x  5.1ونقطة منتصف الفترة=x  2ونقطة نهاية الفترة=x :في صيغة نحصل على 

)]2()5.1(4)1([
6

12).(

)]()(4)([
6

).(

2

1
fffdxxf

bfcfafabdxxf
b

a

++
−

=

++
−

=

∫

∫

 

وبما أن 
5)2(8)5.1(6)1( === fff

 فإن 
 
 

6
43).(

]5846[
6
1).(

2

1

2

1

=∴

+×+=

∫

∫

dxxf

dxxf

 
وتطبيق قاعدة سمبسون على كل فترة  )5.1,1)(2,5.1(الى فترتين جزئيتين  ]2,1[عند تقسيم فترة التكامل .)2

 نحصل على

)]2()75.1(4)5.1(2)25.1(4)1([
12

12).(

)]()(4)(2)(4)([
12

).(

2

1
fffffdxxf

bfefcfdfafabdxxf
b

a

++++
−

=

++++
−

=

∫

∫

 

وبما أن 
5)2(3)75.1(8)5.1(7)25.1(6)1( ===== fffff

 فإن 
 

12
67).(

]53482746[
12

12).(

2

1

2

1

=∴

+×+×+×+
−

=

∫

∫

dxxf

dxxf

 
 
 
 
 
 

 

4 3 2 x  
2.24 2.0 1.73 )(xf  
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:) 6( مثال  
 

2 أحسب تكامل الدالة   
1

)1( x+ 40 للفترة << x  بطريقة سمبسون بدقة مرتبتين عشريتين  

 الحل:

ىوبالتعويض في الدالة نحصل عل h=1بإختيار    

علىبالتعويض في قاعدة سمبسون التركيبية  لثلاثة نقاط نحصل   

99.3)24.22473.1(
3
1))()(4)((

4
),( 210 =+×+=++= xfxfxfhhfs  

: علىوالتعويض بقاعدة سمبسون لخمسة نقاط نحصل  h=5.0وبتكرار العمليات وإختيار   

4 3.5 3 2.5 2 x  

2.24 2.12 2.0 1.87 1.73 )(xf  
 

علىوبالتعويض في قاعدة سمبسون التركيبية لخمسة نقاط نحصل   

988.3)24.212.242287.1473.1(
2
1

3
1),( =+×+×+×+×=hfs  

  علىوالتعويض في قاعدة سمبسون لسبعة نقاط نحصل  h=25.0وبتكرار العمليات وإختيار 

989.3)24.218.2412.22

06.242294.1487.128.1473.1(
2
1

3
1),(

=+×+×+

+×+×+×+×+×+×=hfs
 

 ويمكن وضع هذه القيم في الجدول الأتي:

),( hfs  h  

3.99 1 

3.988 0.5 

3.989 0.25 

 

 

],[نفرض أن     ba  عدد الىفترة تم تقسيمهاM2  من الفترات الجزئية  
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و
M

abh
2
−

Mkkhaxkحيث  = في هذه الحالة فإن صيغة سمبسون للفترات الجزئية تعرف  =+=2,1,0,.....,2

 بالصيغة:

))(
3

4)(
3

2)()((
3

),(
1

12

1

1
2 ∑∑

=
−

−

=

+++=
M

k
k

M

k
k xfhxfhbfafhhfs  

:) 7( مثال  

إستخدم قاعدة سمبسون لإيجاد تكامل الدالة      

)2sin(2)( xxf +=  

 حيث

61 ≤≤ x 11خذ عدد التقسيمات تساوي   5.0) وM=5(أي أن  
10

16
2

=
−

=
−

=
M

abh  

))00024140.110831775.14350410.197931647.163815764.2(
3
2

...)02872220.124319750.168305284.130807174.2(
3
1

...01735756.190929743.2(
6
1)5.0,(

)))
2

11()
2
9()

2
7()

2
5()

2
3((

3
2

...))5()4()3()2((
3
1)6()1((

6
1),(

))(
3

4)(
3

2)()((
3

),(
1

12

1

1
2

++++

++++

++=

+++++

++++++=

+++= ∑∑
=

−

−

=

fs

fffff

ffffffhfs

xfhxfhbfafhhfs
M

k
k

M

k
k

 

18301550.844089157.508768143.265444250.0

)16133735.8(
3
2)26304429.6(

3
1)92664599.3(

6
1),(

=++=

++=∴ hfs
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يعرف تقدير الخطأ في قاعدة سمبسون التركيبية بالعلاقة الأتية:    

),()()(
180 10

)4(
4

xxccfabhEs ∈−
−

=  

 

 

 

 

طريقة شبه المنحرف وتعتبر كل هذه الأعداد  علىخوارزمية رومبيرج تولد مصفوفة مثلثية من الأعداد إعتماداً 

∫قيم تقريبية للتكامل  )(xf  في الفترة],[ ba  الشكل الأتي: علىوتكون  

),()4,()3,()2,()1,()0,(

)4,4()3,4()2,4()1,4()0,4(

)3,3()2,3()1,3()0,3(

)2,2()1,2()0,2(

)1,1()0,1(

)0,0(

nnRnRnRnRnRnR

RRRRR

RRRR

RRR

RR

R







 

المناظرة في المصفوفة بالعلاقة  القيم  علىنتحصل   

:) 8( مثال  

)2,4(8إذا كانت قيمة    =R  2,3(1وقيمة( =R  3,4(أوجد قيمة(R  في خوارزمية رومبيرج  

 الحل:

  علىبالتطبيق المباشر في قانون تكامل رومبيرج نحصل    
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8
63
78)3,4(

14
)]2,3()2,4([)2,4()3,4(

14
)]1,1()1,([)1,(),(

3

=+=

−
−

+=

−
−−−−

+−=

R

RRRR

mnRmnRmnRmnR m

 

 

 

:) 9( مثال  

)2,4(51إذا كانت قيمة  −=R  2,5(12وقيمة( =R  3,5(أوجد قيمة(R في خوارزمية رومبيرج  

 الحل:

51)2,4()1,1(

12)2,5()1,(

−==−−

==−

RmnR

RmnR
 

13)3,5(
63

]5112[12)3,5(

14
)]2,4()2,5([)2,5()3,5( 3

=

+
+=

−
−

+=

R

R

RRRR

 

 ملاحظات:

حساب مجموعة من القيم التقريبية للتكامل  الىفي تكوين المصفوفة المثلثية لخوارزمية رومبيرج نحتاج  )1

 المعطي بطريقة شبه المنحرف لتوليد العمود الأول وهو الأساس للمصفوفة.

فرضية  علىكلما تقدمنا من الشمال لليمين في المصفوفة القيم التقريبية تكون اكثر دقة وكل هذا يعتمد  )2

 خطأ الإهمال في طريقة شبه المنحرف.

),(أي نعني إن قيمة  m−1ها من العمود رقم  علٮنتحصل  mالقيمة التقريبية في العمود رقم  )3 mnR 

)1,1(),1(ها من قيم علٮنتحصل  −−− mnRandmnR 
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رقية سمبسون ) في إيجاد التكامل الطريقتين السابقتين (طريقة شبه المنحرف وط علىتعتمد هذه الطريقة 

∫=
b

a
dxxfA ).(  

حيث نستعمل قاعدة شبه المنحرف للتقريب الأول للتكامل ولتحسين التقريب ننصف الفترة ثم نطبق قاعدة شبه 

المنحرف في كل فترة جزئية، يمكن أن نستخدم قاعدة سمبسون لحساب قيمة التكاملات بحيث تكون المعادلات 

قيمة  الىن التقريبيات التي توؤل متتابعة م علىالرياضية ذات علاقة مع قاعدة شبه المنحرف وبهذا نحصل 

],[لتبسيط العمليات الحسابية نفرض أن الفترة   التكامل المطلوب ba والشكل آدناه يوضح ذلك  ]1,0[تساوي  

 
هي ABحسب قاعدة شبه المنحرف للوتر  1Aالتقريب الأول للتكامل   

))1()0((
2
1

1 ffA +=  

(ولتحسين هذا التقريب ننصف الفترة ونحسب 
5
1(f  كل فترة جزئية ولنحسب  علىونطبق قاعدة شبه المنحرف

AC  المساحة للنصف الأول وهي تحت الوترAC  ونحسب المساحة للنصف الثاني وهي تحت الوترCB   فينتج  

))1()
2
1((

4
1

))
5
1()0((

4
1

ffCB

ffAC

+=

+=
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القيمة التقريبية الثانية للتكامل علىوبالجمع نحصل   

))1()
2
1(2)0((

4
1

2

fff

CBACA

++=

+=

 

 ويمكن أن تكتب بالصورة الأتية

))
2
1((

5
1

12 fAA +=  

,0ولتحسين هذا التقريب مرة ثانية ننصف الفترة فتكون 
2
1,

4
(ونحسب قيم  3,1

4
1()

4
3( fandf  ومنها نحصل

التقريب الثالث للمساحة  علىالفترات الأربعة الناتجة وبجمعها نحصل  علىقيم نتيجة لتطبيق قاعدة شبه المنحرف   

)))
4
3()

4
1((

2
1(

2
1

23 ffAA ++=  

التقريب الرابع للمساحة  علىوبنفس الإسلوب يمكن أن نتحصل   

)))
8
7()

8
5()

8
3()

8
1((

4
1(

2
1

34 ffffAA ++++=  

أن تثبت العناصر الموجودة في الطرف الإيمن فتكون القيمة التقريبية هي  الىونستمر في عملية تكرار التنصيف 

,0نقاط مثلاً للنقاط  آخر قيمة محسوبة، ولحساب قيمة التكامل بدقة اكثر نستعمل قاعدة سمبسون لكل ثلاثة
2
1,1 

 والتي تمثل فترتين فتكون المساحة

3
4))1()

2
1(2)0((

3
1 12

1
AAfffB −

=++=  

,0وإذا إستخدمنا النقاط 
2
1,

4
والتي تمثل أربعة فترات فتكون المساحة  3,1  

3
4))1()

4
3(4)

2
1(2)

4
1(4)0((

3
1 12

2
AAfffffB +

=++++=  

  علىوبنفس الطريقة نتحصل 

3
4 34

3
AAB −

=  

متتابعة من القيم تسمي تقريبات سمبسون، وبصورة عامة نستخدم القانون علىوبذلك نحصل   
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14
)]1,1()1,([)1,(),(

−
−−−−

+−= m

mnRmnRmnRmnR  

    ويتم وضع جميع القيم التقريبية في جدول يسمي جدول رمبيرج

)4,(mR  )3,(mR  )2,(mR  

Rule
Simpsons

mR )1,(

 
Rule

lTrapezoida
mR )0,(

 
m  

    )0,0(R  0 

   )1,1(R  )0,1(R  1 

  )2,2(R  )1,2R  )0,2(R  2 

 )3,3(R  )2,3(R  )1,3(R  )0,3(R  3 

)4,4(R  )3,4(R  )2,4(R  )3,3(R  )0,4(R  4 

 

:) 10( مثال  

 إستخدم تكامل رومبيرج لإيجاد قيمة تقريبية للتكامل الأتي: 

∫ +

1

0 2 .
1

4 dx
x  

 الحل:

في هذه الحالة فإن جدول رمبيرج  يكون كما في الشكل أعلاه ولإيجاد العمود الأول فكما ذكرنا نستخدم قاعدة شبه 

 المنحرف كالأتي

1311.3))56.276471.3(
2
11.3(

2
1

)))
4
3()

4
1((

2
1)0,1((

2
1)1,()0,2(

1.3)2.33(
2
1))

2
1()0,0((

2
1

))1()
2
1(2)0((

4
1)1,()0,1(

3)24(
2
1))1()0((

2
1)1,()0,0(

=++=

++==

=+=+=

++==

=+=+==

ffRfTR

fR

ffffTR

fffTR
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14094.3)0,4(

13899.3

))26549.287640.250685.393846.3(
4
113118.3(

2
1

)))
8
7()

8
5()

8
3()

8
1((

4
1)0,2((

2
1)1,()0,3(

=

=

++++=

++++==

R

ffffRfTR

 

 ولإيجاد العمود الثاني نستخدم قاعدة سمبسون التركيبية كالأتي:

14157.3)256.242.3276471.34(
3
1)1,2(

))1()
4
3(4)

2
1(2)

4
1(4)0((

3
1)1,()1,2(

1333.3)22.324(
3
1)1,1(

))1()
2
1(2)0((

3
1)1,()1,1(

=+×+×++=

++++==

=+×+=

++==

R

ffffffsR

R

ffffSR

 

 وبتطبق نفس الإسلوب نجد أن   

14159.3)1,4(
14159.3)1,3(

=
=

R
R

 

العمود الأول والثاني ولإيجاد بقية الأعمدة نستخدم القانون علىوبهذا نكون قد تحصلنا   

14
)]1,1()1,([)1,(),(

−
−−−−

+−= m

mnRmnRmnRmnR  

 فلإيجاد العمود الثالث

14
)]1,2()1,3([)1,3()2,3(

14212.3
15

]1333.314157.3[14157.3

14
)]1,1()1,2([)1,2()2,2(

2

2

−
−

+=

=
+

+=

−
−

+=

RRRR

RRRR
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14159.3
15

]14159.314158.3[14158.3

14
)]1,3()1,4([)1,4()3,4(

14159.3
15

]14159.3314158.3[14158.3)2,3(

2

=
−

+=

−
−

+=

=
−

+=

RRRR

R

 

العمود الرابع علىوللحصول   

14159.3
63

]14159.314159.3[14159.3

14
)]2,3()2,4([)2,4()3,4(

14158.3
63

]314159.314159.3[14159.3

14
)]2,2()2,3([)2,3()3,3(

3

3

=
−

+=

−
−

+=

=
−

+=

−
−

+=

RRRR

RRRR

 

14159.3
255

]14158.314159.3[14159.3

14
)]3,3()3,4([)3,4()4,4( 4

=
−

+=

−
−

+=
RRRR

 

يكون جدول رومبيرج بالشكل الأتي: الىوبالت  
)3,(mR  )2,(mR  

Rule
Simpsons

mR )1,(
 

Rule
lTrapezoida

mR )0,(
 

m  

    3 
   3.13333 3.1 
  3.14212 3.14157 3.13118 
 3.14158 3.14159 3.14159 3.13899 

3.14159 3.14159 3.14159 3.14159 3.14094 
 

أي أن: 14159.3ومن الجدول يتضح أن القيمة التقريبية للتكامل هي   
 

14159.3.
1

41

0 2 =
+∫ dx

x  
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22],[ذا كان إ       bacf k فإن تقدير الخطأ يعرف بالعلاقة الأتية ∋+  

)(),(

)(),().(
22

,
)22(22

+

++

+=

+=∫
k

kj
kk

k

b

a

hOkjR

cfhbkjRdxxf

 

jabhحيث  2/)( .],[ و k علىثابت يعتمد  kbو  =− bac kj ∈  
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 الذي الجسم هذا في نقطة أنه على ما لجسم الثقالة مركز أو الثقل مركز يعرف الفيزياء من الميكانيكا فرع في

                                   متوازي قوى حقل في الجسم هذا وضعنا إذا لها بالنسبة للصفر مساويا العزم يكون

 .                                                     بالمرجح الرياضيات في ويسمى). الغرفة في الجاذبية حقل مثل(

 .طائرة من بمظلة ثقل إلقاء أو برافعة الأثقال حمل عند أساسيا دورا الثقل مركز يلعب

 .مخفضة كتلة مثل لحلها، نظام ثقل مركز معرفة المسائل بعض تحتاج الفيزياء وفي

مركز الثقل نتبع الخطوات لايجاد 
 التالية :

. بالنسبة للاجسام منتظمة الشكل 1
فان مركز ثقل الجسم يكون عند 

 مركزه كما في الدائرة والاسطوانة ،

أو هو نقطة تلاقي الخطوط 
المتوسطة على سطحه كما في 

كما في الشكل  المربع والمستطيل
 . )1رقم (

                                        )1الشكل رقم (

. بالنسبة للجسم غير المنتظم يتم 2

تحديد مركز الثقل باتباع 

 الخطوات التالية .

نعلق الجسم من احدى نقاطه  -

تعليقا حرا في محور افقي ونعلق 

في المحور نفسه ثقلا وننتظر حتى 

تستقر الصفيحة ونرسم على 

على السطح خطا مستقيما ينطبق 

  )2الشكل رقم (                                                                   خط الثقل .

، ونرسم على سطحها خطا اخر ينطبق على خط الثقل ، فيقع مركز الثقل عند نعلق الصفيحة من نقطة اخرى  -

 .) 2نقطة تقاطع الخطين كما في الشكل (

 

 

https://www.google.iq/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=4&ved=0CEIQFjAD&url=http%3A%2F%2Fmaterials.mcmaster.ca%2Fundergraduate%2Fcourses%2F2H04%2Ftasks%2FCentroid%2520of%2520Area%2520and%2520Moment%2520of%2520Inertia%2520Calculation.pdf&ei=P1WHUp7pEoTTtAbD6IDYCg&usg=AFQjCNH_2QbIlS9zhD2uw_zfOc1baKxDWw&bvm=bv.56643336,d.Yms
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 يعرف مركز ثقل جسم بأنه النقطة التى تؤثر فيها محصلة أوزان الجسيم . -1

 لة جسيمين عبارة عن النقطة على الخط الواصل بينهما وتقسمه بنسبة عكسيه للكتلتين .مركز كت -2

 قضيب منتظم مركز ثقله فى المنتصف بينما المربع والمستطيل والمعين عند المركز الهندسى . -3

مركز ثقل مجموعة من النقط المادية المركزه عند نقط معينه فى المستوى هو  -4
∑
∑

∑
∑ ==

m
my

y
m
mx

x ,  

 مركز ثقل صفيحة رقيقة متجانسة على شكل مثلث هو عند نقطة تلاقى المستقيمات المتوسطة . -5

aهوعلى بعد  ADمن خط مستقيم  aالموضوعة على مسافات متساوية  1,4,9,16مركز ثقل الأثقال  -6
3
7. 

مركز ثقل جسم متماسك مستوى هو  -7
∫
∫

∫
∫ ==

dm

ydm
y

dm

xdm
x , . 

هو   y = f (x)مركز ثقل قوس من المنحنى  -8
∫
∫

∫
∫ ==

ds

yds
y

ds

xds
x , . 

هو   r = ϕ ( θ )مركزثقل قوس من المنحنى  -9
∫∫

∫ ==
ds

dsry
ds

dsr
x θθ sin,

cos
 . 

مركز ثقل قوس دائرية منتظمة هو  -10
α
αsina . 

مركز ثقل قوس نصف دائرى  -11
Π
a2 . 

مركز ثقل قوس ربع دائرى  -12
Π

a22 . 

مركز ثقل قطاع دائرى منتظم   -13
α
αsin

3
2 a . 

مركز ثقل صفيحه نصف دائرية  -14
Π3

4a . 

مركز ثقل صفيحة ربع دائرية   -15
Π3
24 a . 

aمركز ثقل نصف كرة مصمت منتظم  -16
8
3 . 
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فإن وزن العنصر يساوى   s ∆إلى عناصر طول كل منها  y = f(x)عند تقسيم قوس من المنحنى  -17

WDS   ومركز ثقله هو النقطه(x,y) وفى الإحداثيات القطبية يكون مركز ثقله هو)sin,cos( θθ rr  . 

فإن العنصر المأخوذ عبارة عن مستطيل  y = f(x)عند إيجاد مركز ثقل المساحة المحدده بالمنحنى  -18

 . (x,y/2)ومركز ثقله هو  wy∆xووزنه 

فإن العنصر المأخوذ عبارة عن مثلث   = ϕ ( θ )   r عند إيجاد مركز ثقل المساحة المحددة بالمنحنى -19

θ∆wrووزنه  2

2
sin(ومركز ثقله هو  1

3
2,cos

3
2( θθ rr . 

)2(تنص نظريتا بابوس على أن   -20 xLS Π=  ،)2( xAV Π= . 

 موزع طبقاً لداله معينه . –موزعة بإنتظام  –طرق التحميل هى قوة مركزه  -21

فإنه يقسم إلى عناصر  2αوزاويته المركزية  aعند إيجاد مركز ثقل قطاع دائرى منتظم نصف قطره  -22

θ∆wa2عبارة عن مثلثات ووزن العنصر يساوى 

2
sin(ومركز ثقله هو النقطه  1

3
2,cos

3
2( θθ aa . 

حول محور السينات فإن  y = f(x)عند إيجاد مركز ثقل السطح الدورانى الناتج من دوران المنحنى  -23

 . (x,o)ومركز ثقله هو ydsΠ2وزن العنصر الناشئ عن الدوران يساوى  

السطح الجانبى للمخروط الأجوف يمكن إعتباره ناشئاً عن دوران مستقيم حول محور السينات دورة  -24

 . syw∆Π2كاملة ويكون وزن العنصر الدورانى مساوياً 

عند إجراء التكاملات للحصول على مركز الكتله تستخدم العلاقات التالية  -25

22222
)(,)(1,)(1,1

θθ
θ

d
drr

d
ds

dr
dr

dr
ds

dy
dx

dy
dsy

dx
ds

+=+=+=′+= . 

 .  2+ (dr)2 =(ds)2(rdθ)بينمـا فى القطبيـة يكون   2+(dx)2 =(ds)2(dy)فى الإحداثيات الكارتيزية  -26

ومحور السينات  x = a , x = bوالمستقيمين  y = f(x)إذا دارت المساحه المحصورة بين المنحنى  -27

دورة كاملة حول المحور السينى فلإيجاد مركز كتله الحجم الدورانى الناشئ تقسم المساحة إلى شرائح يكون 

xyالحجم الناشئ عن دوران هذه الشريحة يساوى ∆Π  . (x,o)  ومركز ثقل  2

دورة كاملة ويكون حجم الشريحة  yينتج نصف الكرة المصمت من دوران ربع دائرة حول محور -28

 . (o,y)ومركز ثقلها dyx2Πالمأخوذه 

تستخدم نظريتا بابوس فى إيجاد مركز كتلة المساحات وأطوال الأقواس إذا علمت الحجوم، السطوح  -29

 الدورانية لها .
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صف دائرية تكون حجم عندما يدور سلك نصف دائرى حول محور فيكون سطح كره بينما الصفيحه ن -30

 كره .

 المصمت ينتج من دوران مساحة المثلث .المخروط  -31

  

 

 )1( المعادلة باستخدام هاتحديد يمكن خطل )  Centroid(    مركز الثقلاو  الوسطى النقطه

 : التالية الحالات من يتضح المعايير لبعض  خطل ) Centroid(  مركز الثقلاو  الوسطى النقطه يجادا طريقة

 مستقيم خطل )  Centroid(  مركز الثقلاو  الوسطى النقطة -1

 

 )3في الشكل (اختيار محور الاحداثيات السينية على طول الخط كما 

 

 )3الشكل (
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             (1) 

 ). 4) يقع عند منتف الخط المستقيم ، ايا كان اتجاه الخط كما في الشكل ( Centroidوهكذا مركز الثقل (

 

 )4الشكل (

 ) 5لاي قوس من الدائرة كما في الشكل ()  Centroid( مركز الثقل -2

. Rα  2   L =    طول القوس          )Length of arc ( 

dL = Rdθ                                                               (2) 

 ) ينتج2من المعادلة (

                         )5الشكل (  
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 ) باخذ6) لنصف دائرة كما في الشكل ( Centroid) نحصل على مركز الثقل(2) والمعادلة (1من المعادلة (

   π . α = π/2 /2 الى متفاوتة بين الصفر α) باخذ  قيمة 7ومن ربع الدائرة كما في الشكل ( 

 

 

  )6الشكل (                                         )7الشكل (              

       

 

 

 ) لقطاعات الخط المركبCentroidمركز الثقل ( -3

 ) في الشكل الاتي 3نحصل على النتيجية للحالت القياسية باستخدام قطاعات مختلفة وبعد ذلك المهادلة رقم (

                                                               (3) 

 

 لنصف الدائرة

 

 لربع الدائرة
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يمكن ان ) اذا كانت قطاعات الخط في الفضاء Centroid) ( cy ¸ cxاحيانا يمكن الحصول على مركز الثقل (
 ) .i Z  iLΣ =LcZ يستخدم الاشتقاق (

  : الطريقة موضحة في الامثلة التالية

 

 . الشكل في مبين هو كما موحد منتظم سلك  من الوسطى النقطه تحديد المطلوب:  )1( مثال

 

 . أدناه مبين هو كما  كما ، بسيطة أشكال 3 إلى المركب الشكل تقسيم يتم. الحل
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  ؟الشكل في مبين هو كما منتظم سلكمركز الثقل ل تحديد المطلوب:  )2( مثال

 

 

 

 

 أدناه مبين هو كما  كما ، بسيطة أشكال 3 إلى المركب الشكل تقسيم يتم. الحل
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  ؟الشكل في مبين هو كما منتظم سلكل  مركز الثقل  تحديد المطلوب:  )3( مثال

 

 ؟ أدناه في الجدول  مبين هو كما  هي) DC ، CB  ،BA( للاجزاءطول ومركز الثقل . الحل

 

 

 

 

 



Dr. EMAD TOMA BANE KARASH Page 156 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Composite plates   صفيحة مركبة
          

∑∑
∑∑

=
=

WyWY
WxWX

https://www.google.iq/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=4&ved=0CEIQFjAD&url=http%3A%2F%2Fmaterials.mcmaster.ca%2Fundergraduate%2Fcourses%2F2H04%2Ftasks%2FCentroid%2520of%2520Area%2520and%2520Moment%2520of%2520Inertia%2520Calculation.pdf&ei=P1WHUp7pEoTTtAbD6IDYCg&usg=AFQjCNH_2QbIlS9zhD2uw_zfOc1baKxDWw&bvm=bv.56643336,d.Yms
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 اوجد مركز ثقل المساحة في الشكل الاتي ؟) 4مثال (

 

 

 

 

• Composite area        مساحة مركبة 

∑∑
∑∑

=
=

AyAY
AxAX

33

33

mm107.757

mm102.506

×+=

×+=

y

x

Q
Q
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• Double integration to find the first moment may be avoided by defining dA as a 
thin rectangle or strip. 

 

 يتم ايجاد العزم الاول باستخدام تكامل مزدوج كما يلي : •

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∫∫∫∫
∫∫∫∫

===

===

dAydydxydAyAy

dAxdydxxdAxAx

el

el

( )

( )ydxy
dAyAy

ydxx

dAxAx

el

el

∫

∫
∫
∫

=

=

=

=

2

( )[ ]

( )[ ]dxxay

dAyAy

dxxaxa
dAxAx

el

el

−=

=

−
+

=

=

∫
∫

∫

∫

2







=

=







=

=

∫

∫

∫

∫

θθ

θθ

drr

dAyAy

drr

dAxAx

el

el

2

2

2
1sin

3
2

2
1cos

3
2
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 باستخدام التكامل اوجد مركز ثقل المساحة في الشكل الاتي ؟) 5مثال (

Determine by direct integration the location of the centroid of a parabolic 
spandrel. 

 

 

 

 

 

 

SOLUTION: 

• Determine the constant k. 
 • Evaluate the total area. 

• Using either vertical or horizontal strips, 
perform a single integration to find the 
first moments. 

• Evaluate the centroid coordinates. 

 الحل :

 kنؤجد قيمة الثابت            

 تقدير المساحة الكلية          
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 تقدير احداثيات مركز الثقل          

 لايجاد العزوم يتم باستخدام الشريحية العمودية ، وباستخدام التكامل   
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 : اوجد مركز الثقل للشكل التالي ؟ )6مثال (
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 الحل

 

 

 ) : اوجد مركز الثقل للشكل التالي ؟7مثال (

 

تساوي مجموع اوزان  Gمجموع عزوم الاوزان في المركز 

 جميع الاجزاء

 للاجسم المتجانسة
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 الحل : 

 نجزء الجسم الى عدد الاجزاء التي يتكون          

 منها الجسم المجمع        
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Dr. EMAD TOMA BANE KARASH Page 165 
 

 

 

عين مركز الثقل لسلك متجانس كما في الشكل ادناه ؟ )8مثال (  

 

؟الاتي لشكلا في للمساحات عين مركز الثقل )9مثال (  
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  ؟الاتي الشكل للحجوم في مركز الثقل اوجد )10مثال (

 

   ؟الاتي الشكل للحجوم في مركز الثقل وجدا )11مثال (

 

 نصف كرة
 

 اسطوانة
 

 مخروط

mm3 

ويساوي  Gيتركز عزم الوزن الكلي في مركز الثقل 

جزاء المركبةلااوزان امجموع عزوم   

 يكون كالاتي للاجسام المتجانسة
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 الحل : 

 نجزء الجسم الى عدد الاجزاء التي يتكون          

 منها الجسم المجمع        
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؟الاتي الشكل للمساحات في عين مركز الثقل) 12مثال (  

 

 )  Mxi , Myi , Ai , yi ,  xi نكون جدول ونجد فيه قيم (الحل : 
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ادناه ؟ شكالعين مركز الثقل لسلك متجانس كما في الا) 1سؤال (  

           

 

ادناه ؟ شكالفي الاللمساحات  عين مركز الثقل  )2سؤال  (  

                                           

         

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∶   ( 𝑥̅ = 122 𝑚𝑚) 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∶   ( 𝑥̅ = 92.9 𝑚𝑚 ); (𝑦� = 85 .8 𝑚𝑚) 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∶   ( 𝑥̅ = 34.38  𝑚𝑚 ); (𝑦� = 85.83 𝑚𝑚) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∶   ( 𝑥̅ = 0  𝑚𝑚 ); (𝑦� = −58.3 𝑚𝑚) 
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𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∶   ( 𝑥̅ = − 0.348 𝑚𝑚 ); (𝑦� = 1.22 𝑚𝑚) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∶   ( 𝑥̅ = 2.73 𝑖𝑖 ); (𝑦� = 1.42 𝑖𝑖) 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∶   ( 𝑥̅ = 1.257 𝑚 ); (𝑦� = 0.143 𝑚) 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∶   � 𝑥̅ =

11
10

  𝑏� 

 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∶   � 𝑥̅ =  
2
5

 𝑎� ; (𝑦� =
𝑏
2

 ) 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∶   ( 𝑥̅ = 66.6  𝑚𝑚 ); (𝑦� = 308  𝑚𝑚) 

 



Dr. EMAD TOMA BANE KARASH Page 171 
 

ادناه ؟ شكالفي الاللحجوم  عين مركز الثقل) 3سؤال (  

                     

                      

                                              
 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∶   ( 𝑥̅ = 62.1 𝑚𝑚 ); (𝑦� = 67.7 𝑚𝑚); 𝑧̅ = 22 𝑚𝑚 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∶   ( 𝑥̅ = 53.3 𝑚𝑚 ); (𝑦� = −45.7 𝑚𝑚) 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∶   ( 𝑥̅ = 70 𝑚𝑚 ) 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∶   � 𝑥̅ =
45
42

  𝑅� 

 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∶   ( 𝑥̅ = 1.47  𝑖𝑖 ); (𝑦� = 2.68  𝑖𝑖) 
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Dr. EMAD TOMA BANE KARASH Page 173 
 

 

 تعريف: 

للدوارن ح�ول مح�ور  Rigid Body هى قابلية الأجسام الصلبة" Moment Of Inertia عزم القصور الذاتى 

 ... "Centre of Mass يمر بمركز ثقلها

والف�رق  Rigid Body وقبل الحديث عن تفاصيل خاصة بعزم القصور الذاتى لأبد وأن نتحدث أولاً قل�يلاً ع�ن ال�ـ

، فذلك يصنع فارقاً هائلاً أثناء التعامل ب�القوانين الرياض�ية الت�ى تحك�م  Particle الأساسى ما بينه وما بين الجسيم

هى أجسام ص�لبة لا تتغي�ر  Rigid Body الـ.. Dynamic Motion التعامل مع الأجسام أثناء الحركة الدينامكية

أبعادها قط مع الحركة، ولهذه الأجسام مركز ثقل معروف يتم اللجوء إليه للتعبير ع�ن كمي�ات أخ�رى تحك�م الجس�م 

 Rigid Body كالكمية التى سنتحدث عنها فى موضوعنا. فمثلاً لا يمكن أعتبار قطعة من الأسفنج أو العج�ين ك�ـ

أثن�اء الحرك�ة ولا يمكنه�ا الحف�اظ عل�ى أبع�اد جس�مها ط�وال  Deformation أنه�ا تتع�رض لعملي�ة تش�ويهوالسبب 

 . من الحديد لا تتغير أبعاد قطرها وأرتفاعها أثناء الدوران Cylinder الوقت. فى حين أن أسطوانة

أو مستوى بأنه حاصل ضرب الكتلة  O أو نقطة 𝐴𝐵 حول محور m هلجسيم كتل 𝐼 م القصور الذاتيزيعرف عو

m  :في مربع بعدها عن المحور أو النقطة أو المستوى أي أن 

2.lmI =                                                                (1) 

عن المستقيم أو النقطة أو المستوى من التعري�ف نلاح�ظ أن ع�زم القص�ور ال�ذاتي كمي�ة  mهو بعد الكتلة   حيث

 موجبة أو صفر. 

Definition: The moment of intertia of a particle of mass m about a line or axis AB is 
defined as I = 2m  where   is the distance from the mass to the line.  

Note that the moment of inertia is positive amount or zero.  
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إل�ى ع�زوم القص�ور  مزس�نر o x y zبالنسبة إل�ى مجموع�ة المح�اور  (x, y, z)عند النقطة  mنفرض جسيم كتلة 

 على الترتيب وتتعين من.  Izz , Iyy , Ixx بالرموز  oz , oy , oxالذاتي للجسيم حول المحاور 

 

               (2) 

 :ويتعين في  Io بالرمز  oسنرمز إلى عزم القصور الذاتي للجسيم حول النقطة 

  (3)                            )( 222 zyxmI ++= 

 :يتعين من  x = o )أي المستوى  ( y o zعزم القصور الذاتي للجسيم حول المستوى 

  (4)                                            
2

0 xmIx == 

 يتعينان من العلاقتين:    z = oوالمستوى    y = oما القصور الذاتي للجسيم حول المستوى زبالمثل ع

  (5)                              
2

0
2

0 , zmIymI zy == == 

 

 عزم القصور الذاتي لجسم متماسك: 

لإيجاد عزم القصور الذاتي في هذه الحالة نقسم الجسم المتماسك إل�ى عناص�ر ص�غيرة ك�ل منه�ا عب�ارة ع�ن جس�يم 

فتكون  o x y z  بالنسبة إلى مجموعة المحاور ( x, y, z )كتلة أحد هذه العناصر وأنه عند النقطة هى  dmولتكن 

 هي على الترتيب:  oz ,   oy ,  ox عزوم القصور الذاتي للجسم المتماسك حول محاور الإحداثيات 

 

                        (6) 

 

( )
( )
( ) .

,

,

22

22

22

yxmI

zxmI
zymI

zz

yy

xx

+=

+=

+=

( )
( )
( ) .

,

,

22

22

22

dmyxI

dmxzI

dmzyI

zz

yy

xx

+∫=

+∫=

+∫=
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 :المعادلة التالية  من ىيعط oعزم القصور الذاتي للجسم المتماسك حول النقطة 

   (7)                            dmzyxmI )( 222 ++= 

 

 :هي   (z = o   ,   y = o ,    x = o ) عزوم القصور الذاتي للجسم المتماسك حول المستويات 

                                      (8)  .

,

,

2
0

2
0

2
0

dmzI

dmyI

dmxI

z

y

x

∫=

∫=

∫=

=

=

=

 

 

 

 إذا كان الجسيم عبارة عن صفيحة مستوية فإن: 

             (9)  ( ) yyxxzz IIdmydmxdmyxI +=∫+∫=+∫= 2222
 

أي أن عزم القصور ال�ذاتي لص�فيحة مس�توية بالنس�بة إل�ى مح�ور عم�ودي عليه�ا يس�اوي مجم�وع ع�زوم القص�ور 

 ين بنقطة تقاطع المحور مع الصفيحة المستوية. رالذاتي حول أي محورين متعامدين في مستوى الصحيفة وما 

 

 

 :العلاقة  من m لجسم متماسك كتلته   r يعرف نصف قطر القصور الذاتي 
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2.rmI =                                                                (10) 

 . (10) كما في المعادلةلجسم متماسك  Iويمكن دائماً كتابة عزم القصور الذاتي 

 منظومة لدينا كان لو أما. الدوران محور عن بعده مع بالمقارنة صغيرة أبعاد ذو لجسيم فقط صحيحة العلاقة وهذه

 لأج�زاء الجس�م بتجزئ�ة الكل�ي القصورالذاتي عزم نجد فإننا كبير صلب جسم أو الجسيمات من كبير عدد من مؤلفة

 :أي الأجزاء، هذه قصور عزوم وجمع صغيرة

),...,3,2,1(

......
1

222
22

2
11

Ni

rmrmrmrmI
N

i
iinn

=

=++= ∑
=

         (11) 

 :أن  حيث

 ri الجسيم بعد  mi  عنصرية لأجزاء نجزئه فإننا صلبا جسما المنظومة اصبحت وإذا . الدوران محور عن  mi ∆

 ع�دد أن . ri   بالمتجه الدوران لمحور بالنسبة الصلب الجسم في موضعه تحديد يمكن صغيرا حجما منها كل يحتل

 :نكتب بحيث جدا كبيرا يصبح العنصرية الأجزاء هذه

∑
∞→

=

∆=
N

i
iirmI

1

2

                                                      (12) 

 

يتحدد موضعه  .  dm صغير جدا بحيث نكتبه  ∆mi ونجعل العلاقة السابقة تكاملا عندما يصبح الجزءالعنصري 

 :ونكتب ،  r بالمتجه

∫= dmrI 2
                                                      (13) 

ومما لاشك فيه ان حساب عزم القصور الذاتي يحتاج لمعرفة وافية  حيث يمتد التكامل على الجسم الصلب كله .

بطرق التكامل التي يمكن ان تكون معقدة ، ويمكن كتابة عزم القصور الذاتي لاي جسم حول محور ثابت في 

                                                                                                       بالشكل :   ZOالفضاء 

∫= 2. zz kmI
                                                      (14) 

 ان  : حيث
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m  =  كتلة الجسم 
zk   =طول يدعى نصف قطر الدوران   Radius of Gyration  
ويمثل البعد عن المحور المفروض والذي لو كان كل جسم متجمعا عنده كنقطة صغيرة لكان عزم قصوره الذاتي  

. ويمكن في حالات معينة معرفة عزم القصور الذاتي لجسم صلب بالنسبة لمحور ما اذا عرفنا عزم  zÍهو 

 قصوره الذاتي بالنسبة لمحور او محاور اخرى . 

   واهم الطرق لحسابه هي :

  Parallel Axis Theoremنظرية المحاور المتوازية  .1

                                                                                      Normal Axis Theoremنظرية المحاور المتعامدة  .2

 

 

 مح�وراً يس�اوي ع�زم القص�ور ال�ذاتي ح�ول م� عزم القص�ور ال�ذاتي لجس�م متماس�ك ح�ول مح�ور"وتنص على أن 

. " ين المح�ورينب� رب�ع البع�دمكز ثقل الجسم مضافاً إليه حاصل ضرب كتل�ة الجس�يم ف�ي بمر موازي للأول وما ر

   وتفيد هذه النظرية للاجسام التي تكون مركبة ، ويمكن حسابها من المعادلات التاية:

(15)                                 

                                                   

 .  `o x , o` xين المحورين ب هو البعد d،  يمر بمركز الجسم  `o x  حيث المحور

) يوض�ح ع�زم القص�ور 2الش�كل رق�م ( و) kz  () يبين نصف قطر دوران بع�ض الاجس�ام الص�لبة 1رقم ( جدولال

 يوضح عزم القصور الذاتي لبعض الاجسام.) 2الجدول (أما الذاتي لبعض الاجسام ، 
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 ) I = m . k2) يبين نصف قطر دوران بعض الاجسام الصلبة ( 1الجدول رقم (

 محور الدوران الجسم
2

zk  ت 

 عمودي على السلك عند المركز a   سلك رفيع طوله .1
12

2a
 

 
1. 
 

 السلك عند الطرفعمودي على  a  سلك رفيع طوله  .2

3

2a
 2. 

 مارا من المركزتع   bموازيا لطرفها  a , b صحيفة مستطيلة مستوية ابعادها  .1
12

2a
 3. 

 عمودي عليها ويمر  من المركز a , bابعادها  صحيفة مستطيلة مستوية  .2
3

22 ba +
 4. 

 يمر من المركز في مستويه a. قرص رقيق نصف قطره  1
4

2a
 

5. 

 يمر من المركزعمودي على مستويه a. قرص رقيق نصف قطره  2
2

2a
 

6. 

 يمر من المركز في مستويها a. حلقة رقيقة نصف قطره  1
2

2a
 

7. 

 يمر من المركزعمودي على مستويها a  . حلقة رقيقة نصف قطره 2
2a

 8. 

 محورها الطولي a  قشرة اسطوانية نصف قطرها
2a  9. 

 محورها الطولي b  وطولها   a اسطوانة صلبة قائمة نصف قطرها
2

2a
 10. 

 تمر من المركز عمودي على محورها b  وطولها   a نصف قطرهااسطوانة صلبة قائمة 
12

22 ba +
 11. 

 اي قطر فيها G  كرة صلبة ممتلئة نصف قطرها
5

3 2a
 12. 

 abيمر من المركز عمود على الوجه  G  قشرة كروية رقيقة نصف قطرها

c 2  وموازيا للطرف 
3 2a

 13. 

 abيمر من المركز عمود على الوجه    a , b , c متوازي مستطيلات صلب قائم ابعاده

 c وموازيا للطرف 
12

22 ba +
 

14. 
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 ) يوضح عزم القصور الذاتي لبعض الاجسام2الشكل (
 

 ) يوضح عزم القصور الذاتي لبعض الاجسام2الجدول (

Description 
 وصف

Figure 
 شكل

Moment of inertia tensor 
 تنسر عزم القصور الذاتي 

Point mass m at a distance r from 
the axis of rotation.               ةينقطكتلة        
A point mass does not have a moment 
of inertia around its own axis, but 
using the 
 parallel axis theorem 
 A moment of inertia around a distant 
axis of rotation is achieved. 

 

 

Two point masses, M and m, 
with reduced mass  μ  and separated by 
a distance, x. 

نقطيتين كتلتين  
 

 

Rod                            قضيب              
 
 Of length L and mass m, axis of 
rotation at the end of the rod. 

This expression assumes that the rod is 
an infinitely thin (but rigid) wire. This 
is also a special case of the thin 
rectangular plate with axis of rotation 

 

 

http://en.wikipedia.org/wiki/Parallel_axis_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Reduced_mass
http://en.wikipedia.org/wiki/Rod_(geometry)
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http://en.wikipedia.org/wiki/File:PointInertia.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_end.svg
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at the end of the plate, with  h = L 
and  w = 0. 

Rod                            قضيب              
 
 Of length  L  and mass  m. 

This expression assumes that the rod is 
an infinitely thin (but rigid) wire. This 
is a special case of the thin rectangular 
plate with axis of rotation at the center 
of the plate, with  w = L  and  h= 0. 

 

 

Thin circular hoop 
                               رقيق دائري طوق

 Of radius r and mass m. 

This is a special case of 
a torus for   b = 0 , as well as of a 
thick-walled cylindrical tube with open 
ends, with r1 = r2 and  h = 0. 

 

 

 

Thin, solid disk  
 قرص صلد رقيق

of radius r and mass m. 

This is a special case of the solid 
cylinder, with h = 0. 

That  is a consequence 
of the Perpendicular axis theorem. 

 

 

 

Thin cylindrical shell with 
open ends,  

مفتوحة نهايات رقيقة مع يةقذيفة أسطوان  
Of radius r and mass m. 

This expression assumes that the shell 
thickness is negligible. It is a special 
case of the thick-walled cylindrical 
tube for   r1 =r2. 
Also, a point mass m at the end of a 
rod of length r has this same moment 
of inertia and the value r is called 
the radius of gyration. 
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Solid cylinder 
 اسطوانة صلدة

Of  radius  r, height h and mass m. 
This is a special case of the thick-
walled cylindrical tube, with r1 = 0. 
(Note: X-Y axis should be swapped for 
a standard right handed frame).  

 

 

Thick-walled cylindrical tube 
with open ends, 
 
Of inner radius r1, outer radius r2, 
length h and mass m. 

With a density of ρ and the same 

geometry 

 

 

 

 
where  t = (r2–r1)/r2  is a 
normalized thickness ratio; 
 

 

Tetrahedron      رباعي السطوح   
 
 of side s and mass m 
 
 

 

 

 

Octahedron (hollow) 
 مجسم ثماني ( مجوف )

  
of side s and mass m 
 
 

 

 

Octahedron (solid)  
 مجسم ثماني ( صلب )

 
 
of side s and mass m 
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Sphere (hollow)  ( مجوفة ) كرة 
 
 of radius r and mass m. 

A hollow sphere can be taken to be 
made up of two stacks of 
infinitesimally thin, circular hoops, 
where the radius differs 
from  0  to  r  (or a single stack, where 
the radius differs from – r  to  r). 

 

 

Ball (solid)                   كرة صلدة       
 
of radius r and mass m. 

A sphere can be taken to be made up 
of two stacks of infinitesimally thin, 
solid discs, where the radius differs 
from 0 to r  (or a single stack, where 
the radius differs from - r  to  r). 

 

 

Sphere (shell)        (مجوفة ) كرة  
 
 Of radius r2, with centered spherical 
cavity of radius r1 and mass m. 

When the cavity radius  r1 = 0, the 
object is a solid ball (above). 

 

When   r1 = r2, , and the object is a 
hollow sphere. 

 

 

Right circular cone 
قائم دائري مخروط  

 
With radius  r, height  h  and 
mass  m . 
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Torus of tube 
 
 Radius  a, cross - sectional 
radius b and mass m. 
About the vertical axis: 

 
  

About a diameter: 
 

 

Ellipsoid (solid)  
 
Of semiaxes a, b, and c with 

mass m 

 
 
 
 

 

 
 

 
 

 

Thin rectangular plate 
 
 Of height h, width w and mass m 

(Axis of rotation at the end of the 

plate) 
 

 

Thin rectangular plate 
 
 Of height h and of width w and 
mass m 
 

 

 

Solid cuboid 
 
 Of height h, width w, and depth d, and 
mass m. 

For a similarly oriented  cube  with 
sides of length  , 
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Solid cuboid 
 
 Of height D, width W, and length L, 
and mass mwith the longest diagonal 
as the axis. 

For a cube with sides , 

 . 

 

 

Triangle 
 with vertices at the origin and 
at P and Q, with massm, rotating about 
an axis perpendicular to the plane and 
passing through the origin. 

  

Plane polygon  
with vertices P1, P2, P3, ..., PN and 
mass muniformly distributed on its 
interior, rotating about an axis 
perpendicular to the plane and passing 
through the origin. 

 

 

Plane regular polygon  
With  n - vertices and 
mass m uniformly distributed on its 
interior, rotating about an axis 
perpendicular to the plane and passing 
through the origina stands for side 
length. 

    

Infinite disk  
with mass normally distributed on two 
axes around the axis of rotation with 
mass-density as a function of x and y: 

 
 

 

Uniform disk about an axis 
perpendicular to its edge.  

 

 

 

List of 3D inertia tensors 

http://en.wikipedia.org/wiki/Cuboid
http://en.wikipedia.org/wiki/Polygon
http://en.wikipedia.org/wiki/Regular_polygon
http://en.wikipedia.org/wiki/Disk_(mathematics)
http://en.wikipedia.org/wiki/Normally_distributed
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_Inertia_Cuboid.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polygon_Moment_of_Inertia.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Gaussian_2D.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_Inertia_Cuboid.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polygon_Moment_of_Inertia.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Gaussian_2D.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_Inertia_Cuboid.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polygon_Moment_of_Inertia.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Gaussian_2D.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_Inertia_Cuboid.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polygon_Moment_of_Inertia.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Gaussian_2D.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_Inertia_Cuboid.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polygon_Moment_of_Inertia.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Gaussian_2D.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_Inertia_Cuboid.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polygon_Moment_of_Inertia.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Gaussian_2D.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_Inertia_Cuboid.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polygon_Moment_of_Inertia.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Gaussian_2D.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_Inertia_Cuboid.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polygon_Moment_of_Inertia.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Gaussian_2D.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_Inertia_Cuboid.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polygon_Moment_of_Inertia.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Gaussian_2D.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_Inertia_Cuboid.svg
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This list of moment of inertia tensors is given for principal axes of each object. 

To obtain the scalar moments of inertia I above, the tensor moment of inertia I is 

projected along some axis defined by a unit vector n according to the formula: 

 

                                 (16) 

 

Where the dots indicate tensor contraction and we have used the Einstein summation 

convention. In the above table, n would be the unit Cartesian basis ex, ey, ez to 

obtain Ix, Iy,Iz respectively. 

Description 
 وصف

Figure 
 شكل

Moment of inertia tensor 
 تنسر عزم القصور الذاتي 

Solid sphere  

of radius r and mass m 

 كرة صلدة
 

 

Hollow sphere 

 of radius r and mass m 

مثقوبةكرة   

 
 

 

Solid ellipsoid 
 
 of semi-axes  a, b, c  and 

mass m 

 
  بيضوي صلد

 

http://en.wikipedia.org/wiki/Moment_of_inertia#The_inertia_tensor
http://en.wikipedia.org/wiki/Principal_axis_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Unit_vector
http://en.wikipedia.org/wiki/Tensor_contraction
http://en.wikipedia.org/wiki/Einstein_summation_convention
http://en.wikipedia.org/wiki/Einstein_summation_convention
http://en.wikipedia.org/wiki/Cartesian_coordinate_system#Representing_a_vector_in_the_standard_basis
http://en.wikipedia.org/wiki/Sphere
http://en.wikipedia.org/wiki/Ellipsoid
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_sphere.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_hollow_sphere.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Ellipsoide.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_sphere.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_hollow_sphere.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Ellipsoide.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_sphere.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_hollow_sphere.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Ellipsoide.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_sphere.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_hollow_sphere.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Ellipsoide.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_sphere.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_hollow_sphere.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Ellipsoide.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_sphere.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_hollow_sphere.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Ellipsoide.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_sphere.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_hollow_sphere.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Ellipsoide.png
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Right circular cone 
 
 With radius  r ,  height  h  and 

massm, about the apex 

 كرة صلدة
 

 

Solid cuboid  
 
of width w, height h, depth d, and 

mass m 

الصلبة المستطيلات متوازي  
  

 

Slender rod along y-axis 
 
 of length l and mass m about end 

 المحور طول على نحيف قضيب
  الصادي

 

Slender rod along y-axis 
 
 of length l and mass  m about 

center 

الصادي المحور طول على نحيف قضيب  
 

 

Solid cylinder  
 
of radius r, height h and mass m 

صلدة اسطوانة  
 

 

Thick-walled cylindrical  
 
tube with open ends, of inner 
radius r1, outer radius r2, 
length h and mass m 

الجدران سميكة أسطوانة  
 

 

 

http://en.wikipedia.org/wiki/Right_circular_cone
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_cone.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_rectangular_prism.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_end.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_center.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_cylinder.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_thick_cylinder_h.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_cone.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_rectangular_prism.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_end.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_center.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_cylinder.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_thick_cylinder_h.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_cone.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_rectangular_prism.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_end.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_center.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_cylinder.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_thick_cylinder_h.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_cone.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_rectangular_prism.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_end.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_center.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_cylinder.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_thick_cylinder_h.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_cone.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_rectangular_prism.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_end.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_center.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_cylinder.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_thick_cylinder_h.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_cone.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_rectangular_prism.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_end.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_center.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_cylinder.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_thick_cylinder_h.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_cone.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_rectangular_prism.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_end.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_center.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_cylinder.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_thick_cylinder_h.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_cone.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_rectangular_prism.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_end.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_center.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_cylinder.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_thick_cylinder_h.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_cone.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_rectangular_prism.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_end.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_center.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_cylinder.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_thick_cylinder_h.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_cone.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_rectangular_prism.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_end.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_center.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_cylinder.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_thick_cylinder_h.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_cone.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_rectangular_prism.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_end.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_center.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_cylinder.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_thick_cylinder_h.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_cone.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_rectangular_prism.png
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_end.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_rod_center.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_solid_cylinder.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Moment_of_inertia_thick_cylinder_h.svg
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 .التالي النحو على محور، حول  تكامل العزم الثاني بأخذ لمساحة عزم القصور تحديد يتم

                    (16) 

 حيث ان:

Ix   عزم القصور حول محور =x   

Iy   عزم القصور حول محور =y         

Iz   عزم القصور حول محور =z   

o J عزم القصور القطبي = 

 

 

 تكون العزوم للاشكال التالية كما يلي :

 

 ) m = F . r) تساوي (   Zحول محور (   F )عزم القوة ( .1
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 ) m = L . r) تساوي (   Zحول محور (   L )عزم القوة ( .2

 ) m = A . r) تساوي (   Zحول محور (   A )عزم القوة ( .3

 ) m = V . r) تساوي (   Zحول محور (   V )عزم القوة ( .4
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 ، اذا علمت ان  للشكل ادناه y  للمساحة المثلثة حول محور ر الذاتي اوجد عزم القصو: )1مثال (

 )b = 5 mm , h =  10 mm  ( ؟ 

 

 

 

 

 الحل:

  من x  مسافة على  dx التفاضلي العنصر سمك عتبرن دعونا

 :التالي الشكل في موضح هو كما ،) y( محور  الصادي المحور

 بتطبيق قانون عزم القصور 

        

                                                      

( )
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33
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=
×

==∴

=



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


−=

−= ∫
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 ، اذا علمت أن  للشكل ادناه y  حول محور  مظللةاوجد عزم القصور الذاتي للمساحة ال: )2مثال ( 

                 )b =10 mm  ,  h= 15 mm  ؟ ( 

 

 الحل:

 

( )

4
33

55

2
0
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2
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2

22
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يم�ر م�ن خ�لال ،  y  ح�ول مح�ور  للشكل المرك�ب ادن�اهعزم القصور الذاتي و)  ¯xمركز ثقل ( اوجد : )3مثال (

 ) ؟ ¯y(  مركز الثقل 

 

 الحل:

 ) يمكن ايجادها كالاتي :  ¯xلمركز الثقل (   x الاحداثيات 

 

 

 

 

      

 

 

   

 المستطيل

8 1 4 × 2 = 8 A 
64 4 8 × 2 = 16 B 

72  24 
   

 
 

 

 Aللمستطيل 

 Bللمستطيل 

 المجموع
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 ؟  ¯x ) وعزم القصور الذاتي للشكل المركب ادناه حول محور  ¯xاوجد مركز ثقل ( : )4مثال (

 

 الحل                    

 

Segment 

 المقطع
)( 2mmA  )(mmx  )( 3mmAx  

1 40 ×80  =3200 20 64000 

2 160 ×40  =6400 80 512000 

3 160 ×40  =6400 80 512000 
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 ؟  x , y  ي للشكل المركب ادناه حول محور للمساحة المظللة اوجد عزم القصور الذاتي: )5مثال (

 

 الحل                    
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؟: للشكل التالى اوجد مركز ثقل المساحة ثم اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة الكلية ) 6مثال (  
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 ؟  x , y اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة للشكل المركب ادناه حول محوري  : )7مثال (

 

 الحل
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 ؟  x , y اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة للشكل المركب ادناه حول محوري  : )8مثال (

 

 الحل :
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 ؟  x , y اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة للشكل المركب ادناه حول محوري  : )9مثال (

 

 الحل :

 

 

.المثلث1  
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.نصف دائرة2  

الدائرة.3  

 الجواب
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 ؟  للمساحة المظللة للشكل المركب التالي      Ixyاوجد عزم القصور الذاتي  :)10مثال (

 

 

 الحل :
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 الاسئلة
 ؟  x باستخدام التكامل اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة للشكل المركب ادناه حول محور : )1( سؤال

:    الجواب                        

 

باستخدام التكامل اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة للقطاع الدائري للشكل المركب ادناه : )2( سؤال

        الجواب :                                                                                      ؟  O  حول محور 

 

 , x باستخدام التكامل اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة للشكل المركب ادناه حول محوري  : )3( سؤال

y  ؟ 

   الجواب : 
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 ؟  y باستخدام التكامل اوجد عزم القصور الذاتي للمساحة المظللة للشكل المركب ادناه حول محور  : )4( سؤال

  الجواب:

 

 ؟  التالي للمساحة المظللة للشكل المركب      Ix  , Iy اوجد عزم القصور الذاتي: )5( سؤال

   الجواب :
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 ؟  للمساحة المظللة للشكل المركب التالي      Ix: اوجد عزم القصور الذاتي )6سؤال (

       mm2  6230 الجواب :

All dinmention in  (mm)   

 ؟  للمساحة المظللة للشكل المركب التالي      Ixy: اوجد عزم القصور الذاتي )7سؤال (

    الجواب : 

 

 ؟  للمساحة المظللة للشكل المركب التالي      Ixyاوجد عزم القصور الذاتي : )8سؤال (

 الجواب :  
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