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 ب. ص    حصاء الریاضي محاضرات الإ

 قدمةم
 هذه المطبوعة

 .تسييرالللسنة الثانية علوم  "2 إحصاء"حسب البرنامج الوزاري لمقياس  هذه المطبوعة هي عبارة عن محاضرات الإحصاء
برمج هذا المقياس لطلبة السنة الثانية، لكي يستفيد الطلبة من القاعدة التي اكتسبوها عند دراسة الإحصاء الوصفي في 

هدف هذا المقياس هو تقديم السنة الأولى، لكن هدفه الأساسي هو التمهيد لدراسة الإحصاء التطبيقي في السنة الثالثة. 
 أي الأساس الرياضي للإحصاء التطبيقي.  ،حصاء الرياضيعلم الإ

باعتبارها فرعا من الرياضيات، تدرس مادة هذا المقياس في كليات العلوم و الهندسة، لكن تقديم هذه المادة لطلبة العلوم 
لوم الاقتصادية بكلية العالإحصاء  تدريس ة فيتجربة سنوات عديهي ثمرة المطبوعة هذه الإنسانية يتضمن صعوبة خاصة. 

هذه الكلية و بطريقة تلائم مستوى طلبة المقياس محتوى نستفيد من هذه التجربة لصياغة حاولنا أن ، ولقد لجامعة المسيلة
على فعملنا  ؛حرصنا على ربط المفاهيم والقواعد النظرية باستخداماتها التطبيقيةلتحقيق هذا الغرض طبيعة التخصص. 

لأن فهم القواعد الرياضية يكون أسهل إذا كان للمتلقي خلفية عن المشكلة  مفهوم جديد. و إعطاء أمثلة محلولة عن كل
بمسألة  اتأو النظريلبعض الدروس التقديم عملنا في كثير من الأحيان إلى التي يحتاج حلها إلى استخدام هذه القواعد، 

بهم يفترض إلى أنه تنا الأعزاء طلبننبه هذا و  .النظريةتوصل إلى لنننطلق منها التمهيد، وأحيانا بمثابة مشكلة تكون بمثابة 
استيعاب المفاهيم الرياضية بعموميتها و لا يبقوا خيالهم حبيس على عند دراسة الإحصاء الرياضي أن يكونوا قادرين 

 ما بعد. الأمثلة والمسائل المعطاة، فالإحصاء الرياضي غير الإحصاء التطبيقي الذي يعنى بتطبيقات هذه المفاهيم في
جل الموازنة بين الفصول أمن . المعنون "المتغيرات العشوائية" يتضمن البرنامج المقرر على ثمانية فصول، أطولها الفصل الثاني

فصول نظرا لحجمه، وجمعنا محتويات  3محتويات الفصل الثاني إلى م يقسنعيد تجزئة محتويات البرنامج. فأعدنا ترأينا أن 
 المبحث، بحيث يوافق مباحثولقد قسمنا الفصول إلى ن في فصل واحد لتعلقهما بموضوع واحد. الفصل السابع و الثام

بالمنهج المقرر، لكن سوف يجد القارئ أننا توسعنا في بعض في الغالب الأعم التزمنا  ، وواحدة في أغلب الأحيانمحاضرة 
ه قد تمكن من فهم النقاط الرئيسية المقررة، و إلا الجوانب من خلال الملحقات، فله أن يلم بهذه الاستطرادات إن رأى أن

غني عن الذكر أن محتوى هذه المطبوعة من نظريات وقواعد ليس من إبداع  وفإننا ننصحه بأن يمر عليها مرور الكرام. 
علوم ستوى طالب كلية الرأينا أنه الأنسب لممؤلفها، و إنما هي قواعد مبسوطة في المراجع جمعناها وعرضناها بأسلوب 

حتى إذ نقدم لطلبتنا و زملائنا هذا العمل المتواضع، �يب بهم أن لا يبخلوا علينا بملاحظاتهم وتعليقاتهم و الاقتصادية. 
  نستفيد منها لطبعات مقبلة بحول االله.

 متطلبات المقياس
الفصول الأخرى. فالفصل الأول  وبقية، من المهم التمييز بين الفصل الأول هذا المقياسوفهم متابعة ه تحتاجفيما يتعلق بما 

باقي الفصول أما لاحتمالات لا يحتاج استيعابه إلى مستوى عالي في الرياضيات، المفاهيم الأساسية لعلم ايتضمن الذي 
تطلب فهمها أن يقوم الطالب بمراجعة عدد من المفاهيم الرياضية أغلبها متضمنة في برنامج الرياضيات للسنة الأولى. في

المفاهيم أساسا في الدوال، الاشتقاق، التكامل (خاصة التكامل بالتجزئة) والدوال الأسية. كما يحتاج الطالب تتمثل هذه 
 إلى قاعدة بسيطة في مفاهيم اللوغاريتم، التكامل الثنائي والسلاسل الشهيرة. 

 كلمة إلى الطلبة
ذج أو شبه قوانين في حد ذاتها يحاولون حفظها كثيرا ما نلاحظ أن الطلبة يستخدمون التمارين المقدمة في السلاسل كنما

دون  محاولة يائسة لمواجهة الامتحانفي بينما هي في الحقيقة مجرد وسيلة لفهم الدرس. هذا التشبث بالشكل دون المضمون 
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. فوريةفهم حقيق لمضمون المادة هو نتيجة حتمية بالنسبة لمن لا يتابع المحاضرات والتطبيقات بالمراجعة المستمرة و ال
وحسب رأينا فإن الصعوبة التي يواجهها الطلبة في هذا المقياس سببها أنه مقياس يعتمد أساسا على الفهم أكثر مما يعتمد 
على التذكر. وهذا الفهم لا يتأتى عن طريق التلقي من الأستاذ، مهما بذل هذا الأخير ومهما كانت مهارته، وإنما يحتاج 

المراجعة  يه، لفهم هذه المادة"الوصفة السحرية"  من التركيز و المثابرة.مع قدر فرده إلى جهد مستقل يبذله الطالب بم
) مع شيء من التركيز على القواعد والمفاهيم حتى يتم فهمها فهما !1بجرعات منتظمة و فورية (بعد كل محاضرة قبل النوم

. أو قواعد إضافية  يتخذها "نماذج" جامدةمن خلال تمارين السلاسل و لكن لامل الطالب على تعميق فهمه وليع جيدا.
بتنمية إلا الهدف لا يتحقق وهذا ، هدف الأستاذ والجامعة ككل هو إعداد الطالب لمواجهة المشكلات المعقدة للتسيير إن

هي . إن الجائزة الحقيقية التي يجب أن يتوقعها الطالب من دراسة بالجامعة بعدد من التقنيات المساعدة دتزو الو الذكاء 
تكوين ، و هي من جهة أخرى، تكوين قدرة على التعلم الذاتي أكثر من تجميع كم من المعارف التي قد لا يحتاجها أبدا

ذهنية مستقلة قادرة على تحليل المشكلات والوضعيات المعقدة وصياغتها في شكل واضح ودقيق ومن ثم إبداع حلول لها 
في المسائل التي تطرحها مطولا إذا عود الطالب نفسه على إعمال فكره هذه القدرة لا تتأتى من خلال تفكيره الخاص. 

التحليل والتركيب والاستنباط والاستدلال كأسس التفكير المنتج والمبدع. إن القدرة على مما يعطي الطالب  التمارين
رأسمال يجمعه  الوصول إلى هذه القدرة على مواجهة مشكلات وحلها هي غاية أساسية للتعليم الجامعي وهي أحسن

 الطالب ليستثمره حياته العامة والخاصة معا.

 2نبذة تاریخیة عن تطور علم الاحصاء

ذات  و"وهكذا فإن البحث يتقدم عبر مراحل منفصلة و مستمرة من الحدس، التعصب، الإثارة و الحمى. 
   3أينشتاين لبرتأ   […]عاش تلك اللحظات الفريدة. تذوق طعمها من و يأخيرا الفرحة يوم تتحقق 

 
لإحصاء  التطور التاريخي لعن بنظرة يستحسن أن يحيط الطالب للإحصاء الرياضي الطرائق المختلفة  الشروع في دراسةقبل 

 . من كتبوا في هذا العلمأبرز طلع على مجموعة من ي، وأن كممارسة وكعلم
أماكن متعددة على استخدام الإحصاء من : تدل الحفريات التي وجدت في 18ما قبل الميلاد إلى غاية القرن الفترة 

لإدارة أداة  و ،الإحصاء كوسيلة للرقابةوالأمراء الحضارات القديمة عبر المعمورة. منذ القدم استخدم الحكام عدد من قبل 
التي  ،مريةالحضارة السو في تعداد السكان وجرد السلع والموارد المختلفة. ، واستخدموا في ذلك المملكة أو المدينة أو المقاطعة

، كانت قوائم بشكل كبير والتي ازدهرت فيها التجارة ،بل الميلادقآلاف إلى ألفي سنة  5نهرين سادت في بلاد ما بين ال
في عهد وجدت حفريات مشابهة تثبت استخدام الجرد ، وقد من السلع والأشخاص تدون على ألواح من الصلصال

التي قامت على التسيير والتقسيم الدقيق لمياه النيل المصرية لميلاد. الحضارة آلاف سنة قبل ا 3التي سادت الحضارة المصرية 
فقد كان للمصريين القدامى مدارس ، كوسيلة للمراقبة  للتدويناتسمت إدارتها بالمركزية الشديدة وهذا الذي أعطى الأهمية 

علمه الموظف أن لا اعتبار لأمر أو عقد ما لم يكن لقوانين المعمول بها، وكان مما يتوايتعلم فيها الموظفون القراءة والكتابة 
اليونانية والرومانية، وكذا و  اليابانيةو  الهنديةو  مكتوبا. واستخدم الجرد لدى جميع الحضارات القديمة تقريبا كالحضارة الصينية

 !. فأنقذ معلوماتك في الساعات الأولى قبل أن تتبخرها ننساها في التسع ساعات الأولىبالمئة من المعلومات التي نتعلم 60يعلمنا علم نفس التربية أن أكثر من   1
 .2، ص 1996، (Ellips)، دار (SMA)أخذت معظم المعلومات التاريخية عن:  جون جاك دروزبيك، أساسيات في الإحصاء، سلسلة   2
 عن:  .1979ريجي هونريو، باريس، فلاماريون،  كيف أرى العالم. ترجمه إلى الفرنسية :همن كتاب  3

Microsoft ® Encarta ® 2006. © 1993-2005 Microsoft Corporation. 
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 ب. ص    حصاء الریاضي محاضرات الإ

الإحصاء كان ذا العهد  . في ه) 1572إلى غاية  12(ابتداءا من القرن  مريكا الجنوبيةالساحل الغربي لأفي حضارة الإنكا 
لمواد والأفراد وأحيانا نجد نظاما لتصنيف المعلومات لكن لم يوجد دليل على عمليات معالجة لهذه اعبارة عن جرد 

 المعطيات. 
في العهد الإسلامي كان الخليفة عثمان (ر) أول من أمر بالتدوين لإحصاء المستفيدين من عطايا بيت المال، أما في أوربا 

فقط وبالتحديد في بريطانيا. أما في فرنسا فإن عمليات  1086ول الآثار عن عمليات التعداد ترجع إلى فنجد أن أ
الذي شهد ميلاد أول تسجيلات عقود الحالة المدنية وإجبارية تسجيل عقود الازدياد في عهد  14التعداد ترجع إلى القرن 

أن يدفع  –أب الإدارة الفرنسية  - ″كولبيرت″حين أراد  17لقرنفرنسوا الأول. في فرنسا دائما تجدر الإشارة إلى أنه في ا
ببلاده إلى المستوى الصناعي الذي بلغته بريطانيا في ذلك الوقت، أسس إدارة مركزية قوية... وكان من منجزاته أن شهدت 

بالإضافة إلى دول ) عددا من عمليات التحقيق الكبرى.  وشهدت ألمانيا وبريطانيا تطورا مشابها 1660-1630وزارته (
مصطلحات علم السكان مثل  1662في ) أول من استعمل : GRANT 1674 -1620( "قرانت" أخرى. وقد كان

الخصوبة وطول مدة الحياة؛ كما قارن بين معدلات ولادة الإناث والذكور. وقد طور هذا العالم مع عالم آخر هو بيتي 
(PETTY)  الثانوية (عن عدد المساكن، عدد الوفيات...) تدعى "طريقة طريقة لتعداد السكان من خلال المعطيات
 "لابلاس"عرفت بعد ذلك تحسينات متتالية على أيدي علماء آخرين منهم خاصة    (Multiplicateur)المضاعف" 

(LAPLACE)  1785في. 
لتي كانت سائدة تاريخيا ارتبط ظهور نظرية الاحتمالات بألعاب الحظ ا  :18و 17ظهور نظرية الاحتمالات في قرن

بكثرة في أوربا في القرن السابع عشر وتنظمها البنوك بشكل خاص. لكن قلة انتشار طباعة الكتب والأجواء الدينية 
البعض أول الكتابات في علم نسب . ويالكتابات في هذا الشأن السائدة التي لا تبارك هذه الألعاب منعت انتشار

 La)الذي كتب عما أسماه آنذاك "هندسة الحظ"   PASCAL) 1662- 1623الاحتمالات إلى العالم "باسكال" (

géométrie du hasard) 1601( "فرمات"رسائل له مع زميله المعروف هو الآخر . وكان ذلك من خلال –
 1665FERMAT : وتذكر في هذا الصدد بشكل خاص المسألة التي طرحها على باسكال أحد هواة الألعاب "كم . (

". ثم جاء علماء آخرون كانت لهم ؟ 12 لمكعبي نرد حتى يمكن المراهنة بتفاؤل على الحصول على مجموع ينبغي من رمية
 JACQUES)، جاك برنولي (HUYGEN : 1629 – 1695)إضافات بارزة في هذه الفترة مثل هايجان 

BERNOULLI)  ،موافر (MOIVRE)   1716 – 1646( لايبنيتزوكذا LEIBNIZ :ذه الفترة ). كما ساهم في ه
عرفت نظرية الاحتمالات على ,LAPLACE    (GAUSSE,  BAYESعلماء كبار أمثال ( 19التي سبقت القرن 

 أيديهم إنجازات كبيرة.
: في هذا القرن برزت إحدى أهم عناصر نظرية الاحتمالات وهي "التوزيع الطبيعي" وذلك لقياس نسبة الخطأ 19القرن 

. في هذا القرن LAPLACE)و (GAUSSE هذا من ثمرة عمل العالمين لابلاس وقوسفي مجال الحسابات الفلكية. كان 
 . وآخرون (QUETLET) كما برزت أسماء مثل كتلت (GALTOU) أيضا ظهرت حسابات الارتباط لقالتو

ا، إنما برهن عليها رياضيمنظرية الاحتمالات كما نراها الآن، أي بصياغة رياضية ناضجة في شكل قوانين  ن:و القرن العشر 
) من هذا 1920 – 1980من الأسماء التي برزت في الفترة الأولى (و  تبلورت في القرن العشرين وبالضبط في بدايته.

من فرنسا بوريل و  (MARKOV) من روسيا ماركوفو  (KARLE PEARSON)القرن نجد من بريطانيا بيرسون 
(BOREL)) حيث كان لفيشر) درست مسائل التوقع1932 – 1921. في الفترة الثانية ،(FISHER)  .دورا بارزا 
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  (NEYMAN)إلى �اية الحرب العالمية الثانية برزت اختبارات الفروض على يد نايمان 1933في الفترة الممتدة من 
بالإضافة إلى خطط  (NEYMAN) وبداية النظرية الحديثة للمعاينة لنايمان (EGON PEARSON)وإيقون بيرسون 

من الخمسينات تكاثرت الكتابات في مجال الإحصاء حيث عرفت نظرية التقدير وتحليل البيانات. التجارب لفيشر. بداية 
 وبالتدريج انتشر استخدام الإحصاء في الميادين المختلفة والعلوم التجريبية والإنسانية.

دراسة السكان فإن و  دتاريخيا إذا كانت أولى استعمالات الإحصاء ارتبطت بحاجة الدولة لتنظيم الجباية والتجني لخص:م
أولى الدراسات في حساب الاحتمالات (أصل الإحصاء الرياضي) ارتبطت أول الأمر بمسائل ألعاب الصدفة والحظ  

. التطور السريع لعلم الاحتمالات كفرع 17كمجال جديد أثار فضول عدد من العلماء الذين أسسوا هذا العلم في القرن 
لكن أهم عناصر الإحصاء الرياضي كما هو معروف الآن تبلورت في النصف  20من الرياضيات كان في بدابة القرن 

 الأخير منه.

 لإحصاءعلم ا تعریف

 : "يقصد بعلم الإحصاء، الطريقة الإحصائية، وهي تلك الطريقة التي تمكن من: 1 مصطفى الخواجةتعريف 
 جمع الحقائق عن الظواهر المختلفة في شكل قياسي، •
 قائق في جداول تلخيصية،تسجيل بيانات تلك الح •
 عرض بيانات تلك الجداول بيانيا وتحليلها بهدف معرفة اتجاهات هذه الظواهر والعلاقات فيما بينها. •

أي أن علم الإحصاء يختص بالطريقة العملية لجمع وتنظيم وتلخيص وعرض وتحليل البيانات بهدف الوصول إلى نتائج 
يمكن القول بإيجاز شديد أنه" علم استنباط الحقائق من الأرقام بأسلوب مقبولة وقرارات على ضوء هذا التحليل. أي 

 علمي وبطريقة علمية." 
... "ويمكن تقسيم علم الإحصاء إلى قسمين وهما الإحصاء الوصفي والإحصاء التحليلي، وفرع الإحصاء الذي يهدف 

بالمجموعات الأكبر أو الأخرى فإنه  فقط إلى وصف وتحليل مجموعة معينة دون الوصول إلى نتائج أو استدلال خاص
أما الإحصاء التحليلي فيهتم بعمليات التنبؤ والتقدير عن طريق استخدام جزء من المجموعة  ،يسمى بالإحصاء الوصفي

للوصول إلى قرار أو حكم عام يمكن تطبيقه على المجموعة كلها، ولذلك يعتمد في جزء كبير منه على نظرية 
 الاحتمالات."

: "الإحصاء هو علم جمع وترتيب معلومات خاصة بظاهرة معينة وقياس الوقائع كأساس  2طو جيلاليجلاتعريف 
 للاستقراء ".

: يعرف هذا العالم الإحصاء بأنه ذلك العلم الذي يشمل " مجموعة الطرق التي تهدف إلى  3جون جاك دراوزبيكتعريف 
علق الأمر بمعرفة كيفية الحصول على تلك البيانات، معـرفة معالجة المعطيات ..." ويقول عن موضوع علم الإحصاء: "يت

 من أين يتم تجميعها وبأي شكل يكون ذلك التجميع."
: " الإحصاء هو مجموع الطرق الرياضية المتعلقة بجمع، وعرض، وتحليل، واستخدام المعطيات  1دومنيك سلفاتورتعريف 

اتخاذ قرارات إزاء حالة عدم التأكد التي نواجهها في مجال الرقمية. هذه العمليات تمكن من استخلاص استنتاجات و 
 فيزيائية أخرى."و  الاقتصاد ومجال الأعمال أو في علوم اجتماعية

 . 2 ، ص2002مصطفى الخواجة: مقدمة في الإحصاء، الدار الجامعية، الإسكندرية،   1
 .3ص ، ، ديوان المطبوعات الجامعية2002جلاطو جيلالي، الإحصاء مع تمارين ومسائل محلولة،   2
 مرجع سابق.دروزبيك،  3
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الأول يلخص، يحوصل  (Statistique Inductive) نميز بين الإحصاء الوصفي والإحصاء الاستدلالي« ويواصل الكاتب 
سقط على الكل من خلال دراسة الجزء، الكل يسمى في هذه الحالة المجتمع (أو من المعطيات، أما الثاني فيكما من ويحلل  
 ".) والجزء يسمى العينة. صحة الإسقاط تتطلب إذا أن تكون العينة ممثلة وأن تكون احتمال الخطأ محسوبا Universالعالم

من يسمي هذا  كوهنا ،اء الاستدلاليالإحصالمتمثل في هتم هذا المقياس بدراسة الفرع الثاني من الإحصاء ، يفيما يخصنا
من المهم ذكر هذه التسميات حتى يعلم الطالب أن بإمكانمه البحث عن مادة  تطبيقي".الحصاء الإالفرع من الإحصاء "

الإحصاء الاقتصادي، الاحتمالات، الاحتمالات المقياس في مراجع تحت هذه العناوين وغيرها مثل الاقتصاد القياسي، 
 . عشوائية أو ببساطة الإحصاءوالمتغيرات ال
  التطبيقيالاحصاء 

يلي: نريد دراسة عدد من الخصائص  "المسألة الأساسية للإحصاء التطبيقي تتمثل نظريا كما :  2تعريف "ريجينالد لافوا" 
تمع. لهذا (كالعمر، الوزن، التوجه السياسي...) لمجتمع ما، لكن لأسباب مختلفة لا يمكن أن نشمل بالدراسة كل أفراد المج

نلجأ إلى دراسة جزء من المجتمع (عينة) لدراسة هذه الخصائص، وعند إتمام دراسة العينة نعمل على تعميم على المجتمع  
 ككل الحقائق المشاهدة مع التقييم، لفرض عدم الخطأ في هذا التعميم". 

عرض و  ترتيبو  حصاء يهتم بكيفية جمعبصفة عامة ومن خلال جميع التعريفات السابقة يمكن القول أن علم الإ :حوصلة
 كذا كيفية تحليلها للخروج بخلاصة مفهومة.و  البيانات
 

 .1، ص 1985دومينيك سالفاتور، الاقتصاد القياسي والإحصاء التطبيقي، سلسلة شوم، دار ماك قراو هيل،   1 
  1.1، ص 1981، ريجينالد لافوا، الإحصاء التطبيقي، الكيبيك  2

                                                                                                                                               





  ب. ص    محاضرات الإحصاء الریاضي
 

 لاحتمالاتالأساسیة لمفاھیم بالتذكیر  .I  الفصل

  الترمیز     مفاھیم أساسیة
  

 غــير، والحقيقــة !! "مــن بــين علــوم الرياضــيات العليــا يعتــبر الــبعض الاحتمــالات علــى أ�ــا الأكثــر تعقيــدا و "الأكثــر علــوا
ولا يضــاهي . بديهيــةقواعــد لعبــة مســلية تــتلخص في بضــعة ا فهمــحقــا بالنســبة لمــن يريــد كــون تذلــك. إ�ــا لا تعــدو أن 

بســاطة الاحتمــالات إلا تعــدد اســتخداماتها وتواجــدها في جميــع الميــادين، مــا يفســر حتميــة دراســتها علــى جميــع الشــعب 
لمعالجـة المشـاكل المطروحـة واتخـاذ يوميـة ب الاحتمـالات هـو أداة تقريبا. بالنسبة لعـالم الاقتصـاد والتسـيير فـإن فهـم حسـا
  غير مؤكدة.معلومات من الحالات على  % 99القرار. فقرارات المسير، بل وحتى رب البيت، تبنى في 

 مفاھیم أساسیة .1 المبحث

 مفھـوم التجربة، الحدث والاحتمال
 خصائص الاحتمال

 القواعد الأساسیة في حساب الاحتمال
 للاحتمال تعریف باسكال

   

 Epreuve, événement, probabilitéربة، الحدث والاحتمال مفهوم التج 1

 Evénement et probabilité و الحدثالاحتمال  )أ (

هو فالاحتمال ، أما واقعة أو نتيجة ما فالحدث العشوائي هو .لارتباطهما ببعض كثيرا ما يخلط الطلبة بين هذين المفهومين
هو المستقبل، فقد يكـون وقوع الحدث ليس شرطا أن يكون زمن عن حظوظ وقوع الحدث ( يعبر بين الصفر والواحدعدد 

مـا هـو احتمـال ا�ـزامكم في هـذه الحـرب ؟   -قبل حـرب الخلـيج الأولى -سئل الرئيس العراقي السابق ). الماضي أو الحاضر
وقـــوع حـــدث معـــين فإننـــا عـــادة فأجـــاب: "واحـــد إلى مليـــون". عنـــدما نرغـــب في التعبـــير بشـــكل دقيـــق علـــى مـــدى إمكانيـــة 

نحـــن مـــثلا للحـــدث المســـتبعد، إذن ‰ 1% للحـــدث المحتمـــل و50% للحـــدث المؤكـــد أو 100نســـتعمل عبـــارات مثـــل: 
  للتأكد. 1للاستحالة و 0، بحيث يرمز 1إلى 0نستخدم الكسور في سلم تصاعدي من 

حجـر " عنـد رمـي 6صـول علـى الوجـه "، و احتمـال الح1/2 . احتمال الحصول على صورة عند رمي قطعـة نقديـة هـومثال
 .  1/6نرد هو 

يمكن جمع الأعداد أو طرحها و يمكن أن تخضع للجداء و القسمة أما عمليات التقاطع و الاتحاد، .. فهي عمليـات علـى 
تمثــل هـــذه المجموعــات و ليســت علـــى الأعــداد. مـــن أجــل ذلــك لا يصـــح أن نكتــب احتمـــال تقــاطع (أو اتحــاد) احتمـــال. 

   لذهبية الأولى في الاحتمالات وفي هذا المقياس ككل.القاعدة ا

هو عدد يقيس حظـوظ وقـوع في مفهوم العلم . فالاحتمال (الإمكانية هي حدث) ويجب التمييز بين الاحتمال والإمكانية
 . أمــا الإمكانيــة فهــي حــدث أو نتيجــة مــا مــن بــين أحــداث أو نتــائج أخــرى.أو إمكانيــة شــيء مــا نســميه نتيجــة أو حــدث

مثلا ، فيقال كثيرا ما تطلق كلمة الاحتمال و يقصد بها إمكانيةتلف عن هذا المفهوم العلمي تعريف الناس للاحتمال. فيخ
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 المفاھیم الأساسیة للاحتمال  الفصل الأول

إحتمالات" و الصحيح  6إذا رمينا حجر نرد هناك "إن هذا احتمال ممكن" و الصحيح إن هذه إمكانية واردة" أو يقال "
 ، ... "نتائج محتملة 6إمكانيات أو  6هناك " 

 Epreuveالتجربة  )ب (

لأن التجربـة تتفـرع النتيجـة. أم أو  التجربـة هـي أم الحـدثيمكن القـول أن لشرح المفهوم المجرد للتجربة و تمييزها عن الحدث 
تقبـل قـد التجربـة  و.للحـربممكنـة الهزيمـة هـي نتيجـة بينمـا ، التجربـة هـي الحـرب المقولة السابقةففي بالضرورة إلى أحداث. 

 ر.نتيجتين أو أكث

عنـد رمـي قطعـة  6فـإذا كنـا نـدرس احتمـال الحصـول علـى الوجـه  ،ومفهوم التجربة في علم الاحتمالات مفهوم عـام و مـرن
نــرد تكــون التجربــة هــي الرمــي، و إذا كنــا نــدرس احتمــال عــدد معــين مــن الوحــدات التالفــة لآلــة مــا يمكــن اعتبــار كــل وحــدة 

نقــول ن الطلبــة الراســبين في مقيــاس مــا نعتــبر كــل طالــب كتجربــة... منتجــة كتجربــة، وإذا كنــا نــدرس احتمــال عــدد معــين مــ
 احتمال حدث أو احتمال نتيجة ولا نقول إحتمال تجربة.

 خصائص الإحتمال 2

 عادة ما نعبر عن هذه الخصائص بالطريقة التالية:  
 .(لا يكون سالبا) الاحتمال هو عدد موجب تماما أو معدوم •
 ساوي الواحد.مجموع احتمالات أحداث تجربة ما ي •

 0هي أن الاحتمال يكون محصورا بين و  ويمكن إضافة خاصية ثالثة تستنتج بديهيا من الخاصيتين السالفتين
 لا أن يكون أكبر من الواحد.و  . أي أنه لا يمكن أن يكون سالبا1و

 الاحتمالاتحساب في الأركان الخمسة  3

وسنحتاج ما بعد قتضاب لإبراز أهميتها ونعود لشرحها فقواعد أساسية في حساب الاحتمال نذكرها الآن با خمسهناك 
 . إلى استخدام هذه القواعد في جميع فصول المقياس

مطروحا منه احتمال الحدث المعاكس. مجموع احتمال الحدث واحتمال الحدث 1احتمال وقوع حدث يساوي  .1
 .1المعاكس يساوي 

ضروبا في احتمال وقوع الثاني لما يكون الأول احتمال وقوع حدثان "أ" و "ب" يساوي احتمال وقوع الأول م .2
 قد وقع فعلا.

وقوع حدثان مستقلان يساوي جداء الاحتمالين أي احتمال الحدث الأول مضروبا في احتمال الحدث  احتمال .3
 الثاني.

 احتمال وقوع الحدث وعكسه يساوي الصفر، ونقول أن الحدثان متنافيان. .4
  ع احتمالي الحدثين مطروحا منه احتمال تحققهما معا.احتمال وقوع حدث "ا" أو "ب" يساوي جم .5

 تعريف باسكال للاحتمال حساب الاحتمال حسب أو سادسة القاعدة ال 4

 بالشكل التالي:الاحتمال  (Blaise Pascal : 1623)بليز باسكال  عرف 
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ا "احتمال حدث هو عدد الحالات الملائمة لوقوع الحدث مقسوما على عدد الحالات الممكنة، إذ
 1 اقترضنا أن كل الحالات لها نفس الاحتمال في الوقوع."

بين كل من التجربة، الحدث والاحتمال في هذا  هو احتمال الحصول على عدد زوجي عند رمي قطعة نرد ؟ ما مثال:
 المثال.

فهو  ). أما العدد الكلي للحالات الممكنة6و 4، 2الجواب: هناك ثلاث حالات ملائمة للحصول على عدد زوجي (
فإن احتمال الحصول على عدد  وبافتراض أن كل الحالات الممكنة لها نفس الاحتمال). 6 ،5، 4، 3، 2، 1: (6

زوجي هو 
6
3=

2
1.  

 تنبيه: لا يمكن استخدام هذه العلاقة إذا لم تكن احتمالات الحالات متساوية،.
؟ بين كل من ل أن تكون كلها حمراءكريات معا. ما هو احتما  3حمراء. نسحب  5كريات منها   7. صندوق به 2مثال

 الحدث في هذا المثال.و  التجربة

3عدد الحالات الملائمة  
5C :3 وعدد الحالات الممكنة

7C إذا الاحتمال هو .
35
10

3
7

3
5 =

C
C . التجربة هي السحب من

 الصندوق، الحدث أو النتيجة هي الحصول على ...
بين كل من  احتمال أن يكون الطالب أحمد؟من العشرة. ما هو  اسمطلبة. نسحب بالقرعة  10. فوج مكون من 3مثال

 الحدث.و  التجربة
 أسماء من العشرة. ما هو احتمال أن يكون منهم الطالب أحمد؟    3نسحب (بدون إعادة) عينة من 

 الحدث الأول أو النتيجة الأولى هيحتمال ا) 1الجواب: 
10
1، 

3) عدد الطرق الممكنة للعينة: 2
10Cأحمد في العينة: ، عدد الحالات الملائمة لكي يكون 

36
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20الاحتمال هو إذا:
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 التجربة هي السحب، النتيجة أو الحدث هي أن يكون الطالب أحمد، ...
زملائه على أعلى نقطة في كل من الامتحانات الستة للسداسي. إذا كانت حظوظ الطلبة  3. يتنافس أحمد مع 4مثال 

في كل من الامتحانات الستة؟ أن يفوز أحد الطلبة (أيا كان)  الأربعة متساوية، ما هو احتمال: أن يفوز أحمد بأعلى نقطة
 بأعلى نقطة في الامتحانات الستة؟ 

 الجواب: 
 .1/4096حالة ممكنة لنتائج المنافسة، منها حالة فوز أحمد بجميع المقاييس؛ إذا الاحتمال هو  4096 = 64) هناك 1
 . 4/4096ع المقاييس، إذا الاحتمال هو حالات لفوز أحد الطلبة بجمي 4طلبة إذا هناك  4هناك ) 2

 خلاصة  5

 .0و لا يقل عن  1الاحتمال هو عدد لا يزيد عن 

 .3و 2، ص 1981ريجينالد لافوا    1
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التجربة والحدث والاحتمال هي مفاهيم لا يجب الخلط بينها. التجربة يتولد عنها أحداث (نتائج أو حالات) مختلفة. 
هذه المهارة في تحديد ما هي التجربة أو التجارب  . من المهم اكتسابوخيالذكية التجربة مفهوم مرن يتطلب أحيانا نظرة 

 .في مسألة ما لأن ذلك هو المفتاح لفهم و حل المسألة
 ب:هي الأركان الأساسية لعلم الاحتمالات. هذه القواعد متعلقة هناك خمس قواعد في حساب الاحتمال 

 المعاكسلحدث حتمال اا ، 
  ،باحتمال تحقق حدثين معا 
 عا إذا كانا مستقلان، باحتمال تحقق حدثين م 
  ،باحتمال تحقق أحد حدثين 
 .و متعلقة باحتمال تحقق الحدث و عكسه معا  

 

 الترمیز أو التعبیر الریاضي عن الاحتمالات .2 المبحث

 
 )1642-1564( الرياضيات" جاليليلغته "الطبيعة هي كتاب 

 استخدام نضریة المجموعات
 ضرب الاحتمالاتو جمعالتعبیر الریاضي عن قواعد 

 ة بایزنظری

نستخدم الترميز من أجل التوصل إلى تعبير دقيـق و واضـح لقواعـد الحسـاب الاحتمـالي وهـي ذاتهـا القواعـد الأربعـة المـذكورة 
 في الجزء الأول.

    P(A)نعبر عن احتمال حدث ما بطريقة رياضية فنكتب 
 .  P(x)أو   P(X = x)كما يلي:   X = x: ونعبر عن احتمال وقوع الحدث 

 1/6، أو باختصار:  P(X = 5)=  1/6" عند إلقاء حجر نرد يكتب:  5تمال الحدث: "الحصول على الوجه مثال: اح
) =P(5  

 .P=  1/6و أحيانا نختصر أكثر فنكتب: 

 رية المجموعات للتعبير عن الأحداث العشوائية ظاستخدام ن 1

 عشوائية:من خلال البنود التالية تستخدم نظرية المجموعات للتعبير عن الأحداث ال
 تسمى المجموعة الكلية أو فضاء العينة. و  ،Ωنعبر عن النتائج الممكنة لتجربة ما ب  .1
 هي مجموعة من النتائج الممكنة للتجربة. Aمن فضاء العينة، حيث  A نعبر عن الحدث بمجوعة جزئية .2
 قد تحقق. A نقول أن الحدث Aإذا انتهت التجربة بنتيجة تمثل عنصرا من  .3
 يسمى عادة حدث بسيط.   Ωوي على نقطة أو عنصر واحد منالحدث الذي يحت .4

 
 لتكن لجينا تجربة هي إلقاء مكعب نرد. أكتب مجموعة فضاء العينة ثم عبر عمليا عن الأحداث التالية:. مثال

 1, 2, 3, 4, 5, 6 = {Ω{  =A    , }6{   (حدث بسيط)            6: الحصول على العدد Aالحدث 
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  B= }6 ,4 ,2لى عدد زوجي                         {: الحصول عBالحدث 
 C=  }5 ,3 ,2{    : الحصول على عدد أولي                        Cالحدث 
 D=  }5 ,3 ,1{  : الحصول على عدد فردي                        Dالحدث 

 وعة فضاء العينة ثم عبر عن:: لتكن لدينا تجربة هي رمي قطعتين نقديتين على التوالي: أكتب مجم2مثال 
 PP {,  A =  }PP, PF, FP, FF ={Ω{: الحصول على مرتين كتابة (حدث بسيط)          A الحدث
   = FP, PF { B: الحصول على كتابة مرة واحدة                    { Bالحدث 
 PF, PP {=  C{      : الحصول على كتابة في الرمية الأولى            Cالحدث

 
يمثل الحدث المستحيل لأنه لا يمكن أن يتحقق  Φ من بين الأحداث الممكنة في تجربة ما أيا كانت، الحدث .5

 .P(Φ) = 0 عنصر منها.
نفسها، وهو الحدث الأكيد لأنه  Ωمن بين الأحداث الممكنة في تجربة ما أيا كانت، حدث المجموعة الأساسية  .6

      P(Ω) = 1 لابد أن يتحقق أحد عناصرها على الأقل.
.... على المجموعات نحصل على مجموعات جديدة جزئية  بتطبيق عمليات مثل الإتحاد والتقاطع، الطرح، الجمع .7

 .  من ذلك : Ω ومن ثم أحداث جديدة في  Ωمن 
AUB هو الحدث: إماA   أوB .أو كلاهما 
A∩B  :هو الحدثA وB .في وقت معا 

CA   هو الحدث المعاكس لA. 
B –  Aث: هو الحدA لكن ليس B. 

متنافيان (أو غير متلائمان) أي لا يمكن وقوعهما معا  Bو Aنقول أن  Φ  =A∩Bإذا كان   .8
)mutuellement exclusifs.( 

 ."صورة على الأقل" B و هو الحدث "مرتين كتابة" Aمثال: نرمي قطعة نقدية مرتين: إذ كان 
         A = {PP}.  B = {PF, FP, FF}            A∩B = Φ     

 الاحتمالاتحساب قواعد التعبير الرياضي عن  2

 Evénement contraire .1أو التعبير الرياضي عن القاعدة رقم  الحدث المعاكس )أ (

 ونكتب :، A احتماله هو احتمال عدم تحقق الحدثو  'Aأو  Āب  Aنعبر عن الحدث المعاكس ل 
P(Ā) + P(A) = 1  <=> P(Ā) = 1– P(A) 

 
 
 
 

 للصورة (الوجه). نلاحظ أن: Fو للكتابة Pنرمز ب و  طعة نقديةمثال: نرمي ق
P(P) = P(F') = 1– P(F) <=> P(P) + P(F) = 1 

 

A Ā 
Ω  
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، فما هو الحدث المعاكس في هذه  P(5) = 1/6هو:  5: عند رمي حجر نرد فإن احتمال الحصول على العدد 2مثال 
 الحالة وما احتماله؟

  .P(5') = 1 – P(5) = 1 – (1/6)  = 5/6احتماله هو: و  ،5الحدث المعاكس هو الحصول على عدد غير 

 ما هو احتماله؟ و  : نرمي حجر نرد، ما هو احتمال الحصول على عدد زوجي، ماهو الحدث المعاكس3مثال 
P(nombre pair) = P(2 ou 4 ou 6) = 3/6 

 احتماله: و الحدث المعاكس هو الحصول على عدد غير زوجي،
P(impair) = 1– P(pair) = 1– (3/6)  = 3/6. 

  ).2رقم قاعدة (أيا كانت " B" و "Aاحتمال وقوع الحدث " )ب (
                          P(A∩B) = P(A)* P(B/A) 

P(A∩B∩C) = P(A)* P(B/A)* P(C/(A∩B)) 
A, B, C (مستقلة أو لا، متنافية أو لا) أحداث ما  ،    )A/B(P  سمى الاحتمال الشرطي ليB  علما أنA ققمح. 

  ومن المعادلة الأولى نحصل على: 
 A (P        )A(P ) /A∩B(P  ) =A/B(P( < 0 لما 

محقق.           A تصبح فضاء المعاينة بما أن  Aحيث 

            

 ).B(حدث 4) أحسب عند إلقاء حجر نرد احتمال الحصول على قيم أقل من 1  مثال: 
 .A)حدث(إذا علمت أن الوجه المحصل لمكعب النرد عدد فردي  4حتمال الحصول على نتيجة أقل من ) أحسب ا2 

 إذا علمت أن النتيجة عدد فردي. 4) أحسب احتمال الحصول على قيمة أكبر أو يساوي 3
P(B) = P(1ou 2 ou 3) = P(1) + P(2) + P(3) = 3/6 
P(B/A) = P(B∩A)/P(A)  
P(B∩A) = P (impaire et  ≤ 4) = P(1 ou 3) = P(1) + P(3) = 1/6  +  1/6 = 2/6 
P(B/A) = P(B∩A)/P(A) = 2/6  /  3/6  =  2/3 

 ).3رقم قاعدة " مستقلان (B" و "A" لما "B" و "Aاحتمال وقوع الحدث " )ج (
P(A∩B) = P(A) * P(B)                     (P(B/A) = P(B)) 

 مستقلان، Bو Aأو عدم وقوعه نقول أن  A يتأثر بوقوع لا Bأي أن وقوع ، وهو تعريف استقلال حدثين
 P(A∩B∩C) = P(A) * P(B) * P(C)                 P(C/(A∩B)) = P(C)      

؟ (نتيجة مكعب النرد مستقلة  6العدد و  نرمي حجر نرد وقطعة نقدية معا. ما هو احتمال الحصول على الصورة مثال:
 عن نتيجة القطعة النقدية).

P(A∩B) = P(A).P(B) = 0.5 * 1/6  = 1/12.   

A\B     A∩B     B\A 

 

A B 

Ω  

 B\Aغیر الحدث   B/Aالحدث    1 رسم
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 في الرمية الثانية.و  . نلقي قطعة نقدية مرتين. أحسب احتمال الحصول على صورة في الرمية الأولى2مثال 
P(FF) = P(A∩B) = P(A) P(B) = 0.5 * 0.5 = 0.25 

 3نكرر العملية و  دوقبيضاء. نسحب كرية نسجل لو�ا ثم نعيدها للصن 3و حمراء 2كريات   5. صندوق به 3مثال 
 مرات.
o  كريات حمراء (أحداث مستقلة).  3كريات حمراء،   2أحسب احتمال الحصول على 
o كيف يكون الاحتمال في حالة كون السحب بدون إرجاع الكرية (أحداث غير مستقلة)؟ 

P(RR) = P(R1 ∩ R2) = P(R1) P(R2) = 2/5 * 2/5 = 8/25 
P(RRR) = P(R1 ∩ R2 ∩ R3) = P(R1) P(R2) P(R3) = 2/5 * 2/5 * 2/5 = 8/125 
P(RR) = P(R1 ∩ R2) = P(R1) P(R2/R1) = 2/5 * 1/4 = 2/20 
P(RRR) = P(R1 ∩ R2 ∩ R3) = P(R1) P(R2/R1) P(R3/(R1∩R2)) = 2/5 * 1/4 * 0 = 0 

  ).4" (القاعدة رقم B" أو "Aاحتمال وقوع حدث " )د (
P(AUB) = P(A) + P(B) – P(A∩B) 

 
 
 
 

 ).5القاعدة رقم لما "أ" و "ب" متنافيان ( ع حدث "أ" أو "ب"احتمال وقو  )ه (

 A, B تنافيةلتكن الأحداث الم

P(AUB) = P(A) + P(B)      (P(A∩B) = 0) 
P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)      (P(A∩B∩C) = 0) 

 
 
   

 قواعد إضافية مهمة )و (
 من أجلA1 ⊂ A2      :فإن         P(A1) ≤ P(A2)      و P(A2 – A1) = P(A2) – P(A1)           

   
 

 

 

  من أجلA وB :أحداث أيا كانت P(A∩B) + P(A∩B’) = P(A) 

 

 

            A∩B      
A B 

Ω
  

A Ā Ω
  

 

A1 
A2 

Ω  

   A∩B’     A∩B     B∩B’ 

 

A B 

Ω  
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  إذا كانA :هو نتيجة أحد أو بعض الأحداث المتنافية A1, A2 , A3 , A4 ,  …… An   

P(A) = P(A∩ A1) + P(A∩A2 ) + P(A∩A3 ) + ……. + P(A∩An ) 
 

 

 

                                   Théorème ou règle de BAYESحتمال السببي أو نظرية بايز نظرية الا 3

           

أحداث متنافية فيما بينها حيث اتحادها يشكل المجموعة الكلية   1A، 2A، 3A، . . . Ak، . . .، Anلتكن 
تحقق، نحسب  A، إذا علمنا أن Ak حدث ما يتحقق عن طريق واحد أو أكثر من الأحداث A، وΩ(الأساسية) 

 كما يلي:   Akاحتمال تحققه عن طريق الحدث 

)(
)(

)/()(
)/()(

)/(
1

AP
AAP

AAPAP
AAPAP

AAP k
n

k kk

kk
k

∩
==

∑ = 
تسمى هذه النظرية نظرية الاحتمال السببي لأ�ا تمكن من 

هو المسبب لوقوع  (Ak)حساب احتمال أن يكون حدث ما  
 ).Aحدث آخر (

 
فواتير. يشغل المكتب عاملتين من ال % 20 طبع) بمكتب للمحاسبة حيث تولت A1(مكتب فت أمينة ظ: و مثال

من  %5. ترتكب الموظفة الجديدة أخطاء في A3 (50%الأخرى (و  من الفواتير %30) تطبع A2أخريين إحداهما (
 .A3 (1%لدى الثالثة (و  2%)  A2الفواتير، بينما نسبة الخطأ لدى الثانية (

تكون هي من أنجزت الفاتورة بحجة أ�ا لا تنجز أخذت فاتورة بشكل عشوائي فتبين أن بها أخطاء. استبعدت الأولى أن 
 ).%5ردت عليها العاملات الأخريات بأن نسبة الأخطاء لديها هي الأكبر(و  من الفواتير، %20إلا 

قارن مع احتمال أن يكون و  ) هي التي حررت الفاتورةA1.   أحسب احتمال أن تكون الموظفة الجديدة (1
 .A3أو  A2مصدر الخطأ هو 

 مجموع الاحتمالات الثلاث. .  أحسب2
 . أحسب احتمال أن تكون فاتورة مختارة عشوائبا من مجموع المراسلات، أن تكون بها أخطاء.3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 476.0
01.0*5.002.0*3.005.0*2.0

01.0*5.0
)/()(

)/()(
)/(

2857.0
01.0*5.002.0*3.005.0*2.0

02.0*3.0
)/()(

)/()()/(

238.0
01.0*5.002.0*3.005.0*2.0

05.0*2.0
)/()(

)/()(
)/(

3

1

33
3

3

1

22
2

3

1

11
1

=
++

==

=
++

==

=
++

==

∑

∑

∑

=

=

=

k kk

k kk

k kk

AAPAP
AAPAP

AAP

AAPAP
AAPAPAAP

AAPAP
AAPAPAAP

 
 هي التي حررت الفاتورة.  A3يظهر من الحساب أن الاحتمال الأكبر هو أن تكون 

A1    A2        Ak . . .         An 
A 

Ω  
 بایز رسم یوضح نظریة  2 رسم 

A1    A2        Ak . . .         An 

A Ω  
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  ب. ص    محاضرات الإحصاء الریاضي
 

حداث المتنافية لأ�ا تمثل احتمالات الأ  P(A1/A) + P(A2/A) + P(A3/A) = 1مجموع الاحتمالات  .2
 الثلاث. 

 . احتمال وجود خطأ في مراسلة ما:3
( ) ( ) ( )∑ =++== 012.001.0*5.002.0*3.0005.0*2.0)/()()( kk AAPAPAP 

 خلاصة 4
باستخدام نظرية المجموعات كأساس للترميز في مجال الاحتمالات يمكن الحصول على صياغة أكثر دقة للمفاهيم 

 المختلفة. بهذه الطريقة نستخدم: 
 "5"(=  P(2) * P(5)" في رميتي نرد:  5 و 2)  مثال: احتمال "الوجه etبدلا عن عبارة "و" ( ∩رمز التقاطع  

∩ P("2"  
 + P("5"U"2") = P(5)في رمية نرد  5أو  2 " مثال: احتمال الوجهouبدلا عن عبارة" أو" " Uرمز الإتحاد  

P(2) 
    P(Ā) = 1 – P(A) "؛  Aبدلا عن عبارة "عكس  Ā أو  CAرمز المتمم 

 ن القواعد الخمسة الأساسية لحساب الاحتمالات.من خلال هذا الترميز يمكن أن نعبر بسهولة ع
-     P(A∩B) = P(A)* P(B/A)  

 A (P (                  )A(P ) /A∩B(P  ) =A/B(=>  P< (0  بشرط(
                             P(A∩B) = P(A)* P(B)     -عندما يكون الحدثان مستقلان

 
-      P(AUB) = P(A) + P(B) – P(A∩B) 

 P(AUB) = P(A) + P(B)                         (P(A∩B) = 0)      -دما يكون الحدثان متنافيان أي :عن
 

 "كتابة في المرة الأولى"، عبر عن الحدث: Bو مرتين كتابة""A  نرمي قطعة نقدية مرتين، نسمي مسألة.
 A ، B، Ā،  A∩B ، AUB ، B– A  ،B – A   

A = {PP}, B = {PP, FP}, Ā = {PF, FP, FF}, 
A∩B = {PP}, AUB = {PP, FP}, A – B = Φ,           B – A= {FP} 

 ملحق 5

 التعبير الهندسي عن الاحتمالات )أ (

توضح عناصر المسألة استعمال أشكال هندسية سألة مركبة للاحتمالات يستحسن تحليلها بم حلالشروع في قبل 
بين شجرة الاحتمال تالاحتمال (أنظر الملحق) ومخطط فين. (الأحداث) والعلاقات بينها. يستخدم لهذا الغرض شجرة 

الأحداث المتنافية التي تنتج عن التجربة الواحدة أو المكررة وذلك من خلال أغصان تتفرع من أصل، أما مخطط فين 
  فيستخدم لتمثيل الأحداث الفرعية دوائر داخل مستطيل يمثل التجربة.

 
 
 

A 

 مخطط فین  1 رسم 
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 المفاھیم الأساسیة للاحتمال  الفصل الأول

 
موع احتمالات كل تفريعة يساوي الواحد. التفريعة هي بمثابة شجرة فرعية تحتوي يراعى في رسم الشجرة أن يكون مج

 أحداث متنافية، لكو�ا تمثل النتائج المحتملة لتجربة جزئية.
 أحسب احتمال الحصول على مرتين صورة.مثال. نرمي قطعة نقدية مرتين. 

 
P(face ∩ face) = P(face) * P(face/face) = 0.5 * 0.5 = 0.25. 

 

 

 مفهوم الحدث العشوائيفي  )ب (

لا عشوائي لا تعني أن الحدث لا يخضع لأي قانون، بل المقصود أننا نتحدث عن حدث حدث يجب الملاحظة أن كلمة 
ض مصادفة يقع. الهزيمة التي وقعت في الحرب وأي هزيمة كانت لها أسبابها وليست مح نعلم مسبقا ما إذا كان سيقع أو لا

عمياء. والحقيقة أن لا شيء في الطبيعة يقع بالمصادفة. فلا معنى لكلمة مصادفة إلا أننا لم نقصد وقوع الشيء. فعندما 
أقول التقيت بفلان صدفة، فهذا يعني أنني لم أقصد ولم أخطط لمقابلته. لكن هناك أسباب أدت إلى هذه الملاقاة منها أنني 

). 5نحصل على مرة واحدة الوجه (فإننا لا نعلم إذا كنا سمرات  6إذا رمينا مكعب نرد ك كذل سلكت طريقا معينا ...
مرة  1000إذا رمينا مكعب عدد كبير جدا من المرات (، لكن ) هي قيمة نظريةP)5( =1/6 (مثلا  P(X) لذلك قيمة

موضوع علم الاحتمالات  .1000/6) سيكون قريبا جدا من العدد 5مثلا) فنتوقع أن عدد مرات الحصول على الوجه (
 هو البحث في قوانين الأحداث العشوائية، ولذلك أطلق عليه اسم "هندسة الحظ".

 حساب عدد الحالات الممكنة أو الملائمةفي  )ج (

 .surjectionنحتاج أحيانا لحساب عدد الطرق الممكنة أو الملائمة إلى مفهوم ، بالإضافة إلى التوفيقات والترتيبات والأس
surj (n, k) = k [surj (n-1, k) + surj (n-1, k-1)]    ,   (n, k > 0), 

Surj (n, 1) = 1 , Surj (1, 1) = 1, surj (1, k >1) = 0 
 احتمال أن يفوز كل طالب على الأقل بمقياس واحد: ) أحسب 4في المثال (مثلا: 

 عدد الحالات الملائمة هو :
   Surj (6, 4) = 4[surj (5, 4) + surj (5, 3)] 

 لحساب ذلك نحتاج إلى حساب سلسلة من القيم:
Surj (5, 3) = 3[surj (4, 4) + surj (4, 2)],  mais: Surj (4, 2) = 2[surj (3, 2) + surj (3, 1)] ,  

 صورة
P(face/face) = 0.5 

 صورة 
P(face) = 0.5 

 

 كتابة
P(pile) = 0.5 

 

 كتابة
P(pile/face) = 0.5 

 
 صورة

P(face/pile) = 0.5 
 

 كتابة
P(pile/pile) = 0.5 

 

 
P(FF) = P(F) P(F/F) 
 
 
 
P(FP) = P(F) P(P/F) 
 
 
P(PF) = P(P) P(F/p) 
 
 
 
P(PP) = P(P) P(P/P) 
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  ب. ص    محاضرات الإحصاء الریاضي
 

mais: Surj (3, 2) = 2[surj (2, 2) + surj (2, 1)],  
mais : Surj (2, 2) = 2[surj (1, 2) + surj (1, 1)] = 2(0+1) = 2  
=> Surj (3, 2) = 2(2+1) = 6, …  

6 5 4 3 2 n       
k 

0 0 0 0 2 2 
0 0 0 6 6 3 
0 0 24 36 14 4 
0 120 240 150 30 5 

720 1800 1560 540 62 6 
 . 1560/4096الاحتمال هو إذا 
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- 1 - II  

 العشوائیةة المتغیر .II  الفصل

 المتقطعةمفھوم المتغیرة العشوائیة 
  مرة و توزیعھا الاحتماليالمستمفھوم المتغیرة العشوائیة 

 

 1توزیعھا الاحتماليو مفھوم المتغیرة العشوائیة المتقطعة .1 المبحث

 مفھوم المتغیرة العشوائیة
 مفھوم المتغیرة العشوائیة المتقطعة

 تغیرة العشوائیة المتقطعةالتوزیع الاحتمالي للم
 تغیرة العشوائیة المتقطعةشروط دالة الكثافة للم

 تغیرة العشوائیة المتقطعةثافة للمالتمثیل البیاني لدالة الك
 تغیرة العشوائیة المتقطعةدالة التوزیع للم

 
. مابمرض من عمره طفل أصيب خلال السنوات الثلاث الأولى  1000دراسة على  تأجري مسألة:

 ) من خلال دالة الكثافة التالية: : السنةXبينت الدراسة أن احتمال الإصابة مرتبط بالزمن (



 <<

=
sinon0

30²,
)(

xcx
xf

 
  السنة الأولىفي أن تكون إصابة طفل مختار عشوائيا من العينة المدروسة أحسب احتمال. 

 أشهر حسب الجدول التالي:  3نصف، أو و  يعالج المرض لمدة شهر، شهر
X 3 1.5 1 الأشهر 

 0.2 0.3 0.5 الاحتمال

 نصف على الأكثر.و  أحسب احتمال أن تكون مدة علاج طفل من العينة شهر 

 ية مفهوم المتغيرة العشوائ 1

م و  يرمز للمتغيرة ع بحرف لاتيني كبير. ونميز بين م ع المتقطعة كل قيمة.متغيرة يلحق بقيمها احتمالات تحقق  قيمة هي 
 العشوائبة المتصلة أو المستمرة.

. القيم الممكنة Xفي تجربة إلقاء مكعب نرد يمكن أن نسمي الوجه الذي يستقر عليه الكعب متغيرة عشوائية  مثال :
 . ونكتب مثلا :1/6بكل قيمة يمكن أن نلحق احتمال تحققها، وهو هنا . 6، 5، 4، 3، 2، 1هي:  Xل

 ,… P(X = 1) = f(1) = 1/6,  P(X = 2) = f(2) = 1/6 
. 1يساوي  لذلك فإن مجموع احتمالاتهاو  ) هي متنافية، X )1 ،2 ،3 ،4 ،5 ،6لاحظ أن القيم الممكنة ل 

∑ =
==

6

1
1)(

x
xXP 

التي تمثل عدد مرات الحصول على كتابة.  Xقدية مرتين يمكن أن نعين المتغيرة العشوائية في تجربة إلقاء قطعة ن .2مثال 
. لا حظ أنه يمكن تعيين متغيرات عشوائية أخرى انطلاقا منن نفس 2، 1، 0هي  Xفي هذه الحالة القيم الممكنة ل 

 مفهوم المتغيرة العشوائية. اخترنا هذا التقسيم لكي يتناسب كل جزء مع الزمن المخصص للمحاضرة.   -1في البرنامج الأصلي:  1
                                                 



 المتغیرة العشوائیة  الفصل الثاني

 Z = X - Yبحث  Zثم المتغيرة  ،2، 1، 0عدد مرات الحصول على صورة، وهي متغيرة تأخد القيم  Yالتجربة، مثلا 
... 

 . الاحتمالات الملحقة بقيمها يمكن حسابها كما يلي: 2-، 2، 0هي  Xالقيم الممكنة ل 
P(Z = 0) = P(X – Y = 0) = P(X = 0 et Y = 0 ou X = 1 et Y = 1 ou X = 2 et Y = 2) => 
P(Z = 0) = 0 + P(X = 1 et Y = 1) + 0 = 2 * 0.5² = 0.5  

 رة العشوائية المتقطعة  المتغي 2

 و تسمى أيضا م ع منفصلة، وهي التي تأخذ عددا منتهيا من القيم الممكنة في مجال مغلق.
  قيم ممكنة. 4المعرفة في المثال الأول تأخذ  Xالمتغيرة  [5 ,2]: داخل المجال المغلق مثال

 التوزيع الاحتمالي للمتغيرة المتقطعة  3

للقيم التي تأخذها المتغيرة بحرف و  لاحتمالات المرتبطة بقيم المتغيرة. نرمز للمتغيرة بحرف كبيرهي مجموعة القيم الممكنة مع ا
دالة الكثافة  f(x). وتسمى الدالة  f(x)نكتب أيضا : و   P(X = x)صغير. نعبر عن احتمال قيمة معينة كما يلي 

 الاحتمالية.
 ب نرد) يكتب كما يلي:التوزيع الاحتمالي لم ع للمثال الأول (إلقاء مكع مثال:

X 1 2 3 4 5 6  
P(X = x) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1 

 ، عدد مرات الصورة في رميتين لقطعة نقدية:Xالتوزيع الاحتمالي ل  .2مثال 
X 0 1 2  
P(X = x) 1/4 2/4 1/4 1 

 شروط دالة الكثافة للمتغيرة المتقطعة  4

دالة الكثافة الاحتمالية.  f(x)وتسمى الدالة  f(x)نكتب أيضا : و  P(X = x) نعبر عن احتمال قيمة معينة كما يلي 
 دالة كثافة احتمالية يجب أن يتحقق شرطان اثنان:  ،أيا كانت ،لكي يمكن اعتبار دالة ما

∑ =

≥

x
xf

xf
1)()2

0)()1

 
  , f(1) = f(2) = f(3) = … f(6) = 1/6 ≥ 0نتيجة لإلقاء حجر نرد:  X: نأخذ دالة الكثافة ل مثال

  Σf(x) = 1/6 + 1/6  + … + 1/6 = 6(1/6) = 1الشرط الثاني أيضا لأن:  و  ،الشرط الأول محقق  

  التمثيل البياني لدالة الكثافة الاحتمالية ل م ع المتقطعة 5

 . Xالمتقطعة ليس من خلال منحنى ولكن من خلال أعمدة متوازية على محور المتغيرة العشوائية ثل تم

 المعرفة على إلقاء قطعة نقدية مرتين. Zو Xل  مثال: نمثل بيانيا منحنيات دوال الكثافة
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  ب. ص    محاضرات الإحصاء الریاضي
 

 

 التمثيل البياني لدالة الكثافة للمتغيرة العشوائية المتقطعة   3 رسم 

 للمتغيرة العشوائية المتقطعة F(x)دالة التوزيع  6

   كما يلي:  –عية" تسمى أيضا "الدالة التجميو  -تعرف دالة التوزيع 
F(x) = P(X ≤ x) 

 كما يلي:  f(x)ويمكن استنتاج دالة التوزيع من دالة الكثافة الاحتمالية 
∑

≤

=≤=
xu

ufxXPxF )()()(
 

 يمكن تعريفها كما يلي:   F(x)تأخذ عددا منتهيا من القيم فإن  Xإذا كانت 
  

 
 
 

للأمثلـــــة  F(z)و  F(x): أوجـــــد قـــــيم مثــــال
 مثلهما بيانيا.و  السابقة

2 1 0 X 
1/4 1/2 1/4 f(x) 

1 3/4 1/4 F(x)=P(X≤x) 
 

2 0 -2 Z 
1/4 1/2 1/4 f(x) 
1 3/4 1/4 F(x)=P(X≤x) 
 

 
تأخذ دالة التوزيع للم ع المتقطعة شكلا سلميا، وهي لا تكون متناقصة في أي مجال، وأكبر قيمة ممكنة لها هي  ملاحظة. 

1. 

-2       0       2 z 

f(z) 

   1 
 
 
1/2 
 
1/4 

f(x) 

0       1       2    x 

1 
 
 
1/2 
 
 
1/4 

 زیع للمتغیرة العشوائیة المتقطعةالتمثیل البیاني لدالة التو    4 رسم 














+∞<≤+++
⋅⋅⋅

<≤+
<≤
<<−∞

=

xxxfxfxf

xxxxfxf
xxxxf
xx

xF

nn ),(...)()(

,)()(
,)(
,0

)(

21

3221

211

1

0       1       2    

1 
 
3/4 
 
1/2 
 
1/4 

x 

F(x) 

-2       0       2 z 

1 
 
3/4 
 
1/2 
 
1/4 

F(z) 
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 المتغیرة العشوائیة  الفصل الثاني

∫
∞+

∞−
=

≥

1)()2

0)()1

dxxf

xf

 

 توزیعھا الاحتماليو المستمرةمفھوم المتغیرة العشوائیة  .2 المبحث

 تعریف المتغیرة العشوائیة المستمرة
  تغیرة العشوائیة المستمرةالتوزیع الاحتمالي للم

  تغیرة العشوائیة المستمرةخصائص دالة الكثافة الاحتمالیة للم
 تغیرة العشوائیة المستمرةللم دالة التوزیع

 قاعدة لایبنیتز

 ة تعريف المتغيرة العشوائية المستمر  1

هي متغيرة ع تأخذ عددا لا متناهيا من القيم في مجال محدود، أو هي تأخذ أي قيمة داخل هذا المجال. من أجل هذا فأن 
 وحدات قياس المتغيرة الميتمرة تكون مستمرة مثل الزمن، الوزن، المسافة، الحجم، ...

 التوزيع الاحتمالي المستمر 2

الاحتمالات الملحقة بها. نسمي توزيعا كهذا دالة الكثافة و  غيرة ع المستمرةهو مجموعة القيم التي يمكن أن تأخذها المت
 الاحتمالية أو دالة الاحتمال، وهي ممثلة بمنحنى متصل.

تأخذ عددا لا متناهيا من القيم داخل أي مجال، فإن احتمال قيمة بعينها هو احتمال يؤول إلى  Xلاحظ أنه بما أن 
لة الكثافة تستعمل لحساب لذلك فإن دا  P(X=x) 0الصفر.

 f(x)احتمال مجال. ويكون ذلك بحساب المساحة تحت منحنى 
 بين حدود المجال. 

 
 

 لاحظ أن إشارة التكامل هنا تقابل إشارة المجموع في
 حالة المتغيرة ع المتقطعة.

 

ــــــرة  3 ــــــة للمتغي ــــــة الكثافــــــة الاحتمالي خصــــــائص دال
 العشوائية المستمرة

 بإشارة المجموع نجد أن شروط دالة باستبدال إشارة التكامل 
  الكثافة الاحتمالية للم ع المستمرة تكتب كما يلي :

 
المحور و  من البديهي إذا أن منحنى دالة الكثافة لا يمكن أن ينزل أسفل محور الم ع، كما أن المساحة الإجمالية بين المنحنى

 الأفقي تساوي الواحد.
 بعض المجالات من خلال احتمالات مجالات أخرى. هذه الخصائص تفيدنا في حساب احتمالات 

 الثاني لدالة الكثافة الاحتمالية في الدالة التالية:و  التي تحقق الشرطين الأول Cأوجد قيمة الثابت  مثال:
  أحسب احتمال أن تكونX  2إلى  1تنتمي للمجال من . 

1 
 
 

a       b x 

f(x) 

∫=<<
b

a
dxxfbxaP )()(

التمثیل البیاني لدالة الكثافة للمتغیرة    5 رسم
 العشوائیة المستمرة

- 4 -II 
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∫ ∞−
=≤=

x
duufxXPxF )()()(

)()()()()( aFbFaXPbXPbxaP −=≤−≤=≤<

  أحسب احتمال أن تكونX  2إلى  1لا تنتمي للمجال من . 


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  . C = 1/9دالة كثافة يجب أن يكون  x لكي تكون

( )
27
7

3
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9
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39
1²9/1)()21(
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1

32

1

2

1
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
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




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27
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  للمتغيرة العشوائية المستمرة F(x)دالة التوزيع  4

 تعرف دالة التوزيع للمتغيرة المستمرة كما يلي: 
لدالة التوزيع أهمية أكبر بالنسبة للمتغيرة المستمرة. السبب في ذلك 

باحتمال نقطة، ولحساب احتمال مجال من الأيسر التعويض في ليس و  باحتمال مجال ،في حالة المتغيرة المستمرة ،أننا �تم
نقطتان من مجال تعريف  a, bدالة التوزيع بدلا من حساب التكامل في كل مرة. يتضح ذلك من القاعدة التالية: بفرض 

X بحيث ،b > a  لحساب احتمال أن تكون .X  تنتمي إلى المجال]a, b]   : 
 

 
 

 :مثال
 للمتغيرة المذكورة في المثال السابق.أوجد دالة التوزيع  
 .P(1< x <2)  استخدم دالة التوزيع لحساب الاحتمال: 
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a       b x 

f(x) 
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 حساب الاحتمال من خلال دالة التوزیع    6 رسم
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 المتغیرة العشوائیة  الفصل الثاني

( ) xxx eexfexFx

xFxfx
222 21)(1)(:0*

0)'0()(')(:0*
−−− =

′
−=⇒−=≥

===<

 Règle de LEIBNITZقاعدة لايبنيز  5

 تفيد هذه القاعدة الرياضية العامة في استنتاج أن مشتقة دالة التوزيع هي دالة الكثافة:

)()()(
)(

xf
dx

xdFxf
dx

duufd
x

=⇒=∫ ∞−

 
   كانت دالة التوزيع كما يلي:  إذا  X: أوجد دالة الكثافة للمتغيرة مثال

  

 ≥−

=
−

sinon0
01

)(
2 xe

xF
x

 
 



 >

=
−

sinon0
02

)(
2 xe

xf
x

 
 

 الأول و الثاني المبحث خلاصة 6

تحديـــــد القــــيم الممكنـــــة للمتغـــــيرة و عشـــــوائية مــــن خـــــلال التوزيــــع الاحتمـــــالي (أو القـــــانون الاحتمــــالي) لمتغـــــيرة تعريـــــف يــــتم 
 الاحتمالات المقابلة لها.

 أو دالة، تسمى دالة كثافة الاحتمالية. جدول التوزيع الاحتمالي) (يتم هذا التحديد إما من خلال جدول 
لكــي نقــول عــن دالــة مــا أ�ــا دالــة كثافــة احتماليــة يجــب أن تكــون موجبــة دومــا و أن يكــون مجمــوع الاحتمــالات مســاويا 

 للواحد.
 : الدالة التجميعية (أو دالة التوزيع) تمثل احتمال مجال من أصغر قيمة للمتغيرة إلى نقطة ما

   ∑
≤

=≤=
xu

ufxXPxF ـــــة م متقطعـــــ )()()( ∫ة و  في حال ∞−
=≤=

x
duufxXPxF في حالـــــة م  )()()(

 مستمرة.
نظــرا لتعريفهــا تأخــذ دالــة التوزيــع مســارا متزايــدا (أو ثابتــا علــى أجــزاء مــن المجــال). تــبرز أهميــة الدالــة التجميعيــة أكثــر عنــدما 

 تكون المتغيرة مستمرة لأننا �تم حينها باحتمالات مجالات. يمكن استنتاج دالة الكثافة من خلال اشتقاق دالة التوزيع.
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  ب. ص    محاضرات الإحصاء الریاضي
 

 التباینو التوقع الریاضي .III  الفصل

 التوقع الریاضي
 الانحراف المعیاريو التباین
 العزوم

 الدالة المتجددة للعزوم
 نظریة شیبیشیف، نظریة الأعداد الكبیرة

 
 

، من 0.2عملاء. احتمال تلقي طلبية من العميل الأول هي  4أرسلت مؤسسة عروضا إلى مسألة: 
من العميل الرابع. في انتظار ردود العملاء ما هو  0.4و 0.35، من العميل الثالث 0.3العميل الثاني 

 العدد المتوقع من الطلبيات؟

في العديـد مـن الحـالات لا يكفـي حسـاب احتمــال تحقـق حـدث أو أحـداث معينـة بــل نحتـاج للخـروج بتوقـع معـين يلخــص 
بمبـالغ معينـة بسـبب ارتبـاط كـل الوضعية المطروحة أمامنا. من جهة أخـرى قـد يصـعب المفاضـلة بـين خيـارات متاحـة مقيمـة 

مبلغ بمخاطرة مختلفة؛ من المعروف أن الاستثمارات الأكثر مردودية هي تلك التي تتضمن أكبر مخاطرة، فكيف يمكن أخـذ 
موضوعية؛ إن طريقـة التوقـع وبقيـة المفـاهيم الأخـرى الـواردة أعـلاه يمكـن و  المبلغ المتوقع وبطريقة دقيقةو  في الحسبان المخاطرة

 ساعدنا في ذلك.أن ت

  Espérance mathématiqueالتوقع الریاضي  .1 المبحث

 تعریف التوقع
 توقع دالة

 تعريف التوقع  1

 يعرف التوقع الرياضي لمتغيرة عشوائية متقطعة كما يلي:

∑∑ ==
===

n

i ii
n

i ii xfxxXPxXE
11

)()()( 
 يعرف التوقع الرياضي لمتغيرة عشوائية مستمرة كما يلي:و 

∫
+∞

∞−
= dxxxfXE )()( 

 .μxأو  μنرمز للتوقع أحيانا ب 
 رات. أحسب العدد المتوقع من المرات التي نحصل فيها على وجه. م 4نلقي قطعة نقدية  مثال:

 عدد مرات وجه X 0 1 2 3 4 المجموع
16/16 = 1 (1/2)4 4 (1/2)4 6 (1/2)4 4 (1/2)4 (1/2)4 P(X) 
32/16 = 2 4 (1/2)4 12 (1/2)4 12 (1/2)4 4 (1/2)4 0 XP(X) 

216/32)()(
1

==== ∑ =

n

i ii xXPxXE
 

 رميات. 4العدد المتوقع هو مرتين من بين 
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 لتوقع الریاضي و التباینا  الفصل الثالث





 <<

=
sinon0

20
2
1

)(
xx

xf

دج إذا حصـل علــى  40، ويــربح 2دج إذا حصــل علـى الـرقم  20نلقـي قطعــة نقديـة مـرة واحــدة. يـربح اللاعـب . 2مثـال 
 ،3دج إذا حصـل علـى الـرقم  30، 1دج  إذا حصـل علـى الـرقم  10، ويخسر 6دج إذا حصل على الرقم  60و ،4الرقم 

 الربح يساوي توقع الخسارة). . تحقق مما إذا كانت العبة متوازنة (هل توقع5دج إذا حصل على الرقم  50و
 E(x) = 30/6 = 5 > 0الجواب هو أن اللعبة غير متوازنة لأن توقع الربح أكبر من توقع الخسارة  

 نتيجة الرمي 1 2 3 4 5 6 المجموع
 X   نتيجة المراهنة 10- 20 30- 40 50- 60 -

6/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 P(X=x) 
(120-90)/6>0 60/6 -50/6 40/6 -30/6 20/6 -10/6 X*P(X=x) 

 . أوجد التوقع الرياضي للمتغيرة ذات دالة الكثافة التالية: 3مثال

∫ ∫ ∫∫ ∞−

∞∞

∞−
++==

0 2

0 2
.0.)

2
1(.0.)()( dxxdxxxdxxdxxxfxE

 

3
40
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
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xxE
 

 توقع دالة 2

 العزوم المرتبطة بالأصل.و  يستخدم توقع دالة عند حساب عدد من المقاييس مثل التباين، العزوم المركزية

   ا.م ع تابعة له y = g(x)و ،f(x)م ع لها دالة كثافة  Xلتكن 
∑==

x
xfxgxgEYE )()())(()( 

∫      م متصلة: Xفي حالة 
+∞

∞−
== dxxfxgxgEYE )()())(()( 

 
 . E(Y)و  E(X). أحسب Y=X²و عدد مرات الحصول على صورة، X. نلقي قطعة نقدية مرتين. نسمي 1مثال

 X 0 1 2 المجموع
1 1/4 1/2 1/4 P(X = x) 

E(X) =1 1/2 1/2 0 X*P(X) 
 4 1 0 X² 

E(X²) = 3/2 1 1/2 0 X²*P(X) 
 .E(Y). أحسب Y = g(x) = 3x² - 2xو ة الكثافة التالية،م ع ذات دال X: لتكن 2مثال
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



 <<

=
sinon0

20
2
1

)(
xx

xf

  خصائص التوقع الرياضي 3
E (C) = C 
E(CX) = CE(X) 
E(X+Y) = E(X) + E(Y) 

 E(XY) = E(X)E(Y) المتغيرتان مستقلتان.إذا كانت  
 .  Bمن  4و Aطلبيات من العميل  3تتوقع مؤسسة أن تتلقى كل شهر  مثال:
 من الطلبيات المتلقاة من  أحسب العدد المتوقعA .في السنة 
 .أحسب العدد الإجمالي المتوقع من الطلبيات المتلقاة في شهر 

 Aيعين كل عميل من طرفه مندوبا عن كل طلبية لمتابعة إتمامها. كم تتوقع أن يلزم من مقابلة لتعريف مندوبي العميل 
 .Bبمندوبي 

E(12A) = 12E(A) = 12(3) = 36  
E(A*B) = E(A)*E(B) = 4*3 = 12. 
E(A + B) = E(A) + E(B) = 3 + 4 = 7 

  Variance et écart typeالانحراف المعیاري و التباین .2 المبحث

 تعریف التباین
 خصائص التباین

 المتغیرة المعیاریة 

  تعريف التباين 1

 :يعرف التباين لمتغيرة عشوائية كما يلي

( )[ ]²)(² µσ −== XEXVarX  
 .σ = √V(X) = √σ²     الانحراف المعياري هو جذر التباين.و 

)    في حالة المتغيرة العشوائية المتقطعة : ) )(²)( xfxXV
x∑ −= µ 

)  في حالة المتغيرة العشوائية مستمرة : )∫
+∞

∞−
−= dxxfxXV )(²)( µ 

 . V(X)عدد مرات الحصول على صورة، أحسب   Xنلقي قطعة نقدية مرتين. نسمي  مثال.
 X 0 1 2 المجموع

1 1/4 1/2 1/4 P(X = x) 
E(X) = μ =1 1/2 1/2 0 X*P(X) 

 1 0 1 (X-μ)² 
V(X) = 1/2 1/4 0 1/4 (X-μ)² * P(X) 

 . Xم ع ذات دالة الكثافة التالية؛ أحسب تباين  Xلتكن . 2مثال 
( ) 3/4.)(²² =−= ∫

+∞

∞−
µµσ dxxfx 
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 لتوقع الریاضي و التباینا  الفصل الثالث
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 خصائص التباين  2
V(X) = E(X²) - E(X)² 
V(CX) = C²V(X)  ,  V (C) = 0   

 في حالة استقلال المتغيرتان عن بعضهما 
V(X + Y) = V(X) + V(Y) , V(X - Y) = V(X) + V(Y) 

 باستخدام الصيغة V(X)عدد مرات الحصول على صورة، أحسب   Xلقي قطعة نقدية مرتين. نسمي نمثال: 
 V(X) = E(X²) - E(X)² . 

 Wالنتيجة المحصل عيها. أحسب تباين المتغيرة  Zنسمي و  ، نلقي حجر نرد V(Y). أحسب Y = 2Xلتكن المتغيرة 
 W = Z - Y  حيث:

 X 0 1 2 المجموع 
1 1/4 1/2 1/4 P(X = x) 

E(X) = μ =1 1/2 1/2 0 X  P(X) 
 4 1 0 (X)² 

E(X)² = 3/2 1 1/2 0 (X)² * P(X) 

 
V(X) = E(X²) - E(X)² = (3/2) - 1 = 1/2 
V(Y) = V(2X) = 2²V(X) = 4 (1/2) = 2.  
V(W) = V(Z-2X) = V(Z) +V(2X) = V(Z) + 2²V(X). 
V(Z) = E(Z²) – E(Z)² = (1/6)[1²+2²+3²+4²+5²+6²]-(1/6)[1+2+3+4+5+6] =  70/6 
V(W) = (70/6) + 4 (1/2) = 82/6 = 13.67 

 Variable centrée réduiteالمتغيرة المعيارية  3
. تلحق المتغيرة المعيارية  *Xيرمز لها و  متغيرة معيارية (تسمى أيضا المتغيرة المركزية) Xيمكن أن نلحق بأي متغيرة عشوائية 

ل  xقارنة لأن المتغيرة المعيارية ليس لها وحدة كالمتر أو الساعة ... وإنما هي تعبر عن كل قيمة بالمتغيرة الحقيقية من أجل الم
X  من خلال المسافة بينx  التوقع وμ إنما بالانحرافات المعيارية.و  محسوبة لس بالوحدة الأصلية 

σ
µ−

=
XX*

 
 التباين للمتغيرة المعيارية.و  التباين نستخرج التوقعو  من خلال خصائص التوقع

  
[ ] 0)()(1)(1*)( =−=−=


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

 −

= µ
σ
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µ EXEXEXEXE
 

( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) 1
²
²²

²
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²
²²)*(²0*²*)(**)( ==−=
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



 −

==−=−=
σ
σµ
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µ XEXEXEXEXEXEXV

 
 .70، 80، 75، 50، 60، 55 يساوي: Xو ،5، انحراف معياري 70من أجل متوسط *X : أحسب مثال
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  ب. ص    محاضرات الإحصاء الریاضي
 

 .0، 2، 1، 4-، 2-، 3-الجواب: القيم هي: 
ماي. يشترط يوم المسابقة أن يكون وزن  1. يتدرب عاملان أحمد وعلي من أجل المشاركة في ماراتون عيد العمال 2مثال 

 .  μ ± 1.5σال المترشح لا يتجاوز المج
علي إذا كان وز�ما: و  كغ. هل سيقبل العاملان أحمد  5الانحراف المعياري هو و   μ = 70إذا كان الوزن المتوسط بالكغ هو

 كغ؟  80و كغ،  77
 يقبل أحمد. و  كغ، لذلك فسيرفض علي  77.5كغ إلى   62.5الجواب: مجال القبول هو من 

 خلاصة 4

، حسـب كـون المتغـيرة متقطعـة ؤشرات المعبرة عن خصائص المتغيرة و يحسـبان كمـا يلـيالتوقع الرياضي و التباين هي أهم الم
 :أو مستمرة

∑∑ ==
===

n

i ii
n

i ii xfxxXPxXE
11

)()()( 
∫

+∞

∞−
= dxxxfXE )()( 

 تتمثل فيما يلي:خصائص أساسية  4لتوقع و التباين لكل من ا
V(C) = 0                    توقع عدد  ثابت E (C) = C 
V(CX) = C²V(X) E(CX) = CE(X) 

 عن بعضهمافي حالة استقلال المتغيرتان 
 V(X + Y) = V(X) + V(Y)       

, V(X - Y) = V(X) + V(Y) 
E(X+Y) = E(X) + E(Y) 

V(X) = E(X²) - E(X)²  .في حالة استقلال المتغيرتان عن بعضهماE(XY) = E(X)E(Y) 

 
خلال وحداتها الأصلية  ليس من xمن أجل المقارنة بين المتغيرات تستخدم المتغيرة المعيارية التي تسمح بالتعبير عن قيمة 

 والتوقع الرياضي. x(كغ، متر، زمن، ...) وإنما بعدد الانحرافات المعيارية التي تفصل بين القيمة 

التوقع الرياضي والتباين للمتغيرة المعيارية 
σ

µ−
=

XX* 1و  0هما على التوالي . 

 
 :Xفي الاحتمالات المقابلة ل) نضرب قيم الدالة X²(مثلا التباين، أو  Xلحساب التوقع الرياضي لدالة ما في 

∑==
x

xfxgxgEYE )()())(()(
     

 ∫
+∞

∞−
== dxxfxgxgEYE )()())(()( 
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 لتوقع الریاضي و التباینا  الفصل الثالث

 

 الدالة المتجددة للعزومو  موالعز .3 المبحث

 العزوم 
 لدالة المتجددة للعزوما

 Les momentsالعزوم  1

العزم المرتبط بالأصل. تستخدم و  ما التباين يعتبر العزم من تطبيقات توقع دالة. نميز بين نوعين من العزوم: العزم المركزيك
ومعامل التفلطح  α3 (coefficient d'asymétrie)ن المقاييس مثل معامل التماثل العزوم في حساب عدد م

(Kurtosis ou coefficient d'aplatissement) α4. 

  .μr Le moment central العزم المركزي )أ (
 كما يلي:  Xللم ع  rيعرف العزم المركزي من الدرجة 

( )( ) ...,2,1,0, =−= rXE r
r µµ 

( )[ ]
( )[ ]
( )[ ] ²)(

00)()(

11)1(

2
2

2

1
1

1

0
0

0

σµµµ

µµµµ

µµµ

==−=

==−=−=

===−=

XVXE

EXEXE

EXE

 
  عة المتغيرة متقطعة أو مستمرة كما يلي:يحسب العزم المركزي حسب طبي

  ( )∫
+∞

∞−
−= dxxfx r

r )(µµ                     ( ) )(xfx r

i ir ∑ −= µµ 
  للمتغيرة ع ذات دالة الكثافة: 3و 2، 1، 0أحسب العزوم المركزية من الدرجة  مثال .



 <<

=
sinon0

20,2/
)(

xx
xf

 

 ( ) 1)(1)(0
0 ∫∫

+∞

∞−

+∞

∞−
==−= dxxfdxxfx µµ 

( ) ∫ ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−
=−=−=−= 0)1()()()(1 µµµµµ dxxfdxxxfdxxfx 

( )
9
4²)(2

2 ==−= ∫
+∞

∞−
σµµ dxxfx

 
( ) ∫ ∫ ∫∫ ∞−

∞+∞+

∞−
=






 −+






 −+






 −=−=

0 2

0 2

333
3

3 )5(27
)67(16)0(

3
4

23
4)0(

3
4)( dxxdxxxdxxdxxfx µµ

 
ة في للمتغيرة ع المتقطعة التي تمثـل عـدد مـرات الحصـول علـى صـور  3و 2، 1، 0أحسب العزوم المركزية من الدرجة مثال: 

 رميتين لقطعة نقدية.

    Moment autour de la moyenne μ'rالعزم المرتبط بالأصل  )ب (

'),(2,1,0,...     يعرف العزم المرتبط بالأصل كما يلي: == rXE r
rµ 
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



 <<

=
sinon0

20
2
1

)(
xx

xf

2
'
22

'
2

'
1

1'
1

'
0

0'
0

²²²²
)()(

11)1()(

µµµµµσµµ

µµµµ

µµ

−=−=−=

====

====

XEXE
EXE

 
 للمتغيرة ع المتصلة ذات دالة الكثافة: 4و 3، 2، 1، 0أحسب العزوم المرتبطة بالأصل من الدرجة : مثال

3
16

62
1)

2
(',

5
16

52
1)

2
('

,
9

12
9
4

3
4²',3/4',1'

2

0

62

0

4
4

2

0

52

0

3
3

2

2210

=







===








==

=−





=−====

∫∫
xdxxxxdxxx µµ

µµµµµµ

 
للمتغيرة ع المتقطعة التي تمثل عدد مـرات الحصـول  4و 3، 2، 1، 0من الدرجة  أحسب العزوم المرتبطة بالأصل .2مثال

 على صورة في رميتين لقطعة نقدية.

 العزم المرتبط بالأصلو  العلاقة بين العزم المركزي )ج (
rri

ir
i
r

i
rrrr CC µµµµµµµµ ⋅⋅−++⋅⋅−++⋅⋅−= −− 0

1
1

1 ')1(...')1(...'' 
 مرة. rمن خلال اشتقاق الدالة المتجددة للعزوم  rيمكن أيضا الحصول على العزوم المرتبطة بالأصل من الدرجة 

  La fonction génératrice des moments Mx(t) دالة المتجددة للعزومال 2

 د م ع كما يلي:و  ،Xبالإضافة إلى ارتباطها ب  tالدالة المتجددة للعزوم هي دالة مرتبطة بمتغيرة (معلمة) 

)()( tx
x eEtM = 

=∑ في حالة م ع متقطعة:
x

tx
x xfetM  و في حالة م ع مستمرة:)()(

∫
+∞

∞−
= dxxfetM tx

x )()( 
 للم ع المعرفة في كما يلي:t ≠ 0 ددة للعزرم من أجل أكتب الدالة المتج مثال:





 <<

=
sinon0

20
2
1

)(
xx

xf

 
0

2
10)0()()0()(

2

02

2

0

0
++=++= ∫∫∫∫

+∞

∞−
dxxedxedxxfedxetM txtxtxtx

x 

t
eVdxedVdxdUxUVdUUVUdVtM

tx
tx

x =⇒==⇒=



 −== ∫∫ ,.][

2
1

2
1)(

2

0

2
0

2

0 

²2
12

2
1

2
1)(

22222

0

2

0 t
e

t
e

t
e

tt
edx

t
e

t
extM

tttttxtx

x −=















−








=














−








= ∫

 
   :rتستخدم الدالة المتجددة للعزوم لحساب العزم المركزي من درجة 

0  
)(

==′ tavec
dt

tMd
r
x

r

rµ
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 لتوقع الریاضي و التباینا  الفصل الثالث

نحتـاج ذلـك خاصـة عنـد دراسـة و  كما تستخدم الد م ع لإثبات تساوي توزيعين احتماليين، مثلا عند تحقق شروط معينـة،
 ية. النظرية التي نستعملها في ذلك هي كالآتي:التقارب بين التوزيعات الاحتمال

 لهما نفس التوزيع الاحتمالي إذاا: Yو X؛ نقول أن م ع  My(t)و  Mx(t)لهما الد م ع  Yو Xلتكن م ع  

     Mx(t) = My(t) 
 كما تستخدم الد م ع لإثبات إستقلال توزيعين احتماليين. النظرية التي نستعملها في ذلك هي كالآتي:

 Mx+y(t) = Mx(t) . My(t)    ؛ فإن:   My(t)و  Mx(t)م ع مستقلتان، لهما الد م ع  Yو Xإذا  

 خلاصة 3
السابق). يدخل العزم في حساب بعض المؤشرات  المبحث(أنظر  ات دوالبارة عن توقعو الدالة المتجدد للعزوم هي عالعزم 

 مثل التباين و التوقع الرياضي، معامل التفلطح و معامل التماثل. 
)كما يلي:  Xللم ع  rيعرف العزم المركزي من الدرجة  )( ) ...,2,1,0, =−= rXE r

r µµ  

),(2,1,0,... يعرف العزم المرتبط بالأصل كما يلي: ==′ rXE r
rµ 

 
)()(                 تعرف الدالة المتجددة للعزوم كما يلي: tx

x eEtM = 

 ذلك من خلال نظريتين أساسيتين.تستخدم الدالة المتجددة للعزوم لإثبات التقارب بين توزيعات احتمالية و 

  نقول أن م عX وY       :لهما نفس التوزيع الاحتمالي إذاا Mx(t) = My(t) 
   إذاX وY   :م ع مستقلتان فإن    Mx + y (t) = Mx(t) . My(t) 

 
 

 نظریة شیبیشیف ونظریة الأعداد الكبیرة .4 المبحث

 متراجحة شیبیشیف 
 نظریة الأعداد الكبیرة

  Inégalité de Bienaymé CHEBYCHEV متراجحة شيبيشيف 1

تباين محدود. تستخدم هذه النظرية في قياس و  المستمرة على السواء، التي يكون لها متوسطو  هي نظرية تخص م ع المتقطعة
تزيـد عـن مقـدار  μبـين و  ذلك عن طريق احتمال (أو نسبة) المفردات التي المسافة (الفـرق) بينهـاو  ،μالتشتت حول التوقع 

. حسـب نظريـة شيبيشـيف فـإن هـذه النسـبة لا P(|x - μ| ≥ ε)  أو بعبـارة أكثـر اختصـارا: P(-ε ≥ (x - μ) ≥ ε) ما:  
 وذلك مهما كانت طبيعة التوزيع. ونعبر عن هذه النظرية كما يلي: ، σ²/ε²تزيد عن 

 تماما: عدد موجب ε، فإنه مهما يكن σ² وتباين محدود μم ع متصلة أو متقطعة، لها متوسط  Xإذا كانت 

²
²)(

ε
σεµ ≤≥−xP
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  ب. ص    محاضرات الإحصاء الریاضي
 

   فنجد : ε = k σ  و من أجل صياغة أكثر دلالة، نضع:    
²

1)(
k

kxP ≤≥− σµ  

 لاحظ أنه، انطلاقا من نفس النتيجة، لدينا أيضا:  

    
( ) ( )

²
²1)(

ε
σεµεµε −><−=<−<− xPxP

 
من  الفائزين في امتحـان الباكالوريـا يحصـلون علـى تقـدير  % 10هل هذه العبارة صحيحة: إذا كان أقل من  سؤال:

مــن الفــائزين في الباكالوريــا يحصــلون علــى تقــدير أقــل مــن حســن.  %90أكثــر مــن حســن، فهــذا يعــني أن أكثــر مــن 
 الجواب نعم.

 عدد موجب تماما؛ εو ،σ² وتباين محدود μم ع تتبع توزيعا أيا كان؛ لها متوسط  Xلتكن مثال: 
 .ε = 2 σ ،ε = 3 σ ،ε = 4 σمن أجل  P(-ε ≥ (x - μ) ≥ ε)أحسب الحد الأقصى للاحتمال  .1
 .ε = 2 σ ،ε = 3 σ ،ε = 4 σمن أجل  P(-ε < (x - μ) < ε)تمال أحسب الحد الأدنى للاح .2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,
16
14)(4

,
9
133,

4
12)(2

²
²)(

≤≥−=≥−≥−⇒=

≤≥−⇒=≤≥−=≥−≥−⇒=

≤≥−=≥−≥−

σµεµεσε

σµσεσµεµεσε

ε
σεµεµε

xPxP

xPxPxP

xPxP

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,16/15
16
114)(4

,9/8
9
1133,4/3

4
112)(2

²
²1)(

=−><−=<−<−⇒=

=−><−⇒==−><−=<−<−⇒=

−><−=<−<−

σµεµεσε

σµσεσµεµεσε

ε
σεµεµε

xPxP

xPxPxP

xPxP

 ماي.  1يتم أخذ أوزان عمال مركب الحجار من أجل ترشيحهم للمشاركة في ماراتون عيد العمال . 2مثال 
 %25مـن العمـال، رفـض ترشـيح أقـل مـن  %75كيف يمكن تحديد مجال القبول بحيث يتم ترشيح على الأقل  .1

 من العمال؟
 كغ.5الانحراف المعياري و  كغ،  70د قيم المجال إذا كان الوزن المتوسط الافتراضي هو حد .2

( ) ( )

( ) ( ) %75
4
112)(.2

²
²1)(

=−><−=<−<−=

−><−=<−<−

σµεµεσε

ε
σεµεµε

xPxquePdéjàsavonsnousLorsque

xPxP

 
( ) ( )

( ) %25
4
12.2

²
²)(

=≤≥−=

≤≥−=≥−≥

σµσε

ε
σεµεµε

xPquεdéjàσavonσnouσLorσquε

xPxP

 
عـن المتوسـط، وهـذا يمكـن التعبـير عنـه بطريقـة  σ 2 العمـال لهـم أوزان لا تبتعـد بـأكثر مـن % 75إن أكثـر مـن  .1

. σ2المتوسـط بـأكثر مـن بالمئة من العمال لهم أوزان أبعد مـن الـوزن  25أخرى بالقول:  إن أقل أو يساوي من 
 لتحقيق الهدف المسطر. μ±2σإذا يمكن اتخاذ مجال قبول 

 كغ.  80إلى  60الانحراف المعياري هو من و  المجال الذي يحقق الهدف حسب القيم المعطاة للمتوسط .2
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 لتوقع الریاضي و التباینا  الفصل الثالث

 .  σ = 1سنوات، والانحراف المعياري  8متوسط مدة التمدرس في مجتمع معين هي . 3مثال 
 سنوات لفرد مختار عشوائيا من هذا المجتمع. 10و 6لمدة تمدرس بين  أحسب أدنى احتمال .1
 سنوات. 10سنوات أو لا تقل عن  6أحسب أقصى احتمال لمدة تمدرس لا تزيد عن  .2

4/3
²2

11)2()610(

:2.26,2101,8.
²

11)(

=−><−=>>

=−=+=⇒==−><−

σµ

σµσµσµσµ

xPxP

kPour
k

kxP

 
 .0.75هي  سنوات لفرد مختار عشوائيا من هذا المجتمع 10و 6أدنى احتمال لمدة تمدرس بين 

4/1
²2

1)2(

:2.26.
²

1)(

=≤≥−

=−=≤≥−

σµ

σµσµ

xP

kσoit
k

kxP

 
 .0.25هو  10نوات أو لا تقل عن س 6أدنى احتمال لمدة تمدرس لا تزيد عن 

  Théorème des grands nombresنظرية الأعداد الكبيرة  2

تعتبر نظرية الأعداد الكبيرة من نتائج نظرية شيبيشيف ويستفاد منها بشكل خاص في نظرية المعاينة. تصاغ هذه النظرية 
ولكل منها نفس ة لها نفس التوزيع الاحتمالي ، . . . . متغيرات عشوائية مستقلX1 ،X2لتكن المتغيرات بالشكل الآتي: 

 إذا كانت σ² التباينو  μالمتوسط 
Sn = X1 + X2 + . . . +Xn                                    (n = 1, 2, . . .),  

0lim =







≥−

∞→
εµ

n
SP n

n
 

 εر من عن قيمتها المتوقعة بأكث Sn/nفإن مضمون هذه النظرية هو أن احتمال أن تبتعد المتغيرة   E(Sn/n) = µبما أن 
تسمى هذه الصياغة أيضا بقانون الأعداد الكبيرة الضعيف. حيث أن قانون الأعداد الكبيرة  .∞→ n  عندما 0هو 

 القوي هو:
Sn/n = µ] = 1   P[lim n→∞ 

 خلاصة 3

 :من تطبيقات توقع دالةمن النظريات التي تقيس تشتت المتغيرة و هي نظرية شيبيشاف ونظرية الأعداد الكبيرة 
 ت إذا كانـــX  م ع متصـــلة أو متقطعـــة، لهـــا متوســـطμ وتبـــاين محـــدود σ² فإنـــه مهمـــا يكـــن ،ε  عـــدد

 موجب تماما:

²
²)(

ε
σεµ ≤≥−xP

 
  لتكن المتغيراتX1 ،X2 ولكـل منهـا ، . . . . متغيرات عشوائية مستقلة لها نفس التوزيع الاحتمـالي

 إذا كانت σ² والتباين μنفس المتوسط 
Sn = X1 + X2 + . . . +Xn                        (n = 1, 2, . . .),   

0lim =







≥−

∞→
εµ

n
SP n

n
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  ب. ص    محاضرات الإحصاء الریاضي
 

 

 الأكثر استخداماالاحتمالیة التوزیعات  .IV  الفصل

 
 التوزیعات الاحتمالیة المتقطعة
 التوزیعات الاحتمالیة المستمرة

 

 التوزیعات لاحتمالیة المتقطعة الأكثر استخداما .1 المبحث

ئي، التوزیع الثنائي السالب التوزیع الھندسي الزائد، التوزیع الھندسي الزائد المتعدد، توزیع برنولي، التوزیع الثنا
 (باسكال)، التوزیع الھندسي، التوزیع المتعدد، توزیع بواسون.

 
التوزيــع الاحتمــالي يمكننــا الآن أن نــدرس عــدد مــن التوزيعــات الاحتماليــة الشــهيرة. و  بعــد أن عرفنــا مفهــوم المتغــيرة العشــوائية

في الإدارة. ومــن أكثـــر هـــذه و  التجـــاريو  ســيير الصـــناعيتســتخدم هـــذه التوزيعــات في حـــل العديـــد مــن المســـائل في مجـــال الت
التوزيعات شيوعا: التوزيع الثنائي وتوزيع بواسون. في �ايـة المحاضـرة يفـترض أن يكـون الطالـب قـادرا علـى اسـتذكار القـوانين 

ل المدروســة وخصائصــها الأساســـية، ومــن خـــلال التطبيقــات يفـــترض أن يــتمكن مـــن معرفــة مـــتى وكيــف يمكـــن اســتخدام كـــ
 قانون.

  Distribution hyper géométriqueالتوزيع الهندسي الزائد:     1

 استنتاج صيغة قانون التوزيع الهندسي الزائد:   )أ (

كريات. احسب احتمال الحصول على  3حمراء. نسحب بدون إرجاع  2و بيضاء 4كريات منها   6صندوق به . 1مثال 
 لا كرية بيضاء.كريات بيضاء، كرية واحدة بيضاء، و 3كرتين بيضاوين، 

 بيضـاء bكريـة منهـا   N، إذا كـان الصـندوق يحتـوي علـى nعـددها  بدون إرجـاعنفترض أننا نسحب من صندوق كريات 
من الكريات البيضاء يمكن أن نحصل عليه من  x ≤ bفإن احتمال الحصول على عدد معين  (N = b + r)حمراء  rو

 ذلك باستخدام التوفيقات:و  لملائمة /ع الحالات الممكنة)خلال القانون الكلاسيكي للاحتمالات (ع الحالات ا

   
n
N

xn
r

x
b

C
CCxXP

−⋅
== )( 

 
 :حيث ,b, p)  X ~ H(N  نكتبو  تسمى هذه الصيغة: قانون التوزيع الهندسي الزائد

p = b/N  1= و-p q = r/N 
 يمكن الآن الإجابة على أسئلة المثال كما يلي:

P(X=2) = C4
2 . C2

3 / C1
6

   = 12/20     , P(x = 3) = C4
3 . C2

0 / C6
3   = 1/5 , … 

 خصائص التوزيع الهندسي الزائد )ب (









−
−

==
1

²,
N

nNnpqnp σµ
 

- 1 -IV   



 التوزیعات الاحتمالیة الأكثر استخداما  الفصل الرابع 

 ملاحظة: للتوزيع الهندسي الزائد علاقة بالتوزيع الثنائي سنذكرها عندما نتطرق لهذا الأخير.

  Distribution Multi-hypergéométriqueالتوزيع الهندسي الزائد المتعدد: 2

 عدداستنتاج صيغة قانون التوزيع الهندسي الزائد المت )أ (

 كرية،  Niصنف)، حيث من كل صنف لدينا  kيمكن بسهولة تعميم القانون السابق على حالة وجود أكثر من صنفين ( 

 )ΣNi = N كريات بيضاء (  2) ، ولحساب احتمال نتيجة معينة؛ مثلاX1 = 2 ، (5 ،زرقاء، . . . يمكن  1حمراء
  ما يلي:حساب عدد الحالات الملائمة والممكنة من خلال التوفيقات ك

nxNN
C

CCC
xXxXxXP k

i
k

in
N

kx

kN
x
N

x
N

kk ====== ∑∑ 11

2
2

1
1

2211 ,
...

)..,.,(
 

 خصائص التوزيع الهندسي الزائد المتعدد )ب (

i
i

i np
N
NnXE ==)(

 
 للتوزيع الهندسي الزائد علاقة بالتوزيع الثنائي سنذكرها عندما نتطرق لهذا الأخير. ملاحظة :

  Distribution de Bernoulli  1توزيع برنولي 3

 استنتاج صيغة قانون برنولي )أ (

 فشل. ’Aو نجاح Aنسمي  .’Aو Aين (حدثين) متنافيتين نقول عن تجربة أ�ا "برنولية" إذا كانت تحتمل نتيجت 

 في الحالة المعاكسة. 0و Aعند تحقق الحدث  1القيمة X ، تأخذ عدد مرات النجاحالتي تمثل  Xنعتبر المتغيرة ع 
احتمـال الحـدث المعـاكس (الفشـل). يعـين  q = 1 - pو A"احتمـال النجـاح" لاحتمـال تحقـق الحـدث  pنرمـز عـادة ب 

 نولي كما يلي :توزيع بر 
                              .1,0,)0(,)1( ===== XqXPpXP 

 X ~ B(1, p)ونكتب 

 خصائص توزيع برنولي  )ب (
= 1.p + 0.q = p   =>          E(X) = p.                  E(X) = Σxipi 

V(X) = E(X²) – E(X)² = (1².p + 0².q) – p² = p – p² = p(1- p) = pq =>      V(X) = qp.     
          .M(t) = E(ext) = e0tq + e1t p =>    M(t) = q + pet جددة للعزومالدالة المت

  معامل التماثل 

qp
pq

qpqp
pqqp ²²²)²(

3
3

3
−

=
−

==
σ
µ

α 

 . 17الذي درس هذا التوزيع في أواخر القرن   Jacques Bernoulliبإسم   1

( ) ²)²()1()0()( 33333
3 pqqpqppqppqpxpx −=−=−+−=−= ∑ µµ
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  ب. ص    محاضرات الإحصاء الریاضي
 

  Distribution binomiale التوزيع الثنائي 4

 استنتاج صيغة قانون التوزيع الثنائي: )أ (

 X = 0, 1, 2, 3, . . . n          (عدد مرات النجاح) تأخذ القيم:  Xمرة فإن  nإذا كررنا تجربة برنولي  

 ):Fعدد مرات الحصول على صورة ( Xو من المرات، nعدد مكررة لنفترض التجربة البرنولية رمي قطعة نقدية 
    .n = 2      X = 0, 1, 2  حالة :  

P(X = 0) = q*q = q²,   P(X=1) = P(FP) + P(PF) =  p*q + q*p =  2p1q1 

   .n = 3     X = 0, 1, 2, 3    حالة : 
P(X=3) = P(FFF) = p*p*p = p3, P(X=2) = P(FFP ou PFF ou FPF) = 3p2q1  

   .4n =     X = 0, 1, 2, 3, 4   حالة : 
P(X=3) = P(FFFP ou PFFF ou FPFF ou FFPF) = 4 p3q1  

ث ثلاهو عدد الطرق الملائمة للحصول على  4العدد و  ، n-xهو  1، العدد  xهو  3في النتيجة الأخيرة نلاحظ العدد 
 تجارب، ويمكن حسابه كما يلي:   (n=4)من بين نجاحات 

)!(!
!

xnx
nC x

n −
=

 

 
 :تجربة برنولية يحسب كما يلي   nمن النجاحات من بين xوبالتالي فاحتمال عدد ما 

 
....,3,2,1,,....,3,2,1,0,)( ==== − nnxqpCxXP xnxx

n 
 q = 1-p(يبقــى ثابــت عنــد تكــرار التجربــة)، في التجربــة الواحــدة احتمــال النجــاح  pعــدد مــرات النجــاح،  xحيــث 

 ويكتب قانون التوزيع الاحتمالي أيضا كما يلي: و هو تعريف " قانون التوزيع الثنائي" رب.عدد التجا nو احتمال الفشل
xnxx

n ppCxXP −−== )1()( 
 .X ~ B(n, p) وأ

 شروط استخدام التوزيع الثنائي  )ب (
o تجربة برنولية مكررة عدد محدد من المرات 
o (التجارب مستقلة) احتمال النجاح في التجربة ثابت 
 : مرات احتمال الحصول على 4متوازنة  رمي قطعة نقدية: أحسب عند مثال 

 مرات.  4مرات،  3ولا مرة صورة، مرة واحدة، مرتين،  
P(X = x) = Cx

n  px qn-x => P(X = 0) = C0
4  0.50 0.54 = 1/16 

   P(X = 1) = C1
4  0.51 0.53               P(X = 2) = C2

4  0.52 0.52  
  حمراء. 3كريات منها   5يحتوي صندوق يات من كر   3بالإرجاع : نسحب 2مثال 

  .حمراء تينكريأحسب احتمال الحصول على  
 P(X=2) = C2

3  (3/5)2 (2/5)1  
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 التوزیعات الاحتمالیة الأكثر استخداما  الفصل الرابع 

npq
pq6134

−
+=α

 خصائص التوزيع الثنائي  )ج (

لها نفس المعلم   X = X1 + X2 + … X i+ … + Xn مجموع متغيرات مستقلة برنولية Xيمكن اعتبار : التباينو  التوقع
p  وقع وبالتالي نفس الت(E(Xi) = p) التباين نجد:و  أيضا. إذا باستخدام خصائص التوقع 

 E(X) = E(X1 + X2 + … Xi + … + Xn)  = ΣE(Xi) = Σpi = n p   => E(X) = np 
V(X) = V(X1 + X2 + … Xi + … + Xn),  

Xi مستقلة إذن    V(X) = ΣV(Xi) = Σpq =>V(X) = npq 

 سابق :التباين للمثال الو  : أحسب التوقعمثال
  

لهـا نفـس  X = X1 + X2 + …Xi + … + Xn مجمـوع متغـيرات برنوليـة مسـتقلة  Xالدالـة المتجـددة للعـزوم: باعتبـار 
 وباستخدام النظرية السابقة بخصوص الدالة م للعزوم: MX(t) = [q + pet]  نفس الدالة المتجددة للعزوم: و   pالمعلم 

" ؛ Mx1 + x2 (t) = Mx1(t). Mx2(t) فـإن: Mx2(t)و Mx1(t) للعزومدالة م الم ع مستقلة لها  X2و X  1"من أجل
 نستنتج:

MX(t) = Mx=x1+x2+…xn(t) = Mx1(t) . Mx2(t) … Mxn(t) 

MX(t)= E(ex1t) . E(ex2t) … E(exnt) =>                 MX(t) = [q + pet]n   
 معامل التماثل       

( ) ( )∑∑ −==−=−== )(...)()(. 33
33

3
3 pqnpqxpnpxxpx µµ

σ
µ

α
       

[ ]
σ

α p
npqnpq

ppnpq 21)1(
3

−
=

−−
=⇒

 npq
pqencoreou −

=3: α
 

  ½ = α3 = 0 =>  2 p = 1   =>  p   ثلا عندمايكون منحنى التوزيع الثنائي متما
  معامل التفلطح

 
 α4 = 3 =>  qp = 1/6   يكون منحنى التوزيع معتدلا عندما

 التوزيع الثنائيو  قاعدة تقارب: العلاقة بين التوزيع الهندسي الزائد )د (

ن جهـة أخـرى يعطـي التوزيـع مـو  محـدود). n( 1تـؤول إلى  (N-1) / (N-n)   ) فـإن∞كبـير جـدا (يـؤول إلى   Nفي حالـة 
 الثنائي نتائج قريبة من التوزيع الهندسي الزائد ويصبح السحب بدون إرجاع مطابقا تقريبا للسحب بالإرجاع.

 

 Distribution binomiale négativeالتوزيع الثنائي السالب (باسكال)  5

 استنتاج صيغة قانون التوزيع الثنائي السالب: )أ (

مرات صورة (متتالية أو لا). أحسب احتمال أن نحصل علـى ذلـك بعـد  3غاية الحصول على نرمي قطعة نقود إلى  مثال:
 أحسب التباين.و  رميات، توقع عدد الرميات اللازمة 3رميات،  4رميات،  5

)  rإلى غاية الحصول على عدد معين (من جديد ليكن لدينا تجربة برنولية (نتيجتين نجاح وفشل) مكررة، لكن هذه المرة 
 نجاح.  rإلى غاية الحصول على  عدد مرات تكرار التجربةفي هذه الحالة هي   X.لنجاحاتمن ا
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  ب. ص    محاضرات الإحصاء الریاضي
 

. إذا الاحتمال  qx-rمرة يساوي  x-rواحتمال الفشل  prمرة احتماله  rكيف يحسب الاحتمال ؟ نعلم أن تحقق النجاح 
تجربـة  Xنجاح من بـين  rة لتحقيق ئملا. لكن هناك عددا من الطرق الم pr qx-rالمطلوب يتضمن جداء هذين الاحتمالين 

Cr-1تجربة  x-1نجاح من بين r-1مع العلم أن آخر تجربة هي نجاح. هذا العدد يساوي إذا عدد الطرق الملائمة لاختيار 
x-

 (التجربة الأخيرة معلومة النتيجة).     1
∞+=∞+++=== −−

− ,...,3,2,1,...,2,1,,)( 1
1 rrrrXqpCxXP rxrr

x  
 X~B (N, r, p) :يسمى هذا التوزيع توزيع باسكال أو الثنائي السالب ونكتب

  كن إذا الإجابة على أسئلة المثال السابق بما يلي:يم
P (X =  5) = C3-1

5-1  p3 q5-3  = C2
4  (½)3 (½)2   = 6 (1/8) (1/4) = 9/32  

µ = r/p = 3/(1/2) = 6 ,  σ² = rq/p² = 3 (1/2) / (1/2)² = 12/2 = 6 

 خصائص التوزيع الثنائي السالب  )ب (

( )rt

t

qe
eptM

p
rq

p
r

−
===

1
)(,

²
², σµ

 

nq
nqq

q
q )1(3)²2(3,1

43
−++

+=
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= αα
 

 Distribution géométrique التوزيع الهندسي  6

 استنتاج صيغة قانون التوزيع الهندسي  )أ (

  P(X= 4) = P(PPPF)رميات هو:  4نرمي قطعة نقدية إلى أن نحصل على صورة. احتمال أن يتطلب ذلك 
نعود من جديد إلى التجربة البرنولية وهذه المرة نكرر التجربة إلى غاية الحصول على النتيجة أو الحدث المطلـوب (نجـاح مـرة 

الــتي تمثــل عــدد مــرات تكــرار التجربــة (بمــا فيهــا المــرة الــتي حصــل فيهــا النجــاح)  تتبــع التوزيــع  Xالمتغــيرة العشــوائية  واحــدة).
 الهندسي.

 P(X= 4)  = q3pفإن الاحتمال يمكن كتابته كما يلي:  qولاحتمال الفشل ب  pإذا رمزنا لاحتمال النجاح ب 
 كما يلي :يعبر عنه   Xوبصفة عامة فإن احتمال أي قيمة ل 

...,3,2,1,)( 1 === − XpqxXP x 

 خصائص التوزيع الهندسي   )ب (

 ( )t

t

qe
eptM

p
q

p −
===

1
)(,

²
²,1 σµ q

p
q

q ²12,1
43 +=

+
= αα

 
 

  r = 1التوزيع الهندسي ما هو إلا حالة خاصة من توزيع باسكال حيث ملاحظة: 
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 التوزیعات الاحتمالیة الأكثر استخداما  الفصل الرابع 

   Distribution multinomiale التوزيع المتعدد 7

 استنتاج صيغة قانون التوزيع الثنائي المتعدد  )أ (

 .1مرتين الرقم و  6الرقم  مرات. أوجد احتمال الحصول على مرتين 4. نرمي قطعة نرد مثال
التوزيع المتعدد هو تعميم للتوزيع الثنائي، فبينما الأول يسـتعمل في حالـة تجربـة تقبـل نتيجتـين فقـط، يسـتعمل التوزيـع المتعـدد 

مـن النتـائج الممكنـة. مـع اسـتقلالية التجـارب عـن بعضـها. نرمـز لهـذه النتـائج ب   kللحالة العامة حيث يكون للتجربة عـدد 
A1, A2, . . . Ak  لاحتمالاتها ب وp1, p2, p3, . . . pk  (النتائج) بما إن الأحداث . Aiمتنافية فإن: 

= 1  p1+ p2 + p3 + . . . + pk 
مــن المــرات فســيكون لــدينا لكــل حــدث (نتيجــة) متغــيرة عشــوائية تمثــل عــدد  nالنتــائج عــدد  متعــددةإذا كررنــا هــذه التجربــة 

      . X1 + X2 + . . . + Xk = nحيث     X1, X2, . . . Xk ات بنرمز لهذه المتغير   مرات وقوعه.
 كما يلي :    X1 =  x1, X2   =  x2,  . . .,  Xk = xkيحسب احتمال الحدث المركب: 

kx
k

xx

k
kk ppp

xxx
nxXxXxXP ...

!...!!
!),...,,( 21

21
21

2211 ====
 

 خصائص التوزيع المتعدد  )ب (
E(X1) = np1, E(X2) = np2, . . . ,               E(Xk) = npk  
V(X1)  = np1q1, V(X2) = np2q2,  . . .       V(Xk) = npkqk  

 العلاقة مع التوزيع الهندسي الزائد المتعدد   )ج (

؛ يستخدم التوزيع المتعدد  لحساب   N∞, Ni∞, Ni/N piفي التوزيع الهندسي الزائد المتعدد، عندما 
 الاحتمالات.

 1سـب مـع الـرقم ذاتـه (الـرقم مـرة، أحسـب احتمـال أن يظهـر كـل رقـم عـدد مـن المـرات يتنا 42 إذا رمينـا قطعـة نـردمثال: 
  هكذا).و  مرات 6يظهر  3مرات، الرقم  4يظهر  2يظهر مرتين، الرقم 

( ) 124
621 )6/1(...)6/1²(6/1

!12...!6!4!2
!42)12...,4,2( ==== XXXP

 
ســـبع مـــرات علـــى التـــوالي كريـــة ثم نرجعهـــا إلى   5إلى  1كريـــات مرقمـــة مـــن   5. نســـحب مـــن صـــندوق بـــه 3مثـــال

 .4كريتين ذات رقم و  2، كريتين ذات رقم 1كريات ذات رقم   3الصندوق. أوجد احتمال: 
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  Distribution de Poisson 1توزيع بواسون 8

  زيع بواسنتو استنتاج صيغة قانون  )أ (

التي تمثل عدد النجاحات تتبع  Xلتكن لدينا تجربة برنولية مكررة عدد كبير جدا أو لا�ائي من المرات. مبدئيا المتغيرة 
 20كبيرة. مثلا إحتمال   nما تكون التوزيع الثنائي، لكن قد يصعب حساب الاحتمال باستعمال صيغة هذا التوزيع عند

802020 :هو n = 100نجاح إذا كانت 
100 999.0001.0)20( ⋅⋅= CP. 

يكون احتمال تحقق الحدث في لحظة زمن و  عندما تتكرر التجربة باستمرار؛ يصبح عدد مرات تكرار التجربة مقاسا بالزمن،
 . ∞ؤول إلى ي nصغيرا جدا. نحتاج في هذه الحالة إلى إيجاد صيغة عامة تعادل صيغة التوزيع الثنائي عندما 

 :  p = λ/n ثابت بحيث λنضع 
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
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−
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∞→ =






 − e
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n

n 1λim
         

)        وبما أن ) 1011lim =−=





 − −

−

∞→
x

x
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−
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  X~P(λ) .  ونكتبλ > 0نجاح في وحدة زمن واحدة حسب توزيع بواسون حيث  xو هو احتمال 

71828.211lim... ملاحظة: ==





 +∞→ e

n

n

n    

 خصائص توزيع بواسون )ب (

[ ]
λ

α
λ

αλλ 13,1,)1(exp)(,)()( 43 +==−=== tetMXVXE
 

في كتابه  1837الفيزيائي و الرياضي الفرنسي الذي استخدم هذا لقانون سنة   Siméon-Denis Poisson (1781-1840)ونباسم سيميون دونيز بواس 1
 Recherche sur la probabilité des jugements en matière criminelle et)بحث في احتمال الأحكام في مجال الجريمة و في المجال المدني 

en matière civile)  تجدر الإشارة إلى 1830دخل كنهاية لقانون باسكال والقانون الثنائي. إلا أن أول استعمال له للقانون الذي يحمل اسمه يعود إلى حيث أ .
 . [1997]أن بواسون صاحب الفضل في نظرية مهمة أخرى هي نظرية الأعداد الكبيرة التي تنسب لشيبيشيف. أنظر ج ج دراوزبيك 
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 وحدة زمن.  tفي  حساب احتمال عدد من الأحداث )ج (

 فنجد: λtب   λمن وحدات الزمن نعوض  tمن أجل عدد أو مقدار 

( ) ...,3,2,1,0,
!

)( ===
−

X
x

etxXP
tx

t

λλ 

في الثانية.   λ=5 بفرض أن عدد المكالمات الهاتفية التي تصل إلى مركز هاتفي معين تتبع توزيع بواسون بمعدلمثال. 
  .نصفو  مكالمات في ثانية 7احتمال وصول أحسب 

( )
!7

)5(5.1)7()5(5.1
)7(5.17 −

===
eXPtλ

 

 . من الأحداث من فئة معينة تمال عددحساب اح )د (

 .aλهو الآخر يتبع توزيع بواسون بمعدل  Y= aX، فإن λيتبع توزيع بواسون بمعدل  Xإذا كان 

في ثانيـة،   λ=5 . بفرض أن عدد المكالمات الهاتفيـة الـتي تصـل إلى مركـز هـاتفي معـين تتبـع توزيـع بواسـون بمعـدلمثال
 مكالمات دولية في ثانية. 9أحسب احتمال أن تصل ات دولية. من هذه المكالمات هي مكالم %6وأن 

!9
))5(05.0()9(

)5(05.09 −

==
eXP

 

 التمثيل البياني لتوزيع بواسون )ه (

لكونه توزيعا متقطعا، يرسم توزيع )،  λسالبة (وهي أقوى من قوة  eدالة توزيع بواسون هي دالة متناقصة لكون قوة  
حظة سلوك التوزيع إلا باستخدام . هذا قد يصعب ملا(Diagramme en bâtons)بواسون من خلال مدرج أعمدة 

كبير بما فيه  λلما  عدة أمثلة بمعالم متصاعدة بالتدريج، حيث يظهر أن التوزيع يقترب شيئا فشيئا من التوزيع الطبيعي
 التالية تبين ذلك. الرسوم البيانية الكفاية. 

 
 (من اليسار إلى اليمين) 5إلى   2إلى   1وزيع بواسون عند زيادة  المعلمة من سلوك ت     7 رسم 

  استخدام توزيع بواسون بدلا من التوزيع الثنائي.  )و (

المتوسط ثابت يؤول التوزيع الثنائي إلى التوزيع بواسون. عمليا يعطي توزيع بواسون نتائج قريبة من التوزيع و  ∞nعندما 
 الثنائي لما:

 30 ≥ n       5        و < np  5 أو < nq 
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 : 1يستخدم بعض من الإحصائيين أيضا كشرط لاستعمال قانون بواسون بدلا من القانون الثنائي القاعدة التاليةو  
n ≥ 25    و p ≤ 0,1   

.  أحســـب احتمـــال أن يكـــون هنـــاك  % 10وحـــدات مـــن انتـــاج آلـــة نســـبة إنتاجهـــا التـــالف  10: نأخـــذ عشـــوائيا  مثـــال
 تالفتان. وحدتان

P(X = 2) = C2
10 (0,1²) (0.98) = 0.1937 

 (معلمة قانون بواسون): λ نحسب أولا قيمة المعلمة    . باستعمال توزيع بواسون: 2ط
λ = µ = np = 10 * 0,1 = 1 

            P(2) = λx * e-λ/x! = (12 * e -1) / 2 ! = 1/(2e) = 1,1839   

 الاستخدام العملي لتوزيع بواسون )ز (

ل توزيــع بواســون لفــترة طويلــة يســتعمل فقــط لتمثيــل الأحــداث النــادرة، لكنــه اليــوم يســتعمل في مجــالات متعــددة. فمــن ظــ
عن حوادث إصـابات الجنـود بصـكات الجيـاد في الجيـوش أصـبح اليـوم   (Ladislaus Bortkiewics)الدراسة الشهيرة ل

إحصائيا، تسيير ظواهر الانتظار، الاتصالات (عدد المكالمـات  توزيع بواسون يستعمل في شتى المجالات؛ منها مراقبة الجودة
 الدقيقــةالنوويــة لدراســة عــدد الجزيئــات المنبعثــة مــن مــادة مشــعة وفي البيولوجيــا  في الفيزيــاءكمــا يســتخدم  في وحــدة زمــن)،

(microbiologie) في البيولوجيا وحتى في علم الأحوال الجوي.  كما يستخدم ،  لمراقبة تكاثر البكتيريا في حقل تجارب 
في مجال التسيير، يستخدم توزيع بواسون بشكل خاص عند دراسة مسائل متعلقة "بظواهر  الانتظار"؛ ففي هذا النوع من 

تصل كثيرا ما يفترض أن وصول الزبائن إلى مكان الخدمة يتبع توزيع بواسون. من أمثلة ذلك: عدد الطائرات التي المسائل،  
إلى المطار في وحدة زمن، عدد البواخر التي تصل إلى ميناء في وحدة زمن، عدد الزبائن الذين يصلون إلى مكتب بريدي في 
وحدة زمن، عدد المكالمات الهاتفيـة الـتي تصـل إلى مركـز هـاتفي، عـدد الحـالات الاسـتعجالية الـتي تصـل إلى مستشـفى، ... 

 تظار "بظواهر الوصول". تسمى هذه الظواهر في نظرية صفوف الان
 . بينت دراسة أن عدد حوادث العمل في معمل معين يتبع توزيع بواسون بمعدل حادثتين يوميا. 1مثال

 أوجد احتمال أن لا يسجل أي حادث في يوم معين. أوجد احتمال حادث على الأقل في يوم:

P(X = 0) = λx * e-λ/x! = λ0 * e-λ/0! => P(X = 0)  =  e-λ   = e-2           
P(X ≥ 1) = 1- P(0) = 1– [λ0 * e-λ/0!] => P(X ≥ 1) =  1 - e-λ  = 1 – e-2  

 12:05و 12:00. بينت دراسة إحصائية سابقة أن عدد السيارات التي تصل إلى محطة بنزين معينة بين الساعة 2مثال
المحطـة يتبـع توزيـع بواسـون. أوجـد احتمـال سيارات، كما بينت الدراسة أن عدد السيارات التي تصل إلى  3هو في المتوسط 

 .12:05و 12:00سيارات بين  4أن تصل 
 ومنه: 6=  3*  2متوسط عدد السيارات في الساعة =  

= 1296 * e-6/24 = 54 *  e-6                   P(X=4) = 64 * e-6/4 !  
خصائص مهمة لا يتسع المقـام لـذكرها في إطـار هـذا  في الأخير، ينبغي الإشارة إلى أن لتوزيع بواسون وأيضا للتوزيع الثنائي

الـــدرس، ولكـــن ســـنتعرض لبعضـــها في التطبيقـــات، لـــذلك نحيـــل الطالـــب إلى مطالعتهـــا في المراجـــع المتخصصـــة؛ كمـــا توجـــد 
، لم نتطـرق لهـا في هـذا (distribution uniforme)توزيعات أخرى مهمة نظرا لتعدد استخداماتها مثل التوزيـع المتماثـل 

 رس، ندعو الطالب لاستكمالها من خلال بحثه الخاص.الد

 . 262، ص 1997أنظر دروزبيك   1
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  خلاصة  9

  قاط حول التوزيعات المتقطعة الشهيرة.الجدول الملحق يلخص أهم الن
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)!(!
!

xnx
nC x

n −
=

 التباينو  التوقع الاحتمال القيم الممكنة للمتغيرة متى يستخدم التوزيع

 الهندسي الزائد
b,p)  X~ H(N,  

 سحب بدون إرجاع.
 كريات من صنفين.

X  ={0,1,2,…,b} 
, 

 
b ≤  b + r = N 

 

 

n
N

xn
r

x
b

C
CCxXP

−⋅
== )(

 

= ,npµ









−
−

=
1

²
N

nNnpqσ
 

p = b/N  وq = r/N 
n  عـدد الكريـات المسـحوبة 
N لكريات الكلي لعدد ال 
b  عدد الكريات البيضاء 
r  ع الكريات الحمراء 

ــــــد  الهندســــــي الزائ
 المتعدد

نفــــــــــــــــــــس شــــــــــــــــــــروط ت 
الهندســــــــــي الزائــــــــــد مــــــــــع 
وجــود أكثــر مــن صــنفين 

 من الكريات.

Xi 
={0,1,2,…,Ni} , 

 
Σxi = n, ΣNi = 
N 

 

P(X1=x1,X2=x2,…Xk=xk)= 
 

n
N

xk
Nk

x
N

x
N

x
N

C
CCCC ⋅⋅⋅

=
3
3

2
2

1
1

 

E[Xi] = n (Ni/N) 
= npi 

 برنــــــــــولي
X~B(1, p) 

تجربـــــــــــة واحـــــــــــدة (غـــــــــــير 
  ,X = {0, 1} P(X = 1) = p مكررة) تقبل نتيجتين.

P(X = 0) = 1 - p = q μ = p,    σ²= pq 

 الثنائي
X~B(n, p) 

تجــــارب ثنائيــــة النتيجــــة، 
 p مســـتقلة (و  مكـــررة

 ثابت).
X = {0,1,2…,n} 

P(X = x) = Cx
n px qn-x 

 μ= np, σ² = npq 

باســــكال (الثنــــائي 
 السالب)

X  هـــي عـــدد التجـــارب
اللازمـــة للحصـــول علــــى 

مـــن النجاحـــات  rعـــدد 
ــــــــــــــــــة  في تجــــــــــــــــــارب برنولي

 مكررة.

X = {r, r +1, r 
+2, …, +∞} P(X = x) = Cr-1

x-1 pr qx-r 
μ = r/p , 

 
σ² = rq/p² 

 الهندسي

X  هـــي عـــدد التجـــارب
للحصـــول علــــى اللازمـــة 

النجــــــــــــــــــــــــــــــــــــاح الأول في 
 تجارب برنولية مكررة.

X = 
{1,2,…,+∞} P(X = x) = qx-1p 

μ = 1/p,  
 

σ² = q/p² 

 التوزيع المتعدد
هـــــــــــو تعمـــــــــــيم للتوزيـــــــــــع 
ـــــــــــة  ـــــــــــائي علـــــــــــى تجرب الثن
∑ مكررة متعددة النتائج. 

∑
=

=

≤≤∀

=

=

NNi

nxi
Nixii

k
i

k
i

1

1 ,
,0,

 

==== ),...,,( 2211 kk xXxXxXP

kx
k

xx

k

ppp
xxx

n ...
!...!!

! 21
21

21 
 

E(Xk) = npk 
 
V(Xk) = npkqk 

بواســــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــون 
X~P(λ) 

λ > 0 
 

  X  عــدد النجاحــات
بـــير جـــدا مـــن في عـــدد ك

التجارب البرنولية (عـدد 
الوحـــــــــــدات التالفـــــــــــة في 
شــحنة). أو أيضـــا عـــدد 
مـــــن الأحـــــداث في فـــــترة 

 زمن.

X = 
{0,1,2,…,+∞} 

!
)(

x
exXP

x λλ −

==
 
P(X = 0) = e-λ 

 
P(X ≥ 1) = 1 - e-λ  

E(x) = V(x) = λ 

- 11 -IV   



 التوزیعات الاحتمالیة الأكثر استخداما  الفصل الرابع 

 التوزیعات الاحتمالیة الشائعة المستمرة .2 المبحث

  التوزیع الطبیعي
 التوزیع الأسي  

 توزیع قاما 
 ایع بیتتوز 

 D. Normale ou D. de Laplace -Gausse 1التوزيع الطبيعي أو توزيع لابلاس قوس 1
التوزيع الطبيعي من أهم التوزيعات الاحتمالية شائعة الاستخدام لما له من خصائص تنطبق على نسبة كبيرة من يعد  

فا من المارين في شار ع ما وقسنا أطوالهم لوجدنا الظواهر الطبيعية والاجتماعية والاقتصادية. فلو اخترنا بالصدفة مئة أو أل
نسبة مقاربة لها من قصار القامة. ومثل هذا بالنسبة و  نسبة كبيرة منها قريبة من متوسط ما، ونسبة قليلة من طوال القامة

ن نسميه للأوزان. ولو مثلنا هذه البيانات في معلم متعامد متجانس لكان المنحنى الذي يمثل النسبة، أو ما يمكن أ
 :) 9(الشكل ذا شكل جرسي متماثل حول المتوسط وهي صفات التوزيع الطبيعيالاحتمال، 

 صيغة القانون  )أ (

 للتوزيع الطبيعي كما يلي: لمنحنى تكتب دالة الكثافة   

 

∞<<−∞

−
−

=






















x

x

exf

2

2/1

2
1)( σ

µ

πσ 

 X ~ N(µ, σ) ونكتب الانحراف المعياري. و  هما على التوالي التوقع σو µحيث 

 تكتب كما يلي: ة) للتوزيع الطبيعيدالة التوزيع (الدالة التجميعي

∫ ∞−








 −
−

=≤=
x v

dvexXPxF

2

2/1

2
1)()( σ

µ

πσ 

 : لتكوين الجداول الإحصائية للاحتمالات Z = (X-µ)/σتستخدم المتغيرة المعيارية :  المتغیرة المركزیة أو المعیاریة
  P(0 ≤ Z ≤ z) أوF(z) = P(Z ≤ z)، 

  كما يلي:  وذلك σ و µو xاهيل مج 3بدلا من  Zهول واحد بدلالة مج Fو fحيث تسمح بكتابة الدالة 

∞<<∞−= − zzf e z 2/²

2
1)(
π 

 -  Carl Freidrich Gaussالألماني و Pière Simon de Laplace   (1749-1827)العالمان الرياضيان الفيزيائيان و الفلكيان الفرنسي  باسم  1
 . أنظر1893في    Pearsonالذين كانا من أوائل من اكتشف هذا القانون. أما من أعطاه تسمية التوزيع الطبيعي فهو (1855-1777) ، -الصورة لهذا الأخير

(1997) J. J. Droesbeke 329 ، ص.  

f(x) 

x μ 

    الشكل العام للتوزیع الطبیعي 8 رسم
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0
3
3

3 ==
σ
µ

α

∫ ∞−

−

=≤=
z u

duezZPzF 2
²

2
1)()(
π 

 علم أن:نو  أي التوزيع الطبيعي. Xتتبع نفس توزيع  Zفإن ، Zو  X بين المتغيرتينالخطية بالنظر إلى العلاقة 
E(Z) = 0 V(Z) = 1  

   خصائص التوزيع الطبيعي )ب (

     : الدالة المتجددة للعزوم
 

للتوزيع الطبيعي  34α = معامل التفلطح يعتبر  ا، حيثولا مفلطح امدببمعتدلا لا من خصائص التوزيع الطبيعي أنه يعتبر 
 .ياتمعيارا لاعتدال المنحن

متماثل حول أنه أيضا من خصائص التوزيع الطبيعي    القيمة المتوقعة
، مما يعني أنه من أجل أي قيمة للمتغيرة 0حول  Zيعني تماثل لمنحنى ) 3حول المتوسط (أنظر الشكل  X تماثل منحنى

 المعيارية
  z > 0 : 

P(0 ≤ Z ≤ z) = P(-z ≤ Z ≤ 0) = P(-z ≤ Z ≤ z) / 2 
 P(Z ≤ -z) =  1- P(Z ≤ z) = P(Z ≥ z) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 حساب الاحتمالات (المساحات) تحت المنحنى ومنها خاصة:   Zو لقد تم باستخدام المتغيرة المعيارية 

P(-σ ≤ X ≤ σ) =  P(-σ ≤ Z ≤ σ) = 0.6837,  

P(-2 σ ≤ X ≤  2 σ) =  P(-2 ≤ Z ≤ 2) = 0.9544,  

P(-3 σ ≤ X ≤  3 σ)  =  P(-3 ≤ Z ≤ 3) = 0.9973.  

 تخدام الحاسوب.سبا اكما يمكن حسابه  ،هذه القيم وغيرها متوفرة في الجداول الإحصائية التي نجدها في الكثير من المراجع

استخدام تماثل الوزیع الطبیعي   9 رسم
 في حساب الاحتمالات







 +=

2
²²

exp)(
µ

µ
tttM x

Z 

P(Z ≥ z) P(Z ≤ -z) 
P(-z ≤ Z ≤ z) 

-z         0         z 

           µ           X 
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 التوزیعات الاحتمالیة الأكثر استخداما  الفصل الرابع 

 

      μ - 3σ μ - 2σ μ -1σ μ μ +1σ μ + 2σ μ + 3σ       

2σ = 68.26%

4σ = 95.44%

6σ = 99.73%

8σ = 99.9937%

  

   
 z =1, 2, 3حيث  P(0 ≤ Z ≤ z))  أحسب : 1ال الجداول الاحصائية : باستعممثال

 .zمن أجل نفس القيم ل  P(-z ≤ Z ≤ z)  أحسب  ) 2
1( 0.3413   ،0.47725    ،0.49865 
2   (0.6827    ،0.9545    ،0.9973 

 التوزيع الثنائي و  العلاقة بين التوزيع الطبيعي  )ج (

يعطي التوزيعان نتائج و  كن اعتبار التوزيع الثنائي كتقريب جيد للتوزيع الطبيعي.يم 0غير قريب من  pو كبيرة   nفي حالة
 كبيرة أكثر.  ونكتب:  nأكثر تقاربا كلما كانت 

npq
npxzdzebzaP

b

a

z
n

−
==≤≤ ∫ −

∞→ ,
2
1)(lim 2/²

p 
 

 .0.5قريب من  pويسرع تقارب التوزيع الثنائي من التوزيع الطبيعي كون 
 : قاعدة التقريب

 ا عموما نعتبر التقريب إلى التوزيع الثنائي ملائما عندمnp  وnq    5كلاهما أكبر من. 
 يعتمد قاعدة أخرى هي أن يكون أحد الشرطين التاليين متوفرين: 1عدد من الاحصائيين 

10,10,209 ≥≥≥≥ nqnpnounpq 
 

 . 262. ص 1997دراوزبيك  أنظر  1

 منحنى التوزیع الطبیعيالمساحات الأساسیة تحت    10 رسم
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 توزيع بواسونو  العلاقة بين التوزيع الطبيعي )د (

 بواسون يعطيان نتائج متطابقة . ونكتب:و  فإن التوزيعين الطبيعي ∞ →λ عندما 

∫
−

∞→
=








≤

−
≤

b

a

z
dzebxaP 2

²

2
1lim
πλ

λ
λ

 

 
  (من اليسار إلى اليمين)  5إلى   2إلى   1سلوك توزيع بواسون عند زيادة  المعلمة من    11 م رس

 قاعدة التقريب:
o  عندما من التوزيع بواسون إلى التوزيع الطبيعي عموما نعتبر أن التقريب ملائمλ ≥10     

o كشرط للتقريب   1فيما يعتمد عدد من الإحصائيينλ≥15 
 أنظر حل التطبيق(الطبيعي حسب الشروط المذكورة و  الثنائي، بواسون :معا ويمكن أن تتقارب نتائج التوزيعات الثلاث

 .)أدناه

 Distribution exponentielle  التوزيع الأسي 2

ة هاتفية، عادة ما يستخدم التوزيع الأسي في مسائل متعلقة بقياس الزمن. من ذلك مدة خدمة شباك البريد، مدة مكالم
التوزيع انتظار زبون قبل الحصول على الخدمة...في العلوم الدقيقة يستخدم تفريغ باخرة شحن، مدة تصليح آلة، مدة مدة 

قبل أن تتفكك، حيث يعبر الوسيط عن اللحظة  (atomes radioactives)لتمثيل مدة حياة الذرات المشعة الأسي 
 .2التي يبقى فيها نصف المجتمع الأصلي

  λ/1ثابت  متوسطلها الضروري فهم الآتي: كقاعدة عامة يستخدم التوزيع الأسي لتمثيل مدة حياة ظاهرة ما إذا كان من 
لا تتبع اللحظة  Tأي أن مدة حياة الظاهرة بعد لحظة ما  (vieillissement) وكانت هذه الظاهرة لا تخضع للتقادم 

Tستبعد استخدام التوزيع الأسي لتمثيل مدة حياة آلة عاملة قد نمثلا ل. ؛ أي لا تتأثر بالمدة التي دامتها الظاهرة من قب
قبل تعطلها لأن احتمال تعطلها في لحظة ليس مستقلا عن المدة التي عملتها الآلة من قبل، كذلك الأمر بالنسبة لمدة حياة 

 .الإنسان
، اختبارات الفروضتقنيات ن خلال عمليا، نتحقق من دقة تمثيل التوزيع الأسي _أو أي توزيع آخر_ لظاهرة ما م

 وبالتحديد اختبار التجانس و التعديل.
نشير أخيرا إلى أن للتوزيع الأسي علاقة بالتوزيع بواسون، فإذا كان وقوع أحداث ما يتبع هذا التوزيع، فإن المدة بين وقوع 

ة ما يتبع التوزيع بواسون فإن المدة ؛ كمثال على ذلك، إذا كان وصول الزبائن إلى مركز خدمحدثين تتبع التوزيع الأسي
  استنتاج صيغة القانون الأسي.الزمنية بين وصول زبون "أ" والزبون الموالي تتبع التوزيع الأسي. تتبين هذه العلاقة عند 

 المرجع نفسه.  1
 . Wikipédiaراجع موقع موسوعة   2

                                                 



 التوزیعات الاحتمالیة الأكثر استخداما  الفصل الرابع 

 .أو دالة الكثافة و الدالة التجميعية للتوزيع الأسي صيغة القانون )أ (

  .حادث يوميا λبع توزيع بواسون بمعدل تتبينت دراسة أن عدد حوادث العمل في معمل معين 

 يوم. tمدة أوجد احتمال أن يسجل حادث على الأقل (حادث أو أكثر) في 
    P(X ≥ 1) = 1-e-λt  P(X ≥ 1) =1- P(0) =1-[λ0t * e-λt/0!]     => 

  F(t) = P(T ≤ t)و دالة الكثافة للزمن بين حادثين، f(t) إذن سيكون لدينا  للزمن (باليوم) بين حادثين Tلنرمز ب 
    . Tدالة التوزيع ل 

 :أو أقليوم يكون الزمن بين حادثين أن  Pاحتمال لنحسب 
 : إذن P = P(T ≤ t = 1)لدينا   

        )1 ............ (P = F(t = 1) 
 :هو معادل لاحتمال أن يسجل على الأقل حادث في يوم معين Pن أمن ناحية أخرى لاحظ 

)2..........( P = P(X ≥ 1) = 1-e-λt  
  )tF( = tλ-e - 1     (3)............                             ) نستنتج أن    2(و )1من (

 ’f(t) = F(t)’ = (1 - e-λt)                     و منه    
 = λ e-λt                                                                  f(t)إذن

 :إذا كان حدث عشوائي ما يتكرر في الزمن وفق توزيع بواسون قاعدة:

( )
!

)(
x

xp ex λτ

τ
λτ −

=
 

 بين حادثين يتبع التوزيع التالي: Tفإن الزمن 





≤
>

=
−

0,0
0,

)(
τ
τλ

τ
λτe

f
 

 عدد حقيقي موجب.  λحيث 
 و يسمى هذا التوزيع التوزيع الأسي ويسمى أيضا التوزيع الأسي السالب لعلاقته بتوزيع بواسون.

 التمثيل البياني للتوزيع الأسي )ب (

 

 خصائص التوزيع الأسي )ج (

t
tMMed x −

=<===
λ

λµµλσλµ )(,)2λn(,²/1²,/1
 

 دالة الكثافة للتوزیع الأسي   12 رسم
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( ) 0
0

1 >=Γ ∫
∞

−− αα α dtet t

   

 Distribution  gammaتوزيع قاما  3

توزيعي قاما و بيتا يمثلان مجموعة واسعة من التوزيعات ذات معلمتين تتميز بمرونة وقدرة على توليد توزيعات متعددة 
. يستخدم توزيع قاما لتمثيل بعض 2ك، و F ،tحسب قيم المعلمتين. ندرس هذين التوزيعين أيضا لعلاقتهما بالتوزيعات 

 . 1الظواهر مثل توزيع الدخل والادخار تحت شروط معينة

 .صيغة القانون )أ (

 نقول عن متغيرة عشوائية أ�ا تتبع توزيع قاما إذا كانت دالة كثافتها كما يلي:

0,0,
0,0

0,
)()(

/1

>>








≤

>
Γ=

−−

βααβ α

βα

x

xex
xf

x

 
    : هي الدالة قاما Γ(α)حيث 

 
 ~ Γ(α, β)  X ونكتب

  اصائص توزيع قامخ )ب (
 µ = α β   ,   σ² = α β²,   M(t) = (1 - βt)-α    

Pour α>1:  Γ(α) = (α-1)Γ(α-1)      et  si α ∈ N : Γ(α) = (α-1) !  ,  Γ(1/2) = √π   
 .كما سنرى في السلسلة  من خصائص توزيع قاما علاقته بالتوزيع الأسي

 أحسب ما يلي: مثال. 

( ) ( ) ( ).5.2,5.4,7,,,
0 2/10

6

0

4 ΓΓΓ∫∫∫
∞ −∞ −∞ − dx

x
edxexdtet

x
xt

 
( ) ( ) π=Γ====Γ===Γ= ∫∫∫∫

∞ −−∞ −∞ −∞ − 2/1,720!67,24!4)5(
0

2/1

0 2/10

6

0

4 dxexdx
x
edxexdtet x

x
xt

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) π

π

5.1)5.0(5.1)5.2(,720!67

)5.0)(5.1)(5.2(5.35.0)5.0)(5.1)(5.2(5.35.2)5.2(5.35.35.315.35.4

=Γ=Γ==Γ

=Γ=Γ=Γ=+Γ=Γ

 
 المعرفة كما يلي: Zو  Yو  X ةالعشوائي التباين للمتغيراتأحسب المتوسط و . 2مثال

( )






≤

>
=









≤

>
=









≤

>
Γ=

−−−

0,0

0,
6)(,

0,0

0,
)6(4)(,

0,0

0,
52)(

2

4

4/3

5

2/4

z

zez
zf

y

yey
yf

x

xex
xf

zyx

3²,3)1(3,64²)4(4²,16)4(4,20²)2(5²²,10)2(5 ============= zzyyxx σµσµαβσαβµ 

الروسية  ، ترجمه من1983، موسكو، Mathématiques ،Editions Mirأنظر: آيفازيان و آخرون، مبادئ النمذجة و المعالجة الأولية للبيانات، سلسلة :   1
 .158. ص1986إلى الفرنسية جيلالي مبارك، 

                                                 



 التوزیعات الاحتمالیة الأكثر استخداما  الفصل الرابع 

 Distribution bêtaتوزيع بيتا  4

، التوزيع الثنائي، t² ،Fيستخدم لحساب توزيع حيث ) 14تبعا لقيم معلمتيه (أنظر الرسم يتميز توزيع بيتا بمرونته الكبيرة 
ة ما كنسبة التالف أو ، مثل نسب1و  0وتستخدم لتمثيل بعض المتغيرات التي تتراوح بين ، 1الثنائي السالب وغيرها

 المبيعات، إلخ. 

  .صيغة القانون )أ (

 نقول عن متغيرة عشوائية أ�ا تتبع توزيع بيتا إذا كانت دالة كثافتها كما يلي:

( )
( ) )0,(

0

10
,

1
)(

11

>







<<

−
=

−−

βαβαβ

βα

αilleurs

xxx
xf

 
 

),()1(,,0     هي الدالة بيتا: B(α, β)حيث   
1

0

11 >−= ∫ −− βαβα βα duuuB    

 ~ B(α, β)   X و نكتب
α = 4, β = 2 

 

 التمثيل البياني لدالة الكثافة للتوزيع بيتا من أجل قيم مختلفة للمعالم  13 رسم 

 خصائص توزيع بيتا )ب (

( ) ( )1²
²,

+++
=

+
=

βαβα
αβσ

βα
αα

 

 المرجع السابق.  1

0     0,5                           1,0                x 

f(x) 

 

α = 2, β = 4 
 

α = 4, β = 2 
 

α = 1/2, β = 1/2 
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 :بيتاو  العلاقة بين الدالتين قاما )ج (

)(
)()(),(

βα
βαβα

+Γ
ΓΓ

=B
 

مثال. أحسب ما يلي: 
)()1,(),,1(),2,(),2/1,2/1(),4,3( NnnBnBnBBB ∈ 

( )( )BB ,
)2/1()2/1(

)2/1,2/1(,
60
1

120
2

)!17(
)!14()!13()4,3( =

+
===

−
−−

= πππ

 

nn
nnB

nnn
n

n
nnB

nn
nnB 1

!
1)!1()1,(,1

)!1(
)!1(

!
)!1(1),1(,

)!1(
1

)!12(
!1)!1()2,( =

−
==

−
−

=
−

=
+

=
+
−

=
 

∫∫ . أحسب ما يلي:2مثال −−
1

0

1

0

34 )1(,)1( dxxxdxxx,)2,3(B 

12/1)]4(3/[1)]1(/[1)2,3( ==+= nnB 
( ) 6/1

!3
!1!1)2,2()1(,

280
1

!8
!3!4

)45(
)4(5)4,5()1(

1

0

1

0

34 ===−==
+Γ
ΓΓ

==− ∫∫ BdxxxBdxxx
 

 

)(وباستعمال العلاقة 
)()(),(

βα
βαβα

+Γ
ΓΓ

=B
 

 أن دالة الكثافة للتوزيع بيتا تكتب أيضا:نجد 

( ) ( )




 <<−

ΓΓ
+Γ

=
−−

ailleurs

xxx
xf

,0

10,1
)()()(

11 βa

βa
βa

 
التوزيع الأسي أن  مثلا، من ذلك يعين قاما وبيتا علاقة بعدد من التوزيعات المهمة كالتوزيع الأسي وتوزيع كاي تربيعللتوز 

 .   α = 1 , β = 1/λهو حالة خاصة من توزيع قاما عندما 
 التالي: ، إذا كانت نسبة الإنتاج التالف تتبع التوزيعتباينالو  تالفللإنتاج ال. أحسب النسبة المتوقعة 3مثال

 

 <<−

=
sinon,0

10,)1(6
)(

5 xx
xf

 
)1,(16/1/)6,1.(من المثال السابق لدينا:  BnnB =⇒=   

 ~ B(1, 6)   X ، نجد أن على التوالي 6و  1يساويان  βو    αبوضع

)ومنه:  ) .20/1
)5(16

4
)1²(

²,2/1 ==
+++

==
+

=
βαβα

αβσ
βα

αµ 

أكثر من . نسبة الإنتاج المباع في مؤسسة تتبع التوزيع التالي. أحسب النسبة المتوقعة، واحتمال أن تبلغ النسبة 4مثال
35%  . 
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( ) 0
0

1 >=Γ ∫
∞

−− αα α dtet t

3125.0²
3

)1(12)35.0(1²:

.)1²(12)35.0(

%605/3
23

3)2,3(~)2,3(/1124*312

sinon,0
10),1²(12

)(

1
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1
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3

1
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


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
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


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

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∫

dxxxxXPxuetdxxvsoit

dxxxXP

BXB

xxx
xf

βα
αµ

 
 

  خلاصة 5

 صائص التوزيعات الاحتمالية المستمرة الأكثر استخداما.الجدول التالي يلخص خ
 خصائص التوزيع التوقع والتباين،  دالة الكثافة التوزيع

التوزيــع الطبيعــي 
 المعياري

X~N(0, 1) 
 

 
 

 
 

E(Z) = 0, V(Z) = 1   

P(Z ≤ -z) = 1- P(Z ≤ z) =  
P(Z ≥ z) 
P(-σ ≤ X ≤ σ) =  

 P(-1 ≤ Z ≤ 1) = 0.6837,  

P(-2 σ ≤ X ≤  2 σ) =  

 P(-2 ≤ Z ≤ 2) = 0.9544,  

P(-3 σ ≤ X ≤  3 σ)  =  

 P(-3 ≤ Z ≤ 3) = 0.9973. 

  التوزيع الأسي
 

µ = 1/λ,  
σ² = 1/ λ² 
F(x) = 1- 
e-λx 

P(X ≤  µ) = 0.63  

 توزيع قاما

 

X~Γ(α,β)  
 

 
 

µ = α β,  
σ² = α β² 

 

 توزيع بيتا 
B(α, β)   X~  

( )
( ) )0,(

0
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>

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0

11 >−= ∫ −− βαβα βα duuuB
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π
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 الأبعاد ةلمتغیرات العشوائیة متعددا .V  الفصل

 الارتباطو الاستقلال التباین      ثنائیةالالمتغیرة 
 

قاعدة و  تعددالاحتمال المو  القواعد الأساسية في نظرية الاحتمالات كالاحتمال البسيطو  في الفصل الأول المفاهيمدرسنا 
المسير على التقدير وعلى اتخاذ القرار المناسب تجاه مسائل متشعبة وغير هذه المفاهيم تساعد . جمع وضرب الاحتمالات

درسنا مفهوم المتغيرة العشوائية والتوزيع الاحتمالي (أو القانون الاحتمالي) وتطرقنا إلى عدد في الفصل الثاني  مؤكدة النتائج.
في تمثيل الظواهر المختلفة من أجل دراستها والتوقع بشأ�ا. لتستخدم المتغيرة العشوائية حتمالية الشهيرة. من التوزيعات الا

، بالإضافة إلى ذات أكثر من بعدالعشوائية ات هذا الفصل سنتناول نوعا من المتغيرات العشوائية وتوزيعاتها وهي المتغير 
من لمسائل التي تطرح أمام المسير تتضذلك أن العديد من الظواهر وا يرات.متعلقة بالارتباط بين المتغمهمة مفاهيم أخرى 

أكثر من متغيرة واحدة، فنتيجة نشاط مؤسسة هي محصلة العائد والتكاليف، ومحصول موسم زراعي يتأثر بمتغيرات عدة 
عدين اثنين وهو ما يطلق عليه . سوف نقتصر في دراستنا على المتغيرة ذات بمثل كمية الأمطار والأسمدة والمساحة المزروعة

 . المتغيرة الثنائية

 المتغیرة الثنائیة    .1 المبحث

 الدوال الحدیة (الھامشیة)و التوزیعات المشتركة المتقطعة
 التوزیعات المشتركة المتصلة  

  التوزیع الشرطي
  

 Fonction marginale(الحدية)   الدالة الهامشيةو  التوزيعات المشتركة المتقطعة 1

 تعريف )أ (

ثـال مـثلا و إنمـا تتوقـف علـى قيمـة متغيرتـين اثنتـين. م Xة الثنائية هي متغيرة تتوقف ليس على قيمـة واحـدة هـي قيمـة المتغير 
معدل الطالب يتوقف على نقطة الرقابة المستمرة و نقطة التطبيق أو نقطة السداسي الأول ونقطة السداسي الثـاني.   ،ذلك

التعريــف الــدقيق للمتغــيرة الثنائيــة يتــأتى التكــاليف و الإيــرادات، وهكــذا.  كــذلك نتيجــة الســنة الماليــة تتوقــف علــى متغــيرتي
 باستخدام الترميز كما يلي:

 : f(x,y) ب P(X = x,Y = y)لنرمز للاحتمال: ، Yو  Xمتغيرتان عشوائيتان متقطعتان  لدينا لتكن
f(x,y) = P(X = x,Y = y) 

f(x,y) ≥ 0 
∑x∑y f(x,y) = 1 

ة الاحتمالية لها ونقول أيضا دالة الكثافة المشتركة كثافالدالة  f(x,y)و غيرة ذات بعدينمت (X,Y)تسمى الثنائية 
  عن طريق جدول للاحتمالات المشتركة (جدول التوزيع المشترك).ها يمكن التعبير عنو  Yو  Xللمتغيرتين 
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 شوائیة ثنائیة البعدالمتغیرة الع  الفصل الخامس 

f1(x) ym . . . y2 y1 
      Y        

X             

f1(x1) f(x1,ym) . . . f(x1,y2) f(x1,y1) x1 
f1(x2) f(x2,ym) . . . f(x2,y2) f(x2,y1) x2 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 

f1(xn) f(xn,ym) . . . f(xn,y2) f(xn,y1) xn 
1 f2(yn) . . . f2(y2) f2(y1) f2(y) 

P (X = x) = f1(x) = ∑k=1 يكتب  كما يليو  يحسب  X = xاحتمال  
m

  f(x,yk)                            

P (Y = y) = f2(y) = ∑i=1 يكتب  كما يلي و يحسب  Y = yاحتمال 
n
  f(xi,y)                            

  f2(y) =1 ∑و  f1(x) = 1 ∑ ن) حيث :ان (الحديتان الهامشيتاتسميان الدالت f2(y)و  f1(x)الدالتين

 الدالة التجميعية )ب (

 ما يلي:كتكتب   (X,Y)الثنائية للمتغيرة  الدالة التجميعية
F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) = ∑ u≤x

 
∑ v≤yf (u, v) 

 للرقم الذي يظهر من مكعب النرد. Yو لعدد مرات ظهور الصورة، Xبنرمي قطعة نقدية وحجر نرد، نرمز  :مثال
o أكتب التوزيع الاحتمالي المشترك للمتغيرتين، 
o :الحصول على الصورة، الحصول على 6على صورة مع الرقم  الحصول أحسب احتمالات الأحداث التالية ،

 . 6الرقم 
o  أحسب الاحتمالP(X ≤ 1, Y ≤ 3)  ،P(X ≤ 2, Y ≤ 6).  

f1(x) 6 5 4 3 2 1 X\Y 
/2 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 0 
1/2 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1 
1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 f2(y) 

  P (X = 1 et Y = 6) = f(1, 6) = 1/12:  6لى صورة مع الرقم احتمال الحصول ع

P (X = 1) = f1(1) = ∑k=1   1/2 = . . . + 1/12 + 1/12 =احتمال الحصول على الصورة
n
  f(1, yk) 

P (Y = 6) = f2(6) = ∑i=1=                1/6 = 1/12 + 1/12  6 احتمال الحصول على الرقم
m

  f(xi,6) 

P(X ≤ 1, Y ≤ 3) = F(1, 3) = ∑ u≤1
 
∑ v≤3 f(u,v) = 6(1/12) = 1/2 , P(X ≤ 2, Y ≤ 6) = 1 

(الجواب: التوزيع  من بين التوزيعات الاحتمالية الشهيرة التي رأينا في الفصل الثاني أيها يعتبر توزيعا مشتركا؟ سؤال.
 ).المتعدد
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 التوزيعات المشتركة المتصلة   2

 تعريف )أ (

 :كما يلي  1امتصلتان، نعرف دالة الكثافة الاحتمالية المشتركة لهم متغيرتان عYو  Xلتكن لدينا 

P(X = x, Y = y) = f(x, y) 
f(x, y) ≥ 0 

∫-∞
+∞

∫-∞
+∞

f(x, y) dx dy  = 1 

 الدالة التجميعية )ب (

 كتب دالة التوزيع (الدالة التجميعية) كما يلي: ن

F(x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) = ∫ u=-∞
x
∫ v=-∞

y
f(u, v) du dv   

      f(x, y) = ∂²F / (∂x ∂y)كن استنتاج دالة الكثافة المشتركة من الدالة التراكمية بالاشتقاق كما يلي: و يم

∞-=u∫  ىمن جهة أخر 
x
∫v=-∞

∞
f(u, v) du dv                    F1(x) = P(X ≤ x) =  

∫u=-∞
∞
∫v=-∞

y
f(u, v) du dv                    F2(y) = P(Y ≤ y) =  

 ن).ان (الحديتان) الهامشيتان (التجميعيتان التراكميتاالدالت F2(y)و F1(x)ن اونسمي الدالت

 ن في مجالين ما نكتب: امحصورت Yو Xولتحديد احتمال 

P(a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d) = ∫x=a
b
∫y=c

d
f(x, y) dx  dy 

 الدوال الهامشية )ج (
 فيعبر عنها كما يلي:  (X, Y)الدالتان الهامشيتان (الحديتان) للكثافة الاحتمالية للثنائية 

f1(x) = ∫v=-∞
+∞

f(x, v) dv ,          f2(y) = ∫u=-∞
+∞

f(u, y) du 

 المعرفة كما يلي:  Yو Xلدينا دالة الكثافة الاحتمالية المشتركة للمتغيرتين  :مثال





 <<<<

=
sinon0

51,40,
96),(

yxxy
yxf

 
 .y < 3 > 1 ، أحسب احتمال x < 2 > 0أحسب احتمال أكتب دالة التوزيع الهامشية لكل من المتغيرتين 

F1(x) = P(X ≤ x) =  ∫u=-∞
x
∫v=-∞

∞
f(u, v) du dv 

* x < 0 : F1(x) = 0,  

 . (X,Y)ونقول أيضا دالة الكثافة الاحتمالية للثنائية   1
                                                 



 شوائیة ثنائیة البعدالمتغیرة الع  الفصل الخامس 

*  0 ≤ x  < 4 :  

F1(x) = ∫u=-∞
x
∫v=-∞

∞ 
uv/96 du dv = 0 + ∫u=0

x
∫v=1

5
uv/96 du dv  

         =1/96 ∫u=0
x
[ ∫v=1

5
uv dv] du = 1/96∫u=0

x
[12u] du = x²/2  (12/96) = x²/16.  

*  x ≥ 4: F1(x) = 1 









≥
<≤

<
=

41
4016/²

00
)(1

x
xx

x
xF

 
F2(y) = P(Y ≤ y) =  ∫u=-∞

∞
∫v=-∞

y
f(u, v) du dv 

Pour  y < 1 : F2(y) = 0,  
* 1 ≤  y  < 5 :  

F2(y) = 0 + ∫u=0
4
∫v=1

y
 uv/96 dudv = 1/96 ∫u=0

4
[ ∫v=1

y
uv dv] du  = 1/96 ∫u=0

4
[u (y² - 1) / 2] du  

= (1/2 * 1/96) (y² - 1) (u²/2)0
4 = (1/(2*96)) (y² - 1) (16/2) = (y² - 1) / 24 

*  y ≥ 5 : F2(y)  = 1 


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P(0 < x < 2) = F1(2) – F1(0) = 4/16 = ¼ ,  

  P(1 < y  < 3) = 8 / 24 = 1/3 

  Distribution conditionnelleالتوزيع الشرطي  3

 يلي امتكتب ك (X|Y = y) متغيرتان عشوائيتان متقطعتان، فإن دالة الكثافة الاحتمالية الشرطية لX ،  Yفي حالة

f(x/y)  :وتحسب كما يلي 
)(

),(
)(
),()/(

1 xXP
yYxXP

xf
yxfyxf

=
==

== 

حتمالات الشرطية: و هذا استنادا إلى القانون التقليدي للا
)(

)()/(
AP

BAPABP ∩
= 

 المقابلة لها. f(x/y) الاحتمالاتو  Yعند تثبيت  Xهو مجموعة قيم المتغيرة  y  Y =حيث Xلتوزيع الاحتمالي ل ا
الفرق بالقيمة المطلقة بين عدد مرات  Yو ورة عند رمي قطعة نقدية مرتينعدد مرات الحصول على ص Xلتكن . مثال

 الصورة وعدد مرات الكتابة. 
 .X|Y = 2و X|Y = 0ن ل ان الاحتمالياأكتب التوزيع، Y|X = 1أكتب التوزيع الاحتمالي ل

 

 
 

P(c ≤ Y ≤ d / x ≤ X ≤ x + dx) = ∫cمتغيرتان ع متصلتان نكتب: Yو  Xفي حالة
d
f(y/x) dy 

X 0 1 2  Y 1 0 
P(X/Y=0) 0 1 0  P(y/x=1) 0 1 
P(X/Y=2) 1/2 0 1/2     
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  ب. ص  محاضرات الإحصاء الریاضي

 خلاصة 4

 f(x,y) = P(X = x,Y = y)عشوائية و يحسب كما يلي: احتمال ثنائية 
 و تسمى دالة الكثافة الهامشية.   P (X = x) = f1(x)لتعبير عن احتمال قيمة ما لإحدى المتغيرتين نكتب:  ل

  F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y)  عي لمتغيرتين فيعبر عنه من خلال دالة التوزيع المشتركة:الاحتمال التجمي
 تنطبق هذه التعاريف على كل من المتغيرات المتقطعة و المستمرة.

 ، مثلا) فنكتب:0للتعبير عن التوزيع الاحتمالي لإحدى المتغيرتين بشرط أن تأخذ المتغيرة الثانية قيمة ما (

 P(X/Y = 0) 

تستخدم القاعدة:  Xلحساب الاحتمالات الشرطية ل 
)(

),(
)(
),()/(

1 xXP
yYxXP

xf
yxfyYXP

=
==

=== 

 

 الارتباط  و الاستقلال التباین     .2 المبحث

 تعریف استقلال متغیرتین  
 تباین المتغیرة العشوائیة متعددة الأبعادو توقع

 التباین المشترك
 معامل الارتباط   

 

 تعريف استقلال متغيرتين  1

 يكونان مستقلان إذا كان: Bو Aأن حدثين عشوائيين رأينا في الفصل الأول 
P(A et B) = P(A) P(B) 

 فقط إذا كان:و   إذا مستقلتان Y و   Xطعتان القاعدة، تكون المتغيرتان العشوائيتان المتقهذه انطلاقا من 
P(X = x, Y = y) = P(X = x) P(Y = y) 

f(x, y) = f1(x) f2(y) 
  P(X ≤ x, Y ≤ y) = P(X ≤ x) P(Y ≤ y): متصلتين نكتب في حالة كون المتغيرتين        

F(x, y)  = F1 (x) F2 (y) 
لتان يمكن كتابة دالة التوزيع المشتركة لهما (أو دالة الكثافة المشتركة) في شكل جداء لا اأي أن المتغيرتان المستقلتان هم

 دالتين هامشيتين تراكميتين (أو دالتين هامشيتين للكثافة).
 حيث دالة الكثافة المشتركة لهما معرفة كما يلي: ع مستمرين م Yو Xيكن لمثال. 



 <<<<

=
sinon0

51,40,
),(

yxcxy
yxf

 
 مستقلتين. Yو Xبين أن المتغيرتين 

Soit c = c1*c2 => f(x, y) = c1 c2 xy = c1x * c2y =>   f(x, y) = f1(x) * f2(y)           cqfd 
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 شوائیة ثنائیة البعدالمتغیرة الع  الفصل الخامس 

عدد مرات  Yرة في رمية لقطعة نقدية وعدد مرات الحصول على صو  Xع متقطعة. تمثل  م Z وYو Xليكن . 2مثال
اللذان يمثلان على التوالي عدد مرات الحصول  ’Yو ’Xالفرق بالقيمة المطلقة بين  Zالحصول على صورة في رمية موالية. و

  .على الصورة/الكتابة في مجموع رميتين لقطعة نقدية

 .Yو Xعند كل قيم  P(X = x,Y = y) = P(X = x) P(Y = y) لأنمستقلتان  Yو Xمن الواضح أن 
  :فمثلا ’X ليست مستقلة عن Z نجد أن  على العكس من ذلك،

  P(X’= 0,  Z = 2) = 1/2  ≠  P(X’ = 0) P(Z = 2) = (1/4  . 1/2) = 1/8 

 تباين المتغيرة العشوائية متعددة الأبعادو  عتوق 2

ينطبق كل من تعريف التوقع الرياضي والتباين الذين تناولناهما فيما سبق على المتغيرة العشوائية متعددة الأبعاد. 
 دالة كثافة مشتركة لهما.  f(x, y)و ،قطعتانمتغيرتان عشوائيتان متYو  Xلتكن

µx = E(X) = ∑x∑y x f(x, y)    ,  µy = E(Y) = ∑x∑yy f(x, y)       
σ²x = E[(x – µx)²] = ∑x∑y (x – µx)² f(x, y) , σ²y = E[(y – µy)²] = ∑x∑y (y – µy)² f(x, y)  

 :   ستمرتانمتغيرتان م  Yو Xحالة في 

µx = E(X) = ∫-∞
+∞

∫-∞
+∞

x f(x, y) dx dy , µy = ∫-∞
+∞

∫-∞
+∞

y f(x,y) dx dy . 

σ²x = E[(x – µx)²] = ∫-∞
+∞

∫-∞
+∞

(x – µx)² f(x, y) dx dy , 

 σ²y = E[(y – µy)²] = ∫-∞
+∞

∫-∞
+∞

(y – µy)² f(x, y) dx  dy 

 المعرف كما يلي:  التوزيع المشتركليكن لدينا . مثال
 المطلوب حساب:

 E(y), E(x) ،σ²x, σ²y   

 
E(x) = ∑x∑y x f(x, y) = 1(1/8 + ¼ + 1/8) – 5(1/4 + 1/8 + 1/8) = 1/2 – 5/2 = -4/2 = -2 
E(Y) = ∑x∑y y f(x, y) = -4 (1/8 + ¼) – 2 (1/4 + 1/8) + 7 (1/8 + 1/8) = -1/2 
σ²x  = E[(x – µx)²] = ∑x∑y (x - µx)² f(x, y)  
      = (1 + 2)² (1/8 + ¼ + 1/8) + (-5 + 2)² (1/4 + 1/8 + 1/8) = 9 (1/2) + 9 (1/2) = 9 
σ²y = E[(y – µy)²] = ∑x∑y (y - µy)² f (x, y)   
       = (-4 + 1/2)² (1/8 + 1/4) + (-2 + 1/2)² (1/4 + 1/8) + (7 + 1/2)² (1/8 + 1/8) 
       = 49/4  (3/8) +  9/2 (3/8) + (15/2)² (2/8) = 651 / 32 = 20,34 

 .f2(y) و f1(x) دوال الهاشيةكما يمكن حساب كل من القيم السابقة باستخدام ال

     X 
Y 0 1         Z 

X’ 0 1 2  X’ 0 1 2  Z 0 2 

0 ¼ ¼  0 0 1 0  px ¼ ½ ¼  pz ½ ½ 
1 ½ ½  2 ½ 0 ½          

7 -2 -4      y   
X 

1/8 1/4 1/8 1 
1/8 1/8 1/4 -5 
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E(x) = ∑x x f1(x) = 1(4/8) – 5(4/8) = -2 
V(x) = E(x²) – E²(x)  
         = [1²(4/8) + (– 5)²(4/8)] – (–2)² = 9 

  Covariance التباين المشترك 3

  التباين المشترك كمايلي: يعرف
Cov (X, Y) = σxy = E[(X – µx)(Y – µy)] 

  متغيرتان متقطعتان: Yو  Xفي حالة 
σxy = ∑x∑y(x – µx)(y – µy)f(x, y)  

 : مستمرتانمتغيرتان  Yو  Xفي حالة 
σxy= ∫-∞

+∞
∫-∞

+∞
(x – µx) (y – µy) f(x, y) dx dy 

  التباين المشتركخصائص  )أ (

  نستنتج:كن أن يممن تعريف التباين  .1
  Cov(X, Y) = E[(X – µx)(Y – µy)] 

= E[XY – Xµy – µxY + µxµy]    
                               = E(XY) – E(X)E(Y) – E(X)E(Y) + µxµy  

= E(XY) – E(X) E(Y)   
Cov(X, Y) = E(XY) – E(X) E(Y) 

 E(XY) = E(X)  الرياضي أننعلم من خصائص التوقع  1متغيرتان مستقلتان  Yو  Xفي حالة  .2

E(Y)   منهو:   
 Cov(X, Y) = E(XY) – E(X) E(Y) = E(XY) – E(XY)  

Cov (X, Y) = 0 

 متغيرتان مستقلتان أو غير مستقلتين: Yو  Xفي حالة  .3
2 Cov (X, Y)  ± Var (X ± Y) = V(X) + V(Y) 

 σxy| ≤ σxσy|    لمعياريين: القيمة المطلقة للتباين المشرك لا تكون أكبر من جداء الانحرافين ا .4

  Cov(X, Y) = V(X) V(Y)    فإن: Y = Xمتغيرتان مرتبطتان تماما مثلا  Yو  Xفي حالة  .5

  

تمثل شرطا ولكنه ليس لحقيقة العكس ليس بالضرورة دوما صحيح، فقد يكون التباين المشترك مساويا للصفر من غير أن يكون المتغيرتان مستقلتان فعلا. المعادلة هي في ا  1
المتغيرتين. الشرط الازم والكافي لاستقلال متغيرتين  شرطا كافيا. بالمقابل يمكن استعمال نتيجة معدومية التباين المشترك للدلالة على ضعف الارتباط، إذا كان موجودا، بين

 هو المذكور سابقا في تعريف الاستقلال.

f1(x) 7 -2 -4      Y   
X 

4/8 1/8 1/4 1/8 1 
4/8 1/8 1/8 1/4 -5 
1 2/8 3/8 3/8 f2(y) 

                                                 



 شوائیة ثنائیة البعدالمتغیرة الع  الفصل الخامس 

 معامل الارتباط  4

نستنتج أن الكسر) 2ة (من الخاصي
yx

xy

σσ
σ

في ) نستنتج أنه 5من الخاصية ( و مستقلتان Yو  Xفي حالة  0يساوي   

 .1فإن الكسر يساوي  متغيرتان مرتبطتان تماما Yو  Xحالة 

11 :)1(و )1-تــتراوح قيمتــه بــين (نســبة نســتنتج أن ال 4مــن جهــة أخــرى مــن الخاصــية  ≤≤−
yx

xy

σσ
σ

. مــن أجــل هــذا 

  :تستعمل النسبة
yx

xyr
σσ

σ
 لقياس الارتباط بين المتغيرتين، وتسمى معامل الارتباط.    =

 ن.ا، من غير أن نجزم أ�ما مستقلتنيغير مرتبطتان المتغيرتنقول أن معدوم  rفي حالة 
 مثال. أوجد التباين المشترك والارتباط للتوزيع المشترك المذكور في المثال السابق.

Cov(X, Y) = E(XY) – E(X) E(Y) 
E(XY) = 1(-4)(1/8) + (1)(-2)(2/8) + (1)(7)(1/8) + (-5)(-4)(2/8) + (-5)(-2)(1/8) + (-

5)(7)(1/8) = 1.75 
E(X) = 1(4/8) + (-5)(4/8) = -2,    E(Y) = -4(3/8) – 2(3/8) + 7(2/8) = -1/2. 
Cov(X, Y) = 1.75 – (-2)(-1/2) = 0.74 
V(X) = E(X²) – E²(X) = 1(4/8) + (-5)²(4/8) – (-2)² = 9 => σx = 3, 

05.0
)5.4(3

75.0
===

yx

xyr
σσ

σ
       V(Y) = E(Y²) – E²(Y) = 20.34 => σy = 4.5.                        

  

 خلاصة 5

كتابة دالة التوزيع المشتركة لهما (أو دالة الكثافة المشتركة) في شكل جداء   نقول عن متغيرتان أ�ما مستقلتان إذا أمكن
  أي أن: f(x, y) = f1(x) f2(y)دالتين هامشيتين تراكميتين (أو دالتين هامشيتين للكثافة): 

P(X = x, Y = y) = P(X = x) P(Y = y) 

 ، من جهة أخرى نقيس الارتباط بين متغيرتين من خلال معامل الارتباط
 Cov(X, Y) = E(XY) – E(X) E(Y)وفي هذه الحالة يكون التباين المشترك   

 E(XY)  =  E(X) E(Y) معدوما لأنه تبعا لخصائص التوقع الرياضي في حالة الاستقلال فإن   
 لكن العكس ليس بالضرورة صحيح.

يستخدم معامل الارتبـاط 
yx

xyr
σσ

σ
ب أن يكـون متنبهـا إلى كمؤشـر علـى الارتبـاط بـين المتغيرتـين، لكـن الإحصـائي يجـ=

  محدودية هذا المؤشر.
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 دوال المتغیرات العشوائیة والتقارب .VI  الفصل

 ، فیشر وستیودنت2الدوال غیر الخطیة : ك 
 التقاربي، نظریة النھایة المركزیة السلوكو التقارب

 
والتطبيقي  ستدلاليالا الإحصاءالواسع في  خدامهذا الفصل عدد من التوزيعات ذات الاستالأول من  المبحثنتناول في 

هذه التوزيعات في عمله من أجل الوصول إلى  الإحصائييستخدم  حيث، "اختبار الفروض"و "التقديرخاصة في مجالي "
الثاني سنتطرق للتقارب بين  المبحثفي  .انطلاقا من بيانات يتحصل عليها من عينةالمدروس  "المجتمع""قرار" بشأن 

 .لتي درسناها من قبلا التوزيعات الاحتمالية المختلفة

 ، فیشر وستیودنت 2الدوال غیر الخطیة: ك    .1 المبحث

 توزیع فیشر    توزیع ستیودنت    2توزیع ك

 Distribution en Khi-carré (ou Khi-deux)    21توزيع ك 1

 هو من أكثر التوزيعات استخداما في مجال اختبار الفروض بأنواعها، ويمكن تعريفه كما يلي: 2توزيع ك
 ). المتغيرة  µ = 0, σ =1، متغيرات عشوائية مستقلة كل منها تتبع التوزيع الطبيعي المعياري (  X1, X2, . . . Xνلتكن 

X = X1
² + X2

² + . . . + Xν
²

 
 لها دالة الكثافة التالية: 

( )

( )








≤

>
Γ=

−−

00

0
2/2)( 2/

2/12/

x

xex
xf

x

νν

ν

 

                هي الدالة قاما: Γ(α)حيث 
( ) 0

0
1 >=Γ ∫

∞
−− αα α dtet t 

 
 
 
 
 

X ~ χ²     درجة حرية ونكتب ν ب 2تتبع التوزيع ك Xو نقول أن 
ν

. 
 :تكتب كما يلي )χ²) Fالدالة التجميعية 

 
 
 

 . (Karl Pearson, 1900)و كارل بيرسون   (F. Helmert, 1876)ف هلمرت  يرجع الفضل في اكتشاف هذا التوزيع إلى  1

x 

ν = 15 

ν = 10 

ν = 6 

ν = 3 

ν = 1 

ν = 2 

0 6 12 18 24     

0.25 

f(x) 

 ة الحریةحسب درج 2تدرج منحنى ك    14 رسم

                                                 



 دوال المتغیرة العشوائیة و التقارب  الفصل السادس








<

≥
Γ=≤Χ ∫ −−

00

0
)2/(2

1
)²( 0

2/1)2/(
2/

x

xdueu
xP

x uν
ν ν

 
 

   2خصائص توزيع ك   )أ (
E(X) = ν,     V(X) = 2ν,      M(t) = (1-2t)-ν/2 

 .  α = ν/2, β = 2هي حالة خاصة من توزيع قاما بوضع هي  2دالة التوزيع ك
حنى يبتعد شيئا فشيئا عن المحور ونلاحظ من الرسم أن المن νشكله حسب قيمة الثابت  f(x)ويأخذ منحنى 

12²2فإن  (ν ≥ 30)  كبير  ν. ونبرهن أنه عند νالعمودي ويأخذ شكلا جرسيا كلما زادت قيمة  −− νχ 
 تتبع التوزيع الطبيعي المعياري.

  ،على المحور الأفقي (أنظر الرسم المقابل) من خلال  2تعين نقطة (قيمة المتغيرة) كفي الجداول الاحصائية
νلمساحة ا بالإضافة إلىp تحت المنحنى  2على يسار ك(p  = P(X ≤ χ²ν;p)بدلالة  2. وأحيانا تحدد النقطة ك

  χ²α,νو  χ²p,νنجد في كتب الاحصاء كل من الكتابتين: لذلك )  α  = 1- pالمساحة على يمينها (

 

 pور من خلال قيمة على المح 2تعيين نقطة ك  15 رسم 

 
 :م ع مستقلة عددها لتكن  نظريةn حيث X1 ~ χ²ν1 , . . . , Xn ~ χ²νn    مجموع هذه

 المتغيرات

~ χ²νT∑
=

=
n

i
iT XX

1
 

νT = ∑νi 
 

 1Distribution de Studentتوزيع ستيودنت 2

ν/Zالمتغيرة   ؛ ~ χν² Z و Y~ N(0, 1)حيث  Zو Yلتكن المتغيرتان العشوائيتان المستقلتان 
YT =

    
 يعتتبع توز 

 لها دالة الكثافة التالية 

الذي نشر مقالاته كلها باسم ستيودنت، ونشر  (1876-1937) (William Sealy Gosset)يرجع الفضل في إيجاد هذا القانون إلى ويليام سيلي قوسي   1
 .262، ص 1997أنظر : دراوزبيك  « The probable error of a mean »بعنوان  1908مقالته حول هذا القانون عام 

x 

0 

f(x) 

p=1- α 
α 

χ²p,ν 
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  ب. ص   محاضرات الإحصاء الریاضي
 

∞<<∞−





 +







Γ







 +

Γ
=







 +

−

tttf
2

1

²1

2

2
1

)(
ν

νννπ

ν

 
( ) 0

0
1 >=Γ ∫

∞
−− αα α dtet t

 
 T ~ tν    نكتب: و  درجة حريةνستيودنت ب تتبع توزيع  Xو نقول أن المتغيرة 

  خصائص توزيع ستيودنت )أ (
 E(T) = 0,        V(T) = ν/(ν-2)   si  (ν > 2)  

 
  ب درجة الحرية ستيودنت حس منحنىج تدر  16  رسم


نقطة مناظرة لها سالبة حيث  tمما يعني أن لكل نقطة موجبة  0متماثل حول المتوسط t نلاحظ أن منحنى  

 . t1-p = - tpنكتب و  ،(t–)تساوي المساحة تحت المنحنى علي يسار  tالمساحة تحت المنحنى على يمين 


. وعموما،  νي المعياري كلما زادت قيمة يقترب من المنحنى الطبيع f(t)بالإضافة إلى ذلك فإن منحنى  

 . ν ≥30يعتبر الإحصائيون أن المنحنيان يتطابقان تقريبا عند 


 تحت المنحنى tعلى يسار  pوالمساحة νمن خلال  tتعين نقطة (قيمة المتغيرة) في الجداول الاحصائية،  

) (p = P(T ≤  tν;p)وأحيانا تحدد النقطة . t  بدلالة المساحة على يمين) هاα = 1 - p (  : ونكتبtp,ν  
 . tα,νأو 

 طبیعي

ν = 4 

ν = 1 

0.4 

f(t) 

-4     -3 -2      -1      0       1       2        3        4 
t 
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 دوال المتغیرة العشوائیة و التقارب  الفصل السادس

 F(1 Distribution F de Fisher-Snédecorتوزيع فيشر ( 3
 

x 

(10, 50) 

(10, ? ) 

(10, 10) 

1.0 

(10, 4) 

f(x) 

0,5 

     0  1  2  3
  4 

  

 تدرج منحنى فيشر حسب درجة الحرية   17 رسم 

. المتغيرة :  ~ χν2² X2   و X1 ~ χν1²  ليكن لدينا المتغيرتان العشوائيتان المستقلتان 
22

11

/
/
ν
ν

X
XX لها دالة   =

  لكثافة:ا

( )














≤

>+






Γ






Γ







 +

Γ

=

+
−−

00

0

22

2
)(

212

1)
2

(
2221

21

21

21121

x

xxx
xf

ννννν
νννν

νν

νν

 
  X ~ Fν1, ν2    نكتب:و  درجة حرية 2νو 1νتتبع توزيع فيشر ب  Xو نقول أن المتغيرة 

 خصائص توزيع فيشر:  )أ (

( )( )
)4(

24
)2(2

²,)2(
2 22

221

21
2
2

2
2

2 >
−−
−+

=>
−

= ν
ννν
ννν

σν
ν

ν
µ

 
من خلال ثلاثة  Fلذلك تحدد أي نقطة و  ν2و  ν1 إلى كل من xبالإضافة ل  f(x)ويظهر من المعادلة تبعية منحنى 

  Fp, ν1 , ν2) ، ونكتب Fيسار النقطة (المساحة تحت المنحنى على  p و ν2و  ν1معالم: 

  . p = 0.99و   p = 0.95عند  Fفي الغالب تعطي الجداول الإحصائية قيم و   

 
 Pو   ν1, ,ν2یتم في الجدول یتم من خلال  Fتعیین قیمة  18 رسم

 George) (إنجلترا) يعتبر مؤسس نظرية التقدير و جورج وادل سنيديكور  (1890-1962) (Ronald Aylmer Fisher)رونالد آيلمر فيشر   1 
Waddel Snédecor) (1881-1974)  258(أمريكي) أنظر المرجع السابق، ص. 

x 

0 

f(x) 

p=1- α 
α 

Fp,ν1, ,ν2  

- 4 -VI 

                                                 



  ب. ص   محاضرات الإحصاء الریاضي
 

 .  1نظرية 

1221 ,,,,1 /1 νννν pp FF =− 
 . 2نظرية 

2
),2/(1,1,1 νν pp tF −− = 

 .  3نظرية 

ν
χ ν

ν

2
,

,,
p

pF =∞
 

 

 خلاصة 4

 في الجدول التالي: المبحثيمكن تلخيص أهم ما تضمنه هذا 

 أهم ما يجب معرفته عن دالة الكثافة المتغيرة العشوائية التوزيع

 2توزيع ك
X ~ χ²ν  

متغيرات عشوائية مستقلة كل  Xiإذا كانت 
 منها تتبع التوزيع الطبيعي المعياري، و   

X = X1
² + X2

² + . . . + Xν
² 

 X ~ χ²νإذن: 

f(x) = 0   si    x ≤ 0 
 

E(X) = ν,     V(X) = 2ν 

 توزيع ستيودنت
T ~ tν 

 Zو Y لتكن المتغيرتان العشوائيتان المستقلتان

 إذن: ؛ ~ χν² Zو  Y~ N(0, 1)حيث 

  ~ tν ν/Z
YT = 

E(T) = 0,   
 V(T) = ν/(ν-2)   si  (ν > 2) 

 

 توزيع فيشر

X ~ Fν1, ν2
  

ئيتان مسـتقلتان إذا كانت لدينا متغيرتـان عشـوا
 حيث:

   X1 ~ χν1²   وχν2² X2 ~ ،  

 Fν1, ν2 ~ فإن 
22

11

/
/
ν
ν

X
XX = 

f(x) = 0   si    x ≤ 0 

ν
χ ν

ν

2
,

,,
p

pF =∞ , 
2

),2/(1,1,1 νν pp tF −− = ; 

1221 ,,,,1 /1 νννν pp FF =− 

 

 

 السلوك التقاربي لبعض التوزیعات الاحتمالیة .2 المبحث

 التوزیع الطبیعيو التقارب بین التوزیع الثنائي
 الانتقال من متغیرة متقطعة إلى متغیرة مستمرة

 ئي وتوزیع بواسونالتقارب بین التوزیع الثنا
 نظریة النھایة المركزیة

 
بعض حالات التقارب الذي يحصل بين عدد من التوزيعات الاحتماليـة الشـهيرة. ونقصـد بالتقـارب  المبحثنتناول في هذا 

 بين توزيعين (الثنائي وبواسون مثلا) أن يعطي التوزيعان نتائج متقاربـة بخصـوص احتمـال معـين، ممـا يعـني إمكانيـة اسـتخدام
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 دوال المتغیرة العشوائیة و التقارب  الفصل السادس

توزيعين احتماليين (وأحيانا أكثر) لحساب احتمال معين. علما أننا قد تطرقنا من قبل بإيجاز إلى هذا المفهـوم عنـد دراسـتنا 
 لهذه التوزيعات.

 التوزيع الطبيعيو  التقارب بين التوزيع الثنائي 1

 ة جدا. إلىأعداد كبير  nعندما تؤول  X~B(n,p)لندرس السلوك التقاربي لمتغيرة التوزيع الثنائي 
 مرات. 16مرات،  8مرات،  4يمثل عدد مرات الحصول على صورة عند رمي قطعة نقدية : مرتين،  Xليكن 

 
 
 
 

 
 

 . Xالسلوك التقاربي للمتغيرة  يظهر n = 2  ،n = 4  ،n = 8  ،n =16للحالات  Piمنحنيات برسم 
 

n = 2

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0 1 2 3 4
X

p
(x

)

n = 4

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0 2 4 6
X

P(
x)

n = 8

0,00

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0 2 4 6 8 10
X

P
(x

)

n = 16 

0,00

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0 5 10 15 20

X

P(
x)

 

 p = 0.5 السلوك التقاربي للتوزيع الثنائي لما   19رسم 

متماثل حول التوقع و  ذا شكل جرسي تؤدي إلى الحصول على منحنى nيظهر من مقارنة المنحنيات الأربعة أن زيادة قيمة 
µ . 

 لكن التحول يكون أكثر بطأ. p ≠ 0.5هذه الملاحظة تصدق أيضا في حالة 
. إن السلوك التقاربي  Xالملحقة بذات المتغيرة ذات التوزيع الثنائي  z = (x - µ)/σمن أجل التعميم نعتبر المتغيرة المعيارية 

 ه النظرية التالية: الملاجظ في الشكل أسفله هو ما تثبت Zل

).1,0(:),(~ N
npq

npXYpnXsoit n  →
−

= ∞→B
 

2 1 0 Xi 
¼ 1/2 1/4 Pi 

4 3 2 1 0 Xi 
1/16 4/16 6/4 4/16 1/16 Pi 

8 7 6 5 4 3 2 1 0 Xi 
0,004 0,031 0,109 0,219 0,273 0,219 0,109 0,031 0,004 Pi 
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 .≈ N(0,1)  Yونكتب
 

 
  المعيارية من خلال المتغيرة المعيارية السلوك التقاربي للتوزيع الثنائي     20رسم 

 قاعدة: 
ي التوزيعان نتائج يعطو  يمكن اعتبار التوزيع الثنائي كتقريب جيد للتوزيع الطبيعي. 0غير قريب من  p  و كبيرة   nفي حالة

 كبيرة أكثر.  ونكتب:  nأكثر تقاربا كلما كانت 

∫
−

∞→
=≤

−
≤

b

a

u

n
dueb

npq
npxaP 2

²

2
1)(lim
p 

 وكقاعدة :   0.5قريب من  pو مما يسرع تقارب التوزيع الثنائي من التوزيع الطبيعي كون 
  عموما نعتبر أن التقريب ملائم عندماnp  وnq    5كلاهما أكبر من. 
 حد الشرطين التاليين متوفرين: يعتمد قاعدة أخرى هي أن يكون أ 1عدد من الاحصائيين 

o npq ≥ 9  
o n ≥ 20 , np ≥ 10, nq ≥ 10 

 . n = 20 الثاني عند و  n = 36) يتحقق عند 1، الشرط ( p = 0.5في حالة 
 . n = 100، الشرطين يتحققان عند  p = 0.10في حالة 

 الانتقال من متغيرة متقطعة إلى متغيرة متصلة.  2

يعني حساب الاحتمال عن طريق توزيع مستمر بينما المتغيرة متقطعة. التوزيع الثنائي من لا ستخدام التوزيع الطبيعي بدلا
 يتم اعتبار كل قيمة في المتغيرة الأصلية مجالا.من أجل ذلك 

 .262المرجع السابق، ص   1
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 دوال المتغیرة العشوائیة و التقارب  الفصل السادس

 . P(3.5 ≤  X ≤  4.5)   تجربة يصاغ كما يلي:  nنجاحات خلال  4احتمال ل. مثا
ثم أدرس إمكانية  P(X = 8)ت الحصول على صورة. أحسب عدد مرا Xمرة. ليكن  20: نرمي قطعة نقدية 2مثال

 لابلاس لحساب نفس الاحتمال.  -استخدام نظرية موافر
 X ~ B(20, 0.5) , P(X = 8) = F(8) – F(7) = 0.2517 – 0.1316 = 0.1201. 

 n =10 ،np إذا شئنا استخدام القاعدة الثانية فإننا نجد أيضا أن :و  ، nq = 10 >5وكذلك  np = 10 >5لدينا 

=10 ،nq=10 يمكن إذا اعتبار ،Y = (X-10)/√5  ~ N(0 ,1)  نستخدم المتغيرة المستمرة .X*  بدلا منX 
 [8.5 ,7.5] هوو  8لحساب احتمال المجال المعبر عن القيمة 

12.0)67.612.1(
24.2

105.8
24.2

105.7)5.8*5.7( =−≤≤−=





 −

≤≤
−

=≤≤ ZPZPXP
 

 توزيع بواسونو  التقارب بين التوزيع الثنائي 3

 nq < 5أو               np < 5و        n ≥ 30يعطي توزيع بواسون نتائج قريبة من التوزيع الثنائي لما 
 :1و يستخدم بعض الإحصائيين كشرط لاستعمال قانون بواسون بدلا من القانون الثنائي القاعدة التالية

  n ≥ 25  و p ≤ 0,1 
 من انتاج هذه الآلة عشوائيا. ةوحد 30من إنتاج آلة ما يعد تالفا، نأخذ %  10  مثال :

 ون هناك وحدتان تالفتان.أحسب احتمال أن يك 
        P(X = 2) = C2

30 (0,1²) (0.928) = 0.22       
 لاستعمال توزيع بواسون نحسب أولا قيمة المعلمة (معلمة قانون بواسون):  n ≥ 25 ،p ≤ 0.1لدينا 

  λ = µ = np =30 * 0,1 = 3 
P(2) = λx * e - λ/x! = (32 * e -3) / 2! = 0.22 

  مركزيةنظرية النهاية ال 4

، . . . . متغيرات عشوائية مستقلة لها نفس التوزيع الاحتمالي بتباين ومتوسط محددين. إذا  X1 ،X2لتكن المتغيرات 

 كانت

Sn = X1 + X2 + . . . + Xn            (n = 1, 2, . . .),     

 فإننا تكتب :   σSn = σ√n و   E(Sn) = nµبما أن و   . ∞→ nتتبع التوزيع الطبيعي عندما  Snفإن  

∫
−

∞→
=








≤

−
≤

b

a

z
n

n
dzeb

n

nS
aP 2

²

2
1lim
πσ

µ

 
لها نفس المتوسط والتباين حتى ولو لم يكن لها بالضرورة  Xiفي الحقيقة فإن النظرية محققة عندما تكون المتغيرات المستقلة 

نفس التوزيع، مع العلم أنه توجد صيغ أخرى لهذه النظرية حيث لا يشترط أن يكون للمتغيرات نفس التوزيع الاحتمالي 
 قلة.ولا حتى أن تكون مست

لابلاس التي تطرقنا إليها سابقا هي حالة خاصة من نظرية النهاية المركزية، ذلك أن  -تجدر الإشارة إلى أن نظرية موافر
 . B(1, p)يمكن اعتبارها مجموعا لعدد من المتغيرات المستقلة ذات التوزيع البرنولي  B(n, p)متغيرة تتبع القانون 

 المرجع السابق  1
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  ب. ص   محاضرات الإحصاء الریاضي
 

 

   خلاصة 5
يعني حساب الاحتمال عن طريق توزيع مستمر بينما المتغيرة متقطعة. التوزيع الثنائي لا من ي بدستخدام التوزيع الطبيعلا

 يتم اعتبار كل قيمة في المتغيرة الأصلية مجالا.من أجل ذلك 
) متغيرات عشوائية مستقلة لها نفس التوزيع الاحتمالي بتباين ومتوسط محددين ( Snتنص على أن نظرية النهاية المركزية 

 ونكتب:  σSn = σ√n و   E(Sn) = nµ بمتوسط ∞→ nتبع التوزيع الطبيعي عندما ت

∫
−

∞→
=








≤

−
≤

b

a

z
n

n
dzeb

n

nS
aP 2

²

2
1lim
πσ

µ

 
في المبحث بالإضافة المذكورة آنفا  قواعد المستخدمة كشروط للتقريب بين التوزيعات الاحتماليةالالرسم البياني التالي يبين 

 ة معيارية).يعني متغير  cr(الرمزالتي درست في الفصول السابقة التوزيعات الأخرى إلى 
 
 

 

[N(0, 1)]² tν² 

Χν
2 / ν Fν1, ν2 

 

ν→ ∞ 

 

ν = 1 ν1 = 1 
ν2 = ν 

ν1 = 1 
ν2→ ∞ 

ν1= ν 
ν2→ ∞ 

رسم یبین قواعد التقریب بین القوانین الاحتمالیة الأكثر 
  

B (n, p) 
 

Bcr(n, p) 
 

H(N, n, p) P (λ) 
 

Pcr(λ) 

N(0, 1) tν 

n < N/10 n ≥  25 ; p ≤ 0,10 

np = λ 
 n ≥ 20 
np ≥10 
nq ≥10 

λ≥15 

ν→ ∞ 
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  ب. ص    الإحصاء الریاضي محاضرات
 

 نظریة توزیع المعاینة .VII  الفصل

  إحصائیةمفاھیم 
 للمتوسطات المعاینة اتتوزیع

 توزیع المعینة للنسبة
 توزیع المعاینة للفروق و المجامیع

 توزیع المعاینة لنسبة تباینینو  توزیع المعاینة للتباین
 

تمعاتنا المعاصرة عمليات الاستقصاء، ففي عالم الأعمال تقوم المؤسسات عن طريق مصالح التسويق ومصالح في مج تنتشر
وفي وسائل الإعلام لا يمر يـوم دون أن يعلـن ، البحوث والتطوير بإجراء استقصاءات للإطلاع على توجهات المستهلكين

أو اجتماعية متعددة، منها الاستقصاءات المثيرة للجـدل مواضيع سياسية  ولحجامعة أو عن نتائج استقصاء أجرته مجلة 
ــــاء ا ــــتي تســــتند عليهــــا حــــول الأراء السياســــية للمــــواطنين أثن ــــة الرياضــــية ال ــــة. فمــــا هــــي الأســــس النظري لحمــــلات الانتخابي

الاستقصاءات المختلفة ؟ أو كيـف يمكـن الاسـتدلال مـن خـلال بيانـات عينـة علـى خصـائص المجتمـع الـذي أخـذت منـه؟ 
مثــل المتوســط، العلاقــات الرياضــية بــين الخصــائص المختلفــة للمجتمــع تتطلــب فهــم علــى هــذه الأســئلة و غيرهــا ابــة الإج

مـا سـنتناوله في هـذا الفصـل. في الفصـول المقبلـة سـندرس عـددا مـن وهـو  رة لهـا في العينـةظالخصائص المنـاو التباين وغيرها، 
 التطبيقات لهذه العلاقات الرياضية.

 مفاھیم إحصائیة .1 المبحث

 المجتمع والعینة
 العینة غیر النفادیةو العینة النفادیة

 العینة العشوائیة
 معالم مجتمع

 إحصائیة المعاینة

 Population et échantillon العينة و  المجتمع 1

 نشرح هذين المصطلحين من خلال الأمثلة التالية:
جندي من بين  100زان عينة من قد ترغب الإدارة العسكرية في تقدير الوزن المتوسط للجندي، فتقوم أخذ أو  •

 مجموع الجنود (المجتمع).
الولايات، فتقوم  10 ترغب هيأة معينة بالبحوث السياسية في تقدير نسبة الناخبين المساندين لمرشح معين في •

ناخب  1000ناخب من كل ولاية. الناخبون في الولايات العشر يمثلون المجتمع بينما ال  100باستجواب 
 ثلون العينة.المستجوبون يم

 نحسب عدد مرات الحصول على الصورةو  مرة 100من أجل معرفة مدى دقة صنع قطعة نقدية ترمى القطعة  •
 .100الكتابة، حجم العينة هنا هو و 

نقوم عدد من المرات بسحب كرة نسجل لو�ا ثم  ،التي من لون معين ،لتقدير نسبة الكرات داخل صندوق •
 ثل حجم العينة.نعيدها. عدد الكرات المسحوبة يم
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 نظریة توزیع المعاینة  الفصل السابع 

ليس الأفراد أو الأشياء التي تم قياسها (مجتمع الأوزان، و  نلاحظ أن مصطلح المجتمع يقصد به القياسات أو القيم
مجتمع آراء الناخبين..)، كما أن المجتمع قد يكون محدودا أو غير محدود (نتائج رميات قطعة النقد)، أما العينة فهي عادة 

 .n، ولحجم العينة ب Nلحجم المجتمع ب تكون محدودة، ونرمز عادة 

  Echantillon exhaustif et non exhaustif  العينة النفادية والعينة غير النفادية 2
ؤدي عندما يكون السحب بالإرجاع حيث يمكن أن تظهر المفردة أكثر من مرة في العينة، نسمي هذه المعاينة غير نفادية لأن تكرار العملية لا ي

العكس نسمي المعاينة بدون إرجاع معاينة نفادية. هناك فرضيتان تتكرران في عدد من العلاقات و  المفردات في المجتمع، إلى تقليص عدد
المجتمع لا�ائي. يتحقق شرط الاستقلال إذا كانت المعاينة غير نفادية، و  هما فرضية أن قيم مفردات العينة مستقلة، الرياضية التي سنراها لاحقا

 ك، يمكن اعتبار المجتمع مجتمعا غير محدود. وإذا كانت كذل

  Echantillon aléatoireالعينة العشوائية  3
، أحد الطرق المستخدمة هي العينة العشوائية. نظريا (قد يصعب تحقيق ذلك في الواقع)،  نقول عن العينة ممثلة للمجتمعمن أجل أن تكون 

ينة العشوائية البسيطة. لإنجاز . تسمى هذه العينة بالعالاحتمال لأن تكون في العينة لكل مفردة في المجتمع نفسعينة أ�ا عشوائية إذا كان 
ذلك إما أن نسحب المفردات بطريقة عشوائية أو نرقم مفردات المجتمع ثم نحدد العينة من خلال مجموعة من الأعداد تؤخذ من الجداول 

 .1الإحصائية للأعداد العشوائية

  Paramètre d’une populationمعالم المجتمع  4
نقصد بمعالم المجتمع مجموعة من خصائصه مثل المتوسط، التباين، معامل التماثل، ...  من خصائص المجتمع أيضا طبيعة توزيعه الاحتمالي 

f(x)  .كأن يكون طبيعيا أو غيره  

   Statistique de l’échantillonnageإحصائية المعاينة  5
...) ننطلق من بيانات العينة، حيث نحتاج إلى حساب معالم مثل p   النسبة  σ² ، تباين المجتمعµمع لتقدير معالم المجتمع (متوسط المجت

. بصفة عامة، نسمي كل قيمة تحسب انطلاقا من بيانات العينة من أجل تقدير  ’p، النسبة في العينة S²، تباين العينة m متوسط العينة
 (رياضيا) إحصائية المعاينة هي كل دالة في المتغيرات العشوائية التي تمثل القيم المحصل عليها في العينة. قيمة معالم المجتمع إحصائية المعاينة. نظريا

   للمتوسطاتالمعابنة  توزیع .2 المبحث

 توزیع المعاینة للمتوسطات متوسط
 توزیع المعاینة للمتوسطاتتباین 

 توزیع المعاینة للمتوسطاتطبیعة 

 متوسط توزيع المعاينة للمتوسطات 1

)؟ mمكونة من مفردتين ( بالإرجاع. ما هي القيمة المتوقعة لمتوسط عينة مسحوبة 8، 6، 5، 3، 1 : ليكن المجتمعةمسأل
 mi.  من أجل تحديد ذلك أحسب جميع الحالات الممكنة للمتوسط µو m. قارن بين µ أحسب متوسط المجتمع

 حسب كل عينة.
 25= 5*5عددها:  5من مجتمع حجمه  n = 2العينات الممكنة العينات الممكنة ذات الحجم  

 أنظر جدول الأعدلد العشوائية.  1
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  ب. ص    الإحصاء الریاضي محاضرات
 

 العينات الممكنة
المتوسطات الممكنة للعينة (معاينة  

 miغ نفادية)          
(1, 1) (3, 1) (5, 1) (6, 1) (8, 1)  1 2 3 3,5 4,5 
(1, 3) (3, 3) (5, 3) (6, 3) (8, 3)  2 3 4 4,5 5,5 
(1, 5) (3, 5) (5, 5) (6, 5) (8, 5)  3 4 5 5,5 6,5 
(1, 6) (3, 6) (5, 6) (6, 6) (8, 6)  3,5 4,5 5,5 6 7 
(1, 8) (3, 8) (5, 8) (6, 8) (8, 8)  4,5 5,5 6,5 7 8 

 .  m = (∑i mi) / 25 = 4,6هي متوسط قيمها وهي  miل  mالقيمة المتوقعة 
                           µ = (1 + 3 + 5 + 6 + 8)/5 = 4.6حساب متوسط المجتمع: 

C2: العينات الممكنة عددها .بدون إرجاع. في حالة السحب 1. أوجد نفس مطالب المثال 2المث
5 = 10  

   
 :هي متوسط قيمها وهي miل  mالقيمة المتوقعة 

 E(m) = µm = (∑i mi) / 10 = 4,6  

                   µ = (1 + 3 + 5 + 6 + 8)/5 = 4.6 متوسط المجتمع :
 

ثل متوسط عينة مسحوبة من ذات المجتمع، فإن القيمة المتوقعة متغيرة ع تم mو إذا كانت م ع تمثل مجتمع ما . 1نظریة 
 E(M) = µm = µ تكتب كما يلي:  E(M)لمتوسط العينة 

 
 .  X لقيم المتغيرة الأصلية Xiالبرهان : لنرمز ب 

.11)(11)( µµµ ====





= ∑∑∑ n

nn
XiE

n
Xi

n
EXE

iii 

 تباين توزيع المعاينة للمتوسطات  2

 حالة المعاينة بالإرجاع    )أ (

علما أن  σ²mسب التباين (والانحراف المعياري) لتوزيع المعاينة للمتوسطات ، أح1أحسب تباين المجتمع في المسألة  .مثال
العينة مسحوبة بالإرجاع (غ نفادية)، قارن بين تباين المجتمع وتباين متوسطات العينات الممكنة (توزيع المعاينة 

 للمتوسطات). 

 
 العينات الممكنة بدون إرجاع

 المتوسطات الممكنة للعينة أو  
  )توزيع المعاينة للمتوسطات (معاينة نفادية

mi 
(1, 3)     2    
(1, 5) (3, 5)    3 4   
(1, 6) (3, 6) (5, 6)   3,5 4,5 5,5  
(1, 8) (3, 5) (5, 8) (6, 8)  4,5 5,5 6,5 7 
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 نظریة توزیع المعاینة  الفصل السابع 

 
σ²m = [∑i (mi – m)² ]/25 = 2.92;   
σ² = [∑i (xi – µ)² ]/5 = 5.84  

2.92 = 5.84 / 2 

 

 هذا المثال يمهد للنظرية التالية: 

متغيرة ع تمثل متوسط عينة مسحوبة من ذات المجتمع بالإرجاع، فإن  miو إذا كانت م ع تمثل مجتمع ما .2نظریة 
 المعاينة للمتوسطات) يكتب كما يلي: (تباين توزيع  miتباين 

nm
²2 σσ  حجم العينة. nحيث           =

 .  Xلقيم المتغيرة الأصلية  Xiالبرهان: لنرمز ب 

.²²
²

1²
²

1)(
²

11)(
n

n
nn

XiV
n

Xi
n

VXV
iii

σσσ ====





= ∑∑∑

 

 حالة المعاينة بدون إرجاع. )ب (

إرجاع، قارن بين تباين المجتمع في حالة المعاينة بدون σ²m أحسب تباين المتوسطات الممكنة للعينة  1 في المسألة مسألة:
 ن المتوسطات الممكنة للعينة.وتباي

  
 تباين المتوسطات الممكنة للعينة:

     σ²m = [∑i (mi – m)² ]/10 = 2.19   
   σ² = [∑i (xi – µ)² ]/5 = 5.84تباين المجتمع:             

  ريقة ثانية:طب ( أو
 σ² = E(X²) – E(X)²  

     = (1 + 9 + 25 + 36 + 64) / 5 - 4.6² = 5.84)  

 المقارنة بين تباين متوسط العينة و تباين المجتمع: 









−
−

=
15
25

2
84.519.2

 
 هذا يمهد للنظرية التالية: 

مسحوبة من ذات  nسط عينة حجمها متغيرة ع تمثل متو  miو Nم ع تمثل مجتمع ما حجمه  Xإذا كانت . 3نظریة 
    (تباين توزيع المعاينة للمتوسطات) يكتب كما يلي: miالمجتمع بدون إرجاع، فإن تباين 









−
−

=
1

²2

N
nN

nm
σσ 

 وتسمى النسبة 
1−

−
N

nN  الإرجاع.معامل 

mi 
1 2 3 3,5 4,5 
2 3 4 4,5 5,5 
3 4 5 5,5 6,5 

3,5 4,5 5,5 6 7 
4,5 5,5 6,5 7 8 

 المتوسطات الممكنة للعينة أو 
 توزيع المعاينة للمتوسطات (معاينة نفادية)

mi 
2    
3 4   

3,5 4,5 5,5  
4,5 5,5 6,5 7 
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  ب. ص    الإحصاء الریاضي محاضرات
 

 m طبيعة توزيع 3

 ندرس طبيعة توزيع متوسط توزيع المعاينة للمتوسطات من خلال النظريات التالية: 
فإن متوسط العينة المسحوبة منه يتبع أيضا التوزيع الطبيعي  σ²تباين و  µتمع موزع طبيعيا بمتوسط إذا كان المج.  4نظریة 

 m ≈ N(µ, σ²/n) ، ونكتبσ²/n تباينو  µبمتوسط 

 
ليس لكن  σ²تباين و  µإذا كان المجتمع الذي تسحب منه العينة ذو متوسط  (نظرية النهاية المركزية):. 5نظریة 

أي  mالمتغيرة المعيارية ل  بالضرورة طبيعيا فإن
n

mz
/σ

m−
 n)كبيرا   nتؤول إلى التوزيع الطبيعي المعياري عندما يكون  =

 :ونكتب (30 ≤
z ≈ N(0, 1). 

−1               ب  σ/√nفي حالة المجتمع محدود والمعاينة نفادية نستبدل العبارة 
−

=
N

nN
nm

σσ
 

 n/N ≥ 0.05 المعياري عندماعمليا يستخدم الإحصائيين هذه الصيغة المعدلة بمعامل الإرجاع للانحراف 
 

. نستخرج كل العينات الممكنة. أحسب المتوسط والانحراف  σ =12و µ= 20بمتوسط   900مجتمع حجمه   مثال:
 . 2( n = 64(، n = 36حجم العينة  ) 1: (المعياري لتوزيع المعاينة للمتوسطات في حالة

(1) n = 36 :   n/N = 36/900 = 0.04 < 0.05 => σm = σ/√n = 12/√36 = 2   

92.1
1900
64900

64
12

05.0071.0
900
64900:64)2(

=
−

−
=⇒

>==⇒==

m

N
nNn

σ
 

E(m) = µ = 20 
 .22و 18 بينمحصورا  mأحسب احتمال أن يكون  (n = 36)باستخدام معطيات المثال السابق . 2مثال

 .n = 64أحسب نفس الاحتمال في حالة  

 0.6827  ) Z  Z P(Z  22) m P(18   1  Z,  1-  
3612/
20-18 

n/
µ-m  Z 212

1
1 =<<=<<=>====

σ 

 0.70  )04.1  Z P(-1.04  22) m P(18   1.04  Z,  1.04-  
1.92

20-18 
1n/

µ-m  Z 2
1

1 =<<=<<=>===







-
-

=
N

nN
σ 

 خلاصة 4

 الجدول التالي يبين أهم خصائص توزيع المعينة للمتوسطات.
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 نظریة توزیع المعاینة  الفصل السابع 

 المجتمع المعاينة الخاصية

E(M) = µm = µ مجتمع ما سحب بالإرجاع أو بدون إرجاع 

nm
²2 σσ  مجتمع ما سحب بالإرجاع =









−
−

=
1

²2

N
nN

nm
σσ

 
 Nحجمه  مجتمع ما سحب بدون إرجاع

m ≈ N(µ, σ²/n)
 

وتباين  µمجتمع موزع طبيعيا بمتوسط  سحب بالإرجاع أو بدون إرجاع
σ² 

n
mz

/σ
µ−

= ≈ N(0, 1)  عندما يكونn   كبيرا(n ≥ 30) 
لكن  σ²وتباين  µمجتمع بمتوسط 

 ورة طبيعياليس بالضر 
 

 توزیع المعاینة للنسبة   .3 المبحث

 : نسبة خاصية ما في العينة. 'p الإحصائية  النظرية التالية تبين المتوسط، التباين، و طبيعة التوزيع
، ةنسبة المفردات في المجتمع ذات صفة معين pم ع تمثل مجتمع ما غير محدود وموزع طبيعيا حيث  Xلتكن  : 6نظریة 

سبة المفردات ذات الصفة المذكورة في العينة المسحوبة من ذات المجتمع، نحصل على توزيع م ع تمثل ن ’p ولتكن

 :هذه المعالم تساوي ، σp'و E(p')حيث معالمه  p’للإحصائية 
n
pqppE pp === '' ²;)'( σµ 

 n ≥ 30  :           (p, σp') p’ ≈ Nعند 
 نحراف المعياري. عند حساب الاالإرجاع عندما يكون المجتمع محدودا والمعاينة نفاديه نضرب في معامل 

 
حصلوا أخيرا على شهادة. تريد الإدارة تقدير نسبة  40 طالب،  100لاحظت إدارة الجامعة أنه في عينة من  .1مثال

 بالمائة. 90 الطلبة الذين يحصلون على الشهادة داخل مجال يكون احتماله
P(p1< p’< p2) = 0.9 ; n ≥ 30,  

 n/N < 0.05  كبير بحيث :  Nنفترض أن 

0.9. = 0.482) <  < 0.318⇒

 0.082 ± 0.4 = 1.64(0.05) ± 0.4 = )±=⇒
(

 = 1Ζ

 1.64 =             1.64,− =  => )<Ζ<( = 0.9 = )<<(

≅=
−

 = , )=>

1

112

pP

p
zzzzPpppP

n
pp

p

(

( z  p'  p p)−
'

0.05
100

)6.0(4.0)1((p, N ~p' 

p'
'

221

p'p'

σ
σ

σσ
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  ب. ص    الإحصاء الریاضي محاضرات
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  المجامیعو توزیع المعاینة للفروق .4 المبحث

 متوسط و تباین توزیع المعاینة للفروق و المجامیع
 طبیعة توزیع المعاینة للفروق و المجامیع

 التباينو  المتوسط 1

 S1ليكن لدينا مجتمعين نسحب من كل منهما عينة عشوائية، نحسب في كل عينة محسوبة من المجتمع الأول الإحصائية 
 S2 –  S1 . إن الفرق S2ئية (المتوسط مثلا أو التباين ...) في كل عينة من المجتمع الثاني ونسميها نحسب نفس الاحصاو 

 يشكل بدوره متغيرة عشوائية لها المتوسط والتباين التاليين: 
µS – S2 = µS1 – µS2   σ²S1 – S2 = σ²S1 + σ²S2 

 فإن:  المتوسط .  إذا كانت الاحصائية هي1 مثال
µm1 – m2 = µm1 – µm2 = µ1 – µ2  σ²m1 – m2 = σ²m1 + σ²m2  =  σ²/n1 + σ²/n2 

 
 فإن: النسبة . إذا كانت الاحصائية هي2 مثال

µp1 – p2 = µp1 – µp2 = p1 – p2  σ²p1 –  p2 = σ²p1 + σ²p2  =  p1q1/n1 + p2q2 / n2 

 إذا كان الاهتمام هو على مجموع الاحصائيتين بدلا من الفرق بينهما فإن: 
µS1 + S2 = µS1 + µS2   σ²S1 + S2 = σ²S1 + σ²S2 

 طبيعة توزيع المعاينة للفرق بين متوسطين  2

، يقترب توزيع المتغيرة المعيارية للفرق بين متوسطين من التوزيع الطبيعي  n2و n1   30 ≤في حالة : 7نظریة 

 µm1 - m2 ≈ N(0, 1 )         نكتب:و  المعياري.

 
 تحقق من أن :. U2 : 2 ،4المجتمع و  .U1 : 3 ،7، 8ليكن المجتمع  : 1مثال

µU1 – U2 = µU1 – µU2 ;               σ²U1 – U2 = σ²U1 + σ²U2 . 

µU1 = (3 + 7 + 8)/3 = 6 ; µU2 = (2 + 4)/2 =  3 => 
µU1 – µU2 = 6 – 3 = 3 
µU1 – U2 = (1 + 5 + 6 – 1 + 3 + 4)/6 = 3 
σ²U1 = (3² + 7² + 8²)/3 - 6² = 14/3 ;  
σ²U2 = (2² + 4²)/2 - 3² =1 => σ²U1 + σ²U2 = 17/3 
σ²U1 – U2 = (1² + 5² + 6² + 1² + 3² + 4²) / 6 - 3² = 
 (1 + 25 + 36 + 1 + 9 + 16) / 6 - 9 = 17/3  

 
 180ص  1985م سبياجال     1
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 نظریة توزیع المعاینة  الفصل السابع 

 وتوزیع المعاینة لنسبة تبایني عینتین توزیع المعاینة للتباین .5 المبحث

 توزیع المعاینة للتباین
 توزیع المعاینة لنسبة تباینین

 للتباينالمعاينة توزيع  1

 حالة المعاينة بالإرجاع )أ (

، أحسب القيمة المتوقعة لتباين العينة المسحوبة بالإرجاع من خلال متوسط 1مسألة: أحسب تباين المجتمع في المسألة 
قيمة المتوقعة تباينات العينات الممكنة، قارن بين تباين المجتمع وال

 لتباين العينة.
   

(∑i S²i)/25 = 73/25 = 2.92   =>E(S²) = 2.92 

 

 

σ² = E(X²) – E(X)²  

= [(1 + 9 + 25 + 36 + 64)/5] - 4.6² = (135/5) - 21 = 5.84 

E(S²) = 2.92 = 5.84/2 =  σ² (1/n) 

 
متغيرة ع تمثل تباين عينة مسحوبة بالإرجاع (أو بدون إرجاع من مجتمع  S²و إذا كانت م ع تمثل مجتمع ما : 8نظریة 

 ، فإن :nحجمها غير محدود) 




 −

==
n

nSE S
1²²)( ² σµ  

 ) n ≥ 30     :E(S²) ≈ σ²(عند   
 البرهان: 

( )

( ) 





 −

=−=−−+=+−+=

−=



 −=



 −=

∑

∑∑∑

n
n

nn
xExVXV

n

xExE
n

xx
n

Exx
n

ESE

i

i ii ii i

1²)11²(²²²²)²]()([²)(1

²)(²)(1²²1²1²)(

σσµσµσµ
 

²ملاحظة: من النظرية نجد أن:  
1

² σ=







−n
nSE نقول عن و   

1
²

−n
nS  أنه مقدر "غير منحرف" لσ² يرمز له و

 حيث: S²‘ب 

1
²²ˆ

−
=

n
nSS

 
 

2 من مجتمع طبيعي، فإن : nإذا أخذنا عينات عشوائية حجمها :  9نظریة 
1~

²
²ˆ)1(

²
²

−
−

= n
SnnS χ

σσ 

 

 S²iالتباينات الممكنة 
0 1 4 6,25 12,3 
1 0 1 2,25 6,25 
4 1 0 0,25 2,25 

6,25 2,25 0,25 0 1 
12,3 6,25 2,25 1 0 
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  ب. ص    الإحصاء الریاضي محاضرات
 

أقـل مـن أو  S². مـا هـو احتمـال أن يكـون تبـاين العينـة   n = 16نسـحب منـه عينـة حجمهـا  100:  لـيكن مجتمـع طبيعـي حجمـه  مثـال
 .80ن تباين المجتمع علما أ 10يساوي 

  
115 ²~

²
²)),(~

80
16²()2²()10²( −⇒≤=≤=≤ n

nSNXSPPSP χ
σ

σµχ
 

 P(X²15 ≤ 2) < 0.005من الجدول      

 المعاينة بدون إرجاعحالة  )ب (

ين المجتمع إرجاع، قارن بين تبافي حالة المعاينة بدون σ²m أحسب تباين المتوسطات الممكنة للعينة  1 مسألة: في المسألة
    وتباين المتوسطات الممكنة للعينة.

     
(∑i S²i) = 36.5 ;   (∑i S²i)/10 = 3.65   => E(S²) = 3.65 

σ² = E(X²) – E(X)²  

     = [(1 + 9 + 25 + 36 + 64)/5] - 4.6² = 5.84 

E(S²) = 3.65 = 5.84*(5/4) (1/2)  

      = σ² * [(n-1)/ n] [N/ (N-1)]  

 

مسحوبة من ذات المجتمع، فإن  نفاديةمتغيرة ع تمثل تباين عينة  S²و محدودإذا كانت م ع تمثل مجتمع ما   : 10نظریة 

:القيمة المتوقعة لتباين العينة تكتب







−






 −

==
1

1²²)( ² N
N

n
nSE S σµ   

 )1تؤول إلى    N/ (N-1)كبير جدا   N(عندما يكون 
 

 توزيع المعاينة لنسبة تباينين  2

Fν1, ν2~رأينا في الفصل السابق أن:  
22

11

/
/
ν
ν

X
XX  لة المتغيرتان العشوائيتان مستقلتانفي حا =

 نستنتج ما يلي: 9من النظرية  . ~ χν2² X2   و X1 ~ χν1²  و 
نسحب من المجتمعين عينتين عشوائيتين حجمهما .   σ²1 , σ²2ليكن لدينا مجتمعان طبيعيان تبايناهما  : 12نظریة 

 : n1 , n2على التوالي 

1;12
2

2
2

2
1

2
1

2
22

2
2
2

2
11

1
2
1

21/ˆ
/ˆ

1
1

1
1

−−→=









−









−

= nnF
S
S

n
nS

n
nS

F
σ
σ

σ

σ

 
 

 S²iالتباينات الممكنة 
1    
4 1   

6,25 2,25 0,25  
12,3 6,25 2,25 1 
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 نظریة توزیع المعاینة  الفصل السابع 

. ما احتمال أن يكون 36و 20 من مجتمعين طبيعيين تبايناهما على التوالي مسحوبتين 10و 8عينتين حجمهما .  1مثال
 تباين الأولى أكبر من ضعف تباين الثانية؟ 

    

36
1

9
10

20
1

7
8

2
1

1

1
1

1
1

1
1

2
1

1

1
1

)2()2(

2
22

22
2

2
11

12
1

2
22

2

2
11

1

2
22

22
2

2
11

12
1

2
2

2
12

2
2
1 =





































>









−









−

=





























−









−

>









−









−

=>=>

n
nS

n
nS

P

n
n

n
n

n
nS

n
nS

P
S
SPSSP

σ

σ

σ

σ

σ

σ

 
                                
= P(F7, 9 > 3.7) 

   P(F7, 9 > 3.7) = 0.036 و في الحقيقة     P(F7, 9 > 3.7) > 0.01 < 0.05 من الجدول نجد

 ملحق 3

 راف المعياري لتوزيع المعاينة للتباين الانح )أ (

 متغيرة ع تمثل تباين عينة مسحوبة من ذات المجتمع، فإن: S²م ع تمثل مجتمع ما و Xإذا كانت  : 11نظریة 









−=
sinon

~si/2²
44²

n

NXn

S sµ

s
s

 

 يقترب كثيرا من التوزيع الطبيعي.   S²، توزيع  n ≥ 100من أجل 

 الانحراف المعياري لتوزيع المعاينة للانحراف المعياري  )ب (











−

≈

=

sinon
²4

ou~si
/2

44

s
sµ

s

s

n

NXNX
n

S

 

 µs ≈ S و يقترب كثيرا من التوزيع الطبيعي  S، توزيع  n ≥ 100جل من أ

 

 خلاصة 4
  . 10إلى  6من السابقة الجدول التالي يلخص ما ورد في النظريات 

 .186ص  1985م سبيجال  1

- 10 -VII 

                                                 



  ب. ص    الإحصاء الریاضي محاضرات
 

 إحصائية العينة المجتمع المعاينة الخاصية

n
pqppE pp === '' ²;)'( σµ              

  مجتمع موزع طبيعيا 
 غير محدود 

 p’ ≈ N n ≥ 30 ('p, σp) النسبة

 . الإرجاعنضرب في معامل  'σp لحساب
 

 المعاينة نفاديه
 مجتمع طبيعي

 محدود  
µS – S2 = µS1 – µS2 
µS1 + S2 = µS1 + µS2 

 
σ²S1 – S2 = σ²S1 + σ²S2 
σ²S1 + S2 = σ²S1 + σ²S2 

 

 سحب بالإرجاع
 مجتمع ما

الفرق بين 
 إحصائيتين ما.

µm1 - m2 ≈ N(0, 1 )
 

≥ 30   n1 وn2 







 −

==
n

nSE S
1²²)( ² σµ

 

ع (أو سحب بالإرجا 
بدون إرجاع من مجتمع 

 غير محدود)
 nحجمها 

 S²مجتمع ما وتباين عينة 

 E(S²) ≈ σ² n ≥ 30 التباين

2
1~

²
²ˆ)1(

²
²

−
−

= n
SnnS χ

σσ  حجمهاn مجتمع طبيعي 









−






 −

==
1

1²²)( ² N
N

n
nSE S σµ  مجتمع ما محدود و نفاديةعينةS²  تمثل

 تباين العينة
 N/ (N-1)    1تؤول إلى N  كبير جدا 

1;12
2

2
2

2
1

2
1

2
22

2
2
2

2
11

1
2
1

21/ˆ
/ˆ

1
1

1
1

−−→=









−









−

= nnF
S
S

n
nS

n
nS

F
σ
σ

σ

σ

 

عينتين عشوائيتين 
 n1حجمهما على التوالي 

, n2 

مجتمعان طبيعيان تبايناهما 
σ²1 , σ²2 

 
 نسبة تباينين
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 نظریة التقدیر .VIII  الفصل

 طرق تأسیس المقدر  طرق التقدیر بمجال   مفاھیم أساسیة     

العينة والمعالم المناظرة لها في المجتمع معالم مجموعة من النظريات العلاقة الرياضية بين من خلال في الفصل السابق درسنا 
لتباين، النسبة...كما درسنا العلاقة بين شكل توزيع المجتمع وشكل التوزيع الاحتمالي لمعالم العينة. تظهر مثل المتوسط، ا

هذه العلاقات كتوصيف لخصائص العينة ومعالمها ولكنها تستخدم أكثر لتقدير خصائص ومعالم المجتمع محل الدراسة، 
 وهذا ما سنتعرف عليه في هذا الفصل. 

 مفاھیم أساسیة   .1 المبحث

 ض خصائص المقدربع
 التقدیر النقطي، التقدیر بمجال

 1بعض خصائص المقدر 1

نحتاج إلى اختيار الإحصائية المناسبة في العينة لتقدير هذه المعلمة. غالبا ما  ،لتقدير معلمة من معالم مجتمع محل دراسة
. تسمى  µmمتوسط العينةمن خلال  µتكون المعلمة المناظرة في العينة هي أحسن مقدر، كأن نقدر متوسط المجتمع 

 الإحصائية المستخدمة في التقدير المقدر. 

 المقدر غير المتحيز  )أ (

 المعلمـة المجتمـع إذا كـان متوسـطها أو توقعهـا الرياضـي مسـاوي sans biaisنقـول عـن إحصـائية مـا بأ�ـا مقـدر غـير متحيـز 
 لمعلمة المجتمع.

في المقابل نسمي  . E(m) = µلأن  µوسط المجتمع مقدر غير متحيز لمتأنه  m: نقول عن متوسط العينة مثال
 =، بينما تعتبر الاحصائية E(S²) = σ² (n-1)/n ≠ σ² لأن σ²مقدر متحيز ل في معاينة بالإرجاع أ�ا  S²الإحصائية 

S²n/(n-1)  S’²  .مقدرا غير متحيز في معاينة بالإرجاع 

  الكفاءة )ب (
اين لتوزيع المعاينة للإحصائية، فإذا كان لمقدرين (إحصائيتين) نفس مقدر ما بمقدار التب (efficacité)تتعلق كفاءة 

 المتوسط نقول عن المقدر ذو توزيع المعاينة الأقل تباينا أنه الأكثر كفاءة. 
مقدرا  mالمتوسط لكن يعتبر  ،  µ: لكل من توزيعي المعاينة للمتوسط والوسيط نفس المتوسط هو متوسط المجتمعمثال

أقل من تباين توزيع  V(m) = σ²/nمن الوسيط لأن تباين توزيع المعاينة للمتوسطات   µسط المجتمعأكثر كفاءة لمتو 
 المعاينة للوسيط :

V(méd) = σ²π/2n = (σ²/n) (3.14159/2)      >      σ²/n . 
 الحصول عليها. استخدام مقدرات فعالة وغير متحيزة هو الأفضل، إلا أنه قد يلجأ لمقدرات أخرى لسهولةأن من البديهي 

 .204، ص 1985سبياجال  1 
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     convergeance  التقارب )ج (

 إذا كان يؤول إلى قيمة المعلمة المقدرة عندما يؤول حجم العينة إلى ما لا �اية. نقول عن مقدر أنه متقارب

 : يعتبر متوسط العينة مقدرا متقاربا لمتوسط المجتمع لأن: مثال

.0²)(,)(  →== ∞→nn
mVmE σm

 

 . 1والتقدير بمجال التقدير النقطي 2

إلى تقدير  نحتاج ، و أحيانا أخرىتقدير نقطيلمعلمة مجتمع بقيمة واحدة ونقول عن هذا التقدير أنه قد نحتاج إلى تقدير 
 . تقدير بمجالمعلمة المجتمع بنقطتين يحددان مجال لقيمة المعلمة ونقول عن هذا النوع من التقدير أنه 

ل الأسرة تقديرا نقطيا. يكون تقديرنا دج، نكون قد قدرنا دخ 18000: إذا قدرنا دخل الأسرة في منطقة ما ب  مثال
 دج.20000و 16000 أي أنه يتراوح بين 2000±  18000بمجال إذا قلنا مثلا أن الدخل يساوي 

  درجة التأكد )أ (
توى لكي يكون التقدير علميا ينبغي تقييم احتمال أن تكون المعلمة تنتمي فعلا إلى المجال المحدد، لذلك نلحق بالمجال ما يسـمى بدرجـة أو مسـ

 ، ويسمى أيضا ""مستوى المعنوية".α . الاحتمال المعاكس يسمى احتمال الخطأ ويرمز له ب pويرمز له ب  الثقة،
.   %95أي بمستوى ثقة   %5بمستوى معنوية ] 20000، 16000دخل الأسرة في المنطقة (أ) ينتمي إلى المجال [ مثال:

 .حدود الثقة 20000و 16000وتسمي الحدود 

  مجال الثقة تعيين حدود )ب (

تحــدد حــدود الثقــة مــن خــلال معــاملات الثقــة الــتي بــدورها تحــدد مــن خــلال مســتوى المعنويــة (مســتوى الثقــة). ففــي حالــة 
بينمـا القيمتـين  %95معـاملات الثقـة مـن أجـل مسـتوى ثقـة  1.96± استخدام التوزيع الطبيعـي للتقـدير تكـون القيمتـين 

 .  % 99ى ثقة تمثلان معاملات الثقة من أجل مستو  ±2.58

 
 
 
 
 
 
 
 

 s. إذا كـان توزيـع المعاينـة ل  µs = µحيـث  sمتوسط وانحراف معياري توزيع المعاينـة لإحصـائية مـا  σsو µsليكن  مثال:
 أن: s) فإننا نقدر مثلا وبالنظر إلى توزيع  (n ≥ 30) توزيعا طبيعيا (كما هو الحال بالنسبة لأغلب الإحصائيات عندما

  . %99حدود الثقة ب  µs ± 2.58σs  و، % 95ب  حدود الثقةتمثلان  µs ± 1.96σsالقيمتين   

 المرجع السابق 1 

f(z) 

-z1-α/2         0         z1-α/2 

z 
1-α 

 مجال الثقة

 الطبیعي مجال الثقة للتوزیع      21 رسم
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 . (أنظر الرسم)  Z1-α/2أو   Zcفي حالة التوزيع الطبيعي يرمز لحدود الثقة ب 

 التقدیر بمجال .2 المبحث

 مجال الثقة للمتوسطكیفیة تعیین 
 مجال الثقة للنسبة  كیفیة تعیین
 مجال الثقة للتباین كیفیة تعیین

 لنسبة تباینینمجال الثقة  عیینكیفیة ت

 مجال الثقة للمتوسط 1

 .mمن خلال الإحصائية  µيقدر متوسط المجتمع 

 باستخدام التوزيع الطبيعي   µتقدير  )أ (

 نستخدم التوزيع الطبيعي لتحديد مجال الثقة إذا علمنا أن المجتمع الذي سحبت منه العينة يتبع التوزيع الطبيعي.
 . تتبع التوزيع الطبيعي mأن  1نظرية النهاية المركزيةيمكن كذلك الاستفادة من   (n ≥ 30)وفي حالة العينة الممتدة 

 تكتب حدود مجال الثقة كما يلي:

n
Szm c

'
±

     
أو  
 1−

⋅±
n
Szm c    

        مجهول: σ في حالةو  
n

zm c
σ

⋅± 

 حيث تصبح الصيغة كالآتي: ) والمعاينة نفاديةNو نستخدم هذه الصيغة إلا إذا كان المجتمع محدود (ذا حجم 

1−
−

⋅⋅±
N

nN
n

zm c
σ

 
 .Sأو  ’Sفي الصيغ السابقة بالمقدر  σمجهولا، ولذلك نعوض  σإلا أنه غالبا ما يكون الانحراف المعياري للمجتمع 

 التي تمثل حدود مجال الثقة بحسب مستوى الثقة : zc الجدول الآتي يبين قيم 
 α 0.99 0.98 0.95 0.90 0.8 0.5-1مستوى الثقة   

α  0.5 0.2 0.10 0.05 0.02 0.01 مستوى المعنوية 
  1- α/2 0.995 0.99 0.975 0.95 0.9 0.75 
Z1-α/2 82.5 2.326 1.96 1.645 1.282 0.674 

  % 5) أي بمستوى معنوية 0.95( %95بمستوى ثقة   m  ± 1.96σmداخل المجال يوجد  µ: نقدر أن  مثال
 ...0.01 أي بمستوى معنوية  %99بمستوى ثقة  m ± 2.58σmوداخل المجال )، 0.05(

 : tباستخدام التوزيع  µتقدير  )ب (

-. مثلا القيمµمجهول نستخدم توزيع ستيودنت لتحديد مجالات الثقة ل  σو(n < 30)في حالة العينة الصغيرة 

t0.975  ؛ t0.975     من المساحة تحت المنحنى ونقول أن    %95تحد-t0.975 ; t0.975  تمثل القيم الحرجة أو معاملات
 ونكتب:  %95ثقة  الثقة عند مستوى

 س المتوسط.ولي -في حالة كون العينة كبيرة بما فيه الكفاية-التي تخص في الحقيقة توزيع مجموع قيم العينة   1
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975.0975.0 /ˆ t
nS

mt <
−

<−
m

 
 كما يلي:    µومنه نستخلص مجال الثقة ل 

n
Stm

n
Stm

ˆˆ
975.0975.0 ⋅+<<⋅− m

 

 مجال الثقة للنسبة 2

 : (n ≥ 30)العينة الممتدة و  المجتمع غير محدود أو المعاينة غير نفاديةحالة  )أ (
هي نسبة  pمستخرجة من مجتمع ثنائي حيث  n ≥ 30إحصائية تمثل نسبة "نجاحات" في عينة ذات حجم  sلتكن 
نسبة  ’pأين  p’ ± zcσpكما يلي:   pحدود الثقة ل فنعين  pستعمل التوزيع الطبيعي لتقدير ت حات.النجا

 النجاحات في العينة،

نعلم من الفصل السابق أن
 n

pq
p =σ

 
 كما يلي:  pومنه يحدد مجال الثقة ل 

n
ppzp c

)1(' −
⋅±

 

 والمعاينة نفادية:N  في حالة كون المجتمع محدود ذا حجم )ب (

1
)1('

−
−

⋅
−

⋅±
N

nN
n

ppzp c 

 مجال الثقة للتباين 3

لتقدير التباين والانحراف المعياري لمجتمع بمجال ثقة نستعمل الخاصية : 
1²~

²
²ˆ)1(

²
²

−

−
= n

SnnS χ
σσ

. 

 يحدد كما يلي:  %95مجال الثقة ب مثال:

975.0025.0 ²
²

²ˆ)1(
²
²² χ

σσ
χ ≤

−
=≤

SnnS

 
 كما يلي:  σومنه نستنتج مجال الثقة ل 

025.0975.0025.0975.0

ˆ1ˆ1
χ

σ
χχ

σ
χ

SnSnouSnSn −
≤≤

−
≤≤

 
ال الثقة أكثر إذا لم نشأ أن غير متماثل فإن المجال أعلاه ليس الأمثل، إذ توجد طريقة لتضييق مج 2نظرا لأن توزيع ك

 تكون أطراف المنحنى متساوية، وهذا بخلاف التوزيعات المتماثلة كالطبيعي وستيودنت. 
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 مجالات الثقة لنسبة تباينين 4

وسحبنا منهما عينتين   σ²1 , σ²2تبايناهما  طبيعيان) أنه إذا كان لدينا مجتمعان 5من الفصل  11رأينا سابقا (نظرية 

12;1فإن :  n1 , n2هما على التوالي عشوائيتين حجم
2

2
2

2
1

2
1

2
22

2
2
2

2
11

1
2
1

21/ˆ
/ˆ

1
1

1
1

−−→=









−









−

= nnF
S
S

n
nS

n
nS

F
σ
σ

σ

σ

 

 كما يلي:   0.98عند مستوى ثقة   Fجال لبمإذا يمكن تكوين تقدير 

99.02
2

2
2

2
1

2
1

01.0 /ˆ
/ˆ

F
S
SF ≤≤

σ
σ

 
 و من ثم يمكن تقدير النسبة بين تبايني المجتمعين كما يلي: 

2
2

2
1

01.0
2
2

2
1

2
2

2
1

99.0
ˆ
ˆ1

ˆ
ˆ1

S
S

FS
S

F
≤≤

σ
σ
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 خلاصة 5
 وسطن متمإحصائيات العينة تتناول خصائص لتقدير إحصائية مجتمع نستخدم نظريات توزيع المعاينة. هذه النظريات 

  و علاقتها بالإحصائيات المناظرة لها في المجتمع. ، ...في العينة النسبةالعينة، 

 المجتمع، معلومية التباين و حجم العينة.توزيع طبيعة توزيع المعاينة للمتوسطات حسب   1  جدول

 x xσ nقانون 
المجتمع    تباين 
)σ²( 

 قانون

 المجتمع

N(µ ; σ/√n) σ/√n n < 30  أوn ≥ 30   معلوم 

 N(µ ; S’/√n) S’/√n n ≥ 30 طبيعي
 غير معلوم

tα; n-1 S’/√n n < 30 

N(µ ; σ/√n) σ/√n n ≥ 30 معلوم 
 غير معلوم

N(µ ; S’/√n) S’/√n n ≥ 100 غير معلوم 

 

 بين تباينين، للتباين وللنسبة للنسبةتحديد مجال الثقة   2  جدول

 مجال الثقة لإحصائيةلتوزيع الاحتمالي ال المجتمع

مجتمع غير محدود أو 
معاينة غير نفادية و عينة 

 (n ≥ 30)ممتدة 
n التوزيع الطبيعي

ppzp c
)1(' −

⋅±

 

 مجتمع محدود ذا حجم 

N والمعاينة نفادية 
1 التوزيع الطبيعي

)1('
−
−

⋅
−

⋅±
N

nN
n

ppzp c

 

~1² غير معلوم
²

²ˆ)1(
²
²

−

−
= n

SnnS χ
σσ

 
025.0975.0 χ

σ
χ

SnSn
≤≤

 أو   

025.0975.0

ˆ1ˆ1
χ

σ
χ

SnSn −
≤≤

−

 

و مجتمعين طبيعيين، أ
عينتين مسحوبتين من 
 مجتمع طبيعي واحد.

1;12
2

2
2

2
1

2
1

2
22

2
2
2

2
11

1
2
1

21/ˆ
/ˆ

1
1

1
1

−−→=









−









−

= nnF
S
S

n
nS

n
nS

F
σ
σ

σ

σ
 

: 0.98عند مستوى ثقة مثلا 

975.0025.0 ²
²

²ˆ)1(
²
²² χ

σσ
χ ≤

−
=≤

SnnS

 

2
2

2
1

01.0
2
2

2
1

2
2

2
1

99.0
ˆ
ˆ1

ˆ
ˆ1

S
S

FS
S

F
≤≤

σ
σ
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 ملحق. مجالات الثقة للفروق والمجاميع 6
إحصائيتا معاينة لها توزيع يقترب من التوزيع الطبيعي، والعينتان مستقلتان، تكتب حدود الثقة للفروق  s2و s1إذا كانت 

 ما يلي:بين المعالم التي تمثلها الإحصائيتين ك

2121
²²2121 SScSSc zSSzSS σσσ +⋅±−=⋅±− − 

 في حالة المجموع : 

2121
²²2121 SScSSc zSSzSS σσσ +⋅±+=⋅±+ − 

: إذا كانت الإحصائيتان هما متوسطا عينتين مستقلتين، مسحوبتين من مجتمعين غير محدودين، نحدد مجال الثقة للفرق مثال
 كما يلي :  µ1 - µ2(و للمجموع) بين متوسطي المجتمعين 

2

2
2

1

2
1

2121 21 nn
zmmzmm cmmc

σσ
σ +⋅±−=⋅±− −

 
 حوبتان من مجتمعين غير محدودين :: إذا كانت الإحصائيتان هما نسبتان في عينتين مستقلتين، مس2مثال 

2

2

1

1
21''21 ''''

21 n
pq

n
pq

zppzpp cppc +⋅±−=⋅±− −σ
 

 
 

  1طرق تأسیس المقدر .3 المبحث

 طریقة العزوم  
 طریقة المعقولیة العظمى (الاحتمال الأكبر)

 
أحد الطرق لاختيار مقدر معلمة ما للمجتمع أن نأخذ مباشرة نظيرتها في العينة، وإذا كان هذا المقدر لا يتصف بالخصائص 

). توجد طرق أخرى لتحديد المقدر الأنسب منها طريقة σ²لتقدير  S²بدلا من   S’²مالمطلوبة نجري عليه تعديلا (استخدا
 المعقولية العظمى والتي تدعى أيضا طريقة الاحتمال الأكبر والتي تنسب إلى العالم فيشر وكذا طريقة العزوم.

 ريقة العزوم ط 1

. تتضمن كل Kجملة معادلات عددها  . نكونθ1, θ2, . . , θkمن معالم المجتمع :  Kليكن المطلوب تقدير عدد 
  : x ، بنظيره لمتغيرة المعاينة X  :µ’k = E(Xk)لمتغيرة المجتمع  kمعادلة مساواة العزم المرتبط بالأصل من الدرجة 

m’k = (1/n)∑ixi
k      k = 1, 2,    , K 

 لي:بطريقة العزوم انطلاقا من عينة يتم كما ي  p. تقدير   X ~ B(20; p)ليكن  مثال:
، نأخذ إذا  p = 20/µمنه و . µ = 20pإذا نحتاج إلى معادلة واحدة :  K = 1لدينا عدد المعالم المراد تقديرها 

 .  p’ = m/20نحسبها كما يلي : و  ’pالقيمة:  pكمقدر ل
             µ = m   ,   µ’2 = m’2في حالة تقدير معلمتين للمجتمع نحتاج أن نستعمل جملة المعادلتين: 

 .308 .ص1997 دراوزبيك  1
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نحتاج إلى حل جملة  σ²و µ. لتقدير S²تباين و  ،m. نسحب عينة ذات متوسط X ~ N(µ; σ²)لتكن  : 2لمثا

المعادلتين: 
  

²²ˆ
ˆ

est      solution  la       
²²'
²²'

or    
''

2

222





=
=





+=
+=





=
=

S
m

Smmm
m

σ
µσµµ

µ
µ

 
 هذه الطريقة قد تعطي مقدرات متحيزة كما في هذه الحالة.

 طريقة المعقولية العظمى (طريقة الاحتمال الأكبر) 2

احـدة للمجتمـع، ولـدينا عينـة غـير نفاديـة (المتغـيرا ت الـتي تمثـل و  θحالة كون متغيرة المجتمع متقطعـة : نريـد تقـدير معلمـة 
قيم المحصل عليها في العينة مستقلة) لها نفس التوزيع للمجتمع. من البديهي أن احتمال تحقق عينة بذاتها مرتبط ب قيمة 

المحصـل عليهـا،  تعظـم احتمـال الحصـول علـى العينـة θ. هنـاك قيمـة ل P(x1, x2, …,xn) = L(θ)المعلمـة المجهولـة : 
ونفترض أن تلك القيمة هي الصحيحة بما أن العينة حصلت بالفعل. تتمثل طريقة المعقولية العظمى في البحث عن هذه 

 ، حيث :  L(θ)التي تعظم  θالقيمة. أي البحث عن 
L(θ) = f(x1, . . . , xn ; θ) = f(x1) . f(x2) . . . f(xn)  . 

  .  L(θ)   ى تعظيم دالة الاحتمال المشتركةتعتمد طريقة المعقولية العظمى عل
 p، حيث النجاح هـو وجـود الخاصـية " أ " لـدى فـرد مسـحوب عشـوائيا مـن المجتمـع. نـرد تقـدير X ~ B(p): ليكن مثال

الـتي   ’pهـي الأكثـر احتمـالا؟ أي مـا هـي  0، 1الـتي تجعـل النتيجـة  pل  ’p. مـا هـي القيمـة 2من خلال عينة حجمها 
 أكبر ما يمكن؟  p(0.1) = pqتجعل 

  ¼هــي  p(0.1) مــن الواضــح أن أكــبر قيمــة ل
، وبهــذا  p’ = 1/2 القيمــة الــتي تحققهــا هــي و 

 نجيب على التساؤل.
 

 
 
 
 
 
 
 
 

p 0 1/2 

P(0.1) 

1/4 

 P(0,1) أقصى قیمة ل      22 رسم
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 تطبیقاتھاو مفاھیم اختبارات الفروض .IX  الفصل

  اختبار المتوسط
 اختبار التباین و اختبار النسبة

 اختبارات المقارنة بین مجتمعین
 التعدیلاختبار  تجانس واختبار ال

بعض خصائص المقدر الجيد. في هذا و  في الفصل السابق تناولنا كيفية تقدير معالم المجتمع من خلال بيانات العينة
سنتناول كيفية اختبار فرضيات موضوعة حول معالم مجتمع أو أكثر. يحتاج الدارس أحيانا في مرحلة ما من بحثه  1الفصل

ص المجتمع المدروس. من أمثلة ذلك: اختبار فرضية بخصوص معدل الدخل في منطقة إلى اختبار فرضية أو أكثر بخصو 
 معينة، اختبار فرضية نسبة شفاء لدواء معين، ... يتم ذلك بصياغة فرضية عن المجتمع المدروس (أو المجتمعات المدروسة)

بيانات عينة (أو أكثر) عشوائية  ذلك من خلالو  من ثم محاولة الحصول على دليل إحصائي ينفي أو يثبت هذه الفرضيةو 
نعتمد في إثباتها أو رفضها على خصائص و  بسيطة. تخص الفرضية أحد معالم المجتمع كالمتوسط، النسبة أو التباين،

 إحصائية معاينة مختارة. من أجل ذلك يعتمد هذا الدرس، كما هو الحال بالنسبة لدرس التقدير، على درس المعاينة.
 

 اختبار المتوسط .1 المبحث

 لمتوسطثنائي الاتجاه لختبار الا
 لمتوسطأحادي الاتجاه لختبار الا

 كمقدر لتباین المجتمع في اختبار المتزسط Sاستخدام 
 tاختبار المتزسط باستخدام توزیع 

 
يؤكد اختبار المتوسط و  )، مثل متوسط الدخل، متوسط وزن منتج معين، ..µيتناول هذا الاختبار متوسط المجتمع ( 

ثم نستخدم التوزيع  mللقيام بالاختبار نستخرج عينة عشوائية نحسب فيها المتوسط  و .µ0ه لقيمة ما فرضية مساوات
 .  µ0لقياس قرب أو بعد هذه القيمة من  mالاحتمالي ل 

 اختبار ثنائي الاتجاه للمتوسط.   1
جه، ولتكن القيمة الافتراضية لنتناول هذا المثال: نريد اختبار فرضية حول متوسط دخل الطالب في السنة الأولى من تخر 

تحديد الفرضيات، تحديد قاعدة القرار، حساب دج كمتوسط للدخل الشهري. نحتاج إلى الخطوات التالية: 15000هي 
 القيمة الجدولية للمتغيرة، حساب القيمة  الفعلية للمتغيرة، اتخاذ القرار.  

  البديلة):و  (الصفرية تحديد الفرضيات )أ (
↔ H1 : µ ≠ µ0    H0 : µ = µ0 

ن الجزئين سوف يؤدي تضمن البرنامج فصلين حول موضوع اختبار الفروض، الأول مفاهيم أساسية والثاني تطبيقات اختبار الفروض؛ غير أننا نرى أن الفصل بين هذي  1
الثاني. لذلك فسوف نخوض  المبحثة بمعزل عن التطبيقات أي بمعزل عن بنود إلى تكرار التطرق للمفاهيم الأساسية. من جهة أخرى، يصعب شرح المفاهيم الأساسي

 الأول. المبحثالثاني، أي جزء التطبيقات، وفي أثنائه سنتطرق إلى المفاهيم المذكورة في  المبحثمباشرة في 

                                                 



 و تطبیقاتھامفاھیم اختبارات الفروض   الفصل التاسع 

في هذه الحالة و  RHoنكتب و  يؤدي الاختبار إما إلى رفضهاو  أو فرضية العدم، الفرضية الصفرية H0تسمى الفرضية 
هي في هذه الحالة و  µهي القيمة الافتراضية ل  R’H0 .µ0نكتب و  أو المعاكسة أو عدم رفضها الفرضية البديلةنقبل 

 يلي: لذلك نكتب الفرضيات كما 15000
↔ H1 : µ ≠ 15000    H0 : µ = 15000 

 يمكن استخدام الخاصية، وفي هذه الحالة (µ0 = m)محددة بناءا على بيانات عينة عشوائية بسيطة  µ0عادة ما تكون 
 m ~ N(µ, σ²/n)  لاجراء الاختبار، حيث أنه تحتH0 : فإن   m ~ N(µ0 , σ²/n)  

 فمثلا : µ0ا من قريب إلى درجة م mمما يعني معلومية احتمال أن يكون 
P(µ0 – 1.64(σm) ≤ m ≤ µ0 + 1.64(σm)) = 0.90 
P(µ0 – 1.96(σm) ≤ m ≤ µ0 + 1.96(σm)) = 0.95 
P(µ0 – 2.58(σm) ≤ m ≤ µ0 + 2.58(σm)) = 0.99 

 وبصفة عامة نكتب: 
P[µ0 – z1-α/2(σm) ≤  m  ≤ µ0 + z1-α/2 (σm)] = 1-α 

   :أو حسب الكتابة الأكثر شيوعا

α
σ

µ
αα −=≤

−
≤− −− 1)( 2/1

0
2/1 z

µ
zP

µ 
 حيث:

 (m - µ0)/σm ) :هي المتغيرة المعيارية ل متغيرة القرار (m  نرمز لها ب وzc حيث ،z ~ N(0, 1)    . 

 σm   :تحدد كما يلي σm= σ/√nأو   في حالة المعاينة بالإرجاع)n ≤ 0.05N ( و 
1−

−
=

N
nN

nm
σσ 

 في الحالة المعاكسة. 

 1 - α/2  المساحة على يسار :z . 

 n .حجم العينة : 

نقبل بالتالي الفرضية و  ، أن نرفض الفرضية الصفرية التي حدد على أساسها هذا المجالα-1ال خارج المج mيمكن إذا كان 
 البديلة.

 تسمى هذه (الخطة) قاعدة القرار.

  تحديد قاعدة القرار  )ب (

، كما  )1(أنظر الشكل  الاتجاه اختبار ثنائيالذي بين أيدينا، وهي قاعدة  تكتب قاعدة القرار في المثال 
 يلي:
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[ ]







−∉

−
= −−

.sinon

.;

0

2/12/1
0

0

HR

zzXzsiRH
X

c ααs
µ

 

وأ 

  







>

−
−

.sinon

.

0

2/1
0

0

HR

z
X

siRH
X

αs
µ

 

 
 منطقتي القبول و الرفض في حالة قاعد القرار الثنائية  23 رسم 

 mصــحيحة بينمــا تقودنــا قيمــة  H0فقــد تكــون الفرضــية  تتضــمن هــذه الخطــة مخــاطرة تتمثــل في الوصــول إلى قــرار خــاطىء:
 ،P(RH0 / H0) = α   ، ويكتب :α احتماله و  ،من النوع الأولالخطأ المحصلة إلى رفضها، ويسمى هذا 

 :  يكتبو  α -1احتماله و  الخطأ من النوع الثانيفيما هي خاطئة، ويسمى هذا   H0إلى قبول mو قد تقودنا قيمة 

P(R’H0 / H1 ) = 1-α 
الخطأين معا إلا بزيادة  و يمكن تقليص احتمال أحد الخطأين على حساب الثاني، ولكن لا يمكن تقليص احتمال كلا

 حجم العينة.  

 P(R’H0)فيما يقيس احتمال قبولها ) 2(أنظر الشكل قوة الاختبار  P(RH0)و يقيس احتمال رفض الفرضية الصفرية 
 .  µالحقيقية ل يتوقف كلا الاحتمالين على القيمة و  .)2(أنظر الشكل  فعالية الاختبار

 

z 

RH0 RH0 
R’H0 

-z1-α/2         0         z1-α/2 

µ0-z1-α/2(σm)         µ0         µ0+z1-α/2(σm) 

1-α 

 
   µ0   

  

P(RH0) 

α 

1 

µ0    µ 

P(R’H0) 

1-α 
1 

 
 منحنى الفعالیة    (1)   25 رسم

منح       

  منحنى القوة  (2)
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  :الجدولية zحساب  )ج (

) %5 في حالتنا (اختبار ثنائي بمستوى معنويةو  حيث، وهي المشار إليها في قاعدة القرار (الشكل الثاني)، ztيرمز لها ب و 
: 

zt = z1-α/2 = z1-0.05/2 = z1-0.025 = z0.975 

 .   z0.975 = 1.96ومن الجدول نجد أن 

  :الفعلية  zحساب  )د (

 (أنظر قاعدة القرار الشكل الأول) : mيارية ل هي المتغير المعو  zcيرمز لها ب و 

33.5
100/1500
1500158000 =

−
=

−
=

X
c

X
z

σ
µ

 

 :القرار  )ه (

أي أن متوسط دخل  H1ونقبل   zc > ztلأن  H0في حالتنا نرفض و  حسب قاعدة القرار. H0نقرر قبول أو رفض 
 دج. 15000الخريج حديث التوظيف ليس 

 الاختبار أحادي الاتجاه للمتوسط. 2

أكبر تماما أو أصغر تماما و  رضية البديلة التي هي عدم مساواة في الاختبار الثنائييتميز الاختبار الثنائي عن الأحادي في الف
 (حسب الحالة) في الاختبار الأحادي، وهذا يترتب عليه تغيير في قاعدة القرار.

 الاختبار أحادي الاتجاه من اليمين.  )أ (

دج أم أكثر 15000توسط الدخل للخريج لنرجع إلى المثال السابق مع تغيير محدد هو أننا نريد اختبار ما إذا كان م
 (اختبار من اليمين).

 H1 : µ > µ0    H0 : µ = µ0 ↔   الفرضيات : -أ

 H1 : µ > 15000    H0 : µ = 15000 ↔   : لذلك نكتب  µ0 = 15000في هذه الحالة 

      : قاعدة القرار -ب







>

−
−

.sinon

.

0

1
0

0

HR

zXsiRH
X

αs
µ

 

  zt = z1-α = z1-0.05 = z0.95    :) %5(اختبار على اليمين بمستوى معنوية  الجدولية: zحساب  -ج

    z0.95 = 1.645      ومن الجدول نجد أن

33.5            :الفعلية  zحساب  -د
100/1500
150015800

/
00 =

−
=

−
=

−
=

n
XX

z
X

c σ
µ

σ
µ
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إنما و  دج15000أي أن متوسط دخل الخريج حديث التوظيف ليس  H1ونقبل   zc > ztلأن  H0: نرفض القرار -ه
 هو أكبر.

 الاختبار أحادي الاتجاه من اليسار   )ب (

نريد أن نختبر ما إذا كان متوسط الدخل مساوي أم أقل من و  دج14200نفترض أن متوسط العينة كان و  ثالنانعود إلى م
 دج.15000

 H1 : µ < 15000    H0 : µ = 15000 ↔   الفرضيات : -أ

     قاعدة القرار: -ب








−<

−
−

.sinon

.

0

1
0

0

HR

zXsiRH
X

αs
µ

 
  ) :% 5: (اختبار على اليسار بمستوى معنوية الجدولية zحساب  -ج

 = -1.645  zt = - z1-α = - z1-0.05 = -  z0.95 

33.5  الفعلية:  zحساب  -د
100/1500
150014200

/
00 −=

−
=

−
=

−
=

n
XX

z
X

c σ
µ

σ
µ

   

 دج .15000أي أن متوسط دخل الخريج حديث التوظيف أقل من  H1ونقبل   zc < ztلأن  H0: نرفض القرار -ه

 في اختبار المتوسط. σكمقدر ل   Sاستخدام  3
نحتاج بالتالي إلى استخدام و  اف المعياري مجهولامعلوم، في الواقع غالبا ما يكون الانحر  σفي الأمثلة السابقة افترضنا أن 

 (أنظر درس التقدير)، حيث نعوض العبارة σm) عند حساب Sالانحراف المعياري للعينة (

  σm = σ/√n         1 ب−
=

n
S

mσ
n أو   

S
m

'
=σ

 
 = Sعينة : في المثال السابق نفترض أن الانحراف المعياري للدخل الشهري للطالب مجهول، لكن الانحراف المعياري للمثال

 دج؟15000. كيف يمكن اختبار ما إذا كان الدخل الشهري أقل من  1600

 الخطوات أ، ب ، ج تبقى بدون تغيير. 

97.4 :الفعلية  zحساب  -د
99/1600

150014200
1/

00 −=
−

=
−

−
=

−
=

nS
XX

z
X

c
µ

σ
µ

 

إنما و  دج15000أي أن متوسط دخل الخريج حديث التوظيف ليس  H1ونقبل   zc < ztلأن  H0: نرفض القرار -ه
 هو أقل.

 بار المتوسط.في اخت tاستخدام التوزيع  4

 لدينا :  (الانحراف المعياري للمجتمع) مجهولا، لا يمكن استخدام التوزيع الطبيعي، ولكن σو  n< 30في حالة 
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1~
1/ −

−
−

nt
nS

X µ

 ) : H0  )µ = µ0و تحت  
1

0 ~
1/ −

−

−
nt

nS
X µ

 
 يمكن إذا استخدام التوزيع ستيودنت (بشرط أن يكون توزيع المجتمع طبيعيا أو على الأقل جرسي الشكل) .

 تبعا لهذا التغيير فتكتب في حالة الاختبار الثنائي كما يلي: و تتغير قاعدة القرار 








>

−

−
−−

.sinon

.
1/

0

2/1;1
0

0

HR

t
nS

X
siRH n α

µ

 

 في حالة اختبار من اليمين:






>

−

−
−−

.sinon
1/

0

1,1
0

0

HR

t
nS

X
siRH n α

µ

 

في حالة اختبار من اليسار:
 








−<

−

−
−−

.sinon
1/

0

1;1
0

0

HR

t
nS

X
siRH n α

µ

 

 خلاصة 5

  :خطوات متتالية وهي 5يتم اختبار الفرضيات من خلال 

  الفرضيات (الصفرية والبديلة)تحديد 

 تحديد قاعدة القرار  

  للمتغيرة الجدوليةالقيمة حساب 

  القيمة الفعلية للمتغيرةحساب 

  القراراتخاذ. 

تتحدد كيفية إتمام كل خطوة حسب طبيعـة الاختبـار (ثنـائي أو أحـادي الاتجـاه)، حسـب طبيعـة المجتمـع و طبيعـة و حجـم 
 العينة، ... و تسخدم في ذلك نظريات توزيع المعاينة.

 واختبار التباین اختبار النسبة   .2 المبحث

 اختبار النسبة
 ناختبار التبای

 اختبار النسبة   1

)، حيث يؤكد الاختبار أو ينفي صحة فرضية معينة pيتعلق هذا الاختبار بنسبة مفردات المجتمع التي تتصف بخاصية ما (
 H0 : p = p0  : وتكتب الفرضية كما يلي  p0. يرمز للقيمة الافتراضية ب  pبخصوص قيمة 

 ). 6(أنظر توزيع المعاينة للنسبة : نظرية النسبة في العينة  ’pللقيام بالاختبار نستخدم خصائص 
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n
pqppE pp === '' ²;)'( σµ

 
 لابلاس) -(نظرية موافر   n ≥ 30   :(p, σp') p’ ≈ Nعند 

: H0تحت و  استنادا إلى هذه الخصائص
 











≈

n
qppNp 00

0 ;'
 

 و من ثم يمكن تحديد قاعدة القرار بحسب طبيعة الاختباركما يلي:

في حالة الاختبار الثنائي:
  
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في حالة اختبار من اليمين:
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 حالة اختبار من اليسار: في     
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 70تقدر الدوائر الرسمية نسبة المتخرجين الجامعيين الذين يحصلون على عمل في السنة الأولى التي تلي تخرجهم ب  مثال:

. كيف يمكن اختبار ما  % 67طالب أن نسبة الحصول على عمل  900. وجدت دراسة أجريت على عينة من  % 
 .% 5حة أم مبالغ فيها، بمستوى معنوية إذا كانت النسبة الرسمية صحي

H0 : p = 0.70 ↔ H1 : p <  0.70 

64.134.196
900/)3.0(7.0
7.067.0

/
'

05.01
00

0 −=−<−≅
−

=
−

−z
nqp

pp

 
 . H0ومنه نرفض الفرضية 

 اختبار التباين 2

 لاختبار صدقية فرضية بخصوص قيمة تباين مجتمع ما، 
H0 : σ² =σ0²   ↔ H1 : σ² = σ0² 

نستعمل المقدر غير المنحاز
1

)²(
²ˆ

−

−
= ∑

n
XX

S i i) حيث في حالة العينة الكبيرة .n ≥ 50 ن الأحوال) ، في أحس

فإن H0وتحت 
 

4
44

04

2
0 )().1.0(

/)(

²ˆ
µµ

σµ

σ
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 هو العزم المركزي من الدرجة الرابعة. وبهذا الشكل تكتب قاعدة القرار للاختبار الثنائي كما يلي:  µ4حيث 
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 رنة بین مجتمعینااختبار المق .3 المبحث

 اختبار تساوي متوسطي مجتمعین
 اختبار تساوي تبایني مجتمعین

 
سنركز هنا على متغيرة القرار، إذ و  ... أو التباين لكل منهما توسطالميتناول هذا الاختبار مقارنة بين مجتمعين من خلال 

 الخطوات الأخرى على ضوء ما سبق.من السهل على الطالب استنتاج كيفية إتمام 

  اختبار تساوي متوسطي مجتمعين 1

الغرض من الاختبار هو تأكيد أو نفي تساوي متوسطي مجتمعين من خلال عينتين عشوائيتين بسيطتين مستقلتين. تكتب 
  H0 : µ1 = µ2  ↔   H1 : µ1 ≠ µ2  الفرضيات (في حالة الاختبار الثنائي)كما يلي:

للطالب استنتاج قاعدة القرار)، ترك بحسب الحالة (ن  ’Tأو  Tنعتمد في الاختبار على متغيرة القرار قرار لتحديد متغيرة ال
 حيث نميز بين حالة كون تباينا المجتمعين معلومين وحالة كون تباينا المجتمعين مجهولين.

 تباينا المجتمعين معلومين )أ (
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. وجدنا النتائج 21حجم الثانية و  18: نسحب من مجتمعين طبيعيين متساويي التباين عينتين حجم الأولى مثال
 التالية:

 m1 = 81, m2 = 76, S²1 = 9, S²2 = 8.   كيف يمكن اجراء اختبار تساوي متوسطي المجتمعين بمستوى معنوية
5 % . 

H0 : µ1 = µ2   ↔ H1 : µ1  ≠   µ2 
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 مجتمعين ياختبار تساوي تباين 2

 الغرض من الاختبار هو تأكيد أو نفي تساوي تباينا مجتمعين من خلال عينتين عشوائيتين بسيطتين مستقلتين.

  H0 : σ²1 = σ²2  ↔  H1 : σ²1  ≠ σ²2  لة الاختبار الثنائي)كما يلي:تكتب الفرضيات (في حا

 طبيعيين أم غير ذلك. بحسب الحالة، حيث نميز بين حالة كون المجتمعين  ’Tأو  Tنعتمد في الاختبار على متغيرة القرار 

 طبيعيين  مجتمعين )أ (

     الحالة العامة:  -1   

1;12
2

2
1

21
~ˆ

ˆ
' −−= nnF

S
ST

 
    n1 , n2 ≥ 30في حالة   -2

)1;0(
1

1
1

1
2
1/ˆ

ˆ
ln

2
1

21
2
2

2
1 N

nnS
ST ≈








−

+
−










=

 

  (n1, n2 ≥ 50)عين ما مجتم  )ب (
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 µ4في حالة       -2

(1)
 ; µ4 

(2) 
 . m4ب   µ4غير معروفين : نعوض   

 . وجدنا النتائج التالية: 21حجم الثانية و  18نسحب من مجتمعين طبيعيين عينتين حجم الأولى : مثال 

m1 = 81, m2 = 76, S²1 = 9, S²2 = 8.   يمكن اجراء اختبار تساوي متوسطي المجتمعين بمستوى معنوية كيف
 ؟ % 5

H0 : σ²1 = σ²2   ↔ H1 : σ²1  ≠   σ²2 
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S’²1 = S²1 * n1 / (n1-1) = 9 (18)/17 ≈ 9.53 ;  S’²2 = S²2 * n2 / (n2-1) = 8 (21)/20 = 8.4 
 S’²1 / S’²2 ≈ 1.135 ; F0.05 ;17 ;20  ≈ 2.17 

T < Fα  ; n1-1 ;n2-1  => R’H0 

 

 التجانسو اختبار الاستقلال   .4 المبحث

 اختبار التجانس
 اختبار التعدیل

  اختبار التجانس 1

 pi∑حيث   piنسبة تحقق كل منها في المجتمع   ،من الخصائص المتنافية kنفترض أن لدينا عددا و  لنعد إلى اختبار النسبة،

  . نريد اختبار فرضية تساوي هذه النسب:1 =
pi ≠ pi0    H0 : pi = pi0   (i = 1, 2, . . . k ) ↔ H1 : 

 .)على الأقل غير مساوية للقيمة الحقيقية  pi0إحدى النسب النظرية (الفرضية البديلة هي أن 

 ) . إذا تحققت الشروطni: لإنجاز الاختبار نستخرج عينة نحسب فيها عدد مرات تحقق الخصائص ( متغيرة القرار 

n ≥ 30    ،pi0 ≥ 1      من الحالات  % 80 على الأقل فيوnpi0 ≥ 5     : نبرهن أن 

2
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i
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T χ
 

 ار التعديل باخت 2

تستخدم هذه الطريقة أيضا لاختبار تعديل توزيع معين بتوزيع آخر، وفي هذه الحالة نقارن بين تكرارات العينة (التكرارات 
 ، حيث تصاغ الفرضيات كما يلي : ni0 وتكرارات افتراضية  niالحقيقية) 

 :ni   H0: ni = ni0   (i = 1, 2, … k) ↔ H1 الحقيقيتكرار غير مساوية لل  ni0النظرية  كراراتتعلى الأقل إحدى ال

2
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0

0 )²(
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−
= ∑ mki

i

ii

n
nn

T χ
 

m  .عدد من معالم من المجتمع المقدرة انطلاقا من بيانات العينة لتحديد التكرارات النظرية 
حول شعبيتهم كما  % 5ية ج. نريد اختبار فرضية بمستوى معنو و  مرشحين: أ، ب 3يتقدم إلى انتخابات معينة : مثال
 يلي: 

H0 : p1 = 0.4, p2 = 0.35, p3 = 25 
 .  95، 135، 170ناخب فكان توزع فئات المساندين على التوالي :  400أجري استجواب ل 

 . npi0 ≥ 5من  % 80أكثر من و  ،    npi0 = 160, 140, 100 ≥ 1، الأعداد الافتراضية n = 400 ≥ 30لدينا 

05.1
100
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i

ii
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Χ²2 ; 0.95 = 5.99 > 1.05 => R’H0 .  
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