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 الفصل الثاني

دة  حل مسائل تحليل الإجهادات باستخدام أسلوب العناصر المحدَّ

(Solution of Stress Analysis Problems Using Finite 

Elements Method)  
 يمكن تلخيص خطوات الحل في خمس خطوات أساسية:

 تعريف شبكة العناصر المحددة:  2.1

(Definition of the finite element mesh ) 

اعتماداً على المسأأأأأأأيلة التي ,يسدسوا  سأأأأأأأيكون من المواسأأأأأأأب تمسسأوا كخ  أو  ات , دسن أو 

 ثلاث أ, اد.

 (Selection of the displacement modelاختيار نموذج الإزاحة: ) 2.2

 أحكاماً م سوة:سجب أن تقابل الدالة التي ستم اختياروا لوصف ومو ج الإأاحة ل وصر ما 

 Number of terms in theأ/ عدد الاصأأأأأأأطلاحات أو ال واصأأأأأأأر في المتسأأأأأأألسأأأأأأألة:  

series). 

عدد الاصأأأأطلاحات أو ال واصأأأأر في المتسأأأألسأأأألة التي ستم اختياروا سجب أن يسأأأأاو  ال دد 

(  الأأأأأأدوران nodal displacementالإأاحأأأأأأة ال قأأأأأأديأأأأأأة   .i.eالكلي لأأأأأأدرجأأأأأأة الحر أأأأأأة  

 rotation ال  (  الاوفstrain.)) 

 ((Compatibilityب/ الاوسجام:   
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الدالة التقر بية و, ض مشتقاتها التفاضلية سجب أن تكون متصلة خلال ال وصر و جب أن 

 يكون ووالك اوسجام بسن ال واصر المتجاورة.

( وو ومو ج الإأاحة ال,سأأأأأأأأأأي   ليس ,ي اوف ال( سليي في rigid bodyالجسأأأأأأأأأأم الجاسأأأأأأأأأأ   

ت الاوف ال  وعليي فإنَّ الدالة التي ستم اختياروا سجب أن تكون قادرة ال,سأأأأأأأأأأأأأأاطة ومو ج ثاب

 على تمثسل و سن الشرطسن.

( واصأأأأطلاحات constantsو ا ستضأأأأمن أنَّ تمثسل متسأأأألسأأأألة القدرة سجب أن سبدأ بثوابت  

 (.linear termsخطية  

 صياغة معادلة الكزازة المتقطعة:  2.3

(Formulating the discrete stiffness equation) 

فإنَّ توأ ع الاوف ال خلال ال وصأأأأأأر الفرد  وت, اً  Qعلى أسأأأأأأاس ومو ج الإأاحة المفترض 

 ل لك طاقة الوضع الكلية للتقر ب المتقطع يمكن تحدسدوا من 

  a                     )   eeUUV 

 = طاقة الاوف ال الكلية. Vحسث  

       U .طاقة الاوف ال لل وصر = 

       .طاقة الاوف ال للأحمال المسلطة = 

  b                        ) n321 a,,a,a,avV  

n321حسث  a,,a,a,a  .وي إحداثيات الإأاحة 

 للاتأان فإنَّ  لك يقود لم ادلة الكأاأة التالية  dv = 0بوضع الشرط 
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  c                                      )    Qak  

 (Solution of the stiffness equationsحل معادلات الكزازة:  ) 2.4

تكون متماثلة وغال,اً  [k]( ,الطر قة الم يار ة للمصأأأأأأأأأأأأأأفوفات الجبر ة. cستم حل الم ادلة  

 ال دسد من عواصروا يساو  صفر.

 (Symmetric matrix)   المصفوفة المتماثلة:

 A TA =( تُسمي متماثلة إ ا كاوت n×nمصفوفة  

 كمثال 









































723

221

315

723

221

315

A؛AAT 

جهاد العنصر:    2.5  تحديد انفعال وا 

(Determining the element strain and stress) 

عودما ستم تحدسد ومو ج الإأاحة فإوَّي من السهولة ,مكان حساب اوف ال ال وصر من ومو ج 

الإأاحة بإسأأأأأأأأأأأأأأتخدام علاقة الإأاحة / الاوف ال. ويمكن الحصأأأأأأأأأأأأأأول على الإجهادات عودوا 

 (.Hook's lawبواسطة قاوون ووك  

 (:1مثال ) 2.6

دة لقضسب م رَّض لحمل شد:  صياغة إأاحة ال واصر المحدَّ

 Displacement finite element formulation for bar extension) 

 ( أدواه.2.4اد  محور الحمل كما موضح في الشكل  اعتبر قضس,اً مسلو,اً أح
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 (2.4شكل )

دة:  الخطوة الأولي وي ت ر ف ش,كة ال واصر المحدَّ

( أدواه. 2.5في و ه الحالة فإنَّ التقسيم وو ترتسب خطي لل واصر كما موضح في الشكل  

و رف من ميكاويكا المواد أن التشأأوه  ترسر الشأأكل( ,اعت,ار أن المسأألوب قاسأأي ي تمد على 

 للمقطع ال رضي. u(x)الإأاحة المحور ة 

 

 
 (2.5شكل )

  2و 1( كأأأأأأأأأأأأأأأأأأأأأأ External nodesلخارجية  ووُ ل ِّم مواضع ال قد ا eويخ  عوصراً ومو جياً 

 ( أدواه.2.6كما وو واضح في الشكل   xوالإحداثي الموض ي لل وصر 
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 (2.6شكل )

( ستم تحدسده ,الإأاحة ال قدية deformationوعلى المقياس الموضأأ ي  فإن ترسر الشأأكل  

element nodal displacement )eلل وصر  

1

e

2 uوu. 

التالية وي اختيار ومو ج إأاحة لل وصأأر. من دراسأأتوا لميكاويكا المواد فإووا و لم أنَّ الخطوة 

(. non-linear fashionالاوف ال ستفاوت على طول القضسب المسلوب , لاقة لا خطية  

 يمكن كتابتها كالآتي: uوعليي فإنَّ دالة 

  1             )       axf
a

a
xxaaxu e 










1

0

10 1 

 ( كالآتي:1يمكن كتا,ة الم ادلة   x = Lو x = 0( عاليي وبوضع 2.6,الرجوع للشكل  

  2                                 )

























1

0

2

1

1

01

a

a

Lu

u
e

e

 

 ويمكن ت,سيطها كالآتي 

  3                                         )    aAu
e
 

 موضع القاوون  aبج ل 

                            e
uAa

1
 

 ( 1,الت ويض في الم ادلة  
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 4                                 )     ee uAxfxu
1

)(


 

 في و ه الحالة  

                                                 













LL

A
11

1 01 

 ( 4من الم ادلة  

                               



















e

e

LL

e

u

u
xxu

2

1

11

01
1 

 يمكن القول أنَ 

 5              ) 

























e

e

e

u

u

L

x

L

x
xu

2

11 

 6              )      









e

2

e

1
21

e

u

u
xNxNxu;   أو 

 الخطوة الثالثة وي الحصول على الاوف ال وطاقة الاوف ال لل وصر:

 7                    )    uBu
dx

dN

dx

du e
e

الاوف ال   

 في و ه الحالة 

  8                             )

















e

e

u

u

LL
2

111
الاوف ال   

 ( Hook's Lawمن قاوون ووك   

                                                         E 

 حسث يمكن كتا,ة صورتها ال امة الآتي 

 9                                       )     E 

,ما أنَّ 
A

F
     

x

L




  
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                                         LFU 
2

1
طاقة الاوف ال   

                dxAEdxA 2

2

1

2

1
  

 طاقة الاوف ال المختأوة في ال وصر كالآتي:يمكن كتا,ة 

                                   dVEU e 2

2
1  

 10              )   dVE  '
2
1

 

 ( 10( و  7من الم ادلتسن  

                            dVuBEuBU eete '
2
1

 

 11      )        etee udVBEBuU 



2
1 

جراء التكامل وحصل على بتقسيم حاصل   ضرب المصفوفة وا 

 12                            )     eeee ukuU



2
1 

 13                           )       dVBEBk
te 

( ووي مصأأأأأأفوفة element stiffness matrix= مصأأأأأأفوفة كأاأة ال وصأأأأأأر   e[k]حسث 

 ( 2×2متماثلة ,الرت,ة  

  14            )                           euUطاقة الاوف ال الكلية   

  15                          )    

 
 

  

























n

e

u

u

u

uu


2

1

   إج ل ~

 وأيضاً إج ل 
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  16                      ) 
 

 

  



















n
k

k

k

K





2

1

0

0

~ 

 ( 12 ( والم ادلة 15( يمكن كتابتها كالآتي من الم ادلة  14الم ادلة  

  17                              )    uKuU
t ~~~

2
1 

 وي ليست مطلقاً مستقلة.e{u}والآن عواصر 

 
2

2

1

1

2 uuu  
3

3

1

2

2 uuu  
            ⁞ 

etc.           
 عليي يمكن كتابتها كالآتي 

  18                 )
 
 

 

 
 

  









































































n
nn u

u

u

C

C

C

u

u

u



2

1

2

1

2

1

 

  19                          )    ucu ~  أو 

 ( 17,الت ويض في الم ادلة  

  20          )       uCkCuU
tt ~

2
1 

  21                   )    ukuU
t

2
1   أو 

                                      CkCk
t ~

حسث   

 للأحمال المط,قة يمكن الحصول علسها من: والآن  طاقة الاوف ال
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  22            )  11  npupu 

 عموماً يمكن كتابتها كالآتي:

  23                     )   Xu
t

 

 (External applied forces= القو  المسلطَّة خارجياً   Xحسث 

 لل وصر + طاقة الاوف ال للأحمال المسلطَّةطاقة الاوف ال الكلية = طاقة الاوف ال 

  24                )        xuukuV
tt


2
1 

   عليي δV = 0للاتأان  

 25                        )        0 xuku
t

 

 26                                     )    xuk  

 للجسم التقر بي المجمع.و ه وي م ادلة الاتأان المطلو,ة 

 (:2مثال ) 2.7

ح 2.7ل وصر قضسب مسلوب مسلَّ  عليي حمل محور  فق  كما في الشكل   ( أدواه  وض ِّ

 أنَّ مصفوفة كأاأة ال وصر ت طي ,ال لاقة التالية:

  













11

11

L

EA
k

e 

 = م اسر سووق للمرووة. Eحسث 

    A .مساحة المقطع ال رضي لل وصر = 

     L .طول ال وصر = 

 أيضاً   أحسب متوس  الاوف ال والإجهاد للقضسب.
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 (2.7شكل  

 الحل:

م القضسب إلي عوصر ن   قس ِّ

 افترض أنَّ دالة الإأاحة وي 

                                 xaaxue

10   

 1                )   









1

0
1

a

a
xxu e أو    

  x = L و  x = 0عودما 

                            

























1

0

2

1

1

01

a

a

Lu

u
e

e

  

                         




























e

e

u

u

La

a

2

1

1

1

0

1

 أو  01

 2              )



















e

e

LL u

u

2

1

11

01 

 ( 1( في الم ادلة  2عو ِّض عن الم ادلة  
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                     



















e

e

LL

e

u

u
xxu

2

1

11

01
1 

                

























e

e

u

u

L

x

L

x

2

11 

  3     )      









e

e

e

u

u
xNxNxu

2

1

 أو   21

                      
 e

e

u
dx

dN

dx

xdu
الاوف ال   

   4 )  e
uB                           

                                    

















e

e

u

u

LL
2

111
 

 من قاوون ووك 

                                                E 

 والآن  طاقة الاوف ال المختأوة في ال وصر يمكن إعطاؤوا كالآتي:

                                       dVEU

L

e 2

2
1

0

 

 5                      )    dvE
t

 2
1 

 (  5  ( و4من الم ادلتسن  

                              dVuBEuBU
eete

t

 2
1 

 6         )        ettee udVBEBuU 
2
1 

 بإجراء التكامل وحصل على 

 7                        )     eetee ukuU
2
1 

 وي مصفوفة كأاأة ال وصر  e[k]حسث 
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 بوضع   

 8                       )      
L

te
dVBEBk

0

 

  dxAE
LL

L

L

L 11

0

1

1









  

  dxA
L

E
L

 









0

2
11

1

1 

dx
L

EA
L

 













0

2 11

11 

                            Lx
L

EA
02 11

11












 

 9                          )













11

11

L

EA 

 (:1اعتبر ال وصر  

 
                                














11

11
11

L

EA
k 

   حسث 1A( = 1مساحة المقطع ال رضي لل وصر  

                    
000

4

5

2

3

2

1
AAA 








 
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 الكتب والمراجع

 الكتب والمراجع العربية:

"   جام ة محاضرات التصميم ,مساعدة الحاسوب ةأسامة محمد المرضي سليمان   "م كر د. . 1

  م.1998ديسمبر لوسل   كلية الهودسة والتقوية   قسم الهودسة الميكاويكية  اواد  

في  (F.E.M)م كرة محاضأأأأرات أسأأأألوب ال واصأأأأر المحددة   "بروفيسأأأأور محمود يس عثمان. 2

"   جام ة واد  لوسل   كلية الهودسأأأأأأة والتقوية   قسأأأأأأم الهودسأأأأأأة حل مسأأأأأأاال ميكاويكا المصأأأأأأمتات

  م.1990مارس الميكاويكية  
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 نبــذة عــن المــؤلـف:

 

أسأأأأامة محمد المرضأأأأي سأأأأليمان وُلِّدَ ,مدسوة عطبرة ,السأأأأودان في 

م. حأأاأ على دبلوم ووأأدسأأأأأأأأأأأأأأأأة ميكأأاويكيأأة من كليأأة 1966ال أأام 

ل أيضأأأاً 1990عطبرة في ال ام  –الهودسأأأأة الميكاويكية  م. تحصأأأأَّ

على درجأأة ال,كأأالور وس في الهوأأدسأأأأأأأأأأأأأأأأة الميكأأاويكيأأة من جأأام أأة 

م   كما 1998الخرطوم في ال ام  –السأأأأودان لل لوم والتكوولوجيا 

حاأ على درجة الماجسأأأأأأأأأأأتسر في تخصأأأأأأأأأأأص ميكاويكا المواد من 

ل في ال ام م ودرجة الدكتوراه من جام ة واد  الوس2003عطبرة في ال ام  –جام ة واد  الوسل 

لأكثر من  م. قام ,التدر س في ال دسد من الجام ات داخل السأأأأأأأأأأأأأأودان  ,الإضأأأأأأأأأأأأأأافة لتيليفي2017

,اللرة ال ربية ول شأأأرة كتب ,اللرة الإوجلسأ ة ,الإضأأأافة لخمسأأأسن ورقة علمية موشأأأورة  اً كتا, ثلاثسن

لكل من ,حث تخرج  ثلاثمااةفي دور وشأأأأأأأأأأأر ومجلات عالمية إلى جاوب إشأأأأأأأأأأأرافي على أكثر من 

طلاب الماجسأأأتسر  الدبلوم ال الي  ال,كالور وس  والدبلوم ال ام. يشأأأرِّل الآن وسيفة أسأأأتا  مسأأأاعد 

جام ة واد  الوسل. ,الإضأأأافة ل ملي كاسأأأتشأأأار  ل, ض  -,قسأأأم الميكاويكا ,كلية الهودسأأأة والتقوية 

ة ورش الكمالي الورش الهودسية ,الموطقة الصواعية عطبرة. و ا بجاوب عملي كمدسر فوي لمجموع

يارات والخراطة ال امة وك,س خراطيش  ية لخراطة أعمدة المرافق واسأأأأأأأأأأأأأأطواوات السأأأأأأأأأأأأأأ الهودسأأأأأأأأأأأأأأ

  الهسدروليك.

 


