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 الباب

1 

 

 لـــــــــــــدوال الخاصــــــةا 

Special Functions 
 

                                                       لدوال الخاصة هي دوال شائعة الظهور عندد لدا الير دن مدا م دائا  ا
                                                          الرياضددد اا واسند دددةب وورعدددا دورا  هامدددا  ب اظرودددة و رودددا الددددوال  
                                                       بالإضافة إلى ذلك فإن الدوال الخاصة تمترك مدا اههداراا وايل داا 

                                              ئ ة ال ددر  عردا التي د ا وايات،دارب فهدي الد  و ده              الرياض ة الفا
                                                    بطرو ددددة رائعددددة ب و دددده ا الير ددددن مددددا ا  دددداباا العر  ددددة ال،ددددعية 
                                                       واهع ددد  وو دددي ةرو ددة داًددة ادددا  لتددوفن الوهدد  وا هددد  ب هدد ا 
                                                      اليدددان  دددن وي بدرا دددة بعددد  هددد م الددددوال الخاصدددة م دددا دوال ب تدددا 

(Beta Functions) ب ودوال اامددددا             (Gamma Functions) ب  
              مدا الندوا الول   (Bessel Functions)                     وك لك اددر  دوال ب  دا 

 Legendre)                         ك ددددناا لدددددود ل  ندددددر     ضددددا    و أ                والنددددوا ال ددددا ب و 

Polynomials)    وغنها        
                                                     نر ي الضوء عرا بعد  صدفا ا وا،ائ،دها وك ف دة ا دتادامها ب   

                      ب الواهد  فدإن دوال (Approximation Theory)              اظرودة الت رودا 
                                        مدددا هدددي إي ويرددداميما شددداذ  يتيردددا ل دددا ا با دددتاداي             ب تدددا واامدددا

          ب ن دددا (Closed Forms)                              ةدددرل التيرامدددا ب صددد غ رياضددد ة م ر دددة 
                                                     دوال ب  ددا وك ددناا لدددود ل  ندددر هددي عيددار  عددا دوال د ددة عددا 
                                                    لرددول مت ر دديما ال ددولا هعدداديا ب  ددا ول  ندددر التفاضددر ة مددا 

                الروية ال اا ة 
 

 

1.0    
 قدمةم
 

                                          هم دددة الددددوال الخاصدددة وب افدددف الوهددد  ايرت ددد  ك ف دددة          يردددي افهددد  أ ل
                                                         ا ،ددول عر هددا دعنددا ا دددي اه ددال التددانا لنتعتددا أانددا ب،دددد ل ددان 
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2 

 

              التيرامددددددا اهعتددددددا 
0

 
t

t e dt


−

 بالطيددددددغ فددددددإن دار  لعردددددد  التيرامددددددا                                  

                                                  يرت ددددد  أن هددددد ا التيرامدددددا تيردددددا ا ،دددددول عردددددا ه  تددددد  ا اودددددة 
                              زيء مددر  والددد   فددإذا أردد ل ددان                           با ددتاداي ةرو ددة التيرامددا بالت دد

2                     ال   ددة ا اوددة لرتيرامددا 

0

 
t

t e dt


−

   ف ددون ايرت دد  أن هدد ا وتدد وا                        

                                                       با ددتاداي ةرو ددة التيرامددا بالت ددزيء مددروي  وا ن عر ددك أن وتا ددا 
                                                     اليردد  والير دد  ا  ددايا والرياضددي اليريددن اهطرددون   ددان التيرامددا  

100

0

 
t

t e dt


−

الوهددد  وا هدددد الددد ي  دددون و دددت ره             ب بالإضدددافة إلى                               

                                                           ه ا الع ا ال ال  ب ا    ة إن مفهدوي الددوال الخاصدة بالن دية سد ا 
                                                         التيراما د  ك ا  نرلا د  ون تميرننا ما ل ان هد ا التيرامدا الادن 
                                                        ب ب  هولة وو ر ل ف س ا م  اب وب  ظة والد  ف دا  ب الواهد  

100   أن 

0

 99 !
t

t e dt


− =  دالة جاما".            هوي ما و  ا           با تاداي مف"             

 
 

 
 الــــــــة جاماد

Gamma Function 
)  َّ                            عرَّن دالة ااماب وورمز سا بالرمز    و   )x   عرا أنها التيراما ال اذ                       
 
 

(1.1) ( ) 1

0

      0
x t

x t e dt for x


− −=  

                                                            ا التيرامددا ال دداذ و دد ا د أوضددا  د ويرامددا أوورددر مددا النددوا ال ددا   هدد
( Euler Integral of the Second Kind )   

 
 

 تعريف
1.2 
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 صائص دالة جاماخ  1.1
Properties of Gamma Function 

 

     ً ولاً: أ
)الة ااما د )x  0هي دالة و ارب ة ليرا x    

0xوياعدوة ليرا و    
  ب (1.1)                                                  ا أن دالددة اامددا وعددرن عرددا أنهددا التيرامددا ال دداذ اهعطددا ب  بدد

  x    ليرددا   (Convergent Integral)                          ول ددأ أن هدد ا التيرامددا و دداريا 
0               ونت ي إلى الفتر   x        ب بعنى أا  وعطي هد   ل    دة                               (Real 

Values)   ول ف ماينهاوة ليرا                 x    0               ونت ي إلى الفدتر x    ب ب در       
1            واودالنهاوة 

0

lim

R
x t

R
t e dt

− −

→
 ب إذن فإن          ( )x   أوضا  ويرون و ارب ة                   

0    ليرددددددددددددا  x   1                   وبددددددددددددا أن التيرامددددددددددددا

0

x t
t e dt


− −

   وياعدددددددددددددي       

(Divergent  Integral)   0    ليراx  ب إذن فدإن الدالدة                 ( )x    أوضدا      
0x            وياعدوة ليرا     

     ً انياً: ث

 
 

 

 الاختزالية الأولى لدالة جاما ل،ور  ا

(First Recurrence Formula) 

0x                                    اياتزال ددددة الولى لدالددددة اامددددا ب لالددددة أن       ل،ددددور   ا    وعطددددا ب       
               ال،ور  الرياض ة

 

(1.2) ( ) ( )1      0x x x for x + =  
 

 نظرية
1.1 
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)     ا أن  ب ) 1

0

x t
x t e dt


− −=   1            ب إذن وبوضx      بدي    +

          ب نح،ا عراx   ما 

( )
0 0

1 lim

R
x t x t

R
x t e dt t e dt


− −

→
+ = =   

 بإاراء التيراما بالت زيء نح،ا عراو

( ) ( ) 1

0
0

1 lim

RR
x t t x

R
x t e e xt dt − − −

→

   + = − − −     
 

 با أنو 

( ) 00

0
lim lim

x xR
x t

RR R

R
t e

e e

−

→ →

     − = − +          

 

lim 0 0
x

RR

R

e→

  
= − + = 

  

 

 فإن ذنإ

( ) ( )1

0

1  
x t

x x t e dt x x 


− −
 

+ = = 
  
 

     ً الثا :ث
 

 
 
 

 

 

الة جاما تسمى"دالة المضروب"              د
(Factorial Function)  

      ب إذن (Positive Integer)                    هددو أي عدددد صددً   مواددا   n       ذا كددان  إ
    فإن

 

(1.3) ( )1 !n n + = 
 

 البرهان

 نظرية
1.2 
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     نعتا ل
( ) ( )1       0x x x for x + =  

 
 

              فإانا نح،ا عرا  n     مواا             أي عدد صً     x                  إذا وضعنا بدي  ما  ف
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 ! 1n n n n n n n   + = = − − = = 

)ل أ أن                    و  ) 1

0

1 1e dt


−= = 

)ذن فإن                      إ )1 !n n + = 
     ً ابعا :ر
                     ال اا دة لدالدة اامدا ب   (Recurrence Formula)                ل،دور  اياتزال دة  ا

;  0             لالدددة مدددا ويردددون    1, 2, 3, 4, ...x x  − − −     لددد ف   x         وب دددر  أن   −
                عددا  صً ًا  هي

 

(1.4) ( ) ( )
1

1 ;   0 ;  1, 2, 3, 4, ...x x x x
x

 = +    − − − − 
 

 

 

 (1.4)حصل على الصيغة الاختزالية ن

      ال دددددددددداذ                    َّ                  ا أن دالددددددددددة اامددددددددددا و عددددددددددرَّن عرددددددددددا أنهددددددددددا التيرامددددددددددا  بدددددددددد
( ) 1

0

x t
x t e dt


− −=  ب ول ددأ أن هدد ا التيرامددا وياعدددي إذا كددان                                     x  

,0                                         عددا  صً ًا   اليا  أو صفرا ب أي إذا كدان  1, 2, 3, 4, ...x = − − −   ب −
    لدد ف   x                                                    إذن فدديم تيرددا وعرودد  دالددة اامددا ب هدد م ا الددة  أمددا إذا كددان 

                                                            عددا  صً ًا   اليا ب وليرن  أها ما ال،فرب فهدا تيردا إدداد وعرود  
)           لدالددة اامددا  )x   ب هدد م ا الددةج لةاابددة عددا هدد ا الت ددا ل دعنددا                                        

0x                            ايدأ ك دا ورديا بدا أاد  ب لالدة     فدإن    ( ) ( )1x x x +       ب إذن =

 البرهان

 كيف !!
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0x                                          تيرددا ال ددول أن هدد م ال،ددور  دددا أن وعيرددف ب لالددة    لت،ددي      
)                        عا شيرا ال،ور  اياتزال ة  ) ( )

1
1x x

x
 =                      م الطرو ة نجدد +

   أن
1 1 1 1

1 2
12 2 2

2

  
− −     

= + = −     −     
 

            وضا  ارلا أنأ

5
2

5 1 5 2 3
1

2 2 5 2
  

     
− = − + = − −     

     −
 

3
2

2 1 3 2 2 1 4 1
1

5 2 5 3 2 15 2
  

 
        = − − + = − − − = −       

         −
 

 

                                              لرً،دددول عردددا ر ددد  منًدددنى دالدددة اامددداب دعندددا ايددددأ أوي        امساااا:  خ
)              بتفاضا الدالة  )x   فن د أن اه ت ة الولىب واه ت ة ال اا ة لدالة                                           

                   ااما هما عرا الترو ا
( ) ( ) ( ) ( )

21 1

0 0

ln   &   ln
x t x t

x t t e dt x t t e dt 
 

− − − − = =  

           فددددة عددددا ةرودددد                                         وضددددا تيرددددا ا ،ددددول عرددددا الخطددددو  الت ارب ددددة اهاتر أ
             ل ان النهاياا

( ) 1

0 0 0

lim lim
x t

x x

x t e dt
+ +


− −

→ →

= → ; 

( ) 1

0

lim lim
x t

x x
x t e dt


− −

→+ →+
= →  

)با أن و  ) ( )1 2 1 =  ب وذلك لن=

( ) 1 1

0
00 0

1
1 1

t t t

t
t e dt e dt e

e


  
− − − −= = = − = − =  ; 
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( ) 2 1

0
0 0 0

2 1
t t t t

t e dt te dt te e dt
  

− − − − −= = = − + =   

              ووادددد عردددا الهدددا   (Rolle's Theorem)          اظرودددة رول         ذنب ل دددا  إ
0      العدددددددد  1.4616x   ويرددددددون     بح ددددددأ      ( )0 0x                   ب الواهدددددد  فددددددإن =

( )1.4616 0.8856          ب وبا أن=
( )

( )
0

0

0     

0     

x x x

x x x





   


   

  

) ا أنك ) ( )( )  
21

0

ln 0          0,  
x t

x t t e dt x


− − =    ذن إ

فإن منًنى دالة ااما يحتوي عرا ا طة والد  ص رلا محر ة  
(MinimumLocal ب الفتر )0 x  +  عند الن طة

0 1.4616x   (1.1)ااظر شيرا  
 شكل 
1.1 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 ثالم
1.1  

)ل ا ا )1
2

 
  

4
x

( )x

04− 3− 2− 1− 321
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)     ا أن  بددددددد لحلا ) 1

0

x t
x t e dt


− −=   1              إذن وبوضددددددد

2
x         نح،دددددددا عردددددددا   =

( )
1
21

2
0

t
t e dt


− −=  2            ب ثم افرض أن

t y=ب إذن      

( )
2

1
2

0

2
y

e dy


−=   

                    وضا  تيرا أن اعتا أنأ

( )
2

1
2

0

2
z

e dz


−=      

         أو إلى أي   z   إلى   y                                          ذ أادد  مددا اه يرددا و  ددن مت ددن التيرامددا مددا الرمددز  إ
                                                         رمز آادرب وذلدك لن مت دن التيرامدا وفهد  بالإنجر زودة عردا أاد  مت دن 

          إذن نجد أن  (Dummy Variable ).   لر 

( ) ( )
2 2

1 1
2 2

0 0

2 2
y z

e dy e dz 
 

− − =   

 وأ

( )( ) ( )2 2
2 22

1
2

0 0 0 0

4 4
y zy z

e dy e dz e dydz
    − +− −=  =      

 

 (Polar Coordinates)                          تاداي الإلداث اا ال طي ة  با
 

cos ,  sin ,  y r z r dydz rdrd  = = = 

 ،ا عرانح

( )( )
2 22 22

1
2

0 0 0 0

4 4 lim

R
r r

R
e rdrd e rdr d

 

  


− −

→

 
= =  

  
    

2 2

00

1
4 lim

2

R
r

R
e d



−

→

  
 = − 

   
 



: جاما ، بيتا ، بيسل، وغيرها مع حلول للمسائل  الدوال الخاصة  ◼  1الباب  

 Dr. Emil Shoukralla ـ الفردية: أ.د. / إميل شكرالله

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

9 

 

2 2 22

0 0 0

1 1 1
4 lim 4 2

2 2 2

R

R
e d d d

  

   −

→

  
= − + = = =  

  
   

 هير ا نجد أنو 
 

(1.5) 1

2
 

 
= 

 
 

 
 ثالم

1.2  
)ل ا ا )

( )

6

2 3





( )
( )

5
2

1
2




,  

 

 نجد أن (1.3) ,(1.2)ا م الحل 
 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

5 3 3 3 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1
2 2 2

3

4

  

  


= = = 

 

( )
( )

6 5! 5 4 3 2
30

2 3 2 2! 2 2 1





  
= = =

  
 

 
 ثالم

1.3  
                   ل ا التيراميما ا و ة ا

3
3 6 2

0 0 0

(1)  ;     (2)  ;     (3)  
t t y

t e dt t e dt ye dy

  
− − −

   

 لحلا
3                ايملددأ أن التيرامددا    (1)

0

t
t e dt


−

   مددا هددو إي دالددة اامددا بح ددأ أن                          

1 3x − 4x   أو   =            ب إذن فإن =
( )3

0

4 3! 6
t

t e dt 


− = = =  
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6                ايملددأ أن التيرامددا   )(2 2

0

t
t e dt


−

   ددي  عرددا شدديرا دالددة اامددا،                          

2t          إذا وضعنا  y=   أو   
2

y
t         إذن فإن  ب =

( )6 6
6 2

7 7
0 0 0

71 45

2 2 82 2

y
t yy y e

t e dt e dy dy
   −

− − 
=  = = = 

 
    

 

3                ايملددددأ أن التيرامددددا   )(3

0

y
ye dy


−

   ددددي  عرددددا شدددديرا دالددددة،                     

3                ااماب إذا وضعنا 
y x= إذن         

1 23
3 3

0 0

1

3

y x
ye dy x e x dx

 
−− −=   

1
2

0

1 1 1

3 3 2 3

x
x e dx





− −  

= = = 
 

 

 

 
 

 
 الــــــــة بيتـــــــاد

Beta Function 

)  َّ                            عرَّن دالة ب تاب وورمز سا بالرمز    و   ),B x y   عرا أنها التيراما ال اذ                       
 

(1.6) ( ) ( )
1

11

0

, 1        0,  0
qp

B p q t t dt for p q
−−= −   

  ل                                                        ا    دددة فدددإن هددد ا التيرامدددا و ددد ا ويرامدددا أووردددر مدددا الندددوا الو  ب
(Euler Integral of the First Kind)   

 
 

 صائص دالة بيتاخ  1.2
Properties of Beta Function 

 

 تعريف
1.2 
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)دالة ب تا  )(1 ),B p q  دالة و ارب ة  (1.6)اهعطا  ب 

(Convergent)   0ليرا, 0p q   
 

          بالن ددية إلى   (Symmetric Function)                       دالددة ب تددا دالددة مت اثرددة   (2) 
p,           اليارامتروا  q أي أن  ب      

 

(1.7) ( ) ( ), ,B p q B q p= 
 

 
 

1    وضددد   ب  1 ,   -x t x t dx dt= −  − =             ب دالدددة ب تدددا   =
                         وتًول دالة ب تا إلى ال يرا

( ) ( )
0

11

1

, 1
pq

B p q x x dx
−−= − − 

( ) ( )
1

11

0

1 ,
pq

x x dx B q p
−−= − = 

                                           تيردددددددددا وعروددددددددد  دالدددددددددة ب تدددددددددا مدددددددددا اددددددددديمل الددددددددددوال اه ر  دددددددددة    (3)
(Trigonometric Functions)  لت ا  ال يرا            

 
 

(1.8) ( ) ( ) ( )
2

2 1 2 1

0

, 2 sin cos
p q

B p q d



  − −=  
 

 
 

                 تادي التعووضاا ا
( ) ( ) ( )2

sin ,   2sin cos  ,   :0
2

t dt d


    = = → 

)            دالة ب تا  ب ),B p q   ب فتتًول إلى(1.6)         اهعطا  ب            

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 11

2 2

0

, sin 1 sin 2sin cos
qp

B p q d



    
−−

 = −
  

 البرهان

 البرهان
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 11

2 2

0

sin cos 2sin cos
qp

d



    
−−

 =
  

( ) ( )
2

2 1 2 1

0

2 sin cos
p q

d



  − −=  

 تيرا وعرو  دالة ب تا ب شيرا آار هو (4)
 
 

(1.9) ( )
( )

( )

1

0

,
1

p

p q

y
B p q dy

y

−

+
=

+
 

 

 
 

                  تادي التعووضاا  ا

( )
2

 ,   ,   : 0
1 1

y dy
t dt y

y y
= = → 

+ +
 

) دالة ب تا ب ),B p q  ب فتتًول إلى (1.6)اهعطا  ب 
 

( )
( )

1 1

2
0

, 1
1 1 1

p q
y y dy

B p q
y y y

− −
   

= −   
+ +    +

 
 

( )

( )

1

0 1

p

p q

y
dy

y

−

+
=

+
 

                                                   العيمهددددة الوة ددددد  بددددي دالددددة ب تددددا ودالددددة اامددددا تيرددددا وضددددعها ب   (5) 
      ال يرا

 

(1.10) ( )
( ) ( )
( )

,        ;  , 0
p q

B p q p q
p q

 


= 

+
 

 

 
 

 
2    وض   ب

t y=   ب دالة ااما            ( )pنح،ا عرا   ب        

 البرهان

 البرهان
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( )
2 2

2 2 2 1

0 0

2 2
p y p y

p y e ydy y e dy
 

− − − −=  =       

 تيرا اعتيار أن  ه ابا
( )

2
2 1

0

2
q z

q z e dz


− −=  

) ن نجد أن لاصا الضرن ا ) ( )p q  يأا  ال يرا 
( ) ( )

( )2 2
2 1 2 1

0 0

4
y zp q

p q y z e dydz 
  − +− −=   

 با تاداي الإلداث اا ال طي ة و 
cos ,  sin ,  y z dydz d d      = = = 

 ،ا عرانح

( ) ( ) ( ) ( )
2 22 1 2 1

0 0

4 cos sin
p q

p q e d d



        


− − −=   

( ) ( )
2 2

2 2 2 1 2 1 2 1

0 0

4 cos sin
p q p q

e d d



    


+ − + − − −=   

( ) ( ) ( )
2 22 12 1 2 1

0 0

4 cos sin
p qp q

d e d



    


+ −− − −

   
   =
      

  

2        ذا وضعنا إ
t           ب التيراما   =

( ) 22 1

0

p q
e d

 


+ − −
   

             إا  وتًول إلى ف
( ) ( )1

0

1 1

2 2

p q t
t e dt p q


+ − − = + 

 وضا با أنأ

( ) ( ) ( )
2

2 1 2 1

0

1
cos sin ,

2

p q
d B p q



  − − =  
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 ذن فإنإ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

4 , ,
2 2

p q B p q p q B p q p q   =   + = + 

 هير ا نجد أنو 

( )
( ) ( )
( )

,
p q

B p q
p q

 


=

+
 

 
 ثالم

1.4  
 ل ا التيراميماا

( ) ( )
21

34 6

0 0

(1)  1 ,        (2)  sin ,x x dx d



 −  

( )
2 2

4

0 0

(3)  cos ,         (4)   
2

x
d dx

x



 
−

  

 

 لحلا
)                ايملدددددأ أن التيرامدددددا    (1) )

1
34

0

1x x dx−   مدددددا هدددددو إي دالدددددة ب تدددددا                   

( ),B p qب ل أ نجد أن            
1 4 5

41 3

p p
qq

− = =
 =− =

 

 ذنإ
( ) ( )

( ) ( )
( )

1
34

0

5 4 4!3! 1
1 5,4

5 4 8! 280
x x dx B

 


− = = = =

+
 

 تم وض  التيراما اهعطا ب ال يرا إذا  (2) 

( ) ( ) ( )
2 2

6 6 0

0 0

sin sin cosd d

 

    =  

 فن د أن (1.8)                                                ندئ   تيرا م ارات  م  دالة ب تا ب ال،ور  اه ر  ة ع
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1
2 1 0

2
72 1 6

2

qq

p p

=− =


− = =

 

 ذنإ

( )
2

6

0

7 1

1 7 1 52 2
sin ,

7 12 2 2 32
2

2 2

d B

  


 



   
   

     
= = = 

  
+ 

 

 

)            ه ا التيراما   )(3 )4

0

cos d



    ب ر ا ما الت،رفاا الرياض ة تيردا                              

                      ور  دالة ب تا اه ر  ة          وضع  عرا ص

( ) ( ) ( )
2

2 1 2 1

0

, 2 sin cos
p q

B p q d



  − −=   

ليرا هيا ع ا ذلكب و با أن ه ا التيراما مت اثا لول و 
2


 ب =
 إذن فإن

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

4 4 4 0

0 0 0

cos 2 cos 2 cos sind d d

 


      = =   

 نجد أن (1.8)باه اراة م  ال،ور  اه ر  ة لدالة ب تا و 
5

2 1 4
2
12 1 0

2

qq

p p

=− =


− = =

 

 ذنإ

( )
( ) ( )

( )

51
2 24

51
0 2 2

1 5 3
cos ,

2 2 8
d B

   
 



 
= = = 

  +
 

2            ه ا التيراما    (4) 2

0
2

x
dx

x−
   ب ر دا مدا الت،درفاا الرياضد ة تيردا                              

2x             ب ف  يم  بوض  (1.6)                        وضع  عرا صور  دالة ب تا  t=ب نجد أن        
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( )
1
2

2 1 12 2
2

0 0 0

4 2 4 2 1
2 1

x t
dx dt t t dt

x t

−
= = −

− −
   

 

( )
( ) ( )
( )

1
21

2 1
2

3 64 2
4 2 3, 4 2

153
B

 


= = =

+
 

 

 دوال بيسل   1.3
Bessel Functions 

 

                 عردا أنهدا ا دا الول                          مدا الندوا الول مدا الرويدة     َّ           عرَّن دالة ب  دا   و  
  (Bessel Equation)                                  با دددتاداي مت ر ددديما ال ولر عادلدددة ب  دددا 

                 ب وال  تأا  ال يرا                                   التفاضر ة الخط ة اهت اا ة ما الروية 
 
 

(1.11) ( )2 2 2
0       ,  0x y xy x y  + + − =  

 

            عرددا أنهددا ا ددا                                 ب  ددا مددا النددوا ال ددا  مددا الرويددة            َّ       ن ددا و عددرَّن دالددة ب
     (1.11)                                         ال ا  با تاداي مت ر يما ال ولا لنفف اهعادلة 

 

 
 

                  هدي معادلدة وفاضدر ة   (1.11)                   ا ميملظة أن اهعادلدة  د
                                               مدددا الرويدددة ال اا دددةب ومددد  ذلدددك يا دددول أنهدددا مدددا الرويدددة 

            ب وذلددك لن ب     ويددة                               ال اا ددةب وليرددا ا ددول أنهددا مددا الر 
                 ورعددا دورا  هامددا                                   درا دة معادلددة ب  ددا فدإن اليددارامتر 

           ب شيرا ا ا 
              با دددتاداي ةرو دددة   (1.11)                                اب ولرً،دددول عردددا لدددا معادلدددة ب  دددا  هدد

0x                            مت ر دديما ال ددولاب نجددد أن الن طددة                       هددي ا طددة شدداذ  منتظ ددة  =

 ملاحظة
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(Regular Singular Point)   ولد ا ودت  فدرض  (1.11)            هعادلة ب  دا              
                       لا فروب ن ا  عرا ال يرا

( )
0

n r
n

n

y x a x


+

=

=   
)                    بالتفاضدددداب لرً،ددددول عرددددا   و  ) ( ),y x y x    ثم التعددددوو  ب معادلددددة                   

           ب  ا نجد أن
( ) ( ) ( )

0 0

1
n r n r

n n
n n

n r n r a x n r a x
 

+ +

= =

+ + − + +  
2 2

0 0

0
n r n r

n n
n n

a x a x
 

+ + +

= =

+ − =  
n                                        ب اهت ر رة ال ال دة مدا الطدرن الو در لت،دي   x        زالة هولا بإ r+  

2n        بدي  ما  r+         نح،ا عرا  n        بدي  ما   −2n            ب وذلك بوض  +
 

( ) ( ) ( )2 2 1
0 11 1 1

r r
a r r r x a r r r x  +   − + − + + + + −

   
 

 
 

(1.12) ( ) ( ) ( ) 2
2

2

1 0
n r

n n
n

n r n r n r a a x


+
−

=

 + + + − + + − + =
  

r          وي معاميما         نب ا ا ا
x   0                بال،فر مد  فدرض أن   (1.12)  ب 0a     
 r  "   (Indicial                        "معادلاة تعرياف الباارامتر                   فنً،ا عرا ما و  ا 

Equation)   ب ال،ور         
 

(1.13) ( ) 2 2 2
1 0    0r r r r − + − =  − = 

             ذن ا  ران هما إ
 

(1.14) 1 2   &   r r = = − 
 

1r     اميما          اوا  مع ب
x

         نح،ا عرا   (1.12)        بال،فر ب   +
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(1.15) ( ) ( ) 2
1 1 1 0a r r r  + + + − =

 
 

n              دددداوا  معدددداميما  ب r
x

               نح،ددددا عرددددا ال،ددددور    (1.12)        بال،ددددفر ب   +
             اياتزال ة   

 

(1.16) ( )
2 2

2 0 ;       2n na n r a n −
 + − + = 
  

 
 

                 ب أو باللدرلا ال ديرا na                                لرً،ول عرا ال يرا العداي لر عداميما    و
                       فيالن ددية لريددارامتر                                      النددو  نجددد أادد  وتوهدد  عرددا ةي عددة اليددارامتر 

0  ا             الاحتمااال الأول                         وواددد لدددونا ثيمثددة الت ددايا           الاحتمااال   ب =

,1,2,3  ا       الثاني                   لد ف عدددا  صدً ًا       ا           مال الثالث    الاحت    =
                            ا ن ادر  كا الت ال عرا لد  

 

 
)الة الروية صفر ل )0 = 

0          لتعددددوو  عددددا  با 1      ب ل ددددأ (1.14)  ب   = 2,  r r = =         ب نجددددد أن −
1 2 0r r=                    مددا اظروددة فروب ن ددا    (3)       لددة رهدد                     وهدد ا وعددن أانددا ب ا ا  =

                                                         )راا  كتان اهعاديا التفاضر ة العادودة وودوويما يبديم  لرددكتور 
                                                    إم ا شيررالله د ووزو  الهراي( وويرون ا يمن الول وال ا  هما

 

 
( )1 2 1

0 1

, ln    ;    0
n n

n n
n n

y a x y y x b x x
 

= =

= = +   

,0          لتعدوو  عدا  با  0r = 1      نجددد أن   (1.15)              ب اهعادلدة رهد    = 0a =    
                           نح،ا عرا ال،ور  اياتزال ة    (1.16)           وبالتعوو  ب 

22

1
    ;    2, 3,4, ...n na a n

n
−

−
= =  

,2          تأا  ه  ها   n                نب إذا أةر نا  ا 3,4, ...n         ب نجد أن=

 تمال الأولالاح
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2 0 3 1 4 2 02 2 2 2 2

1 1 1 1 1
;   0;    . ;

2 3 4 4 2
a a a a a a a

− − − − −
= = = = = 

5 3 12 2 2

1 1 1
 . 0;   ...

5 5 3
a a a

− − −
= = = 

           ب إذ نجدددد أن na                                       ذا  تيردددا ا ،دددول عردددا ال ددديرا الندددو  لر عددداميما  إ
                                                            اهعاميما الفردوة صفروةب ب ن ا اهعاميما الزوا ة و عطا ما ال يرا

 

 
(1.17) 

( )

( )
2 0 022 2

1
; 0   1

2 4 ... 2

n

na a a and n
n

−
=  


 

            نب با أن  ا
( ) ( ) ( )2 4 6 8 2 2 2 2 2 1 2 3 4 2 !

n
n n n   =       = 

 فإن     ذا  إ
( ) ( )( )

222 2 2 2
2 4 6 8 2 2 4 6 8 2n n   =    

( ) ( )
2 22

2 ! 2 !
n n

n n= = 
                         اهعاميما الزوا ة اهعطا  ب   2na                            لتعوو    م ال، غ ا اوةب فإن  با

         وتًول إلى  (1.17)    شيرا 
( )

( )

( )

( )
2 0 02 22 2 2

1 1
;  1

2 4 ... 2 2 !

n n

n n
a a a n

n n

− −
= = 


 

                ذا  ا ا الول هوإ
( ) ( )

2 12
1 2 2 1

0 0 0

nn n
n n n

n n n

y x a x a x a x
  

+
+

= = =

= = +   

2                                     ا أن اهعدددداميما الفردوددددة صددددفروةب إذا  فددددإن  بدددد 1
2 1

0

0
n

n
n

a x


+
+

=

= ب  
     ر إلى                                                     وبالتنان فا ا الول يحتوي عرا اهعاميما الزوا ة ف ا و يخت،

      ال يرا
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( ) 2 2
1 2 0 2

0 1

n n
n n

n n

y x a x a a x
 

= =

= = +  

 

)وأ )
( )

( )

2
1 0 0 22

1

1

2 !

n
n

n
n

y x a a x
n



=

−
= +                          

 

0n               بددا أادد  إذا كددان   و  )     ب فددإن= )

( )
22

1
1

2 !

n

n
n

−
                   ب فا ددا الول تيرددا أن   =

0n                                          وعددداد كتابتدددد  عرددددا شدددديرا مت ر ددددرة والددددد  ويدددددأ مددددا       ولدددد ف   =
1n         ب أي أن=

( )
( )

( )

2
1 0 22

0

1

2 !

n
n

n
n

y x a x
n



=

−
=  

0                                      ك  ة ه ا  ة اات اروةب إذا  تيرا فرض أن     0a             با أن ال اب    و  1a =    
)                           ب هدددد م ا الددددة فإادددد  ورمددددز لرًددددا  )1y x   بالرمددددز      ( )0J x ب وو دددد ا        

                                       الناااولأ الأول مااا  الرتباااة الصااافرية"               "دالاااة بيسااال مااا 
(Bessel Function of the First Kind of Order Zero)   أي أن      

 
(1.18) ( )

( )

( )

2

0 2
0

1

2!

n n

n

x
J x

n



=

−  
=  

 
 

                                            لدالددة ب  ددا مددا النددوا الول مددا الرويددة ال،ددفروةب   (1.2)        اظددر شدديرا  ا
( )0J x 0                          ب )يلأ أن الروية صفروة لن = )   

 شكل
1.2 

 

 
 
 
 

 الة بيسل م  النولأ الأول م  الرتبة الصفريةد

( )xJ
0

x0
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)                  ويرددون أن ا ددا ال ددا    و  )2y x   هعادلددة ب  ددا التفاضددر ة ب لالددة أن                                
0 )               وورمز ل  بالرمز   = )0Y x  هو   

( ) ( ) ( ) ( )
2 4

0 2 0 2 2 2

1
ln 1

22 2 4

x x
Y x y x J x x

 
= = + − + 

 
 

 

 
(1.19) 

6 8

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
1 1

2 3 2 3 42 4 6 2 4 6 8

x x   
+ + + − + + + +   

    
 

 

)               اب وو ددد ا ا دددا  هددد )0Y x  دالاااة نيماااا  ـ   (1.19)         اهعطدددا ب"              

                   م  النولأ الثاني م     Bessel Function) -(Neumann     بيسل 

        ب  ددا مددا   -            لدالددة ا  ددان     (1.3)             ااظددر شدديرا                الرتبااة الصاافرية"
)                               النددوا ال ددا  مددا الرويددة ال،ددفروةب  )0Y xن الرويددة صددفروة         ب )يلددأ أ               

0   لن  = )   
 شكل
1.3 

 

 
 
 
 

 الة نيما  ـ بيسل م  النولأ الثاني م  الرتبة الصفريةد
 

                         هعادلددة ب  ددا التفاضددر ة مددا   (General Solution)              ذا  ا ددا العدداي  إ
                              الروية ال،فروة وال  تأا  ال يرا

2 2
0x y xy x y + + =  

              وعطا فى ال،  ة  
 

(1.20) ( ) ( )1 0 2 0y c J x c Y x= + 

( )xY
o

x

y

O
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)                 ددأ و عطددا الدالددة  ل )0J x   ب ب ن ددا الدالددة (1.18)              مددا ال،ددور  رهدد               
( )0Y x    (1.19)                    و عطا ما ال،ور  ره   

 

 

   عددا  صً ًا  موايا                    ( )1,2,3, ... = 

     وعطدي   r                                          عددا  صً ًا  موايا  فإن اد ور معادلدة وعرود            ذا كاا   إ
1            ب هدددد م ا الددددة  2 ,  r r = =               عدددددد صددددً   مواددددا         ب ل ددددأ −

                                              وويردددددون الفدددددرل بدددددي ا ددددد روا هدددددو عددددددد صدددددً   مواددددداب أي أن 
1 2 2r r integer− =                                      ب إذا  فددددددنًا فى ا الددددددة ال اا ددددددة مددددددا اظروددددددة =

                                      ا أن نح،ا عرا ا ا الولب وال ي ورمز ل                فروب ن ا   وتير
)     لرمز  با )J x   وو  ا دالة ب  ا ما النوا الول ما الروية                                           

 
 
 

(1.21) 
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
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=

−  
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+  
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,1,2,3                        هدددددو عددددددد صدددددً   مواددددداب أي أن       دددددأ  ل ...        ب فدددددإذا =
)                                      ددتادمنا مفهددوي دالددة اامددا فددإن ا ددا الول  ا )J x   ب هدد م ا الددة            

          يأا  ال يرا
 
 
 

(1.22) 
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                                                             ةي ددا  لنظروددة فروب ن ددا ب ا الددة ال اا ددة فددإن ا ددا اه ددت ا ال ددا  ب   و 
)                                ه م ا الة وال ي ارمز ال   بالرمز  )Y x   الاة نيماا    "د      وو د ا          -  

          يأا  ال يرا  "                                  بيسل م  النولأ الثاني م  الرتبة 

( ) ( ) ( )
( ) 21

0

1 !1
ln

2 ! 2

n

n

n x
Y x J x x

n



 

 − +−

=

− −  
= −  

 
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 الاحتمال الثاني



: جاما ، بيتا ، بيسل، وغيرها مع حلول للمسائل  الدوال الخاصة  ◼  1الباب  

 Dr. Emil Shoukralla ـ الفردية: أ.د. / إميل شكرالله

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

23 

 

 
 
 

(1.23) 

( )
( )

( ) ( )
2

0

11

2 ! ! 2

n n

n

x
n n

n n



  


+

=

−  
 − + +   +  

 
  أل

( )0 0 =( )
1 1 1

1
2 3

m
m

 = + + + +,  

)                        يملدددأ أاددد  تم التعدددوو  ب ا دددا  ا )J x    (ب وا دددا .1)(22        )ال،دددور        
( )Y x    0   عددددددا   (1.23))        )ال،ددددددور                    فإانددددددا نح،ددددددا عرددددددا  ا ددددددا   =
( )0J x ب وا ا       ( )0Y x    عرا الترو اب المر ال ي وعدن إميراا دة ضد                                     
)    ا ا  )0J x   م  ا ا       ( )J x   وض  ا دا        ( )0Y x   مد  ا دا       ( )Y x  

                                                     لرً،دددول عردددا صدددور  مولدددد  لرًردددول ب ا دددالتي الولى وال اا دددة  
,0,1,2                      وبالتان فإا  ب لالة أن  3, ...v                           فإن ا ا العاي هعادلدة ب  دا   =

   هو  v                          التفاضر ة الخط ة ما الروية 
 

(1.25) ( ) ( ) ( )1 2v vy x c J x c Y x= + 
,0,1,2,3    أ  ل ...v =   
)      لدالددة  ا )J x    أوضددا  (1.4)             ااظددر شدديرا (1.22)                و عطددا مددا ال،ددور          

)           فإن الدالة  )Y x      (1.5)             ااظر شيرا (1.23)                و عطا ما ال،ور   
 شكل
1.4 

 

 
 
 
 
 

 الة بيسل م  النولأ الأولد
 

  

  

( )xJ
0

( )xJ
1

( )xJ
2

x

( )xJ



: جاما ، بيتا ، بيسل، وغيرها مع حلول للمسائل  الدوال الخاصة  ◼  1الباب  

 Dr. Emil Shoukralla ـ الفردية: أ.د. / إميل شكرالله

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

24 

 

 شكل
1.5 

 

 
 
 
 
 

 الة نيما  ـ بيسل م  النولأ الثانيد
 

 

 

   ل ف عددا  صً ًا                  

1                                      ا الددة الدد  ف هددا ويرددون الفددرل بددي ا دد روا  ب 2,  r r = =     لدد ف   −
1                            عدددددا  صدددً ًا ب أي عنددددما ويردددون  2r r integer−  ب إذا  ف اددد  ب              

                                            لولى ما اظروة فروب ن ا ب ل أ ا يمن اه ت يمن هما       ا الة ا
( ) ( )1 2

1 2
0 0

,   
n r n r

n n
n n

y x a x y x a x
 

+ +

= =

= =  

1rما كان بنفف الطرو ة ال اب ة نجد أا  ب لالة و  =  فإن ا ا
)الولب  )1y x ب هو اف   دالة ب  ا ما النوا الولب والرويةب 
  بالن ية إلى ا ا ال ا  (1.22)أو  (1.21)ا ب شيرا واهعط

( )2y x   ب وغن اهرويا اط ا  م  ا ا الول ف  يرا ا ،ول عر                                                
2rبالتعوو  عا  = واوياا افف ةرو ة ا ،ول عرا ا ا  −

( )J xيلأ أن   
( ) ( )0 0 0J J −=  →   

 

 الثالثالاحتمال ا

( )xY
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( )xY
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( )xY
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)                      نرمز لرًا ال ا  بالرمز  ل )J x−ب إذا  فإن           
 
 
 
 

(1.25) 
( )

( )
( )

2

0

1

! ! 2

n n

n

x
J x

n n






− +

−
=

−  
=  

− +  
 

 وأ
 
 
 

(1.26) 
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   هدددو         ب ل دددأ                                             ذا  ب لالدددة أن رويدددة معادلدددة ب  دددا التفاضدددر ة هدددي  إ
                     العاي هعادلة ب  ا هو                     عدد غن صً   فإن ا ا

 
 

(1.27) ( ) ( ) ( )1 2y x c J x c J x −= + 
 

 

 عض الصور الاختزالية والتقاربية لدوال بيسلب  1.4

 

                                                       دددددي ب هدددد ا الف،ددددا بعدددد  ال،ددددور اياتزال ددددةب وال،ددددور الت ارب ددددة  ا
(Asymptotic Formulas)   لدددوال ب  ددا مددا النددوا الول والنددوا                                

)                 ال ا   فإذا كاا   )J x   هي دالدة ب  دا مدا الندوا الول مدا الرويدة                                     
 ب ل أ        أي عدد ل   ا فإن                 
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     ذا   إ

( ) ( )1 1J x J x − ++ 

 البرهان
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)                       ذا  إ ) ( ) ( )1 1
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J x J x J x
x

  


+ −= − 
                                اهاترفددددة تيرددددا ل ددددان ه  ددددة دالددددة ب  ددددا   x                   الواهدددد  فإادددد  ل دددد    ب

                  ادددداول معدددد  ا، ،دددا                                     با دددتاداي العيمهددداا ال ددداب ة أو با دددتاداي 
                                        اليريدن  فدإن ال،د غ الت ارب دة التال دة ويردون    x                    لد لك  أمدا ب لالدة هد  

                       منا ية   ان دوال ب  ا 
 
 

(1.29) 
( )

2
cos ,    

4 2
J x x

x


 



 
 − − 

 
 

 
 
 

(1.30) 
( )

2
sin

4 2
Y x x

x


 



 
 − − 

 
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 لدالة المولدة لدوال بيسل م  النولأ الأولا

Generating Function for Bessel 

Functions 
 

   هددي   v                                                      لدالددة اهولددد  لدددوال ب  ددا مددا النددوا الولب والدد  مددا الرويددة  ا

       الدالة 
2

1

2

x t

t
e

 −
 
 
 ب ل أ نجد أن            

 
 

(1.31) ( )

2
1

2

x t

t v
v

n

e t J x

 −
   
 

=−

=  

. 

 ثالم
1.5 

                                 عددددددددددددد صدددددددددددً   مواددددددددددداب فاثيددددددددددد  أن الددددددددددددالتي    v       ذا كدددددددددددان  إ
( ) ( ),  v vJ x J x−  م ت رتان اط ا ب أي اثي  أن                           

 
 

(1.32) ( ) ( ) ( )-1  
v

v vJ x J x− = 
 

  ن   ا أ ب لإثباتا

( )
( )
( )

2

0

1

! 1 2

n n v

v
n

x
J x

n n v

−

−
=

−  
=  

− +  
 

 

( )
( )

21

0

1

! 1 2

n n vv

n

x

n n v

−−

=

−  
=  

− +  
 

 

( )
( )

2
1

! 1 2

n n v

n v

x

n n v

−

=

−  
+  

− +  
 

                               ب اهت ر دددرة الولى بح دددأ تأاددد  ال ددد      n               أاددد  ب لالدددة و دددن      يملدددأ ا
0,1,2, , 1n = )              فددإن دالددة اامددا   − )1n −        ينهاوددة           وعطددي مددا  +

 تعريف
1.3 



: جاما ، بيتا ، بيسل، وغيرها مع حلول للمسائل  الدوال الخاصة  ◼  1الباب  

 Dr. Emil Shoukralla ـ الفردية: أ.د. / إميل شكرالله

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

28 

 

2               ف دد يم  إذا كاادد   0,1n              وت ددن بح ددأ ويرددون   n    فددإن   =           وهيردد ا =
      نجد أن

( ) ( ) ( )0, 2 1 0 2 1 1n n    = = → − + = − + = − →  
 

( ) ( ) ( )1, 2 1 1 2 1 0n n    = = → − + = − + = →  
             عرا ه ا فإن   و 

( )
( )

21

0

1
0

! 1 2

n n

n

x

n n



 

−−

=

−  
= 

− +  
 

 بالتان نجد أنو 

( )
( )
( )

2
1

! 1 2

n n

n

x
J x

n n




  

−

−
=

−  
=  

− +  
 

 

n                تاداي التعوو   با k=    أن                          ب ال يرا ال اب  مياشر  نجد  +

( )
( )

( ) ( )

2

0

1

! 1 2

k k

k

x
J x

k k

 


 

+ +

−
=

−  
=  

+ +  
 

 

( )
( )
( )

( ) ( )
2

0

1
1 1

! 1 2

k k

k

x
J x

k k


 


 

+

=

−  
= − = − 

+ +  
 

  
 ثالم

1.6 

)    ل ا  ا ) ( )1 1
2 2

, J x J x
−

 

 

      ا أن  ب لحلا

( )
( )
( )

2

0

1

! 1 2

n n

n

x
J x

n n




 

+

=

−  
=  

+ +  
 

1               ذا  بالتعوو  عا  إ

2
           ب نح،ا عرا=
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( )
( )

1
2

2
1

02

1

3 2
!

2

n n

n

x
J x

n n

+

=

−  
=  

   + 
 

 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

5 91
2 2 2

2 2 2

73 5
22 2

2!1!

x x x

 
= − + − 

 

( ) ( ) ( )
5 91

2 2 2

2 2 2

1 3 5 31 1
2 2 2 2 2 2

1! 2!

x x x

  
= − + −

  
 

 

( ) ( ) ( )
( )x

xx

xxx
xx

sin
2sin

!5!3
1

2

1

2

42

2

1

2
2

1

2

1


==














−+−=  

          بالتان فإن  و 
 

(1.33) ( ) ( )1
2

2
sinJ x x

x
= 

 

           وضا  نجد أن أ

( )
( )

1
2

1
2

2

0

1

1 2
!

2

n n

n

x
J x

n n

−

−
=

−  
=  

   + 
 

 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

31 7 1
2 2 2 2 2 4

2 2 2 2

1 3 5
2 2 2

2
1 cos

2! 4!1! 2!

x x x x
x x

x
x  

− −
 

= − + − = − + − = 
 
 

      إذا   
 

(1.34) ( ) ( )1
2

2
cosJ x x

x−
= 

  
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 ثالم
1.7 

       ثي  أن ا

 

 

(1.35) ( )
( ) ( )

3
2

sin cos2
 

x x x
J x

x x

 −
=  

 
 

 

)                     ا أن                  ب لإثباتا ) ( ) ( )1 1
2

J x J x J x
x

  


+ −= − 

1     بوضدد    و 

2
                                             ب هدد م ال،ددور  اياتزال ددةب وب دداعد  اتددائ  اه ددال  =

               ال اب  نح،ا عرا
( ) ( ) ( )3 1 1

2 22

1
J x J x J x

x −
= − 

 

( ) ( )
( ) ( )sin cos1 2 2 2

sin cos
x x x

x x
x x x x x  

 −
= − =  

 
 

  
 

 

 ثيرات حدود ليجندرك  1.5
Legendre Polynomial 

 

                                                              اليان ال دا  ه ندا بحدا معادلدة ل  نددر التفاضدر ة الخط دة مدا الرويدة  ب
                       ال اا ة ال  عرا ال،ور 

( ) ( )2
1 2 1 0x y xy y  − − + + = 

,0,1      ال دد             ددأ تأادد   ل 2, 3, ...                            هدد اب وهددد ل،ددرنا عرددا ا ددا =
                                                     ي س م اهعادلدة با دتاداي ةرو دة مت ر ديما ال دولا لدول الن طدة     العا

0        العادوة  0x                                          ووادد أن ه ا ا ا العاي و عطا ب ال يرا=
 

( ) ( ) ( )0 1y x a F x a G x= + 

  أل
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( )
( ) ( ) ( )2 41 6 1 1

1
2 12 2

F x x x
     + − + − +

= − + +

( )
( ) 32 1

6
G x x x

 − +
= + 

 

( ) ( ) 512 1 2 1

20 6
x

   − + − +
+ + 

                                تأاددددددد  ه  دددددددا  صدددددددً ًة موايدددددددةب أي ال ددددددد                   ا نب لنفدددددددرض أن   و 
0,1, 2, 3, ...       فإانددا                    صددً ًة موايددة زوا ددة      ه  ددا                  فددإذا أادد ا =

)   نجد  )F x   و،ي  ك ن  لددود مدا الدرادة                         n   ووتدوي عردا لددود ب                 
)                   الزوا ددة ف دداب ب ن ددا    x    هددولا  )G x   و،ددي  مت ر ددرة ينهائ ددة  فددإذا                          

)    فإن                    صً ًة مواية فردوة      ه  ا         أا ا  )G x   و،ي  ك ن  لددود               
                   الفردوددة ف دداب ب ن ددا   x                      ووتددوي عرددا لدددود هددولا ب    n          مددا الدراددة 

( )F x   م اهيملظاا                                       و،ي  مت ر رة ينهائ ة  ا دول التان ويي ه          
 دولج

 

( )G x 

 

( )F x 

 

 

 

.11 ____ 
0a 0 

 1a x ____ 1 

 ____ ( )2
01 3x a− 2 

 ( )35
1 3

a x x− ____ 3 

 ___ ( )2 435
03

1 10x x a− + 4 

 .... .... .... 

0      بدددا أن   و  1,  a a  تأاددد  ه  دددا  اات ارودددة                    (Arbitrary) ب نحددداول أن رتدددار               
0              ه  ا  لرعامري  1,  a a   بح أ ويرون ه   ا رول                   ( ) ( ),F x G x   م داووة       

1x                  لروالددد ال،ددً   عنددد               ددا  لرعددامري                       وبيرر دداا أاددرلا رددتر ه =
0 1,  a a   ب ر  أن ويرون             ( ) ( )1 1,  1 1F G= =   
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0   رددددتر              ف دددد يم  عندددددما 1a )                  ف يرددددون ب هدددد م ا الددددة   = )1 1F         عنددددد =
1 1   رتر   = 1a )                  ف يرون ب ه م ا الة   = )1 1G 2        عند =    ردتر   =

0
1

2
a

−
                   ف يرون ب ه م ا الة   =

( ) ( ) ( )21 1 3
1 3     1 1

2 2 2
F x x x F

− −
= − = +  = 

0                                 هيردددد اب وباي ددددت رار ب التعددددوو  عددددا هدددد     و  1,  a a   بح ددددأ ويرددددون         
( ) ( )1 1,  1 1F G= )                       تيرددا لنددا أن نح،ددا مددا ا رددي   = ) ( ),  F x G x  

     هدد م                                                عرددا عدددد ينهددائي مددا ك ددناا ا دددود  و دد ا ك ددناا ا دددود

                                                        ك ناا لدود ل  نددر  إذا ب مدا ا ددول ال داب  تيردا وعرود  بعد   
1x                                   ك ناا لدود ل  ندرب وهي و ارب ة ليرا    لت ا  ال يرا            

( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 2

1
1,   ,     3 1 ,

2
P x P x x P x x= = = − 

( ) ( ) ( ) ( )3 4 2
3 4

1 1
5 3 ,   35 30 3 ,

2 8
P x x x P x x x= − = − + 

( ) ( )5 3
5

1
63 70 15

8
P x x x x= − + 

                                                       ب،فة عامة فإن ال ديرا العداي لير دناا لددود ل  نددر )ااظدر شديرا   و 
)                                            ليع  ك ناا لدود ل  ندر( والد ي ورمدز لد  بالرمدزب  (1.6) )nP x 

                                                        ومن  تيرا ا ،ول عرا أوة ك ن  لددود ل  نددر مدا أودة درادة تيردا 
             أن يأا  ال يرا

 

 
 

(1.36) ( )
( ) ( )
( ) ( )

 
2

0

1 2 2 !1

! 2 ! !2

jn
n j

n n
j

n j
P x x

j n j n j

−

=

− −
=

− −
 

    أ ل

 
                0,2,4,6,

2
1

           1,3,5,7,
2

n
if n

n
n

if n


=

=  −
 =

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 شكل
1.6 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 لكثيرات حدود ليجندر كل رودريجش  1.6
Rodrigues's Formula 

 

و دتاددي أك در مدا ال ديرا  و                                     د                 واد شيرا آار لير ناا لدود ل  ندر  
                                                 ال دددددداب  ل ددددددهول  وطي  دددددد ب هدددددد ا ال دددددديرا و دددددد ا شدددددديرا رودرودددددد 

( Rodrigues's Formulaب ا دددية إلى عددداض الرياضددد اا الفرا ددد)                               ي  
(Rodrigues, B. O. 1794 - 1851) دنًاول ا ن ا ،دول عردا                          

    أن     بماا                                               هدد ا ال دديرا مددا ال دديرا الصددري لير ددناا لدددود ل  ندددر 

)        للدالاااا          النونياااا          المشاااا    ) 2 2n j
f x x
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             فتتًددددول ك دددددناا   (ii)        ب ال ددددديرا   (i)                       ذا  تيرددددا التعدددددوو  بالعيمهددددة  إ
)            لدود ل  ندر  )nP x  إلى ال يرا         
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0jالعدد  تط   ا ن أن نجعا اهت ر رة الان  ويدأ ماا  وإلى =
j العدد n=  ول ف j n= ب وذلك لن ا دود الزائد  عا العدد
 n  ويرون ب هولاx  الها ماn  ب ل أ ويرون م ت ا ا صفروة
      إذا  
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        ب نجد أن(Binomial Theorem)                           با أا  ما اظروة ذاا ا دوا  و 
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                                                    ذا ب وبالتعوو  نح،ا عرا شيرا رودرو  لير ناا لدود ل  ندر إ
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 لدالة المولدة  لكثيرات حدود ليجندرا
Generating Function for 

Legendre Polynomials 

 تعريف
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                ندددر تأادد  ال دديرا                            لدالددة اهولددد  لير ددناا لدددود ل  ا
2

1

1 2xt t− +

  

          ل أ نجد أن
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1.7 

 

  Recurrence Formulasبعض الصور الاختزالية لكثيرات حدود ليجندر 

 

                                                         نًاول ا ن إثياا بع  ال،ور اياتزال دة لير دناا لددود ل  نددر 
     م اا

 

(1.39) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 2 1n n nn P x nP x n xP x+ −+ + = + 
 

 

(1.40) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1      1,2,3,n n nP x P x n P x for n+ − − = + = 
 

 
 

               نحدداول إددداد عيمهددة   (1.39)                       لإثيدداا ال،ددور  اياتزال ددة 
                     بددددددددددددددددددددددددددي ك ددددددددددددددددددددددددددناا لدددددددددددددددددددددددددددود ل  ندددددددددددددددددددددددددددر 

( ) ( ) ( )1 1, ,n n nP x P x P x−                       لنيدددددأ ب دددديرا رودرودددد  +
    ب ثم n        بددي  مدا   +1n                         لير ناا لدود ل  نددر  بوضد  

  (1.37)                 ب شديرا رودرود  رهد    n        بدي  ما   −1n    وض  
               نح،ا بالترو ا عرا

 
 

(1.41) 
 

( )
( )

( )
1 1

2
1 1 1

1
1

2 1  !

n n

n n n

d
P x x

n dx

+ +

+ + +

 
= − 

+  
 

 
 

(1.42) 
 

( )
( )

( )
1 1

2
1 1 1

1
1

2 1  !

n n

n n n

d
P x x

n dx

− −

− − −

 
= − 

−  
 

 الإثبات
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 نجد أن (1.41)ما 
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      نجد أن  (1.43)   ب  (1.44)                  إذا ب وبالتعوو  ما 
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         هددو اف دد     (1.46)                                        وبددا أن ا ددد الاددن مددا الطددرن التددا ب اهعادلددة 
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         وتًول إلى  (1.46)          إذا ب فإن 
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)                    إذا  تيرددددددا وضدددددد  الدالددددددة  )1nP x+   ب ال دددددديرا   (1.41)         اهعطددددددا  ب        
  د    ا دو
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      لدونا  (Leibniz's rule)                        وبا أا  ما اظروة ل ي نز 
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)                                                إذا ب بتطي دددد  اظروددددة ل ي نددددز عرددددا ك ددددناا لدددددود ل  ندددددر  )1nP x+  
      نجد أن  (1.49)         اهعطا  ب 
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)                                             وأوضدددا  با دددتاداي شددديرا رودروددد  لير دددناا لددددود ل  نددددر  )nP x  
         وتًول إلى  (1.50)        ( نجد أن   (1.37)        )معادلة 
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        ال،دور     عردا    نح،دا   (1.48)         ب ال،ور    (1.51)                  بالتعوو  عا ال،ور  
              بتفاضدا الدالدة       ايددأ (1.40)    رهد                            لإثيداا ال،دور  اياتزال دة (1.39)
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                بالن دية إلى اهت دن   (1.38)                                    اهولد  لير ناا لدود ل  ندر )اهعطا  ب 
x   ب ثم اهت ن          t  فنً،ا عرا          
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      نجد أن  (1.53)    عرا   (1.52)      ب   ة 
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     التددا                            ب اهت ر ددرة الاددن  مددا الطددرن  n        بدددي  مددا   −1n      وبوضدد  
               ب وذلدك لدتى وت دنى +1n         ول ف هدولا   n      ب هولا   t              لتى ويرون اهت ن 
n                  لنا م اراة معاميما 

t    ب الطرفي  إذا                
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         إذا  فإن
( ) ( ) ( ) ( )0

0 1 1

n n n
n n n

n n n

P x t P x P x t P x t
  

= = =

   = + =   
 ك ا أن

( ) ( )
0 1

0
n n

n n
n n

nP x t nP x t
 

= =

= +  
         وتًول إلى  (1.54)                            وبالتان فإن ال،  ة الرياض ة ب 

( ) ( ) ( )1
1 1 1

n n n
n n n

n n n

nP x t x P x t P x t
  

−
= = =

 = −   

n               وب اراة معاميما 
t  ب الطرفيب نجد أن                

 

(1.55) 
 

( ) ( ) ( )1    ,  1n n nnP x xP x P x n− = −  
 

                   لير دددناا لددددود ل  نددددر   (1.39)                              ا نب وبتفاضدددا ال،دددور  اياتزال دددة 
        نح،ا عرا  x         إلى اهت ن         بالن ية

 

(1.56) 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 2 1 2 1n n n nn P x nP x n P x n xP x+ −  + + = + + + 
)            وبالتعدددوو  عدددا  )nxP x

   ب (1.56)          ب اهعادلدددة   (1.55)           مدددا اهعادلدددة  
      نجد أن

( ) ( ) ( )1 11 n nn P x nP x+ − + + 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 1 2 1n n nn P x n nP x P x− = + + + +  
 وبعد ايات،ار نجد أن

( ) ( ) ( ) ( )1 11 2 1n nn P x n n P x+ −  + + − +  
 

( ) ( ) ( )2 1 2 1 nn n n P x = + + +  
 

 أو
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( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( )1 11 1 1 2 1n n nn P x n P x n n P x+ − + − + = + + 
 

)                 ب   ة الطرفي عرا  )1n    (1.40)                         نح،ا عرا ال،ور  اياتزال ة   +
 

 

1.8 

 

 تقريب الدوال باستخدام كثيرات حدود ليجندر 
 

          مددا الدددوال   (Set)   َّ      ويرددوَّن ف ددة              لدددود ل  ندددر                   مددا اهعددرون أن ك ددناا 
        ب الفدددتر    (Orthogonal Functions)         اهتعامدددد   1,1− واهعدددنى          

                                         الرياضي لخاص ة وعامد ك ناا لدود ل  ندر هوا
 

 

 
(1.57) 

 

( ) ( )
1

-1

   0             ;  

2
        ;  

2 1

n m

n m

P x P x dx

n m
n




= 
 =
 +

 

                                                     هدد اب و ددون ا ددتادي ا ن هدد م الخاصدد ة ب و روددا الدددوال  اعتددا 
)       الدالة  )f x    اهت،درة هدي وم دت ا ا عردا الفدتر                              1,1− لنفدرض أن             

                                   الدالة هد تم وضعها )تم  رها( ب ال يرا
 

 

 

(1.58) 
 

( ) ( )
0

n n
n

f x a P x


=

=  
 

)    ل أ  )nP x   هي ك ناا لدود ل  ندر  ف يرون اهطرون هو معرفة                                            
                                        لتً  دد  ذلددك اسدددن وددت  ضددرن ةددرب اهعادلددة na            هدد   اهعدداميما 

)         الدالددة  ب  (1.58) )mP x ب ل ددأ      m   ثابدد ب وإاددراء ع ر ددة التيرامددا                          
1x   ما  = 1x   إلى   −         ب نجد أن=

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0-1 1

m n m n
n

f x P x dx a P x P x dx


= −

=   
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                       نجدد أن كدا لددود اهت ر درة   (1.57)                           وما ااص ة التعامدد اهعطدا  ب 
( ) ( )

1

0 1

n m n
n

a P x P x dx


= −

   إذا كاادد                   هددي أصددفار الرهدد  إي           m n=  

                     وب ه م ا الة نح،ا عرا
( ) ( ) ( )

1 1
2

-1 1

2

2 1
m m m mf x P x dx a P x dx a

m
−

 
 = =   + 

  

           وبالتان فإن
( ) ( )

1

-1

2 1

2
m m

m
a f x P x dx

+
=  

   أو
 

 

(1.59) 
 

( ) ( )
1

-1

2 1
     0

2
n n

n
a f x P x dx n

+
=   

 

 مثال
1.8 

                                                         ا تادي ك ناا لدود ل  ندر ب ا ،ول عرا صور  و روي دة لردالدة 
( ) 2

f x x=   
 

    اض  لحلا
( ) ( ) ( ) ( )2

0 0 1 1 2 2
0

...n n
n

x a P x a P x a P x a P x


=

= = + + + 
                           هدد اب وتيرددا ل ددان بعدد  اهعدداميما  

0n n
a


               با ددتاداي العيمهددة   

            ب ل أ نجد أن(1.59)
( )

1 1
2 2

0 0

-1 -1

1 1 1
1

2 2 3
a x P x dx x dx= =  = ; 

 

( ) ( )

11 1 4
2 2

1 1

-1 -1 1

3 3 3
0

2 2 2 4

x
a x P x dx x x dx

−

 
= = = = 

  
 ; 
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( ) ( )
1 1

2 2 2
2 2

-1 -1

5 5 1 2
3 1

2 2 2 3
a x P x dx x x dx

 
= = − = 

 
  

 

)                   وهير ا نجد أن الدالة  ) 2
f x x=  ال،ور  الت روي ة             تيرا وضعها ب                 

( ) ( )2
0 2

1 2

3 3
x P x P x= + + 

 ل أ
( ) ( ) ( ) ( )2

0 1 2
1

1,   ,     3 1 ,     ...
2

P x P x x P x x= = = −  
 

 

1.9 

 

 المتعامدة الأخرىبعض الدوال  
 

                                                         وواد الير ن ما الدوال الخاصة اهتعامد  الارلا بخيمن دوال ااماب 
                                                              ودوال ب تاب ودوال ب  داب ودوال ل  نددرب وهدي د أوضدا د ورعدا دورا  

                                      لرددول الير دن مددا اه ددائا العر  ددة   ددن دي ب                      هامدا  ب وي دد ا وإددداد
                                                          ه ا الف،ا ال يرا العاي ليع  ه م الدوال وفدتراا وعرود  وعامددها 

                بع  ه م الدوالا    هي                          وال،ور اياتزال ة سا  وها
 

 
 
 

)              ورمز سا بالرمز  )nH x  وتأا  ال يرا           
 

 

(1.60) ( ) ( )
2 2

1
n

n x x
n n

d
H x e e

dx

− 
= −  

 
 

 

                                  ا ما لا معادلة هنم   التفاضر ة                  وتيرا ا ،ول عر ه

 كثيرات حدود هيرميت
 (Hermite Polynomials)  
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(1.61) 2 2 0y xy ny − + = 
 والدالة اهولد  سا هي

 

 

(1.62) 
( )

( )
2

2

0 !

nxt t

n
n

t
e H x

n

−

=

=  
 

                                           وبع  ال،ور اياتزال ة لدوال هرم   تأا  ال يرا
 

 

(1.63) ( ) ( ) ( )1 12 2n n nH x xH x nH x+ −= − 
 

 

(1.64) ( ) ( )12n nH x nH x−
 = 

 

          عردددا الفدددتر          متعامدددد                   هددد اب ودوال هنم ددد  ,−    بالن دددية لدالدددة             
)        التوازن  )

2
x

w x e−=ب ل أ نجد أن            
 

 

(1.65) ( ) ( )
2 0              ; 

2 !    ; 
x

nm n
m n

H x H x dx
n m n

e



−

−


= 

=
 

 

)                                                   ك ا تيرا ا تاداي دوال هنم   ب و روا الددوال  فالدالدة  )f x  
)                       مدددددد يم  تيرددددددا وضددددددعها ب ال دددددديرا  ) ( )

0
k k

k

f x A H x


=

=  ب ل ددددددأ      
                                  تيرا ا ،ول عر ها ما ال،ور  الرياض ة  kA        اهعاميما 

 
 

 

(1.66) ( ) ( )
21

2 !

x
k kk

A e f x H x dx
k 


−

−

=  
 

 مثال
1.9 

                       لددددددددددوال هرم ددددددددد  لرً،دددددددددول عردددددددددا         اهولدددددددددد                ا دددددددددتادي الدالدددددددددة
( ) ( )0 1 , H x H x   
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)              بت   ددا الدالددة  الحل )22xt t
e

            لدددوال هنم دد                  الدالددة اهولددد         اهعطددا  ب  −
                                      أو و رويها ب مت ر رة ماكروروا نح،ا عرا  (1.62)

 

( ) ( )
( ) ( )2

2 3
2 2

2 2
2 2

1 2
2! 3!

xt t xt t xt t
e xt t

− − −
= + − + + + 

 

( ) ( ) ( )
( )2 2

0 1
0

+
! 2!

n

n
n

H xt
H x H x H x t t

n



=

= = + + 
                  ف ا لرطرفيب نجد أن  0,1      ب هولا   t                    ب اراة معاميما اهت ن 

( ) ( )0 11, 2H x H x x= =  
  

 
 
 

)        ا بالرمز             وال  ورمز  س )nL x  وتأا  ال يرا           
 

 

(1.67) ( ) ( )
n

x n x
n n

d
L x x e

dx
e −= 

                                      ونح،ا عر ها ما لا معادلة يان التفاضر ة
 

(1.68) ( )1 0xy x y ny + − + = 
 والدالة اهولد  سا هي

 

 
 

(1.69) ( )
1

01 !

xt

nt

n
n

e t
L x

t n

−
−

=

=
−

 
 وبع  ال،ور اياتزال ة لدوال يان تأا  ال يرا

 
 

(1.70) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 12 1n n nL x n x L x n L x+ −= + − − 

 كثيرات حدود لاجير
 (Laguerre Polynomials) 
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(1.71) ( ) ( ) ( )1 1n n nnL x nL x L x− −
 = − 

 

                            ن دوال يادددن متعامدددد  عردددا الفدددتر      ك دددا أ ,−     بالن دددية لدالدددة             
)        التوازن  ) x

w x e−=ب ل أ نجد أن            
 

 

 

(1.72) ( ) ( )
( )

2

0

0          ; 

!    ; 
x

m n

m n
e L x L x dx

n m n


− 

= 
=

 

  
 

1.10 

 

 مسائل 

 ال ا التيراميما ا و ة
 (2) ( )1

0

J x dx



    (1) 
( )

4

2
0 1

x
dx

x



+
  

 (4) ( )1

0

2
J x dx

x



   (3) ( ) ( )
2 5 3

2 2

0

sin cosx x dx



  

 (6) ( )
2

0

tan
n

x dx



   (5) ( )
2

0

tan x dx



   

 (8) ( )
2

0

sin
n

x dx



   (7) ( ) ( )
2

0

sin cosx x dx



  

 (10) ( )
2

2
0

0

sinJ x d



  
    (9) 

( )

1
2

5
20 1

t
dt

t



+
  

 (12) 
1

0
1

p
x

dx
x

 −

+
   (11) 4 2 2

0

a

y a y dy−  

 (14) ( )
1

0

ln
nm

x x dx   (13) 
( )1n

n

J x
dx

x

+
  
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 (16) ( ) ( )
1

-1

m nP x P x dx   (15) 
( )2

2

3J x
dx

x
  

 (18) ( )
1

-1

nP x dx   

 (17) ( )4
1x J x dx  

 (20) 
( )

1

0 ln

dx

x−
   (19) 

2
4

0

3  
x

dx


−

  

 (22) 
2

0

x
dxe


−

   

 (21) ( )3J x dx  
 

 اثي  أن

 (19) 
( )

( )1

n
n n

n

d x Y x
x Y x

dx
−

 
 

=  

 (20) ( ) ( )
1

2
2

p p p   
 

+ = 
 

 

 (21) 
( )

( )1

n
n n

n

d x Y x
x Y x

dx

−

−
+

 
 

= −  

 (22) ( ) ( )
( )

1 ;0 1
sin

p p p
p


 


− =    

 (23) ( ) ( ) ( )5
2

2

2 3 3
1 cos sinJ x x x

x xx−

  
= − +  

  
 

 (24) ( ) ( )
( )1

2
1
2

sin2 1
1

n
nn

n

xd
J x x

x dx x

+

+

  
= −   

   
 

 (25) 
( ) ( )

( ) ( )1 2 2
1

d xJ x J x
x J x J x

dx

 
 

+
+

    = −
 

 

 (26) ( ) ( ) ( )0 2 4cos 2 2x J x J x J x= − + −  
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 (27) ( )( ) ( )
2

0

0

sin
cos cos  

x
J x d

x



   =  

 (28) ( ) ( ) ( )5
2

2

2 3 3
1 sin cosJ x x x

x xx

  
= − −  

  
 

****************************************************** 

                    لرول اه ائا الفردوة
   

 

1   

     شاكل    فا      كما       بي ا       دالا      شاكل       ليأخذ         ال ك مل       صي غ        إع دة ب

    عل       نحصل  (1.9)

( ) ( )
( )

1
44

2 2
0 0

  ,
1 1

x x
dx dx B p q

x x

 

= =
+ +

   

1    يثح 5 3
  -1=  , 2    ,  

4 4 4
p p q p q+ =  = = 

 فإن        عندئذ  و

( ) ( )

4

2
0

5 3

5 3 4 4
,

4 4 21

x
dx B

x

 




   
   

     
= = 

 +
 

 
   

 

3   

     نجاد  (1.8)     شكل    ف      كم       بي        دال      شكل       ليأخذ         ال ك مل    ضع و ب

   أن
5 7 3 5

2 1    , 2 1     
2 4 2 4

p p q q− =  = − =  = 

 فإن  ل  ل بو
 

( ) ( )
( )

2 5 3
2 2

0

7 5

1 7 5 1 4 4
sin cos ,

2 4 4 2 3
x x dx B

  



   
   

     
= = 

 
 
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5   

( )
( )
( )

2 2

0 0

sin
tan

cos

x
x dx dx

x

 

=  

 

( )( ) ( )( ) ( )

1 1

2 2 2

0

1
sin cos ,

2
x x dx B p q

 −

= = 

 يثح
1 3 1 1

2 1    , 2 1   
2 4 2 4

p p q q− =  = − = −  = 

 فإن        عندئذ  و

( )( ) ( )( )
( )

2 1 1

2 2

0

3 1

1 3 1 1 4 4
sin cos ,

2 4 4 2 1
x x dx B

  



−
   
   

     
= = 

 
 

   

 

7   

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2 2 1 1

2 2

0 0

1
  sin cos sin cos ,

2
x x dx x x dx B p q

 

= = و

 أن بم 
1 3 1 3

2 1   , 2 1  
2 4 2 4

p p q q− =  = − =  = 

 فإن ذنإ

( ) ( )
2

0

3 3

1 3 3 1 4 4
  sin cos ,

32 4 4 2

2

x x dx B

  



   
   

     
= = 

  
 
 

 

   

 

9   

  (1.9)     شااكل    فاا      كماا       بي اا       دالاا      شااكل       ليأخااذ         ال ك ماال    ضااع و ب

    عل       نحصل
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( )
( )

1
2

5
20

,

1

t
dt B p q

t



=

+
 

 يثح
1 5 3

  -1= ,     , 1
2 2 2

p p q p q+ =  = = 

 

 ذنإ

( )

( )1
2

5
20

3
1

3 2
,1

52
1

2

t
dt B

t

 




 
 

   
= = 

  +  
 

 

   

 

11   

) ضعن )siny a =، إذن 

( ) ( )0 sin 0 , sin  
2

a a a


   =  = =  = 

 فإن        عندئذ  و

4 2 2

0

a

y a y dy− 

( )( ) ( ) ( )( )
2

4 2 2 2

0

sin sin cosa a a a d



   = − 

( )( ) ( )( ) ( )
62

4 26

0

sin cos ,
2

a
a d B p q



  = = 

 يثح
5 3

2 1 4  , 2 1 2  
2 2

p p q q− =  = − =  = 

 ذنإ

( )

6 6
4 2 2

0

5 3

5 3 2 2
,

2 2 2 2 4

a
a a

y a y dy B

 



   
   

     
− = = 

 
 
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13   

 أن م ب

( )( ) ( )1
n n

n n
d

x J x x J x
dx

− −
+= − 

 ذنإ
( )

( )1
1

n n
nn

J x
dx x J x dx

x

+ −
+=  

 

( )( ) ( )n n
n n

d
x J x dx x J x C

dx

− −= − = − + 
   

 

15   

1 وضعب

2
 =  أن نجد 1.2)(8 ف  −

( ) ( ) ( )3 1 1
2 22

1
J x J x J x

x −−
= − − 

 أن نجد (1.34) ,(1.33) م  ب ل عويضو

( )3
2

1 2 2
cos sinJ x x x

x x x −
= − − 

2 cos sinx x x

x x

+ 
= −  

 
 

   

 

17   

 أن م ب

( ) ( )4 2 2
1 1x J x dx x x J x dx =

   

 نضع بالت زيء لل ك مل ذن،إ

( )

( )

2 2
1

2
22

u x dv x J x dx

du xdx v x J x

 = =
 

= =
 

 لأن ذلكو

( ) ( )1x J x dx x J x C
 

 − = + 

 ذنإ
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( ) ( ) ( )2 2 4 3
1 2 22x x J x dx x J x x J x dx  = −

   

( ) ( )4 3
2 32x J x x J x C= − + 

)     علااااا        لحصاااااو  ل ) ( )2 3,  J x J x  1     نضاااااع,  2 =      علااااا   =

    عل        فنحصل  (1.28)           الاخ زالي         الصورة    ف          ال رتيب

( ) ( ) ( )4 4
1 1 0

2
x J x dx x J x J x

x

 
= − 

 
 

( ) ( ) ( )3
1 0 1

4 2
2x J x J x J x C

x x

  
− − − +  

  
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 18 4 4x x J x x x J x C= − + − + 

   

 

19   

 أن م ب

( )
( ) ( ) ( )

( )

cos

sin

n n
n

n J x J x
Y x

n





−−
= 

n ف  ب لضرب ذنإ
x أن نجد وال ف ضل 

( ) ( )
( )

( )cos

sin

n n
n nd x Y x d x J xn

dx n dx





   
   

= 

( )

( )1

sin

n
nd x J x

n dx

−
 
 

− 

 أن بم و

( )
( )1 ;

n
n n

n

d x J x
x J x

dx
−

 
 

= 

( )
( )1

n
n n

n

d x J x
x J x

dx

−

−
+

 
 

= − 

 ذنإ

( ) ( )
( )

( )1

cos

sin

n
n n

n

d x Y x n
x J x

dx n




−

 
   =

 
 

( ) ( ) ( )1

1

sin

n
nx J x

n − −
 − −
  
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 أن نعلم لكنن و
( ) ( )( )cos cos 1n n = − −; 

( ) ( )( )sin sin 1n n = − − 

 فإن       ندئذ  ع

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1cos 1

sin 1

n
n n nn

d x Y x n J x J x
x

dx n





− − −
   − −
   =

− 
 

 

( )1
n

nx Y x−= 
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 أن م ب

( )
( ) ( ) ( )

( )

cos

sin

n n
n

n J x J x
Y x

n





−−
= 

n ف   لضربب
x

 أن نجد وال ف ضل، −

 

( ) ( )
( )

( )cos

sin

n n
n nd x Y x d x J xn

dx n dx





− −   
   

= 

( )

( )1

sin

n
nd x J x

n dx

−
−

 
 

− 

 نأ بم و

( )
( )1 ;

n
n n

n

d x J x
x J x

dx
−

 
 

= 

( )
( )1

n
n n

n

d x J x
x J x

dx

−

−
+

 
 

= − 

 ذنإ

( ) ( )
( )

( )1

cos

sin

n
n n

n

d x Y x n
x J x

dx n





−

−
+

 
   = −

 
 

( ) ( ) ( )1

1

sin

n
nx J x

n

−
− +

 −
  
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 أن بم و
( ) ( )( )

( ) ( )( )

sin sin 1 ;

cos cos 1

n n

n n

 

 

= − +

= − +

 

 ذنإ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1cos 1

sin 1

n
n n nn

d x Y x n J x J x
x

dx n





−
+ − +−

   + −
   = −

+ 
 

 

 

( )1
n

nx Y x
−

+= − 
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 أن م ب

( ) ( ) ( )1 1
2

J x J x J x
x

  


− += − 

( ) ( ) ( )1 1
2

J x J x J x
x

  


+ −= −, 

3 ع  ب ل عويض ذنإ 3
, 

2 2
 = −  أن نجد =

( ) ( ) ( )5 3 1
22 2

3
2

2J x J x J x
x −− −



= − − 

( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 2

3 1
J x J x J x

x x − −

 
= − − − − 

 
 

) ع  ب ل عويضو ) ( )1 1
2 2

, J x J x
−

 أن نجد 

( )5
2

2

2 3 3
1 cos sinJ x x x

x xx−

  
= − +  

  
 

 فإن      يض   أ

( ) ( ) ( )5 3 1
22 2

3
2

2J x J x J x
x



= − 
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( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 2

3 1
J x J x J x

x x −

 
= − − 

 
 

 

) ع  ب ل عويضو ) ( )1 1
2 2

, J x J x
−

 

( )5
2

2

2 3 3
1 sin cosJ x x x

x xx

  
= − −  

  
 

   

 

25   

 أن نجد الأيسر الطرف  ف ضلب
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1
1 1

d xJ x J x
J x J x xJ x J x

dx

 
   

+
+ +

   = + 

( ) ( )1xJ x J x  +
+ 

) ع  ب ل عويضو ) ( )1,  xJ x xJ x  +
   العلاق ت م 

( ) ( ) ( )1 ;J x J x J x
x

  


+
 = − 

( ) ( ) ( )1J x J x J x
x

  


−
 = − 

 عل  حصلن
( ) ( )

( ) ( )1
1

d xJ x J x
J x J x

dx

 
 

+
+

  
= 

( ) ( ) ( )1 1J x J x xJ x  + + + −  

( ) ( ) ( ) ( )11J x xJ x J x   + + − +  

 

( ) ( )2 2
1x J x J x  +

 = −
 
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 الشكل ف  ال ك مل ك  ب  عيدن

( ) ( )2 2
3 3J x dx x x J x dx

− =
   

 نضع ب ل عويض ل ك ملل
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( )

2 2
3

2
2

,  

2 ,   

u x dv x J x dx

du xdx v x J x

−

−

 = =
 

= = −

 

 فإن ذنإ

( ) ( ) ( )2 2 1
3 2 22x x J x dx J x x J x dx

− −  = − +
   

( ) ( )1
2 12J x x J x

−= − − 

 

 الصورة  اس خدمن يثح

( ) ( )1x J x dx x J x C
 

 
− −

+ = − + 

 أن بم و

( ) ( ) ( )1 1
2

J x J x J x
x

  


+ −= − 

 ذنإ

( ) ( ) ( ) ( )1
3 1 0 1

2
2J x dx J x J x x J x C

x

− 
= − − − + 

 
 

( ) ( )0 1
4

J x J x C
x

= − + 
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 الشكل ف  ال ك مل ك  ب  عيدن
( )

( ) ( )
( )

22
22 4

3 1
9 3 3

3

J x
I dx x J x dx

x x
= =  

3   ضعن     3y x dy dx=  =              

 ذنإ

( )2
2 4

3
dy

I y J y
y

=  

 نضع بالت زيء ك ملل ل
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2 4
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1 3

1
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dy
u y J y dv
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du y J y dy v
y
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= = −

 

 يثح

( )
( )1

n
n n

n

d x J x
x J x

dx
−

 
 

= 

 عل  نحصلف

( ) ( )2 1 2

1 1

3 3

dy
I J y yJ y

y y
= − +  

 نضع أخرى مرة بالت زيء لل ك ملو
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 ذنإ
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1 1

3 3
I J y J y J y dy

y
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3
I J y J y

y y

 
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)        نس بد       دعن          البداي      ف )0 cosJ x    اللانه ئي             ب لم سلسل           

       لنحصاال          ال ك ماال،       عملياا      ذلااك     بعااد      نجاار     ثاام     لهاا           المك فئاا 
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2

0

0
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
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k
k

x
d

k




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

=
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 
 
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k
k

x
d

k



 


+

=

 −
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 
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 أن بم و
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k
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
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  + +
 

 ذنإ
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( )
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   − −
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+ +   
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2 1

0
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