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 مقدمــة
 

مدددل التخصصدددات العلميدددة  Operations Researchيعدددد بحدددوث العمليدددات 
الحديثددددة , يهددددتم بحددددق المسددددائق الاقتصددددادية ) علددددع مسددددتو  الاقتصدددداد القددددومي وعلددددع 
مسدددتو  الوحددددات اةنتاجيدددة ( باسدددتخدام أسددداليب كميدددة . ولكدددول تلددد  المسدددائق معقددددة 

, فقددد دعددت الحاجددة الددع ال يكددول تخصددص بحددوث العمليددات وتددرتبب بنددواحي عديدددة 
جامعددا لتخصصددات عديدددة منهددا مددا يددرتبب بدداةدارة العلميددة والاقتصدداد القياسددي , و خددر 
 يرتبب بالرياضيات والحاسوب , ويستطيع بذل  وضع تفسيرات وحلول للمسائق تل .

هددددددم أ مددددددل  Linear Programmingيعتبددددددر موضددددددوع البرمجددددددة الخطيددددددة 
ات فدددي بحدددوث العمليدددات , ويتخصدددص بوضدددع مدددوديلات رياضدددية للمسدددائق الموضدددوع

 Simplexأسدلوب  Dantziqعنددما وضدع  1947وحلها . وبرز هدذا الموضدوع عدام 
في حق المسائق . وطور اقتصاديول ورياضديول أسدلوب البرمجدة الخطيدة بشدكق امكدل 

 معه حق مسائق النقق ومسائق التخصيص . 
الددع المصددادر القليلددة فددي موضددوع مهمددة   إضددافة  جدداء كتدداب البرمجددة الخطيددة ك

بحوث العمليات المنشورة باللغة العربية . وهو يشتمق أربعة فصدول يسدبقها مددخق الدع 
بحدددوث العمليدددات . اخدددتص الفصدددق اوول فيددده بموضدددوع البرمجدددة الخطيدددة , الصددديا ة 

ع الطريقة الرياضية للمسائق وحلها بطريقة الرسم الهندسي . واقتصر الفصق الثاني عل
في حق مسائق البرمجدة الخطيدة . امدا الفصدق الثالدث فقدد اشدتمق  Simplexالرياضية 

موضددوع مسددائق النقددق علددع اختلافهددا , وطددرق حلهددا الابتدددائي والحددق اومثددق . وجدداء 
 الفصق اوخير متناولا مسألة التخصيص وطريقة حلها . 

علددع الكتدداب وابددداء أتقدددم بالشددكر لكددق مددل تتدداح لدده فرصددة الاطددلاع … وأخيددرا 
 الملاحظات المهمة والمفيدة .

 صلاح رسول حمزةم /                                        
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 مدخل الى البرمجة الخطية
 

تخصص علمي يهتم باستخدام   Operations  Researchبحوث العمليات  
يق أساليب كمية لحق المسائق الاقتصادية المختلفة سواء علع مستو  وتطب

الاقتصاد الكلي او علع مستو  الوحدات يمكل مراكز اتخاذ القرار مل اعتماد 
 النتائج المتحصق عليها عند صيا ة القرارات.

 لقددد كانددت مسددألة التوزيددع اومثددق للمددوارد الاقتصددادية ذات أهميددة كبيددرة بالنسددبة
يل. وقد استخدموا نماذج رياضية متعدددة لوصدف المسدائق الاقتصدادية. ففدي للاقتصادي

وضددع كيندداج الجدددول الاقتصددادج, واسددتخدم فيدده نمدداذج رياضددية لوصددف  1758عددام 
عدددرا فدددالراج نموذجددده الرياضدددي للتدددوازل  1874العلاقدددات الاقتصدددادية . وفدددي عدددام 

صداديول  يدر، , تطدويرا الاقتصادج, مستخدما فيه معادلات خطية. وأجر  نيومال واقت
لنمددوذج التددوازل الاقتصددادج , وشددكق ذلدد  اورضددية المهمددة التددي تأسددج عليهددا أسددلوب 
البرمجدة الخطيدة. واسدتخدم ليونتيدف نمدوذج المسدتخدم المندتج, الدذج يعتبدر أول نمددوذج 
فددي البرمجددة الخطيددة , اسددتخدم فيدده معددادلات خطيددة لتحليددق العلاقددات بدديل القطاعددات 

 مختلفة في الاقتصاد القومي. الاقتصادية ال
ولكول المسائق الاقتصادية الكلية , مسائق معقدة ترتبب بندواحي عديددة, فعليده 
برزت مشاكق ندرة المستلزمات الحربية وصدعوبة الاتصدالات, ومشداكق النقدق والتخدزيل 
خاصددة فددي الحددرب العالميددة الثانيددة , لددذل  تطلبددت الحاجددة فريددق عمددق متكامددق لدراسددة 

 سائق.تل  الم
وضددددددع دانتددددددز  مسددددددألة توزيددددددع المددددددوارد الاقتصددددددادية علددددددع  1947فددددددي عددددددام 

لحدق مسدائق  Simplexاستخداماتها المختلفة , في نمدوذج رياضدي متقددم هدو أسدلوب 
البرمجدة الخطيدة, حيددث تكدول المتغيددرات المسدتخدمة فددي النمدوذج متغيددرات مدل الدرجددة 

راسدات تعتمددد اسدلوب البرمجددة الاولدع . واسدتمر الاقتصدداديول والرياضديول فددي وضدع د
 . الخطية
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 ملاحظات حول المتباينات
 اذا كانت 

2<6 

 فأل
2+4<6+4 

6<10 

 وكذل  فأل:
2-4<6-4 

-2<2 

 وأيضا
2*3<6*3 

6<18 

 لكل
2(-3)>6(-3) 

-6>-18 

المتباينددة فدداوكبر تصددب   عكددجفعنددد ضددرب حدددود المتباينددة فددي مقدددار سددالب ت
 صغر وبالعكج .أ

 واذا كال
3X+Y<5 

 فأل 
Y<5-3X 

 وعندما يكول 
12>3+X2+3X12X 

 فأل المتباينة تتحول الع معادلة بأضافة متغير متمم
=121K-3+X2+3X12X 

 اما المتباينة 
10<3X-2+2X1X 

 تصب  معادلة كالاتي:
=102+K3X-2+2X1X 

 



 3 

 ملاحظات حول المعادلات الخطية
 

لهددا عدددد  يددر  ( اذا كددال عدددد المعددادلات اقددق مددل عدددد المجاهيددق , فددأل المعددادلات1
 منته مل الحلول.

 مثددال :
X1+X2=10 

aX1=2 

bX2=5 

 .لدينا ثلاثة معادلات بأربعة مجاهيق, وعليه يكول لدينا عدد لا نهائي مل الحلول
( اذا كدال عددد المعدادلات اكبدر مدل عددد المجاهيدق فدأل منظومدة المعدادلات الخطيدة 2

 قد يكول لها حق, وقد لا يكول لها حق.
 مثددال :

  X-y=3 

  2X+y=12 

  X+y=4 

 للمعادلتيل اوولع والثانية حق هو 
  X=5 , Y=2 

 وهذا الحق لا يحقق المعادلة الثالثة , لذا فأل منظومة المعادلات ليج لها حق .
( اذا كددال عدددد المعددادلات مسدداويا لعدددد المجاهيددق , أج تكددول مصددفوفة المعدداملات 3

خطيددة لهددا حددق وحيددد, شددرن ال لا تكددول مصددفوفة مربعددة , فددأل منظومددة المعددادلات ال
)أج  يجددددب ال يكددددول  Singular Matrixمصددددفوفة المعدددداملات مصددددفوفة منفددددردة 

 لمصفوفة المعاملات معكوج( .
 

 المصفوفة المربعة 
 هي مصفوفة عدد الصفوف فيها يساوج عدد اوعمدة , مثال 

A(n,n) , b(3,3) , c(5,5) 

اذا كاندددت  Diagonal Matrixتسددمع المصدددفوفة المربعددة مصدددفوفة قطريددة 
 عناصرها  ير القطرية مساوية للصفر, وكال للعناصر القطرية قيمة  ير الصفر.
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 مصفوفة قطرية عناصرها  A(3,3): المصفوفة  مثال
0 0 1 

0 9 0 

2 0 0 

وقيمدددة العناصدددر الاخدددر   1امدددا اذا كاندددت قيمدددة العناصدددر القطريدددة مسددداوية لدددد 
 . Identity Matrixسمع مصفوفة أحادية اصفارا , فأل المصفوفة القطرية ت

 مصفوفة أحادية B(3,3): المصفوفة  مثال
0 0 1 

0 1 0 

1 0 0 

 
 المصفوفة المثلثية :

هي مصفوفة عناصر المثلث فيها تساوج أصفارا . فإذا كانت عناصر المثلث 
 Upper triangularاوسفق هي العناصدر الصدفرية , فتسدمع مصدفوفة مثلدث أعلدع 

Matrix 
 مصفوفة مثلث أعلع وعناصرها c(3,3)صفوفة الم

2 -1 2 

5 9 0 

3 0 0 

امددا اذا كانددت عناصددر المثلدددث الاعلددع أصددفارا فتسدددمع مصددفوفة مثلددث اسدددفق 
Lower triangular Matrix . 

 مصفوفة مثلث اسفق وعناصرها. W(3,3)مثال : المصفوفة 
0 0 2 

0 5 1 

9 -1 2 

 يساوج مصفوفة أحادية .ال ناتج ضرب المصفوفة المربعة في معكوسها 
A-1 * A= I 

والمصفوفة المنفردة , مصدفوفة مربعدة لديج لهدا معكدوج ويكدول قيمدة محدددها 
Determinant .مساوياً للصفر 
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 التحويلات الابتدائية
Elementary transformations 

 

يمكل أجدراء بعدا التحدويلات الابتدائيدة علدع مصدفوفة مربعدة للحصدول علدع 
 . وتشمق التحويلات الابتدائية مصفوفة مكافئة لها

 
 ضرب عناصر أج صف بكمية ثابتة  ير الصفر.  -1
 الجمع الجبرج لعناصر صف معيل مع العناصر المناظرة لصف  خر.  -2
 تبديق صفيل محق بعضهما.  -3

 و علدع اوعمددة فقدبأالتحويلات الابتدائية علع الصفوف فقب    علع ال تجر 
 . ()  الباً ما تجر  علع الصفوف 

 مل المتغيرات هي  nمل المعادلات الخطية , فهنا   nكال لدينا اذا 
X1 , X2  , X3 , …….. Xn 

 تكتب
    Xi 

        i= 1,2,……. N 

 

 تي :وتكول المعادلات كالآ
 

a11 X1 + a12 X2 + …………. +a1n Xn = b1 

a21 X1 + a22 X2 + …………. +a2n Xn = b2 

.  .   . . 

.  .   . . 

.  .   . . 

an1 X1 + an2 X2 + …………. +ann Xn = bn 

 

 وتكول مصفوفة المعاملات :
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a11 a12 ……….. a1n 

a21 a22 ……….. a2n 

. .  . 

. .  . 

. .  . 

an1 an2 ………. anm 

 
 . jوالعمود  iيمثق العنصر في الصف  ijaال 

 
 Augment Matrix   زادة ) الموسعة (المصفوفة الم

بددت )القدديم يمدديل علامددة المسدداواة( وهددي مصددفوفة ناشددئة مددل وضددافة عمددود الثوا
 . n+1) , A(nالع مصفوفة المعاملات . وتكول أبعادها 

 

 مثال:
 وعناصرها: A( 3,4المصفوفة المضخمة )

 
3 -1 0 2 

6 1 1 1 
6 -2 2 1
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 الفصل الاول
 البرمجـة الخطيـة

Linear programming 
 

تصاد الجزئي(, اسلوب في حق المسائق الاقتصادية )في الاقتصاد الكلي او الاق
يهدف الع ايجداد اكبدر قيمدة او اصدغر قيمدة لدالدة خطيدة فدي متغيدرات متعدددة , تحقدق 

 تل  المتغيرات شروطا خطية بشكق متباينات.
 صياغة النموذج الرياضي

تعنددي وضددع المسددألة فددي صددورة رياضددية , تحدددد فيهددا دالددة الهدددف والمتغيددرات  
يضدددا بيدددال القيدددود التدددي تضدددع اليهدددا تلددد  الاساسدددية فيهدددا . ويشدددمق الموديدددق الرياضدددي ا

المتغيددرات وهددذ، القيددود علددع شددكق متباينددات ويوضددع قيددد عدددم السددالبية باعتبددار ال قدديم 
 المتغيرات يجب ال تكول موجبة .

فددي مسددائق اةنتدداج واوربدداح واةيددرادات يكددول الهدددف هددو تعظدديم قيمتهددا فيكددول 
 النموذج الرياضي لها كآلاتي :

 دالة الهدف 




N

J

iiXCZ
1

 

 : وتكول القيود بالشكق




n

j

ijij bXa
1

              

 i=1,2,……m 
 j=1,2,……n 
 Xi ≥ 0 

 علماُ بأل دالة الهدف والقيود هي دوال خطية .
وفدددي مسدددائق التكددداليف حيدددث يكدددول الهددددف هدددو تدنيدددة التكددداليف يكدددول النمدددوذج 

 :الرياضي كالاتي 
 دالة الهدف





n

j

iiXCZ
1

 

    طبقا للشرون )القيود(



n

j

ijij bXa
1
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 : 1مثال 
  Bو  Aتنددتج شدددركة المكدددائل اةلكترونيددة , ندددوعيل مدددل المكددائل الكهربائيدددة  

( 8وربحا مقدار، )  A( دينار في الوحدة الواحدة المنتجة مل   10وتحقق ربحا مقدار، )
دة . وال كميدة المدواد الخدام اللازمدة ةنتداج وحد Bدينار فدي الوحددة الواحددة مدل المندتج 

وحدة مل المادة الخام علع التوالي . وعدد الساعات  3و  5واحدة مل كلا النوعيل هي
سداعة علدع التدوالي كمدا وال كميدة  4 و 6اللازمة ةنتاج وحدة واحدة مل الندوعيل هدي 

 .  ساعة  240وحدة , وعدد ساعات العمق   420المواد الخام المتاحة 
 المطلوب : صيا ة النموذج الرياضي للمسألة بحيث يحقق اكبر رب  ممكل ؟

 
 الحق:
 

  B A المواد المتاحة

 المواد الخام 5 3 420

 ساعات العمق 0.6 0.4 240

 الرب  في الوحدة المنتجة بالدينار 10 8 

  
 A عدد الوحدات المنتجة مل  1X نفرا 

 B عدد الوحدات المنتجة مل  2X نفرا 
 

 Max(z)=10X1 + 8 X2 

            Subject  to : 

          5X1+3X2≤420         قيد المواد الخام 
 6X1+4X2≤240         قيد ساعات العمق 
 X1 , X2≥0           عدم سالبية قيم المتغيرات 
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 : 2مثال 
الوحدة ويبلغ الرب  في  Cو  Bو A تنتج شركة الفرات للأواني المنزلية السلع  

دينددار علددع التددوالي. ويحتدداج  200و  100 و 150الواحدددة مددل المنتجددات المددذكورة 
  7,4,5. كق وحدة منتجدة تتطلدب   M3و   M2و  M1الانتاج الع ثلاثة مواد اولية 

علدع التدوالي    M2وحدة مدل المدادة   20,8,10علع التوالي و   M1وحدة مل المادة 
 1200التوالي وكانت المواد الاولية محددة بد  علع  M3وحدة مل المادة  20,10,15

وحدددة مددل المددادة  2000و   M2وحدددة مددل المددادة   1500و  M1وحدددة مددل المددادة 
M3 

 . المطلوب : وضع موديق رياضي يحقق اكبر رب  ممكل
 الحق :

 الوحدات المتاحة A B C المواد
M1 5 4 7 1200 

M2 10 8 20 1500 

M3 15 10 20 2000 

نارالرب /دي  150 100 200  

 

 نفرا
X1  عدد الوحدات المنتجة مل السلعة =A  
X2  عدد الوحدات المنتجة مل السلعة =B  
X3  عدد الوحدات المنتجة مل السلعة =C  

 
 الموديق الرياضي

 Max(z)=150X1+100X2+200X3 

               Subject  to : 

 5X1+4X2+7X3≤1200 

 10X1+8X2+20X3≤1500 

 15X1+10X2+20X3≤2000 

 X1,X2,X3≥0 
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 : 3مثال 

شددركة التعليددب تنددتج ثلاثددة أنددواع مددل المربيددات هددي مربددع التدديل , مربددع الرقددي  
وحددات   60,40,50ومربع المشمش ويتطلب ونتداج وحددة واحددة مدل تلد  اوندواع الدع 

دقائق عمق علع التدوالي . وكدال الدرب    7,3,8مل السكر علع التوالي وكذل  يتطلب 
وحددة نقدد علدع التدوالي .   2,3,3تحقدق مدل انتداج وحددة واحددة مدل تلد  الاندواع هدو الم

 ساعة عمق .   200كغم مل السكر يوميا و   300فاذا كانت الموارد المتاحة 
 المطلوب : وضع الموديق الرياضي الخاص بالمسالة 

 الحق :
 الموارد المتاحة المشمش الرقي التيل الموارد      
 300000 60 40 50  السكر/  م  

 12000 7 3 8 الوقت / دقيقة   

  2 3 3 الرب  / وحدة نقد

 

 يمثق عدد الوحدات المنتجة يوميا مل مربع التيل  X1نفرا 
 يمثق عدد الوحدات المنتجة يوميا مل مربع الرقي  X2نفرا 

 يمثق عدد الوحدات المنتجة يوميا مل مربع المشمش  X3نفرا 

 
 الموديق الرياضي

 Max(z)=3X1 + 3 X2+2X3 

            Subject  to : 

          50X1+40X2+60X3≤300000   

 8X1+3X2+7X3≤12000  

 X1 , X2 , X3 ≥0   
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ة , تنددتج شددركة الصددناعات اةلكترونيددة اوجهددزة التاليددة : التلفزيددول , الثلاجدد : 4مثــال 
ثدددة مراحددددق هدددي . مرحلددددة الغسدددالة , والمجمددددة . وتشددددمق عمليدددة اةنتددداج لكددددق ندددوع ثلا

التصددنيع ومرحلددة التجميددع ومرحلددة اوعمددال النهائيددة يتطلددب ونتدداج الوحدددة الواحدددة مددل 
  3,3,2,5ساعات في مرحلة التصنيع علع التدوالي و   3,4,3,2اوجهزة المذكورة الع 

 ساعة في مرحلة اوعمال النهائية .  1,2,1,3ساعات في مرحلة التجميع و 
ديندددار فدددي الثلاجدددة و  80ديندددار فدددي التلفزيدددول و  50قدددة هدددي والاربددداح المتحق 

 دينار في المجمدة . 100دينار في الغسالة و 70
سدداعة عمددق وفددي   500وكددال عدددد السدداعات المتاحددة فددي مرحلددة التصددنيع  

 ساعة   300ساعة . اما في مرحلة الاعمال النهائية  400 مرحلة التجميع 
 البرمجة الخطية  وضع موديق رياضي لمسألة المطلوب :

 
 الساعات المتاحة المجمدة الغسالة الثلاجة التلفزيول  المراحق الانتاجية
 500 3 4 3 2 مرحلة التصنيع

 400 3 3 2 5 مرحلة التجميع

 300 1 2 1 3 مرحلة الاعمال النهائية

  100 70 80 50 الرب  / دينار

 

 
 نفرا :

 1X عدد التلفزيونات المنتجة = 
 2X لثلاجات المنتجة= عدد ا 
 3X عدد الغسالات المنتجة = 

 4X عدد المجمدات المنتجة = 
 : الموديل الرياضي

 Max(z)=50X1+80X2+70X3+100X4 

               Subject  to : 
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 2X1+3X2+4X3+3X4≤50     قيد مرحلة التصنيع 
 5X1+2X2+3X3+3X4≤400 قيد مرحلة التجميع       
 3X1+X2+2X3+X4≤300  حلة الاعمال النهائية   قيد مر  
 X1,X2,X3,X4≥0 

 
  : 5مثال 

ورشة لانتاج اجزاء معدنيدة صدغيرة , فيهدا ماكندة خراطدة وماكندة تفريدز وماكندة  
  A. يتطلدب انتداج وحددة مدل  B و Aتنعديم . تندتج ندوعيل مدل الاجدزاء الصدغيرة همدا 

فدي حديل يتطلدب  دقدائق للتنعديم .  5دقيقدة للتفريدز و   15دقدائق للخراطدة و   10الدع 
.  دقدائق للتنعديم  8دقيقدة للتغريدز و   10دقائق للخراطة و   4الع   Bانتاج وحدة مل 

يدة عمل 120عملية في اليوم وماكنة التفزيز  70وتبلغ الطاقة الانتاجية لماكنة الخراطة 
ديندار   3هدو   Aعمليدة . علمدا ال الدرب  المتحقدق فدي القطعدة  100وماكندة التنعديم 

 دينار. 2 هو  Bعة وفي القط
 

 المطلوب :
 ؟التي تحقق اكبر رب  ممكل في اليوم   Bو   Aتحديد عدد الوحدات المنتجة مل 

 
 

 الموارد المتاحة الجزء A الجزء B الماكنة
 70 4 10 ماكنة الخراطة

 120 10 15 ماكنة التنعيم

 100 8 5 ماكنة التفريز

  2 3 الرب  / دينار
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 نفرا
1X ع المنتجة مل = عدد القطA 

2X  عدد القطع المنتجة مل =B 
       Max(z)=3X1 + 2X2 

            Subject  to : 

          10X1+4X2≤70          
 15X1+10X2≤120  

     5X1+8X2≤100 

 X1 , X2≥ 0   

 : 6مثال 
شددركة لتربيددة الماشددية , تر ددب فددي اختيددار توليفددة مددل المددواد الغذائيددة تحتدددوج  
  دم بدروتيل و  70ينات والمعادل والفيتامينات . حيث يحتاج الحيوال يوميدا الدع البروت

ملغددم فيتامينددات . وكددال هنددا  ثددلاث توليفددات مددل الا ذيددة هددي  10 ددم معددادل و   3
c3,c2,c1   دينار علدع التدوالي . وال كدق كغدم مدل كدق توليفدة 10,8,12يبلغ تكاليفها 

 . يحتوج العناصر الغذائية كما في الجدول
 

 التكاليف الفيتامينات/ملغم المعادل/ م البروتينات/ م التوليفة      
   C1 4 0.1 0.2 12 

   C2 2 0.04 0.04 8 

   C3 3.6 0.1 0.16 10 

  10 3 70 الاحتاجات / وحدة 

 

 نفرا الحق :
1X  1= كمية الا ذية بالكغم في التوليفةC 
2X  2= كمية الا ذية بالكغم في التوليفةC 

3X  3= كمية الا ذية بالكغم في التوليفةC 
 الموديق الرياضي  

  Min(z)=12X1+8X2+10X3 

               Subject  to : 
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 4X1+2X2+3.6X3≥70       قيد البروتينات 
 0.1X1+0.04X2+0.1X3≥3    قيد المعادل 
 0.2X1+0.04X2+0.16X3≥10 قيد الفيتامينات       
 X1,X2,X3≥0 

 

2150m مدل الاقمشدة القطنيدة و   2200m خياطدة يجهدز شدهريا بدد  مشدغق : 7ثـال م

  مدل الحريدر . فداذا كاندت خياطدة البدلدة النسدائية تتطلدب  2m 100 مدل الصدوف و 

 23m 22قمشة قطنية و أm  21.25 اقمشة صوفية وm  اقمشة حريرية . بينما يتطلب
قمشدة حريريدة أ 21.5m قمشة صدوفية و أ 21m قمشة قطنية و أ 22.5m الفستال الع 

ديندار فمدا هدو عددد القطدع مدل   25ديندار وفدي الفسدتال   40. وكدال الدرب  فدي البدلدة 
 النوعيل الذج يحقق اكبر رب  ممكل ؟

 
 الكميات المتاحة الفستال البدلة نوع الاقمشة
 200 2.5 3 القطنية

 150 1 2 الصوفية

 100 1.5 1.25 الحريرية

  25 40 الرب  / دينار

 نفرا الحق:
1X عدد البدلات = 
2X عدد الفساتيل = 

 : الموديق الرياضي
 Max(z)=40X1 + 25X2 

            Subject  to : 

          2X1+2X2≤200          
 2X1+X2≤150  

     0.5X1+2X2≤100 

 X1 , X2≥ 0   
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 حل مسائل البرمجة الخطية
 

 هنا  طريقتال لحق مسائق البرمجة الخطية : 
 الرسم الهندسي ( طريقة1

 تستخدم عندما يكول في المسألة متغيرات فقب. 
  Simplex method( الطريقة الرياضية 2

قبدددق الخدددوا فدددي طريقدددة الرسدددم البيددداني )رسدددم المتبايندددات( , ناخدددذ مثدددالا عدددل  
 اسلوب الرسم الهندسي للنقان التي تحقق المعادلات والمتباينات 

 
 مثال :

 المتباينات التالية اوجد النقان التي تحقق كق مل
  

 الحق :
 النقان التي تحقق المتباينة ( 1

2 <X+y  

 تشمق جميع النقان الواقعة علع المستقيم 
X+y = 2 

 او اسفق منه
 ولرسم المستقيم نستخرج نقطتال فيه

  X=0عندما                 
                                                                Y=2 

 (0,2لنقطة الاولع )ا
 Y=0عندما                 

                                                                 X=2 

 (0 , 2النقطة الثانية )
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 ( النقان التي تحقق المتباينة2
3 >5Y -2X 

 قعة علع المستقيماتشمق جميع النقان الو
2X-5Y = 3 

 علع منه أ و أ
 ستخرج نقطتال فيهولرسم المستقيم ن

  X=0عندما 
-5Y=3 

Y= - 0.6 

 (0.6-,0النقطة الاولع )
  Y=0عندما 

2X =3 

X=1.5 

 (1.5,0النقطة الثانية )
 
 ( النقان التي تحقق المتباينة 3

X <Y  

 تشمق جميع النقان الواقعة علع المستقيم
Y = X 

 سفق منهأو أ
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 ت هي المساحة المضللةالمنطقة التي تحقق المتباينا
ولدددو كدددال هندددا  قيدددد يتضدددمل عددددم سدددالبية قددديم المتغيدددرات لاسدددتبعد جدددزء منهدددا 

سددالبة ولانحصددرت منطقددة الحددق فددي  Yو  Xالمسدداحة المضددللة التددي تكددول فيهددا قدديم  
 . الربع الاول فقب

Y 

 

Y =X 

Y=X 

2X-5Y = 3 

X 

X+Y = 2 
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 طريقة الرسم الهندسي
, Xالنقدان  لحق مسائق البرمجة الخطية ذات المتغيريل بالرسم الهندسدي . نرسدم

 Y   في المستوج. وفي منطقة تقاطع القيدود تنحصدر منطقدة الحدق الامثدق وهدي تتحددد
 في الربع الاول فقب مل المستوج حيث تكول قيم المتغيرات موجبة .

 
 : 1مثال 

 اوجد حق مسألة البرمجة الخطية التالية بطريقة الرسم الهندسي .
Max (Z) = 3X+4Y 

Subject  to : 

X+Y < 12 

X+2Y < 12 

X, Y >0 
 الحل

 نحول المتباينات الع معادلات ونرسم المستقيمات الناتجة عنها .
12 <2X+Y  

2X-12 <Y  
 فالنقان التي تحقق المتباينة تشمق جميع النقان الواقعة علع المستقيم

Y = 12-2X 

 او اسفق منه 
 نرسم المستقيم بتحديد نقطتيل عليه

   X =0عندما 
Y= 12-0 = 12 

 ( 0,12الاولع  ) النقطة 
    Y =0عندما

12-2X = 0 

12= 2X 
X = 6 

 (6,0النقطة الثانية  ) 
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(0,12) 

P3(0,6) 

P2(4,4) 

P1(6,0) (12,0) 

 الحل الامثل منطقة

 وبالنسبة للنقان التي تحقق المتباينة
12 <X+2Y  

 فانها تشمق جميع النقان الواقعة علع المستقيم 
Y = (12-X) / 2 

 أو اسفق منه
 نرسم المستقيم بتحديد نقطتيل عليه

    X =0عندما
Y = (12-0) / 2 

= 6 

 (0,6النقطة الاولع  ) 
    Y =0عندما

      (12-X) / 2 = 0 

X=12 
     (0 ,12النقطة الثانية ) 
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 نحل المعادلتين : 2Pلتحديد النقطة 

Y = 12-2X 

Y = (12 – X) / 2 

12-2X = (12 – X) / 2 

24-4X = 12-X 

24-12 = -X+4X 

12=3X 

X=4 

Y= 12-2(4) 

=12-8=4 

 2P)4,4(ل النقطة اذ
 P2,P1P,3نستخرج قيم الدالة عند حدود منطقة الحق الامثق 

ZP1 = 3(6) = 4(0) 

=18 

ZP2 = 3(4) +4(4) 

= 12+16=28 

ZP3 = 3(0) + 4(6) 

=24 

 أج عندما تكول قيمة  2Pتكول اكبر ما يمكل عند النقطة  Zقيمة الدالة 
X=4 

Y=4 
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 : 2مثال 
 الخطية التالية بطريقة الرسم الهندسياوجد حق مسالة البرمجة 

 

min (Z) = 200X +300Y 

subject to  

X+2Y > 60 

4X + 2Y > 120 

6X + 2Y > 150 

X,Y>0 

 
 الحق:

 نحول المتباينات الع معادلات ونرسم المستقيمات الناتجة عنها
X+2Y > 60 

Y> (60-X) / 2 

  X+2Y< 60فالنقان التي تحقق المتباينة 
 ن الواقعة علع المستقيم تشمق جميع النقا

Y= (60-X) / 2 

 أو أعلع منه
 نرسم المستقيم بتحديد نقطتيل عليه

X=0 عندما 
Y = 60/2 = 30 

 (0,30النقطة الاولع )
   Y=0عندما  

(60-X) / 2 = 0 

60-X=0 

X =60 

 (60,0النقطة الثانية )
 
 ( النقان التي تحقق المتباينة 2



 22 
4X +2Y > 120 

 اقعة علع المستقيم تشمق جميع النقان الو 
Y= (120-4X ) /2 

 أو أعلع منه 
 نرسم المستقيم بتحديد نقطتيل عليه

    X=0عندما
Y = (120-0) /2 = 60 

 (0,60النقطة الاولع )
 

  Y=0عندما  
(120 –4X) /2 = 0 

120-4X =0 

4X = 120 

X=30 

 (30,0النقطة الثانية )
 

 النقان التي تحقق المتباينة  3 )
6X + 2Y > 150 

 تشمق جميع النقان الواقعة علع المستقيم 
Y = (150-6X) /2 

 أو أعلع منه
 نرسم المستقيم بتحديد نقطتيل عليه

 X= 0عندما 

Y = 150/2 = 75 
 (0,75النقطة الاولع )

  Y=0وعندما  
(150-6X) / 2 = 0 

6X = 150 

X=25 
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 (0 ,25)  النقطة الثانية
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نحق المعادلتيل : 3P حديد النقطة لت      
Y=(60-X) / 2 
Y=(120 – 4X) / 2 
 

(0,30) 

(0,60) 
P2 (0,75) 

4P 

3P 

)60,0( 1P)             30,0) (25,0( 
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(60-X) / 2= (120 – 4X) / 2 
4X –X = 120-60 
3X = 60 
X=20 
Y=(60-20)/2 
=20 
P3 (20,20) 

 نحق المعادلتيل 4P لتحديد النقطة 
Y=(120 – 4X) / 2 
Y=(150-6X)/2 
 (120 – 4X) / 2 = (150-6X)/2  
120-4X = 150-6X 
2X = 30 
X= 15 
Y = (120-4(15))/2 
=(120-60) /2 
Y= 30 
P4(15,30) 

 
 نستخرج قيم دالة الهدف عند حدود )أركال( منطقة الحق الامثق

min (Z) = 200X + 300Y 
ZP1 = 200 (60)+300(0) 
ZP1 = 12000 
ZP2 = 200(0) + 300(75) 
=22500 
ZP3 = 200(20) + 300(20) 
4000+6000 
=10000 
 
ZP4 = 200(15) + 300(30) 
3000+9000 
=12000 

عنددما يكدول قديم 1000وهدي تسداوج   P3يكدول قيمدة الدالدة اقدق مدا يمكدل عندد النقطدة 
 المتغيرات

X= 20 

Y=20 
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 أوجد حق مسالة البرمجة الخطية التالية بطريقة الرسم الهندسي  : 3مثال 
max (Z)  = 10 X1+8X2 

subject to  : 

5X1+3X2< 420 

6X1+4X2<240 

X1, X2 >0 

 الحق:
 نحول المتباينات الع معادلات ونرسم المستقيمات الناتجة عنها 

 ( المتباينة1
5X1+3X2< 420 

Y= (420-5X1)/3 

يمثدق المحدور العمدودج  2Xوالمتغيدر  . Xيمثدق المحدور اوفقدي  1X المتغيدر 
Y 

 فالنقان التي تحقق المتباينة , تشمق جميع النقان الواقعة علع المستقيم
Y= (420-5X)/3 

 أو أسفق منه 
 نرسم المستقيم بتحديد نقطتيل عليه 

  X=0  عندما  
Y=420/3=140 

 ( 0,140النقطة الاولع )
 
 
 Y=0وعندما   

 (420-5X1)/3=0 

420-5X=0 

5X=420 

X=84 

 (84,0النقطة الثانية )
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 ( المتباينة2
6X+4Y< 240 

4Y<240-6X 

Y<(240-6X)/4 

 مق جميع النقان الواقعة علع المستقيم النقان التي تحقق المتباينة , تش
Y=(240-6X)/4 

 أو أسفق منه 
 نرسم المستقيم بتحديد نقطتيل عليه

 X=0عندما  

Y =240/4=60 

 ( 0,60النقطة الاولع )
 Y=0وعندما 

(240-60) /4 =0 

240 = 6X 

X=40 

 (40,0النقطة الثانية )
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P1(40, 0) (84,0) 

(0,140) 

P2(0,60) 

 

 منطقة   
 الحق   
 اومثق  
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 لحق اومثق نستخرج قيمة الدالة عند أركال منطقة ا
max (Z)=10X1+8X2 

ZP1=10(40) +8(0) 

=400 

ZP2=10(0)+8(60) 

=480 

 تكول قيمة دالة الهدف فيها اكبر ما يمكل عندما  2P  النقطة 

X=0 

Y=60 

 هذا . ال القيد  3نلاحظ في مسألة البرمجة الخطية في المثال 
420 <  2+ 3X 15X 

 رة لهمثق . لذا فهو قيد زائد لا ضرو ليج له تاثير في الحق وتحديد منطقة الحق الا
ويجب وعادة صيا ته النموذج الرياضي للمسألة في مثق تل  المسائق لال هذا 

 يمثق قصور في الموديق الرياضي .
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 أسئلــة
ج( حقدددق لزراعدددة الحبدددوب , الحنطدددة والدددذرة والدددرز . كاندددت ونتاجيدددة الددددونم الواحدددد مدددل 

كغدددم . يحتددداج الددددونم 800الدددرز  كغدددم ومدددل 1000كغدددم ومدددل الدددذرة  700الحنطدددة 
متددر مكعددب مددل الميددا، يوميدددا  5كغددم مددل السددماد و  50الواحددد مددل الحنطددة الددع 

متدر مكعدب  4كغدم مدل السدماد و  70كمعددل ويحتداج الددونم الواحدد مدل الدذرة الدع 
كغدم مدل السدماد و  60مل الميا، يوميا في حيل يحتاج الدونم الواحد مدل الدرز الدع 

متددر  25ميددا، يوميددا وكانددت الحصددة المائيددة المتددوفرة للحقددق متددر مكعددب مددل ال 10
كغددم . فدداذا  4000مكعددب يوميدداً وكميددة الاسددمدة حسددب المبلددغ المخصددص لهددا هددي 

الددف دينددار  250الددف وسددعر الطددل مددل الددذرة   200كددال سددعر الطددل مددل الحنطددة 
 الف دينار . 500وسعر الطل مل الرز 

 يحقق اكبر ايراد ممكل ؟المطلوب : صيا ة الموديق الرياضي الذج 
 ( اوجد حق مسالة البرمجة الخطية التالية بطريقة الرسم الهندسي .2ج

Max(Z) = 3X1+2X2 
Subject to : 

10X1+4X2<  70 
15X1+10X2<  120 

5X1+8X2<  100 
X1, X2 > 0 

 
 وجد حق مسألة البرمجة الخطية التالية بطريقة الرسم الهندسي ؟أ (3ج 
  
 225X+  1Max(z) = 40X 

subject  to : 

200<  2+ 2X 12X 
150<  2+ X 12X 
100<  2+ 2X 10.5X 

0>   2,X1X                
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 اللتيل تحققال المتراجحات التالية : X2و  X1( أوجد قيمتا 4ج
               X1≤3 

               X1+ X2 ≤4 

- X1+ 2X2≤2 

X1 , X2 ≥ 0 

أعظمية ؟    F=X2-X1    وتجعلال  
 

مسألة البرمجة الخطية التالية بطريقة الرسم الهندسي ؟( أوجد حق 5ج   

X1+X2≤3 

-X1+X2≤1 

 X1+2X2≤4 

  X1 , X2 ≥0 

F=X1-2X2       قيمة أصغرية    
 وجد حق مسألة البرمجة الخطية التالية بطريقة الرسم الهندسي ؟( أ6ج

                     Max(Z)=3X+5Y 

                     Subject  to : 

                    X1≤4 

                    2y≤12 

                    3x+2y≤18 

                    x , y ≥0 
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 الفصل الثاني
 الطريقة الرياضية

Simplex Method 

 
لحق مسدائق البرمجدة الخطيدة  Simplexطريقة  George Dantzig استخدم

الشددددكق الهندسددددي الددددذج تحددددد،  Simplexيددددريل او اكثددددر. ويعنددددي المشددددتملة علددددع متغ
تتحدد  Simplexالخطون المستقيمة مل جميع الجوانب . وتعتبر منطقة الحق الامثق 

حدودها الخارجية بخطون مستقيمة , ويكول الحق الامثق عند احد اركال منطقة الحدق 
 المنطقة(.الامثق )تتكول نقان الاركال مل التقاء مستقيمال علع حدود 

نبدأ الحق مل نقطة الاصق حيث تكدول قيمدة دالدة الهددف صدفراً. ومنهدا ننتقدق 
الددع اركددال منطقددة الحددق الامثددق , حيددث سددتزداد قيمددة دالددة الهدددف وسدديكول الحددق عنددد 
احددد الاركددال حيددث يكددول قيمددة دالددة الهدددف اكبددر مددا يمكددل وقيمددة المتغيددرات عنددد هددذا 

المحداولات للوصدول الدع الحدق الامثدق سديكول اقدق الركل هي الحق الامثدق . وال عددد 
مل عدد اركدال منطقدة الحدق الامثدق. حيدث لديج ضدروريا حسداب قيمدة الدالدة عندد كدق 
نقطة مل اركال منطقة الحق الامثق كمدا هدي الحدال فدي طريقدة الرسدم الهندسدي. حيدث 
ي سددنتوقف عندددما تصددب  قدديم المتغيددرات فددي دالددة الهدددف موجبددة او مسدداوية للصددفر فدد

 حالة التعظيم الدالة او سالبة او مساوية للصفر في حالة تدنية الدالة.
 تكتددب المتباينددات بشددكق معددادلات , عددل طريددق اضددافة المتغيددرات المتممددة 

Slack Variables  ثدم نكتدب مصدفوفة المعداملات ونضدع معداملات دالدة الهددف فدي
رات الخارجة مل النموذج. الصف الاخير. نحدد المتغيرات الداخلة الع النموذج والمتغي

لتصددفير عناصددر الاعمدددة التددي تحتددوج  Jordenوتجددرج التحددويلات الابتدائيددة بطريقددة 
معامدق المتغيدر الدداخق. نجعدق قيمدة المعامدق للمتغيدر الدداخق والمقابدق للمتغيدر الخددارج 
مسدداوية للواحددد. ونسددتخرج قيمددة المتغيددرات التددي تجعددق دالددة الهدددف اكبددر مددا يمكددل فددي 

تحدت الشددرون  Min (Z)واقدق مدا يمكدل فدي حالدة التدنيدة Max (Z) التعظديم حالدة 
 الموضوعة.
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 المجموعة المحدبة
مجموعدة محدبددة, اذا وقدع الخددب الواصدق بدديل أج نقطتدديل  Sتسدمع المجموعددة 

 يددر محدبددة اذا لددم تكدل جميددع النقددان فددي  Sفيهدا داخددق المجموعددة. وتعتبددر المجموعدة 
 . Sة نقطتيل في المجموعة داخق المجموعة الخب المستقيم الواصق بيل اي

 
 
 
 
 

 
2λ)P-+ (1 1X=λP 

 وحيث ال  Sالتي تنتمي الع المجموعة  2Pو  1Pلجميع قيم 
1 <λ  < 0 

اذا  Sمجموعدة محدبدة, نقطدة رأسدية الدع  Sو  a Є Sحيدث  aوتعتبر النقطدة 
  Sلد كتركيبة محدبة مل اية نقطتيل أخرتيل  aكال مل  ير الممكل التعبير عل 

 
 
 
 

a  2تركيبة خطية بيلP1P  1أج تقع داخق المستقيم الواصق بيلP  2وP  وكق
 ركل مل اركال المجموعة المحدبة هو نقطة علع حدود المجموعة المحدبة.

ومتعدددة  Sدالة خطية معرفة علع مجموعة مقيدة , منطقة الحدق  f اذا كانت 
  في احد اركال )رؤوج( المنطقة تأخذ قيمتها العظمع او الصغر  fوجو، محدبة. فأل 

S. 
وهدي عبدارة عدل خطدون مسدتقيمة فدي   Sومتعددد الحددود يمثدق حددود المنطقدة 

 في حالة الفضاءات ثلاثية الابعاد. Planالفضاء الثنائي البعد , ومستويات 

P1 

P2 

P1 

P2 

P1 

P2 

 مجموعة محدبة مجموعة محدبة مجموعة  ير محدبة

P1 

P1 

a 
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Simplex 

الشددكق الهندسددي المحدددب الددذج تحددد، الخطددون المسددتقيمة مددل جميددع الجوانددب 
 مل النقان . في حالة وجود وحداثيات عددها n+1لاقات المحدبة لد والناتج مل كق الع

ND  شرن ال لا تقع هذ، النقان علعHyper Plan .واحد 
 
 
 
 
 
 
 

النقان الثلاثة لا تقع علع خب مستقيم واحد, واذا استخرجت العلاقات المحدبة 
 .Simplexفيها فأل الشكق الناتج هو 

 : 1مثال 
 لخطية التالية أوجد حق مسألة البرمجة ا

Max (Z) = 2X+3Y 

subject  to : 

X+Y<2 

3X+2Y<5 

X ,Y >0 
 الحق :

 1K نحول المتباينة الاولع الع معادلة , باضافة المتغير المتمم 

= 2 1X+Y+K 

 2K نحول المتباينة الثانية الع معادلة , باضافة المتغير المتمم 

  3X+2Y+K2 = 5 

 وبالنسبة لدالة الهدف , تصب  :

Z-2X-3Y = 0 

(X2 , Y2) 

(X1 , Y1) (0 , 0) 
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 نكتب المصفوفة:

Basic  

variables 
Bi K2 K1 Y X 

K1 2 0 1 1 1 
K2 5 1 0 2 3 
Z 0 0 0 -3 -2 

 

لما كانت دالة الهدف هي دالة تعظيم , لذل  نحاول الدتخلص مدل جميدع القديم 
 السالبة في معاملاتها .

 أج  Yوهدو معامدق المتغيدر  -3نبدأ بدأكبر قيمدة سدالبة فدي دالدة الهددف وهدي 
 سيدخق الع النموذج . Y ال المتغير 

لتحديدددد المتغيدددر الدددذج سددديخرج مدددل النمدددوذج , نسدددتخرج النسدددب ) نسدددب قسدددمة 
الع عناصر العمود الثاني )عمود المتغير الدداخق( المنداظرة  iBعناصر عمود الثوابت 

 لها( .

 r1=2/1=2      النسبة الاولع        

 r2=5/2=2.5      النسبة الثانية           

, عنصدر الارتكداز فدي العمدود الثداني الدذج تسدبب  2أصغر نسبة موجبدة هدي 
وذلد  بقسدمة عناصدر الصدف الدذج  1 . نجعدق قيمتده تسداوج 12a في هذ، النسبة هدو 

 فلا حاجة للعملية ( .  1يحتويه علع قيمته ) نلاحظ ال قيمته مساوية لد 

  icBas في عمود المتغيرات  1Kيقابق المتغير  12a العنصر 

 . 1Kالعنصر الذج سيخرج مل النموذج هو      

نجرج التحويلات الابتدائية لتصفير عناصر العمود الثاني عدا عنصر 
 الارتكاز . نستخرج معامق القسمة :
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d= a22/a12 = 2/1=2 

R2= R2-d*R1 

 

d*R1= 2 2 2 0 4 

 

R2=     1 0 -2 1 1       

 نستخرج معامق القسمة 

d= a32/a12 = -3/1=-3 

 

R3= R3-d*R1 

d*R1= -3 -3 -3 0 -6 

 

R3=       1   0  3 0  6          

 

 نكتب مصفوفة المعاملات
 

Ba

sic 
Bi K2 K1 Y X 

Y 2 0 1 1 1 
K2 1 1 -2 0 1 
Z 6 0 3 0 1 
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( . وال جميدع معداملات 6( الدع )0نلاحظ ال قيمة دالة الهدف تحسدنت مدل )
 لدتخلص مدل جميدع القديم السدالبة فيهدا ( . لدذل دالة الهدف موجبة او اصفارا ) أج تم ا

 لا يمكل زيادة قيمة دالة الهدف عل هذ، القيمة .

Y=2           Bi    في العمود  

   X=0   )لم يدخق الع النموذج( 

 للتحقق مل النتيجة , نعوا عل قيم المتغيرات في دالة الهدف 

Z= 2X+3Y 

=2(0) + 3(2) 

=6 
 

 
  : 2مثال 

ت الجندددوب ثدددلاث اندددواع مدددل السدددمنت المكددديج , هدددي السدددمنت تندددتج شدددركة سدددمن
الاعتيددادج والسددمنت المقدداوم للامددلاح والسددمنت الابدديا , فددي ثددلاث مصددانع لهددا فدداذا 
كانددت سددداعات العمدددق المتاحدددة يوميدددا فدددي كددق مصدددنع والفتدددرة الزمنيدددة بالددددقائق اللازمدددة 

مددل الانددواع الثلاثددة لانتدداج طددل واحددد مددل كددق نددوع والاربدداح المتحققددة فددي الطددل المنددتج 
 هي كما في الجدول التالي :

 الفترة بالدقائق لانتاج طن
الساعات 
 المتاحة

سمنت مقاوم  سمنت ابيا
 للاملاح

سمنت 
 اعتيادج

 المصنع

 مصنع البصرة 10 12 15 8
 مصنع الكوفة 8 10 20 6
 مصنع السماو، 12 15 10 8
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 طل -الرب  / الف دينار  5 4 6 
 

 الانتاج الامثق الذج يحقق اكبر رب  ممكل للشركة ؟المطلوب : حساب 
 الحق:
 نفرا

1X  عدد الاطنال المنتجة مل السمنت الاعتيادج = 
2X  عدد الاطنال المنتجة مل السمنت المقاوم للاملاح = 
 3X عدد الاطنال المنتجة مل السمنت الابيا = 

3+6X2+4X1Min (Z) = 5X 

  subject  to : 

 ق نحول الزمل بالدقائ
 3X+152X+121X10 > 480قيد الزمن في مصنع البصرة    

  20X2+10X18X+ 3> 360قيد الزمل في مصنع الكوفة     
  10X2+15X112X+ 3> 480 قيد الزمل في مصنع السماو،    

 X2,X1X,3 < 0قيد عدم سالبية قيم المتغيرات      

. 1K  ,2K  , 3Kنحول المتباينات الع معادلات , بإضافة المتغيرات المتممة 
 ثم نكتب مصفوفة المعاملات :

 
b.  v. Bi K3 K2 K1 X3 X2 X1 

K1 480 0 0 1 15 12 10 
K2 360 0 1 0 20 10 8 
K3 480 1 0 0 10 15 12 
Z 0 0 0 0 -6 -4 -5 
 

  6–القيمة الاكثر سالبية في دالة الهدف هي 
 3X اذل المتغير الداخق الع النموذج هو 

 حديد المتغير الخارج مل النموذج نستخرج النسب لت
r1= 32 , r2 = 18 , r3 = 48 
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 ) يقابق اصغر نسبة موجبة (  2K اذل المتغير الخارج هو 
 

 1) المقابق للمتغير الداخق والمتغير الخارج ( مساويا لد  23a نجعق العنصر 
 فتصب  المصفوفة :

 
b.   v. Bi K3 K2 K1 X3 X2 X1 

K1 480 0 0 1 15 12 10 
K2 18 0 0.05 0 1 0.5 0.4 
K3 480 1 0 0 10 15 12 
Z 0 0 0 0 -6 -4 -5 
 

لتصفير عناصر العمود الثالث   Jordenنجرج التحويلات الابتدائية بطريقة 
 فتصب  المصفوفة : 23a)عمود المتغير الداخق ( عدا عنصر الارتكاز 

 
b.   v. Bi K3 K2 K1 X3 X2 X1 

K1 210 0 -0.75 1 0 4.5 4 
K2 18 0 0.05 0 1 0.5 0.4 
K3 300 1 -0.5 0 0 10 8 
Z 108 0 0.3 0 0 -1 -2.6 

 
) بعد ال كانت صفر( , وهنا  قيم   108نلاحظ ازدياد دالة الهدف الع 

سالبة في دالة الهدف يجب التخلص منها وذل  لتحسيل قيمة الدالة ونبدأ بالقيمة 
 2.6–الاكثر في السالبية وهي 

 1Xلداخق الع النموذج هواذل المتغير ا

 نستخرج النسب لتحديد المتغير الخارج .
= 37.5 3= 45 ,  r2 = 52.5 ,  r1 r 

 )يقابق اصغر نسبة موجبة(  3K اذل المتغير الخارج هو 
 يقابق المتغيريل الداخق والخارج . 31a عنصر الارتكاز هو 
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 اتجة :وتكتب المصفوفة الن 1  نجعق قيمة عنصر الارتكاز مساوية لد 
 

b.   v. Bi K3 K2 K1 X3 X2 X1 
K1 210 0 -0.75 1 0 4.5 4 
X3 18 0 0.05 0 1 0.5 0.4 
X1 75/2 1/8 -1/16 0 0 1.25 1 
Z 108 0 0.3 0 0 -1 -2.6 

 

نجرج التحويلات الابتدائية لتصفير عناصر العمود الاول عدا عنصر الارتكاز 
 31a : وتصب  المصفوفة 

 

b.   v. Bi K3 K2 K1 X3 X2 X1 
K1 60 -0.5 -0.5 1 0 -0.5 0 
X3 3 -0.05 0.075 0 1 0 0 
X1 75/2 1/8 -1/16 0 0 5/4 1 
Z 411/2 13/40 13.75 0 0 9/4 0 

الف دينار الارباح المتحددققة   205.5 = 411/2نلاحظ تحسل قيمة الهدف الع 
ل دف , فعليده لا يمكديوميا . ولعدم وجود قيمدة سدالبة للمتغيدرات الاساسدية فدي دالدة الهد

 زيادة قيمة الدالة عل تل  القيمة .
 (  Biقيم المتغيرات الاساسية ) كما في العمود 

X1=75/2 

X2 = 0          لم يدخق الع النموذج 
X3 = 3 

 وهذ، القيم تحقق دالة الهدف
Max (Z) = 4X1 +5X2 + 6X3 

= 5(75/2) + 4(0) +6(3) 

= 187.5 +18 

= 205.5 

طل مل السدمنت  37.3كة لكي تحقق اكبر رب  ممكل ال تنتج اذل علع الشر 
أطنددال مدددل السدددمنت الابدديا و تتوقدددف عددل انتددداج السدددمنت   3الاعتيددادج يوميدددا . و
 المقاوم للاملاح .
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 المتغيرات المرشحة للدخول الى النموذج والمرشحة للخروج منه

نحداول فانندا   max (Z)اذا كاندت مسدألة البرمجدة الخطيدة هدي مسدألة تعظديم 
وهدو  التخلص مل القيم السالبة في دالة الهدف , نبدأ بالمتغير ذو القيمة الاكثر سالبية

الددذج سدديدخق النمددوذج اولا . واذا تسدداوت قيمددة عدددة متغيددرات فددي السددالبية فنختددار ايددا 
 منها دونما قاعدة .

امددددا لتحديددددد المتغيددددر الخددددارج مددددل النمددددوذج فيددددتم اسددددتخراج النسددددب فددددي عمددددود 
الددداخق . ويكددول المتغيددر المرشدد  للخددروج هددو المتغيددر المقابددق للعنصددر الددذج المتغيددر 

تسددبب باصددغر نسددبة موجبددة . امددا اذا تسدداوت عدددة نسددب فيددتم اختيددار المتغيددر الخددارج 
والتدي تتضدمل اعتمداد نسدب قسدمة معداملات   charnes & copperحسدب طريقدة 

الدددداخق علدددع معددداملات  اول عمددود فدددي المصدددفوفة الاحاديددة الدددع يمددديل عمدددود المتغيددر
عمددددود المتغيددددر الددددداخق . ونختددددار المتغيددددر المقابددددق لاصددددغر نسددددبة موجبددددة , كمتغيددددر 
للخددروج مددل النمددوذج . واذا مددا حصددق تسدداوج فددي النسددب ثانيددة فنقددوم باسددتخراج نسددب 
جديدددة بقسددمة عناصددر العمددود الثدداني فددي المصددفوفة الاحاديددة علددع عناصددر المتغيددر 

 لمرش  للخروج الذج يقابق اصغر نسبة .الداخق ونحدد المتغير ا

ال تسداوج النسدب باسدتمرار يتسدبب فدي مشددكلة عددم ومكانيدة تحديدد المتغيدر الخددارج 
 مل النموذج .

 
 :2 مثال 

 
b. variables Bi K3 K2 K1 X2 X1 

K1 6 0 0 1 1 2 
K2 12 0 1 0 2 1 
K3 15 1 0 0 0 3 
Z 0 0 0 0 7 4 
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 2Xالمتغير الداخق هو التغير 

 لتحديد المتغير الخارج نستخرج النسب:
 r1 =6/1=6   النسبة الاولع  

 r2=12/2=6      النسبة الثانية 

 كمية  ير معلومة =r3=15/0    النسبة الثالثة 
 هنا  نسبتال متساويتال وهما اصغر النسب الموجبة .

 اذل نستخرج النسب الجديدة
 r1 =0/1=0   النسبة الاولع  

 r2 =0/2=0     النسبة الثانية  

 كمية  ير معلومة  =r3 =1/0      النسبة الثالثة
وأيضددا هنددا  نسددبتال متسدداويتال وكلاهمددا اصددغر النسددب الموجبددة نسددتخرج النسددب 

 الجديدة

 r1=0/1=0  النسبة الاولع 

 r2=1/2=0.5   النسبة الثانية 

 كمية  ير معلومة  =r3=0/0    النسبة الثالثة
الدذج سديخرج مدل  1Kهدي الصدفر وهدي تقابدق المتغيدر اذل اصغر نسبة موجبدة 

 النموذج .
 

 .تحويل مسألة دالة ذات قيمة دنيا الى مسألة دالة ذات قيمة عظمى
 

min f = - max (-f) 
 مثال:

f = [2,5,7] 

min f = 2 

max f = 7 
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 وأيضا فال
-f = [-2,-5,-7] 

max (-f) = [-2,-5,-7]  

= -2 

-max (-f) = 2 

= min f 

 : 3مثال 
تنتج شركة الكبريت الوطنية نوعيل مل الكبريت , الاعتيادج والكبريت عالي 

 الجودة في ثلاثة مناجم لها . وكما مبيل في الجدول:
 كمية الانتاج بالاطنان / يوم

 نوع الانتاج  منجم 1   منجم  2 3منجم  الكميات المطلوب تجهيزها
 الكبريت الاعتيادج  2 5 3 600

 ريت عالي الجودةالكب 4 4 6 1000
 400 300 200  
 

  300الدف ديندار فدي المدنجم الاول و   200وكانت تكلفة الانتاج فدي اليدوم , 
ة وقد تلقت الشرك الف دينار في المنجم الثالث .  400الف دينار في المنجم الثاني و 

 طل كبريت عالي الجودة .  1000طل كبريت اعتيادج و  600طلبا لتجهيز 
 ال يشتغق كق منجم لتصب  نفقات الانتاج اقق ما يمكل ؟ فكم يوم يجب

 الحق:
 1Xنفرا عدد الايام التي يجب ال يشتغق فيها المنجم الاول = 

 2Xنفرا عدد الايام التي يجب ال يشتغق فيها المنجم الثاني = 

 3Xنفرا عدد الايام التي يجب ال يشتغق فيها المنجم الثالث = 
min (Z) = 200X1+300X2 +400X3 

subject to 

2X1+5X2+3X3> 600 

4X1+4X2+6X3> 1000 
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 لتحويق المسألة الع مسألة دالة ذات قيمة عظمع نجعق :

min (Z) = - max (-Z)  

W= -Z    نفرا  
min (Z) = - max (W) 

min (Z) = 200X1+300X2+400X3 

-max(W) = 200X1+300X2+400X3 

200X1+300X2+400X3+W=0 

 ت ولع معادلات , بإضافة المتغيرات المتممةالآل نحول المتباينا
2X1+5X2+3X3-K1 =600 

4X1+4X2+6X3-K2 =1000 

 نكتب مصفوفة المعاملات :
 

b. variables Bi K2 K1 X3 X2 X1 
K1 600 0 -1 3 5 2 

k2 1000 -1 0 6 4 4 
Z 0 0 0 400 300 200 

 

ر قيمة موجبة نحاول التخلص مل القيم الموجبة في دالة الهدف . ونبدأ بأكب
 الع النموذج 3X . وعليه سيدخق المتغير 400وهي 

 ولتحديد المتغير الذج يخرج مل النموذج نستخرج النسب :
النسبة الاولع  =  600/3  =200        

     166.67   1000/6 = النسبة الثانية 

 الذج سيخرج مل النموذج. 2K وهي تقابق المتغير  166.67اصغر نسبة هي 
في نفج العمود وهدو الدذج تسدبب فدي حددوث  23aرتكاز هو العنصر عنصر الا

وذلددد  بقسدددمة عناصدددر الصدددف الاول علدددع  1اصدددغر نسدددبة . نجعدددق قيمتددده مسددداوية لدددد 
 : فتصب  مصفوفة المعاملات 6 قيمته
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X1 X2 X3 K1 K2 Bi b.  variables 

2 5 3 -1 0 600 K1 

2/3 2/3 1 0 -1/6 500/3 X3 

200 300 400 0 0 0 Z 
 

( نجرج التحويلات الابتدائية لتصفير عناصر العمود الثالث )عدا عنصر الارتكاز
 فتصب  مصفوفة المعاملات :

 

X1 X2 X3 K1 K2 Bi b.   v. 

0 3 0 -1 1/2 100 K1 

2/3 2/3 1 0 -1/6 500/3 X3 

-200/3 100/3 0 0 200/3 -200000/3 Z 

 
هدف , لذا يجب التخلص نلاحظ وجود قيمة موجبة وحيدة في صف دالة ال

 منها.
 الع النموذج . 2X اذل سيدخق المتغير  

 نستخرج النسب لتحديد المتغير الخارج مل النموذج :
                                              r1=100/3=33.33 

                        r2=(500/3)/(2/3)=250 

لذل  سيخرج المتغير   1K لمتغير وهي تقابق ا 250    اصغر نسبة موجبة هي 
1K مل النموذج .  

وذل  بضرب  1 عنصر ارتكاز وسنجعق قيمته مساوية لد12a ونعتبر العنصر 
 فتصب  مصفوفة المعاملات :  1/3عناصر الصف الاول بد 

 
X1 X2 X3 K1 K2 Bi b.  v. 

0 1 0 -1/3 1/6 100/3 X2 

2/3 2/3 1 0 -1/6 500/3 X3 

-200/3 100/3 0 0 200/3 -200000/3 Z 
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( نجرج التحويلات الابتدائية لتصفير عناصر العمود الثاني )عدا عنصر الارتكاز
 وستصب  مصفوفة المعاملات كالاتي :

 

X1 X2 X3 K1 K2 Bi b.   v. 

0 1 0 1/3 -1/6 100/3 X2 

2/3 0 1 -2/9 5/18 1300/9 X3 

-200/3 0 0 100/9 550/9 -610000/9  

 
 لتخلص مل جميع القيم الموجبة في دالة الهدفالال تم ا

W= -610000/9= -67777 

Z= -W =67777=67.77  
ول دينار اقق تكلفة ممكنة للانتاج . وهي تتحقق عندما يتوقف المنجم الامليول 
 عل الانتاج .

X1 =0 

 يوم 33.33 ويشتغق المنجم الثاني 

X2 =33.33 

      144.4ويشتغق المنجم الثالث 

X3 =144.4 

: وهذ، القيم تحقق دالة الهدف  
 

min (Z) = 200X1+300X2+400X3 

200(0) +300(100/3) +400(1300/9) 

=30000/3+520000/9=90000/9+520000/9=610000/9 
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 : 4مثال 
 اوجد حق مسألة البرمجة الخطية التالية

Min (Z) = 3X1 + 4X2 + 5X3 

Subject  to : 

80X1 + 60X2 + 100X3 > 1000 

40X1 + 50X2 + 30X3 > 300 

10X1 + 20X2 + 25X3 > 400 

X1 , X2 , X3 > 0  

 
الحدددق:تحول المتبايندددات الدددع معدددادلات , وذلددد  بإضدددافة المتغيدددرات المتممدددة, ثدددم تكتدددب 

 مصفوفة المعاملات.
 

X1 X2 X3 K1 K2 K3 Bi Basic  variable 

80 60 100 -1 0 0 1000 K1 

40 50 30 0 -1 0 300 K2 

10 20 25 0 0 -1 400 K3 

3 4 5 0 0 0 0 Z 

 
 3X. لدذل  فدأل المتغيدر  5نلاحظ ال اكبدر قيمدة موجبدة فدي دالدة الهددف هدي 

 سيدخق الع النموذج.
نسددتخرج النسدددب لتحديدددد المتغيددر الدددذج سددديخرج مددل النمدددوذج ) نقسدددم عناصدددر 

    الع عناصر عمود المتغير الداخق المناظرة لها(   iBعمود الثوابت 
 r1 =1000/100 = 10    النسبة الاولع

 r2 = 300/30 = 10     النسبة الثانية

 r3 = 400/25 = 8     النسبة الثالثة

  3Kوهي تقابق المتغير  ير اوساسي  8النسبة الاصغر هي 
 مل النموذج. 3Kاذل سيخرج المتغير 
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سدديكول عنصددر ارتكدداز   33aالعنصددر الددذج تسددبب فددي النسددبة الصددغر  هددو 
)قيمته(  25وذل  بقسمة عناصر الصف الذج يحتويه علع  1مساوية لد  ونجعق قيمته

. 
 وتكتب مصفوفة المعاملات

 
X1 X2 X3 K1 K2 K3 Bi b. variable 

80 60 100 -1 0 0 1000 K1 

40 50 30 0 -1 0 300 K2 

0.4 0.8 1 0 0 -0.04 8 X3 

3 4 5 0 0 0 0 Z 

 
العمود الثالث  لتصفير عناصر Jorden نجرج التحويلات الابتدائية بطريقة 

 عدا عنصر الارتكاز . فتصب  مصفوفة المعاملات كالاتي :
 

b. v. Bi K3 K2 K1 X3 X2 X1 

K1 200 4 0 -1 0 -20 40 
2K 60 1.2 -1 0 0 26 28 

X3 8 -0.04 0 0 1 0.8 0.4 
Z -40 0.2 0 0 0 0 1 
  

  1نها وهي لازال هنا  قيمة موجبة في دالة الهدف ينبغي التخلص م
 الع النموذج  1X اذل سيدخق المتغير 

 نستخرج النسب لتحديد المتغير الذج سيخرج مل النموذج 
 r1 = 200/40 =5    النسبة الاولع 

 r2= 60/28 =2.143     النسبة الثانية

 r3= 8/0.4 =20    النسبة الثالثة
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صر الذج سيخرج مل النموذج . وعن 2Kالنسبة الاصغر تقابق المتغير 
وذل  بقسمة عناصر  1سنجعق قيمته مساوية لد  21a الارتكاز في العمود الاول هو 

 ونكتب مصفوفة المعاملات.  28الصف الثاني علع قيمته 
 

b.  v. Bi Z K3 K2 K1 X3 X2 X1 

K1 200 0 4 0 -1 0 -20 40 
1X 15/7 0 3/70 -1/28 0 0 13/14 1 

X3 8 0 -0.04 0 0 1 -0.8 0.4 
Z -40 1 0.2 0 0 0 0 1 
 

نجرج التحويلات الابتدائية لتصفير عناصر العمود اوول عدا عنصر 
 فتصب  مصفوفة المعاملات : 21aالارتكاز 

 
b.  v. Bi Z K3 K2 K1 X3 X2 X1 

K1 800/7 0 16/7 10/7 -1 0 -400/7 0 
1X 15/7 0 3/70 -1/28 0 0 13/14 1 

X3 50/7 0 -4/70 1/70 0 1 3/7 0 
Z -295/7 1 11/70 1/28 0 0 -13/14 0 

 

نلاحظ عدم وجود قيم موجبة للمتغيرات الاساسية في دالة الهددف . ممدا يعندي 
 ال قيمة الدالة تكول عند نهايتها .

 
W=-295/7 

Z=295/7 

X1= 15/7 

X2= 0 

X3= 50/7 

min (Z) = 3(15/7) +0+5(50/7) 

=45/7+250/7=295/7 
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 Gamoryطريقة 

 
طريقته في ايجاد قيم صحيحة موجية  Gamory  . Rوضع  1958 في عام 

للمتغيرات . وفي هذ، الطريقة يتم اضافة قيد جديد يؤدج الع عدم حصول معاملات 
 كسرية في دالة الهدف .

 مثال:
 أوجد حق مسألة البرمجة الخطية التالية :

Max (Z) = 15X1+12X2+20X3 

subject to 

4X1+3X2+6X3 < 1200 

6X1+4X2+2X3 <1000 

2X1+4X2+2X3 <600 

X1,X2,X3> 0 

 ومصفوفة الحق هي
 

1X 2X 3X 1K 2K 3K Bi Basic 

0 0 1 2/9 -5/36 -1/36 1000/9 3X 

1 0 0 0 ¼ -1/4 100 1X 

0 1 0 -1/9 -1/18 7/18 400/9 2X 

0 0 0 28/9 11/36 13/36 38300/9 Z 

 

X1=100 

X2 = 400/9 

X3= 1000/9 

Max (Z) = 15(100)+12(400/9)+20(1000/9) 

=1500+4800/9+20000/9 

=13500/9+4800/9+20000/9=38300/9 

 الحق:
400/9 = X2 – K1/9-K2/18 + 7K.3/18 

 نعبر عل المعادلة بصورة ارقام صحيحة واخر  كسور كالاتي :
44+4/9= X2 +[-1+8/9]K1+[-1+17/18]K2+[0+7/18]K3 
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 الموجبة في المعادلة : تساوج الكسور  C نجعق 
C=8/9K1+17/18K2+7/18K3 

 مل المعادلة السابقة ينتج :  Cبطرح 
44+4/9 – C = X2 – K1 – K2 
4/9-C = X2- K1-K2-44 

لمعادلة سيكون صفر افي يمين  لمقداراولكون المتغيرات ستكون موجبة أي ان المقدار يمين المساواة سيكون عددا صحيحا ، عليه فان 

 او مقدار سالب.

 4/9واكبر مل  تكول مقدار موجب  Cأج ال 

8/9K1+17/18K2+7/18K3 >4/9 

 مل النموذج  1K,2K ,3Kنستخرج قيم 
K1= 1200-4X1-3X2-6X3 

K2= 1000-6X1-4X2-2X3 

K3= 600-2X1-4X2-2X3 

 

8/9[1200-4X1-3X2-6X3] +17/18[1000-6X1-4X2-

2X3]+7/18[600-2X1-4X2-2X3] > 4/9 

19200/18-32/9X1-24/9X2-48/9X3+17000/18-51/9X1-

34/9X2-17/9X3+4200/18-7/9X1-14/9X2-7/9X3> 4/9 

40400/18-90/9X1-72/9X2-72/9X3 > 4/9 

-10X1-8X2-8X3 > -20196/9 > -2244 

10X1-8X2-8X3 < 2244 

 
اذل القيد الذج يجب وضافته الع الموديق الرياضي كي نحصق علي قيم موجبة 

  ير كسرية في الحق هو :
10X1-8X2-8X3 < 2244 
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 ذج الثنائيالنمو 

Duality Model 
 

. فاندده  Primalاذا اعتبرنددا مسددألة البرمجددة الخطيددة , تمثددق النمددوذج الاصددلي 
يمكددل وضددع النمددوذج الثنددائي ) المقابددق ( للمسددألة نفسددها . ويددتم حددق النمددوذج المقابددق 

ايضدا . ويكدول لده حدلًا امثدق مثلمدا للنمدوذج الاصدلي حدلًا امثدق .   Simplexبطريقة 
. ومدل مزايدا  A.  Tuckerل اسدهم فدي وضدع النمدوذج المقابدق هدو تدوكر ال اكثدر مد

ا النموذج الثنائي هو اهمية البيانات التدي يقددمها عندد تحليدق حساسدية النمدوذج . وايضد
فال بعدا النمداذج الثنائيدة تتطلدب عمليدات حسدابية اقدق تعقيددا ممدا هدو عليده فدي حدق 

 النموذج الاصلي.
 

 الاتي :يتم وضع النموذج الثنائي ك

 فال النموذج  Max (z). اذا كال النموذج اوصلي للمسألة يهدف الع تعظيم الدالة 1
  Min(z)الثنائي يهدف الع تدنية قيمة الدالة 

. ال الثوابددت فددي قيددود النمددوذج اوصددلي تصددب  معدداملات دالددة الهدددف فددي النمددوذج  2
صب  ثوابت في قيود الثنائي . اما معاملات دالة الهدف في النموذج اوصلي , فت

 النموذج الثنائي . 
. تبددددديق علامددددات التددددرجي  فددددي المتباينددددات بشددددكق معدددداكج بدددديل النمددددوذج اوصددددلي 3

 والنموذج الثنائي , فالاكبر مل تصب  اصغر مل وبالعكج . 
 . يصب  عدد متغيرات النموذج الثنائي مساوياً لعدد القيود في النموذج اوصلي .4
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 :  1مثال 
 0.5الدع   A. تحتداج القطعدة  B , Aتج يوميدا الاجدزاء الاحتياطيدة ورشدة تند

 400الع  Bكغم مل سبيكة المواد الاحتياطية وربع ساعة عمق . بينما تحتاج القطعة 
هدددو  Aدقيقدددة عمدددق وال الدددرب  فدددي القطعدددة  18 دددم مدددل سدددبيكة المدددواد الاحتياطيدددة و 

كغم مل سبيكة  15المتاحة دينار . وكانت الموارد  B 900دينار وفي القطعة  1000
 ساعات عمق .  8المواد اوولية يومياً و 

 المطلوب :

 ايجاد الموديق الرياضي للمسألة الذج يحقق اكبر رب  ممكل ؟ .1
 ايجاد النموذج الثنائي للموديق الرياضي ؟ .2

 الحق :

 

  Aالقطعة   Bالقطعة  الموارد المتاحة 
 المواد الاولية 0.5 0.4 15
 ات العمق ساع 0.25 0.3 8
 الرب  في الوحدة 1000 900 
 
 نفرا 
1X  عدد الوحدات المنتجة مل القطعة =A 
2X  عدد الوحدات المنتجة مل القطعة =B 

 الموديق الرياضي :
2+ 900X 1Max(z) = 1000X 
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Subject   to : 

0.5 X1+0.4X2 < 15       قيد المواد الاولية  
0.25X1 +0.3X2 < 8            قيد ساعات العمق       
X1, X2 > 0 

 النموذج الثنائي 

Min(z) = 15Y1 + 8Y2 

Subject  to : 

0.5Y1+ 0.25Y2 > 1000 

0.4Y1+ 0.3Y2 > 900 

Y1 , Y2 >  0 

  1Y القيمة الحدية لقيمة واحدة مل المواد الاولية =  

  2Y القيمة الحدية لساعة عمق واحدة = 

 ة هو :وال حق الموديق الرياضي الاصلي للمسأل 

 

X1 X2 K1 K2 Bi Basic 

1 0 6 -8 26 X1 

0 1 -5 10 5 X2 

0 0 1500 1000 30500 z 

 

 وحق الموديق الرياضي الثنائي هو :
 

X1 X2 K1 K2 Bi Basic 

1 0 -6 5 1500 X1 

0 1 8 -10 1000 X2 

0 0 26 5 -30500 w 

 
 حيث ال 

X1 =26 

X 2 = 5 
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Z = 30500    صليفي الموديق الرياضي الا  
                       Z =- w = 30500        في الموديق الثنائي  

فددددي الموديددددق الثنددددائي فيمددددثلال اسددددعار الظددددق  1500 ,1000امددددا المقدددددارال 
Shadow Price . للمتغيرات الاساسية 

 
 

 :  2مثال 
 اكتب النموذج الثنائي لمسألة البرمجة الخطية التالية :

Max(z)  = 2000X1 + 3000X2 + 4000X3 

subject  to : 

0.25X1+0.3X2 + 0.5X3 < 480 

0.4X1+0.25X2 + 0.4X3 < 420 

0.3X1+0.4X2 + 0.3X3 < 400 

X1 , X2 , X3 > 0 

 الحق :
 النموذج الثنائي 

 Min(z) = 480Y1 + 420Y2 + 400Y3 

subject  to : 

0.25Y1 +0.4Y2 +0.3Y3 > 2000 

0.3Y1 +0.25Y2 +0.4Y3 > 3000 

0.5Y1 +0.4Y2 +0.3Y3 > 400 

Y1,Y2,Y3 ≤ 0 
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 حساسية النموذج

Sensitivity of Model 
 

قصد بحساسية الموديق الرياضي مد  اسدتجابة الموديدق للتغيدرات التدي تطدرأ علدع ن
المتغيددرات الاساسددية فددي دالددة الهدددف وفددي القيددود الموضددوعة علددع المسددالة. وكددذل  

المتمثلددة بسدداعات العمددق او كميددات المددواد مددد  اسددتجابة للتغيددرات فددي قدديم الثوابددت 
 الخام المستخدمة في الانتاج .

ومعلددددوم ال معظددددم المتغيددددرات الاقتصددددادية تميددددق الددددع التغيددددر باتجددددا، الزيددددادة 
باسدددددتمرار عبدددددر الدددددزمل . فاوسدددددعار واوجدددددور والتكددددداليف والاربددددداح والايدددددرادات تتغيدددددر 

ضدي لد  التغيدرات فدال الموديدق الرياباستمرار خلال الدزمل و البدا مدا تتزايدد . ونتيجدة لت
حددود معيندة . لكدل اذا مدا تجداوز التغيدر تلد   يبقع مقبولا ويسدتجيب لتلد  التغيدرات فدي

الحدددود فددال الموديددق الرياضددي يفشددق فددي عددرا المسددائق ونضددطر الددع وعددادة صدديا ة 
 جديدة  لموديق رياضي يأخذ بنظر الاعتبار التغيرات  الجديدة في المتغيرات .

 ولتوضي  ذل  ناخذ المثال التالي :       
 :  1مثال

الجددددول التدددالي يوضددد  كميدددة المدددواد الاوليدددة اللازمدددة لانتددداج وحددددة واحددددة مدددل 
لية وكذل  الوقت اللازم لانتاج وحدة واحدة منهما . وكمية المواد الاو  B , Aالقطعتيل 

 المتاحة وساعات العمق . والرب  في الوحدة المنتجة مل كق منهما .
  

 الموارد المتاحة  Bالقطعة  Aالقطعة  
 15 0.4 0.5 المواد الاولية 

 8 0.3 0.25 ساعات العمق 

 900 1000 الرب  في الوحدة 
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وكانددت كميددة اةنتدداج مددل القطعتدديل التددي تحقددق اكبددر ربدد  ممكددل للورشددة هددي كمددا فددي 
 الجدول التالي :

 
1X 2X 1K 2K Bi Basic 

1 0 6 -8 26 1X 

0 1 -5 10 5 2X 

0 0 1500 1000 30500 Z 

  
 المطلوب : بيال حساسية النموذج للتغيرات المحتملة ؟

 
 الحق : 

 التغيرات في الثوابت

1K  = 1500  يعندي ال أج تغيدر مقددار، وحددة واحددة فدي الكميدة المنتجدة مدل القطعدة
A   ،دينار. 1500يؤدج الع تغير في الارباح مقدار 

2K  = 1000  تغيدر مقددار، وحددة واحددة فدي الكميدة المنتجدة مدل القطعدة يعندي ال أج
B   ،دينار . 1000يؤدج الع تغير في الارباح مقدار 

 
 المتغيرات الأساسية

   A( التغير في الرب  في الوحدة المنتجة مل القطعة 1
المنداظرة  1Xنستخرج نسب قسمة عناصر دالة الهدف الدع عناصدر صدف المتغيدر 

 لها
r1 =1500/6 = 250 

r2 = 1000/-8 = -125 

نضديف اصددغر نسددبة فددي السددالبية )ولدديج اصددغر نسددبة سددالبة( ونطددرح اصددغر 
  Aنسبة موجبة مل الرب  في الوحدة المنتجة مل القطعة 

 الحد الاعلع      1125 = 1000+125
 الحد الادنع           750= 1000-250                            
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Range       750 1125 دد 

ديندار  750اذا انخفا الدع    Aال الرب  في الوحدة المنتجة مل القطعة  أج
فدال الموديددق الرياضددي يسددتجيب لتلدد  التغيددرات . وامددا خددارج   1125او اذا ازداد الدع 

 مد  هذا التغير فيفشق الموديق الرياضي .
  B( التغير في الرب  في الوحدة المنتجة مل القطعة 2

المنداظرة  2X ة الهدف الع عناصدر صدف التغييدر نستخرج نسب قسمة عناصر دال
 لها . 

300-5 = -= 1500/ 1r 

= 1000/10 = 100 2r 

نضيف اصغر نسبة في السالبية ونطدرح اصدغر نسدبة موجبدة  الدع الدرب  المتحقدق فدي 
  Bالقطعة المنتجة 

   الحد الادنع         800= 900-100                             
الحد الاعلع      1200 = 900+300  

  Range      800 دينار 1200 دد 
ديندار   800الدع   Bأج انه اذا انخفا الرب  في الوحدة المنتجة مل القطعة 

دينددار فددال الموديددق الرياضددي يسددتطيع تفسددير تلدد  التغيددرات .  1200أو وذا ازداد الددع 
 لكل خارج مد  هذا التغير يفشق الموديق الرياضي للمسألة .

 
 في الموارد المتاحةالتغير 

لاستخراج مد  التغير في الموارد المتاحة ) قيم الثوابت( نستخرج نسدب قسدمة 
 .  iKالع عناصر أعمدة المتغيرات الغير اساسية  Bi عناصر عمود الثوابت 

 ( مد  التغير في المواد الاولية 1
 المناظرة لها  1K نقسم عناصر عمود الثوابت الع عناصر عمود 

= 4.333 = 26/6 1r 

1-5 = -= 5/ 2r                                        

 نطرح اصغر نسبة موجبية ونضيف النسبة الاكبر في السالبية 
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 الحد الادنع  10.667 = 15-4.333
الحد الاعلع    16 = 15+1  
Range        10.66716 دد 

يددق الرياضددي أج ال المددواد الاوليددة اذا مددا تغيددرت ضددمل هددذا المددد  فددال المود
يستطيع تفسير المسألة امدا اذا كدال التغيدر خدارج هدذا المدد  فيفشدق الموديدق الرياضدي 

 ونضطر لصيا ة موديق رياضي جديد للمسألة .
 

 ( مد  التغير في ساعات العمق المتاحة 2
 المناظرة لها :  2K نقسم عناصر عمود الثوابت الع عناصر عمود 

3.25-8 = -= 26 / 1r 

                                  0.5=  5/10=  2r 

ساعات الحد الادنع                   7.5 = 0.5 - 8   

 ساعات الحد الاعلع            11.25 = 3.25 + 8 

Range        7.5 11.25 دد 

أج انه اذا ما تغيرت ساعات العمق المتاحة ضمل هذا المد  , انخفاضا الدع 
سداعة فدال الموديدق الرياضدي يبقدع صدالحاً .امدا اذا  11.25ساعة او ازديادا الدع  7.5

 كانت التغيرات في الوقت المتاح خارج هذا المد  فيفشق الموديق الرياضي . 
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 : 2 مثال
تنتج شركة سمنت الجنوب , ثلاثة انواع مل السمنت المكيج هي السمنت 

ا لاثة مصانع له .فاذالاعتيادج, السمنت المقاوم للاملاح والسمنت الابيا في ث
زمه كانت ساعات العمق المتاحه يوميا في كق مصنع والفترة الزمنيه بالدقائق اللا
 ثلاثةلانتاج طل واحد مل كق نوع والارباح المتحققة في الطل المنتج مل الانواع ال

 هي كما في الجدول التالي :
 

 

 المصنع اعتيادج مقاوم ابيا الساعات المتاحة
 مصنع البصرة 10 12 15 دقيقة480=8
 الكوفة 8 10 20 دقيقة360=6
 السماوة 12 15 10 دقيقة480=8

 طل –الرب  /الف دينار 5 4 6 
   

وكانت الكميات المنتجة المثلع التي تحقق افضق رب  للشركة هي كما في 
 الجدول التالي :

 
Basic Bi 3K 2K 1K 3X 2X 1X 

1K 60 -0.5 -0.5 1 0 -0.5 0 
3X 3 -0.05 0.075 0 1 0 0 
1X 75/2 1/8 -1/16 0 0 5/4 1 

Z 411/2 13/40 13.75 0 0 9/4 0 
   

 المطلوب: بيال حساسية الموديق الرياضي للتغيرات المحتملة ؟
 الحل:
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1K= 0   وتعندددي ال أج طدددل مندددتج مدددل السدددمنت المقددداوم للامدددلاح يدددؤدج الدددع خسدددارة
 اج السمنت المقاوم للاملاح.دينار . فيجب ال تتوقف الشركة عل انت60 مقدارها 

2K=13.75   تعنددي ال أج تغيددر مقدددار، طددل واحددد فددي انتدداج السددمنت الابدديا يددؤدج
 دينار في الارباح . 13.75 الع تغير مقدار، 

3K= 13/40   تعني ال أج تغير مقدار، طل واحد في انتداج السدمنت الاعتيدادج يدؤدج
 دينار .  13/40الع تغير في الارباح مقدار، 

 
 متغيرات الاساسيةال

 التغير في الرب  في الطل المنتج مل السمنت الاعتيادج  (1
r1 =13.75/(-1/16) = -220 

r2=(13/40)/(1/8) = 2.6 

r3=(9/4)/(5/4)=1.8 
 دينار الحد الادنع           3.2=5-1.8
 دينار الحد الاعلع       225=5+220

Range     3.2 دينار 225 دد 
لرب  فدي الطدل المندتج مدل السدمنت الاعتيدادج الدع قيمدة نلاحظ امكانية زيادة ا

 دينار دول التاثير في استقرارية الموديق الرياضي. 225عالية 
 ( التغير في الرب  في الطل المنتج مل السمنت الابيا 2

 

r1=13.75/0.075=183.3 

                                   r2=(13/40)/-0.05= -6.5 

     r3=(9/4)/0 = كمية  ير معلومة 
 دينار الحد الادنع                        6

 دينار الحد الاعلع         12.5=6+6.5
Range       612.5دد 

  12.5نلاحظ امكانية زيادة الرب  في الطدل المندتج مدل السدمنت الابديا الدع 
 دينار دول التاثير في الموديق الرياضي.
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 مد  التغير في ساعات العمق المتاحة

 ( مد  تغير ساعات العمق في مصنع البصرة 1
                                       60=60/1=1r 

   r2 =3/0=  كمية  ير معلومة         
                             r3=(75/2) /0 = كمية  ير معلومة  

ساعات الحد الادنع          7 = 420 = 480-60        

Range       78 دد ساعة               

 ( مد  تغير ساعات العمق في مصنع الكوفة2
r1 = 60/-0.5 = -120 

r2 = 3/0.075 = 40 

r3 = (75/2) / (-1/16) = - 600 

 خمسة ساعات وثلث الحد الادنع   320 = 40 – 360
       480 = 120 + 360ستة ساعات  الحد الاعلع       

Range       320 دقيقة  480 دد  
 د  تغير ساعات العمق في مصنع السماوة ( م3

r1 = 60/-0.5 = -120 

r2 = 3/-0.05 = -60 

r3 = (75/2) / (1/8) = 18.75 

دقيقة الحد الادنع             462.25 = 18.75 – 480  

480 + 60  = 540 دقيقة الحد الاعلع                     

Range 7ساعة 9  دد دقيقة 42.25+ ساعة 
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 أســئلة
يندددتج مصدددنع اولمنيدددوم فدددي البصدددرة ندددوعيل مدددل رقدددائق اولمنيدددوم , همدددا الرقدددائق  (1ج

وم  م ألمني  800الاعتيادية والرقائق الصلبة . وتتكول سبيكة الرقائق الاعتيادية مل 
 ددم مغنيسديوم لكدق كغددم مدل السدبيكة . بينمدا تتكددول سدبيكة الرقدائق الصددلبة   200و 

 دم مغنيسديوم . وكدال لدد  الشدركة   100 دم حديدد و150 دم ألمنيدوم و  750مدل  
كغدم مدل المغنيسدديوم  200 كغدم مدل الحديدد و 150 كغدم مدل اولمنيدوم و   1500

 خلال الفترة الزمنية .
ي ففما هي الكميات المثلع للإنتاج التي تحقق اعظم اورباح , وذا كال الرب  

 دينار؟  5دينار وفي الرقائق الاعتيادية   4الكغم مل الرقائق الصلبة 
 
 ؟Simplex ( اوجد حق مسألة البرمجة الخطية التالية بطريقة 2ج
 

2+ 8X 1Max(z) = 10X 

Subject  to : 

420 <  2+ 3X 15X 
240 <  2+ 4X 16X 

0 >  2, X1 X 
 

ي زراعددة الارا بمحاصدديق قصددب السددكر والقطددل والددذرة . فدداذا ( مددزارع ير ددب فدد3ج
كانت حصة كق محصول مل الارا المزروعة وكميات الميا، المستهلكة والعائدد لكدق 

 فدال ) مشارة ( هي كما في الجدول الآتي :
  قصب السكر القطل الذرة الموارد المتاحة

 الارا / مشارة 600 500 400 3000
 3دم الميا، / ق 3 2 1 30
 العائد / دينار 1000 750 250 

 
 ؟ simplexالمطلوب : صيا ة موديق رياضي وحله بطريقة الد    
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( يبيل الجدول التالي كق مل عدد وحدات المنفعة في كق  م مدل عناصدر الغدذاء 4ج

) الكاربوهيدددرات , البروتينددات والدددهنيات ( والاحتياجددات اليوميددة للشددخص الواحددد مددل 
 ة وتكاليف المنفعة بالدينار لكق كغم مل اللحوم الحمراء والبطاطا وحدات المنفع

 
 عناصر الغذاء اللحوم البطاطا الاحتياجات / وحدة منفعة

 كاربوهيدرات 5 15 ≤50
 بروتينات 20 5 40≤
 دهنيات 15 2 60≥
 التكاليف / دينار 4 2 

 
طريقددددددة الددددددد  المطلددددددوب : صدددددديا ة نمددددددوذج رياضددددددي لتقليددددددق تكدددددداليف المنفعددددددة وحلدددددده ب 

simplex    ؟ 
 
( محطة زراعية لتربية الماشية تحتاج الع كميات مدل الحنطدة ومسدحوق العظدام 5ج  

والجددددت . فدددداذا كانددددت الاحتياجددددات اليوميددددة للماشددددية مددددل الكاربوهيدددددرات والبروتينددددات 
 والفيتامينات والتكاليف هي كما في الجدول الآتي :

 
 عناصر الغذاء الحنطة مسحوق العظام الجت الاحتياجات / وحدة

 الكاربوهيدرات 90 20 40 200
 البروتينات 30 80 60 180
 الفيتامينات 10 20 60 150
 التكاليف / دينار 180 80 70 

 
 ؟ simplexالمطلوب صيا ة الموديق الرياضي لتقليق التكاليف وحله بطريقة الد  
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 ؟ Simplex( اوجد حق مسألة البرمجة الخطية التالية بطريقة 6ج
 

3+ 10X 2+ 8X 1Min(z) = 12X 

subject  to : 

70> 3 +3.6X 2+ 2X 14X 
3> 3 +0.1X 2+ 0.04X 14X 

10> 3 +0.16X 2+ 0.04X 10.2X 

0> 3 ,X 2,X1X 

 
 ؟  simplexالد  ةق( اوجد حق مسالة البرمجة الخطية التالية بطري7ج

Max(Z) = 3X1 +4X2 +5X3 
Subject to : 

80X1+60X2 +100X3> 1000 
40X1+50X2 +30X3>  300 
10X1+20X2+50X>  400 
X1,X2,X3 > 0 

 
. ويجددرج العمددق فيدده فددي  A2و  A1( ينددتج أحددد المصددانع نددوعيل مددل المنتجددات 8ج

عامدق وفدي  150عامق وفي القسدم الثداني  60ثلاثة أقسام , يعمق في القسم الاول 
ساعة وكدال  40ق عامق . وكانت ساعات العمق الاسبوعية للعام 40القسم الثالث 

دينددار وعددددد  6يبلدددغ  A2ديندددار ومددل  10هددو  Aالددرب  فدددي كددق وحددددة منتجددة مدددل 
نصددف سدداعة ومددل  A1سدداعات العمددق الازمددة لانتدداج الوحدددة الواحدددة مددل المنددتج 

A2  . ساعة 
 المطلوب : تنظيم الانتاج في المصنع بحيث يحقق أكبر رب  ممكل ؟ 

ة مواد الغذائية تتوفر فيها العناصر الضروري( عائلة تر ب في اختيار توليفة مل ال9ج
ت ) بروتينات , دهنيات , كاربوهيدرات ( وباقق تكلفة ممكنة . و هنا  ثلاثة توليفا

 ددم مددل  1000  . شددرن ال تحتددوج التوليفددة فددي الاقددق  C,B,Aمددل الغددذاء هددي 
 مل الدهنيات .  400 م مل البروتينات و  300الكاربوهيدرات و
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       كق توليفة  ذائية مل العناصر المذكورة وتكلفة الوحدة مل وكانت محتويات  
 التوليفة هي كالاتي :   

  

 التوليفة الكاربوهيدرات البروتينات الدهنيات الكلفة / دينار
3 10 40 80 A 

4 20 50 60 B 

5 50 30 100 C 

 الاحتياجات اليومية 1000 300 400 
 

  simplexلمسألة وحله بطريقة المطلوب : صيغة النموذج الرياضي ل

 
( الجدددول التددالي يوضدد  كميددات الانتدداج فددي شددركة الكبريددت الوطنيددة فددي ثلاثددة 10ج

 مناجم لها وتكاليف الانتاج :
 

الكميات المطلوب 
 تجهيزها / طل

منجم 
3 

 نوع الانتاج  منجم 1   منجم  2

 الكبريت الاعتيادج  2 5 3 200
 الكبريت عالي الجودة 4 4 6 300

 يوم -الف دينار تكاليف الانتاج/ 200 300 400 
 

وكال عدد الايام التي يشتغلها كق منجم لتصب  نفقات الانتاج اقق ما يمكل , 
 هي كما في الجدول التالي : 

 
X1 X2 X3 K1 K2 Z Bi Basic 

0 1 0 1/3 -1/6 0 125/3 X2 

2/3 0 1 -2/9 5/18 0 125/9 X3 

-200/3 0 0 -100/9 -550/9 1 -102500/9  

 المطلوب تحليق حساسية النموذج ؟    
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 الحل الامثل لمسألة النقل
 

أفضق الطرق ةيجاد حق ابتدائي لمسدألة النقدق , و البدا  Vogelتعتبر طريقة 
 Vogelما يكول هو الحق الامثق ايضاً . لكل فدي بعدا الحدالات فدأل الحدق بطريقدة 

كداليف النقدق عدل القيمدة المسدتخرجة لا يكول حلًا أمثق , حيدث يمكدل خفدا مجمدوع ت
 بهذ، الطريقة .

 
 لتطوير الحق والوصول الع الحق الامثق لمسألة النقق نعتمد طريقتال :

 . Stepping Stone Methodطريقة المسار المتعرج ) الحجر المتنقق (   (1
 . Modified Disteribution Methodطريقة التوزيع المعدلة   (2

لحددق وتطددوير، والوصددول الددع نفددج الحددق الامثددق وكلاهمددا تددؤدج الددع تحسدديل ا
 للمسألة.

 
 طريقة المسار المتعرج

 

 تكول خوارزمية الحق بهذ، الطريقة كالاتي :
 . Vogelنستخرج الحق الابتدائي للمسألة بطريقة   (1
 نحدد المتغيرات  ير الاساسية )الخلايا الفار ة في جدول الحق( .  (2
ر الاساسية , ثم نستخرج التغيدر فدي مجمدوع نرسم المسارات المغلقة للمتغيرات  ي  (3

 التكاليف الكلية للمسألة الذج يحدثه المسار.
د والمسار المغلق يبدأ مل المتغير  ير الاساسي ويتجه افقيا وعموديا وباتجا، واح

)باتجا، عقرب الساعة او باتجا، معاكج لاتجا، عقدرب السداعة( ويمدر بدالمتغيرات 
دف وجدود متغيدريل أساسدييل بطريدق المسدار , نعدرج الاساسية الركنية )وعند تصدا

عل المتغير الاساسي  ير الركني وهكذا( لينتهي المسار بالمتغير  يدر الاساسدي 
 نفسه .
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نحسب التغير في التكاليف الكليدة الدذج يحدثده المسدار المغلدق وذلد  بجمدع خلايدا 
اشدارة سددالبة المسدار حيدث تعطدع الخليدة الاولدع فددي المسدار اشدارة موجبدة والثانيدة 

 وهكذا . وسيكول عدد المتغيرات وعدد الاشارات عدداً زوجيا .… والثالثة موجبة 
اذا كانددت التغيددرات فددي التكدداليف الكليددة لجميددع المسددارات موجبددة فددأل ذلدد  يعنددي   (4

 Vogelعدددددم امكانيددددة تحسدددديل وتطددددوير الحددددق . ونقبددددق الحددددق الابتدددددائي بطريقددددة 
 ونعتبر، حلًا امثق .

ات ذات التغيددر الموجددب فددي التكدداليف الكليددة ول اسددتخدامها سدديزيد تهمددق المسددار   (5
 مل مجموع التكاليف الكلية .

المسددارات ذات التغيدددر السدددالب يددؤدج اسدددتخدامها الدددع خفددا مجمدددوع التكددداليف . 
لدددذل  ولغدددرا تطدددوير الحدددق نعتمدددد المسدددار المغلدددق ذو اكبدددر قيمدددة فدددي السدددالبية 

لددع خفددا مجمددوع التكدداليف بددأكبر قيمددة )ولدديج اكبددر قيمددة سددالبة( وندده سدديؤدج ا
 ممكنة .

نحدد اصغر خلية ذات اشدارة سدالبة فدي المسدار المختدار ونبددأ بإضدافة قيمدة هدذ،   (6
الخليدددة الدددع خلايدددا المسدددار ذات الاشدددارة الموجبدددة , ونطدددرح قيمدددة هدددذ، الخليدددة مدددل 
الخلايددا ذات الاشددارة السددالبة فددي المسددار . فيددنجم عددل ذلدد  انخفدداا فددي مجمددوع 

 كاليف .الت
نحسددب مجمددوع التكدداليف الكليددة بعددد التوزيددع الجديددد للوحدددات المنقولددة . وسدديكول   (7

 . Vogelالناتج اقق مما هو مستخرج بطريقة 
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 مثال :
المصددفوفة التاليدددة تبددديل تكددداليف النقدددق بالددددينار لكدددق وحددددة مدددل مراكدددز الانتددداج 

1,S2,S3S  1الع المخازل, D 2, D 3D  
 الحق الامثق لمسألة النقق بطريقة المسار المتعرج ؟المطلوب : ايجاد 

 
  D3 D2 D1 الانتاج
30 5 3 2 S1 
70 10 15 10 S2 
50 15 10 5 S3 
 الطاقة الاستيعابية 45 80 25 150

 
 الحق :

 وسيكول كالاتي : Vogelنستخرج الحق الابتدائي بطريقة 
 

  D3 D2 D1 الانتاج
30 5 3 2 S1 
70 10 15 10 S2 
50 15 10 5 S3 
 الطاقة الاستيعابية 45 80 25 150

 
Min (Z)  = 3(30) + 15(45) + 10(25) + 5(45) + 10(5) 

  = 90 + 675 + 250 + 225 +50  

 دينار  1290 =  
 . 33Xو  X 13, X 21X ,11نلاحظ ال المتغيرات  ير الاساسية هي 

 . نختبر تأثير استخدام مسارات هذ، المتغيرات في الحق
  11Xالمتغير 

30 
45 
5  45 

25 
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فدأل هدذا سدديؤدج  1Dالدع المخدزل  1Sلدو نقلندا وحددة واحددة مدل مركددز الانتداج 
 1Sديندار . ولكدي يكدول عددد الوحددات المنقولدة مدل  2الع زيادة تكداليف النقدق بمقددار 

وحددة ) وهدي عددد الوحددات المنتجدة فيده ( فدأل ذلد  يتطلدب خفدا عددد  30مساويا لد 
وحدددددة وهددددذا  29وحدددددة واحدددددة فيصددددب    2Dلددددع المخددددزل ا 1Sالوحدددددات المنقولددددة مددددل 

 دينار . 3سيؤدج الع خفا التكاليف الكلية بمقدار 
وحدددة ولددذل  فددأل نقددق وحدددة  45فددأل طاقتدده الاسددتيعابية  1Dوبالنسددبة للمخددزل 

 1Dالع المخزل  3Sاليه سيستلزم خفا عدد الوحدات التي تنقق مل المصدر  1Sمل 
 يتجدداوز عدددد الوحدددات المنقولددة اليدده طاقتدده الاسددتيعابية .بمقدددار وحدددة واحدددة حتددع لا 

سيؤدج  1Dالع المخزل  3Sوال تخفيا وحدة واحدة مل الكمية المنقولة مل المصدر 
 دنانير . 5الع خفا التكاليف الكلية بمقدار 

وحددددددة . وال نقدددددص وحددددددة واحددددددة مدددددل الوحددددددات  80يسدددددتوعب  2Dالمخدددددزل 
ب التعددويا , فيددتم نقدق وحدددة واحددة مددل المصدددر يتطلد 1Sالمنقولدة اليدده مدل المصدددر 

3S  2الع المخزلD ( 10ويترتب علع ذل  زيادة فدي مجمدوع التكداليف الكليدة بمقددار )
 دنانير. 

 الال اصب  الجدول متوازنا .
نسددتخرج محصددلة التغيددر فددي التكدداليف الكليددة لعمليددة النقددق التددي احدددثها اعددادة 

 التوزيع هذا .
Cost = 2 – 3 + 10 – 5 = 4 دينار 

  
 وسيكول توضي  ما سبق شرحه بالرسم التالي :

 
 
 
 
 

X11 X12 

X32 X31 

3- 
 

5-
5- 

2+ 
 

10+ 
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    Cost = 2 – 3 +10 – 5 = 4   دينار 
 نستخرج المسارات المغلقة للمتغيرات  ير الاساسية الاخر  :

  13Xالمسار المغلق للمتغير  
 
 
 
 
 
 
 
 

    Cost = 5 – 10 +15 – 3 = 7      دينار   
   

  21Xلق للمتغير المسار المغ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

X12 X13 

X23 X22 

+5 
 

15+  
 

3- 

10- 
 

X21 X22 

X32 X31 

15- 
 

5- 
 

15+ 

10+ 
 



 70 

 
 Cost = 10 – 15+10 -5 = 0   دينار 
 

  33Xالمسار المغلق للمتغير  
 
 
 
 
 
 

 

 

  Cost = 15 – 10 +15 – 10 = 10   دينار 
 

نلاحظ ال التغير في التكاليف الكلية عندد اسدتخدام أج مدل هدذ، المسدارات هدو 
ليف الكليددة لعمليددة النقددق عنددد مقدددار موجددب وذلدد  يددؤدج الددع ازديدداد فددي مجمددوع التكددا

 استخدام أج مل هذ، المسارات .
حددلًا  Vogelلددذل  لا يمكددل تحسدديل الحددق . ونعتبددر الحددق المسددتخرج بطريقددة 

 أمثق .
 
 
 
 
 
 
 

X22 X23 

X33 X32 

10- 
 

10- 
 

15+ 

15+ 
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 مثال :

3O ,استخرج الحق الامثق لتكاليف نقق الوحدات المنتجة في مراكز الانتاج    

   1,O2O  1الع منافذ التوزيع,D2D3, D  ا ال تكلفة نقق كق وحدة مل أج مل علم
 المصادر الع كق مل منافذ التوزيع هي كما مبينة في الجدول ؟

 

 D1 D2 D3 الانتاج 
O1 7 5 6 100 

O2 10 8 3 50 

O3 15 12 4 200 

 350 120 150 80 الطلب

 
  vogelوالحق الابتدائي بطريقة 

  
 D1 D2 D3 الانتاج 

O1 7 5 6 100 

D2 10 8 3 50 

D3 15 12 4 200 

 350 120 150 80 الطلب

 

Min (Z) =  5(100)+10(50)+15(30)+12(50)+4(120) 

= 500+500+450+600+480 

 دينار  2530=
 

 D1 D2 D3 الانتاج 
O1 7 5 6 100 

O2 10 8 3 50 

O3 15 12 4 200 

 350 120 150 80 الطلب

50 
30 

100 

50 120 

30 
50 

70 

80 120 
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 الحل الامثل بطريقة المسار المتعرج
 متغيرات  ير الاساسية :نحدد ال

11, X 13, X 22,X 23X 
  

والتغير الذج يحدثه في تكلفة نقق كق وحدة  11xالمسار المغلق للمتغير 
 خلاله 

 
 
 
 
 
 
 

Cost = 7 – 5 + 12 - 15 = -1   دينار 
 

والتغير الذج يحدثه في تكلفة نقق كق وحدة  13X  المسار المغلق للمتغير 
 خلاله . 

 
 
 
 
 
 

 

Cost = 6-4+12-5= 9  دينار 
 

X11 X12 

X32 X31 

5- 
 

15- 
 

7+ 

12+ 
 

X12 X13 

X33 X32 

6+ 
 

12+ 
 

5- 

4- 
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 والتغير في التكاليف الذج يحدثه 22xالمسار المغلق للمتغير 
 
 
 
 
 
 
 

Cost = 8-12+15-10 = 1   دينار  
 

 والتغير في التكاليف    23x المسار المغلق للمتغير 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

Cost = 3-4+15-10 = 4     دينار  

لتكاليف الكلية هو مسار يتبيل ال المسار الوحيد الذج يمكل ال يخفا ا
 11Xالمتغير 

 نعيد توزيع الوحدات المنقولة عبر خلايا المسار 
 30 وحدة . نضيف  30تنقق خلالها  31X اصغر خلية ذات اشارة سالبة هي 

وحدددة الددع مجمددوع الوحدددات المنقولددة عبددر كددق خليددة ذات اشددارة موجبددة فددي المسددار . 
 ة عبر الخلايا  ذات الاشارة السالبة .وحدة مل مجموع الوحدات المنقول 30ونخفا 

8+ 
 

10- 
X21 X22 

X32 X31 

15+ 
 

12- 
 

X21 X23 

X33 X31 

3+ 
 

15+ 
 

10- 

4- 
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S1D1 = 0+30 = 30            وحدة  
S1D2 = 100-30 = 70  وحدة  
S3D2 = 50+30 = 80   وحدة  
S3D1 = 30-30 = 0    

  1Dالع منفذ التسويق  3S أج عدم نقق اية وحدة مل المصدر 
 نحسب التكاليف الجديدة مل مصفوفة الحق الجديد :

min(Z) = 7(30) +5(70) +10(50) +12(80) +4(120) 

= 210+350+500+960+480 

دينار   2500=  
 

 دينار   2500الع  2530وهكذا انخفضت التكاليف الكلية مل 
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 طريقة التوزيع المعدل
 في هذ، الطريقة نحدد المتغيرات الاساسية , ونستخرج تكلفة الخلايا للمتغيرات

 وكالاتي : jV وiUباستخدام المجهوليل  ijCالاساسية 
j+V i= U ijC 

 حيث : 
 U  متغير يستخدم للصفوف 
V  متغير يستخدم للاعمدة 

 وسيتكول لدينا نظام مل المعادلات الخطية يتم حله لاستخراج قيم المجاهيق. 
بعددد اسددتخراج قدديم المجاهيددق , نسددتخدمها لتقيدديم المتغيددرات  يددر الاساسددية فددي الحددق. 

ليف الكليددة الددذج يتسددبب فيدده اسددتخدام مسددار المتغيددر ويحتسددب مقدددار التغيددر فددي التكددا
  ير الاساسي كالاتي :

jV – iU – ijCost = C 

 
لكدددق متغيدددر  يدددر أساسدددي . فددداذا كاندددت التغيدددرات فدددي التكددداليف الكليدددة موجبدددة 
د لجميع المتغيرات  ير الاساسية فهذا يعني انه ليج بالامكال تحسيل الحق ويتم اعتما

واعتبارهددا حددلًا أمثددق . امددا اذا كددال هنددا  تغيددرات  Vogelريقددة النتددائج المسددتخرجة بط
سددددالبة فددددي التكدددداليف الكليددددة فهددددذا يعنددددي ال اسددددتخدام مسددددارات تلدددد  المتغيددددرات  يددددر 
الاساسية التي احدثت هذا التغير السالب , يمكل ال يحسل الحق ويخفا مل مجموع 

 التكاليف الكلية لعملية النقق . 
سي الذج تسبب في اكبر قيمدة سدالبة فدي التغيدر فدي نختار المتغير  ير الاسا

ا تكاليف النقق . ونرسم المسار المغلق له . ونعيد توزيع عدد الوحدات التدي يجدب نقلهد
 خلاله 
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 مثال :
3O ,استخرج الحق الامثق لتكاليف نقق الوحدات المنتجة في مراكز الانتاج    

   1,O2O  1الدع منافدذ التوزيدع,D2D3, D   ال تكلفدة نقدق كدق وحددة مدل أج مدل علمدا
 المصادر الع كق مل منافذ التوزيع هي كما مبينة في الجدول ؟

 
 D1 D2 D3 الانتاج 

O1 7 5 6 100 

O2 10 8 3 50 

O3 15 12 4 200 

 350 120 150 80 الطلب

 
  vogelوالحق الابتدائي بطريقة 

  
 D1 D2 D3 الانتاج 

O1 7 5 6 100 

D2 10 8 3 50 

D3 15 12 4 200 

 350 120 150 80 الطلب

 

Min (Z) =  5(100)+10(50)+15(30)+12(50)+4(120) 

= 500+500+450+600+480 

 دينار  2530=
 

 D1 D2 D3 الانتاج 
O1 7 5 6 100 

O2 10 8 3 50 

O3 15 12 4 200 

 350 120 150 80 الطلب

50 
30 

100 

50 120 

30 
50 

70 

80 120 
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 يرات اساسية هي :اظهر خمسة متغ  Vogelالحق الابتدائي بطريقة 
12, X21, X31, X32, X33X 

 
 

 للمتغيرات الاساسية  ijC نستخرج 
j+V i= U ijC 

C12 = U1 + V2 = 5 

C21 = U2 + V1 = 10 

C31 = U3 + V1 = 15 

C32 = U3 + V2 = 12 

C33 = U3 + V3 = 4 

اصدددب  لددددينا خمسدددة معدددادلات خطيدددة وسدددتة مجاهيدددق , لدددذل  سددديكول لنظدددام 
ة عدددددد  يدددر محدددددود مددددل الحلددددول . ولتسدددهيق الحددددق واسددددتخراج قدددديم المعدددادلات الخطيدددد

  1U 0 = نختار احد هذ، الحلول وذل  بجعق  i, Uj V المجاهيق 
U1 = 0 

V2 = 5 

U3 = 12-V2 = 12-5=7 

V1 = 15-U3 = 15-7=8 

U2= 10-V1 = 10-8=2 

V3= 4-U3= 4-7=-3 

ق متغيدددر  يدددر الال نسددتخرج التغيدددر فدددي التكددداليف الكليدددة الدددذج يتسدددبب فيددده كددد
 اساسي . 

cost = Cij – Ui – Vj 

 

 Cij – Ui – Vj Cost المتغيرات غير الاساسية

X11 C11- U1 – V1 7-0-80 = -1 

X13 C13- U1 – V3 6-0-(-3) = 9 

X22 C22- U2 – V2 8-2-5 = 1 

X23 C23- U2 – V3 3-2-(-3) = 4 
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قددة خفددا التكدداليف اذل المتغيددر  يددر الاساسددي الوحيددد الددذج يمكددل عددل طري
 11Xالكلية هو 

 

 11X نرسم المسار المغلق للمتغير 
 
 

 
 
 
 

 
 

   30اصغر قيمة سالبة في المسار هي 
 مل القيم ذات الاشارة السالبة  30نطرح 

 الع القيم ذات الاشارة الموجبة فتصب  قيم المتغيرات كالآتي : 30ونضيف 
X11 = 0+30 =30 

X12 = 100-30 =70 
X32 = 50+30 =80 
X31 = 30-30 =0 

 : نكتب مصفوفة الحق الجديد
 

 D1 D2 D3 الانتاج 
O1 7 5 6 100 

O2 10 8 3 50 

O3 15 12 4 200 

 350 120 150 80 الطلب

 

 

30 
50 

80 

70 

120 

X11 X12 

X32 X31 

-100 

50+ 

+0 

03- 
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Min(Z) = 7 (30)+5(70)+10(50)+12(80)+4(120) 

= 210+350+500+960+480 

 دينار   2500=
 لمتعرجوهو نفج الناتج المستخرج بطريقة المسار ا
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 أسئلـة
 
 وجد حق مسألة النقق التالية :( أ1ج
 

  D3 D2 D1 الانتاج
150 13 20 11 S1 

150 15 19 14 S2 

200 10 16 17 S3 

 الطلب 170 190 140 500
 
طددل مددل المددواد الغذائيددة مددل الخددارج عددل  1750( شددركة للمددواد الغذائيددة تسددتورد 2ج

اء العقبددة , ميندداء اسددطنبول وتددوزع المددواد طريددق ثلاثددة مددواني هددي ميندداء البصددرة , ميندد
علع مخازنها في البصرة والرمادج والموصق وبغداد والحلة . وكاندت الكميدات المتاحدة 
فدددي المدددواني والطاقدددة الاسدددتيعابية للمخدددازل وتكلفدددة نقدددق الطدددل الواحدددد مدددل المدددواد الدددع 

 المخازل هي كما في المصفوفة التالية :
 

وصقالم الرمادج البصرة الميناء  الكميات المتاحة الحلة بغداد 
 900 5 4 6 8 3 البصرة

 600 3 7 2 6 5 العقبة

 250 5 7 5 3 4 اسطنبول

 1750 400 600 300 150 300 الطاقة الاستيعابية

  
ق المطلوب : نقق الكميات المستوردة مدل المدواد مدل المدوانيء المدذكورة الدع المددل بأقد 

 تكلفة ممكنة ؟ 
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مسدتودعات  5ئل الكهربائية الدقيقة فيه ثلاثة مراحق انتاجيدة ولديدة  ( مصنع للمكا3ج
لخزل المنتجات الفائضة لتوزيعها مسدتقبلا . تندتج المراحدق الدثلاث خدلال الاسدبوع 

 ما ياتي :
 

 3 2 1 المرحلة

 500 400 600 الانتاج

 
  وتستوعب المستودعات اسبوعيا ما يأتي :

       
 المخزل  1 2 3 4 5
 الطاقة الاستيعابية 200 250 300 550 200

 

وكانت تكاليف نقق الوحدة الواحدة مل الانتاج مل كق مرحلة انتاجية الع كق 
 المخزل هي كما في الجدول:

 

 مخزل 5 مخزل 4 مخزل  3 مخزل  2 مخزل 1 المراحق الانتاجية
A 2 1 3 1 2 المرحلة 

B 1 3 1 2 4 المرحلة 

C المرحلة     2 1 1 3 4 

 

 المطلوب :
 ايجاد اقق تكلفة ممكنة لنقق الوحدات المنتجات الع المخازل مستخدما طريقة 

Vogel؟ 
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ق ( اوجد الحدق الامثدق لمسدألة النقدق التاليدة بطريقدة التوزيدع المعددل . علمدا ال الحد4ج
 لنقق الكميات المنتجة في مراكز الانتاج  Vogelالابتدائي بطريقة 

 1,S 2,S 3,S 4,S 5S   1 زيع الع منافذ التو,D 2, D3,D 4D : هو 
Min(Z) = 5750  الف دينار    
 D1 D2 D3 D4 الانتاج 

S1 17 9 21 6 250 

S2 8 6 4 2 150 

S3 11 20 15 6 200 

S4 10 2 3 7 100 

S5 6 11 5 4 300 

 1000 400 50 350 200 الكميات المطلوبة

 

Min(Z) = 9(100)+6(150)+6(150)+6(200)+2(100)+6(200)+ 

                       5(50)+4(50)     

= 900+900+900+1200+200+1200+250+200 

=5750  

 
الع   S2,S3S,1اوجد اقق تكلفة ممكنة لنقق المنتجات في مراكز الانتاج الثلاثة   )5ج

المدددل , الكددوت , الحلددة , بعقوبددة والرمددادج . علمددا ال تكلفددة نقددق الطددل الواحددد 
لدددنانير الددع أج مددل المدددل المددذكورة هددي كمددا فددي الجدددول مددل الانتدداج بددالاف ا

 التالي :
                       

 مراكز الانتاج الكوت الحلة بعقوبة الرمادج الكميات المنتجة
170 11 20 0 10 S1 
260 12 7 9 20 S2 
50 0 14 16 18 S3 
 الكميات المطلوبة 70 160 150 100 480

 

Min(z) = 2890 

200 

100 
150 

100 
50 

150 

200 

50 
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. علمدا ال  تعدرجالم مسدارد الحدق الامثدق لمسدألة النقدق التاليدة , بطريقدة ال( اوجد 6 ج
لنقدددق الكميدددات المنتجدددة فدددي مراكدددز الانتددداج  Vogel الحدددق الابتددددائي بطريقدددة 

 1,S2,S3,S4,S5S  1الع منافذ التوزيعD2,,D3,D4D  : هو 
               Min(Z) = 5750  الف دينار  

 

  D4 D3 D2 D1 الانتاج
250 6 21 9 17 S1 
150 2 4 6 8 S2 
200 6 15 20 11 S3 
100 7 3 2 10 S4 
300 4 5 11 6 S5 
 الكميات المطلوبة 200 350 50 400 1000
 
( شددركة وقددود , تمتلدد  خمسددة محطددات لتعبئددة الوقددود فددي خمسددة مدددل . وتشددترج 7ج

تهددا بواسددطة البنددزيل المحسددل مددل ثلاثددة مراكددز لتجهيددز الوقددود وتنقلدده الددع محطا
طدل مدل  1000الصهاريج ) السيارات الحوضية ( . تدم حسداب اقدق تكلفدة لنقدق 

 كالاتي  Vogelالبنزيل وفق طريقة 

 

min(Z) = 87500 دينار 
 

 مراكز التجهيز
محطة 
 السماوة

محطة 
 بغداد

محطة 
 العمارة

محطة 
 البصرة

محطة 
 الحلة

الكميات 
 المجهزة

S1 100 120 200 150 50 500 

S2 50 70 60 90 80 300 

S3 70 80 100 150 120 200 

 1000 200 250 150 300 100 الكميات المطلوبة

  
لبيددال ومكانيددة  Modified distributionالمطلددوب : اعتمدداد طريقددة التوزيددع المعدددل 

 ؟  Vogelخفا تكاليف النقق الكلية عل المبلغ المحتسب بطريقة 

100 150 
150 

200 
100 

200 50 50 

100 200 200 
250 50 

100 100 
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مدل النسدم مدل كتداب الحاسدوب وبالاعدداد المبيندة فدي  ( تحتاج كليات العلوم عدداً 8ج

ربعددة دور نشددر وتوزيددع تسددتطيع تجهيددز الكليددات بالكتددب أالجدددول وكانددت هنددا  
 المطلوبة وبالاسعار المبينة . 

 
 المطلوب : حق المسألة بشكق يحقق اقق تكلفة ممكنة للكليات في عملية التجهيز 

 
علوم  المجموع

 غدادب
علوم    
 مستنصريةلا

علوم 
 بابق

علوم 
 كربلاء

علوم 
 الكوفة

دور النشر 
 والتوزيع

 العالمية 15 12 8 10 14 250
 الحكمة 18 15 14 16 10 300
 جهينة 16 15 11 9 19 250
 العربية 17 16 12 10 20 200
1000 250 300 200 150 100  
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 الفصل الثالث
 مسألة النقل

صة مل مسائق البرمجة الخطية, ويهددف نمدوذج مسألة خا ،مسألة النقق تعتبر
النقق الع ايجاد طريقة اقق كلفة في نقق عدد مل الوحدات المنتجة في عدد مل مراكدز 

الدددع مراكدددز الاسدددتهلا  او التخدددزيل )مراكدددز الطلدددب(  Sourcesالانتددداج او المصدددادر 
Demand  وقددد أسدددهم .F. Hitchkook  وT. Koopman   فدددي وضدددع نمدددوذج

 النقق.
سددألة النقددق , مسددألة برمجددة خطيددة ذات بنيددة خاصددة )وكددذل  هنددا  مسددائق وم

أخددر  لهددا نفددج البنيددة ر ددم عدددم وجددود عمليددة نقددق(. ويمكددل ال تكتددب كنمددوذج شددبكي 
 كالاتي:

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 حيث
Si 

  i= 1,2, ………….. m 

   Iتمثق عدد الوحدات المنتجة او المعروضة في المصدر 
Dj 

   j= 1,2, ………… n 

1 1 

2 2 

n m 

1D 

2D 

nD 

1S 

2S 

mS 

Supply Demand 
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  Jدد الوحدات المطلوبة في المخزل او مركز التسويق  تمثق ع
ijC 

  Jالع مركز الطلب  Iتمثق تكلفة نقق وحدة واحدة مل المصدر 
ijX 

  Jالع مركز الطلب  Iتمثق عدد الوحدات المنقولة مل المصدر 
Z 

Z تمثق مجموع تكاليف النقق = 
 مل المصادر mفهنا  
 مل مراكز الطلب nو  

 : ياضي كالاتيويكول النموذج الر 
 


 


m

i

n

j

ijijXCZMin
1 1

)(  
 

Subject  to : 





m

i

iij DX
1

 

j = 1,2, ………. n 

 



n

j

iij SX
1

  

i = 1,2, ………. m 

Cij > 0 

i = 1,2, ………. m 

j = 1,2, ………. n 

 
وفددددي نمددددوذج النقددددق تتسدددداو  الكميددددات المعروضددددة فددددي المصددددانع او وحدددددات 

 مطلوبة في المخازل او مراكز الطلب والتسويق.العرا مع الكميات ال
 ولبيال كيفية صيا ة نموذج النقق نأخذ المثال التالي :
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مثدددال : مصدددنع لانتددداج الاجهدددزة الكهربائيدددة , فيددده ثلاثدددة مراحدددق انتاجيدددة ولديددده 
اربعدة مخددازل )لخددزل فددائا انتداج المراحددق وتوزيعهددا مسددتقبلا( . وقدد كانددت تكلفددة نقددق 

كق مرحلة انتداج الدع المخدازل المختلفدة وكدذل  عددد الوحددات المنتجدة  وحدة واحدة مل
 اسبوعيا , وسعة المخازل هي كما مبينة في الجدول التالي :

 
 مراحق الانتاج 1مخزل  2مخزل  3مخزل  4مخزل  الوحدات المنتجة

 المرحلة الاولع 2 1 3 1 500
 المرحلة الثانية 4 2 1 3 350
 الثالثةالمرحلة  2 1 1 3 450
 الوحدات المطلوبة 200 250 350 500 

 
  J  =ijXالع المخزل  Iنفرا ال عدد الوحدات المنقولة مل المصدر 

i = 1,2,3, ……… 

j = 1,2,3,4 

 :وتكول تكاليف النقق الكلية 
 

Min (Z) =  2X11 + X12 + 3X13 + X14 + 

  4X21 + 2X22 + X23 + 3X24 + 

  2X31 + X32 + X33 + 3X34  

 
 وتكول القيود كالاتي :

 
 قيود خاصة بمراكز الانتاج ) المصادر ( :

ال عدددددد الوحدددددات التددددي تنقددددق مددددل أج مصدددددر الددددع أج مخددددزل أو الددددع كددددق 
 المخازل يجب ال لا يتجاوز طاقة المصدر .
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X11 + X12 + X13 + X14 < 50     )1 ( في مركز الانتاج المصدر        
X21 + X22 + X23 + X24 < 350      )2( في مركز الانتاج المصدر       
X31 + X32 + X33 + X34 < 450      )3( في مركز الانتاج  المصدر      

 
 كذل  هنا  قيود خاصة بالمخازل 

ال عددددد الوحددددات المنقولدددة الدددع أج مخدددزل مدددل أج مركدددز انتددداج او مدددل كدددق 
 مراكز الانتاج يجب ال لا يتجاوز سعة المخزل 

X11 + X21 + X31 = 200    1  في مخزل 
X12 + X22 + X32 = 250    2  في مخزل 
X13 + X23 + X33 = 350    3  في مخزل 
X14 + X24 + X34 = 500     4  في مخزل 
Xij  > 0 

 عدد الوحدات المنقولة يجب ال يكول موجبا
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 حل مسألة النقل
 

هنددا  عدددة طددرق تسددتخدم فددي حددق مسددألة النقددق , جميعهددا أسددهق مددل طريقددة 
Simplex :وتكول نتائجها جيدة , وهي تستخرج حلًا ابتدائياً وهذ، الطرق 

 طريقة الركل الشمالي الغربي . .1
 طريقة الاقق كلفة . .2
 طريقة فوكق التقريبية . .3
 

 Vogel Approximation Methodطريقة فوكل 
تعتبر مل افضق الطرق المستخدمة في ايجاد اقق التكاليف لنقق الوحددات مدل 

 و العرا الع مراكز الطلب أو المخازل .مراكز الانتاج ا
 خطوات الحق في طريقة فوكق

 نحسب الفروق في الصفوف وفي الاعمدة بيل اقق تكلفتيل  ير متساويتيل .  (1
 نختار الصف او العمود ذو اكبر الفروق .  (2
فددي الصددف او العمددود المختددار نحدددد أصددغر خليددة فيدده مددل حيددث التكلفددة ونعمددق   (3

بددق لهددذ، الخليددة وحسددب كميددة العددرا المقابددق لهددا . فدداذا علددع تلبيددة الطلددب المقا
ة كانت الكمية المطلوبة أكبر مل الكمية المعروضة فيتم وملاء الخلية بجميع الكميد

وملاء  المنتجة . اما اذا كانت الكمية المطلوبة اقق مل الكمية المنتجة المقابلة فيتم
 الخلية بجميع الكمية المطلوبة .

الكميدة المنتجدة فيده او حدذف العمدود اذا تدم توزيدع الكميدة  حذف الصف اذا نفدذت  (4
 المطلوبة .

نعيد حساب فروق الصفوف وفروق الاعمدة ونكدرر الاجدراءات السدابقة مدل جديدد   (5
. 
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 استخرج اقق تكلفة ممكنة لمسألة النقق التالية : مثال :
 

  4D 3D 2D 1D الانتاج
30 0 5 2 2.5 1S 
70 6.5 6 0 1 2S 
60 8 7 4.5 5.5 3S 
40 10 4.3 6.2 4 4S 
 الطلب 50 20 60 70 200

 
 الحق :

 نستخرج الفروق 
ΔR1=2-0=2 
ΔR2=1-0=1 

ΔR3=5.5-4.5=1 

ΔR4=4.3-4=0.3 
 الفروق في الاعمدة

           ΔC1=2.5-1=1.5 

                      ΔC2=2-0=2 

                      ΔC3=5-4.3=0.7 

                      ΔC4=6.5-0=6.5  

  D4في عمود   6.5اكبر الفروق هو 
وحدة  0وفيها تكلفة نقق الوحدة الواحدة  14a هي   D4عمود اصغر خلية في 

 نقد . 
وحدددة , بينمددا مركددز الانتدداج  70 المقابددق للخليددة يحتدداج  4Dمركددز الطلددب 

لمنتجدة وحدد ة منتجدة . وعليده يدتم تخصديص كدق الوحددات ا 30فيده  1Sالمقابق للخلية 
 لملأ الخلية .  1Sفي مركز الانتاج 

    X14=30 

               C14X14=0(30)=0 
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 فتصب  مصفوفة النقق : S1يحذف صف 
  
R 4 الانتاجD 3D 2D 1D  
1 70 6.5 6 0 1 2S 
1 60 8 7 4.5 5.5 3S 

0.3 40 10 4.3 6.2 4 4S 
 الطلب 50 20 60 40 170 
  2.5 1.7 4.5 3 C 

 
  D2في عمود   4.5 الفروق =اكبر 

المقابدق  2D . يحتداج مركدز الطلدب  22a الخليدة D2 اصدغر خليدة فدي عمدود 
وحدة منتجة.  70المقابق للخلية لديه  2S  وحدة . ومركز الانتاج  20 لهذ، الخلية الع 

  2Dالع مركز الطلب  2Sوحدة مل الكمية المنتجة في  20لذل  يتم تخصيص 
          X22=20 

                    C22X22=0(20)=0 

 
 يحذف العمود الثاني . فتصب  المصفوفة :

 
R 4 الانتاجD 3D 1D  
5 50 6.5 6 1 2S 

1.5 60 8 7 5.5 3S 
0.3 40 10 4.3 4 4S 
 الطلب 50 60 40 150 
  2.5 1.7 3 C 

  
  S2في صف   5اكبر الفروق =

والدذج  1Dبق جهة الطلب وهي تقا 12a هي الخلية S2اصغر خلية في صف 
 .أيضاً وحدة منتجة   40 فيه و 4Sمركز الانتاج وتقابق وحدة  50 يحتاج الع
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 . 12aوحدة لملأ الخلية  50يتم تخصيص 
                       X21=50 

                       C21X21=1(50)=50 

 
 فتصب  المصفوفة . D1ويحذف عمود  S2يحذف صف 

 
ΔR 4 الانتاجD 3D  
1 60 8 7 3S 

5.5 40 10 4.5 4S 
 الطلب 60 40 100 
  2 2.5 ΔC 

 
  S4في صف   5.5اكبر الفروق = 

 3D وهددي تقابددق جهددة الطلددب  43aاصددغر خليددة فددي الصددف الثدداني , الخليددة 
 وحددة 04 المقابدق للخليدة المدذكورة فيده   4S. وال مركز الانتداج  وحدة 60التي تحتاج 
 منتجة .

  43aلملأ الخلية  4Sمل انتاج  وحدة 40 نخصص
          X43=40 

           C43X43=4.5(40)=180   

 
 فتصب  المصفوفة كالآتي : S3صف يحذف 

 



 93 

  4D 3D الانتاج
60 8 7 3S 

 الطلب 20 40 60
 

 ونكول قد توصلنا الع الحق :
وحددة لمدلأ  40تخصديص  و . 33aوحدة لملأ الخلية  02يتم تخصيص       

 . وتكول مصفوفة الحق كالآتي : 34a الخلية
 
 

  4D 3D 2D 1D الانتاج
30 0 5 2 2.5 1S 
70 6 6 0 1 2S 
60 8     7 4.5 5.5 3S 
40 10 4.3       6.2 4 4S 
 الطلب 50 20 60 70 200

 

Min (Z) = 0(30) + 0(20) +1(50)+4.3(40)+7(20)+8(40) 

= 50+172+140+320 

 وحدة نقد    682=
ق التكدداليف الممكنددة لنقددق الوحدددات المنتجددة فددي مراكددز الانتدداج الددع جهددات اقدد
 الطلب .
 

 
 

 

05 20 

40 

30 

20 40 
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 مشكلة الانحلال في مسائل النقل
ال احد الشرون التي يجب ال تتحقق في أج حق لمسألة النقدق هدو ال يكدول: 

  1–عدد المتغيرات الاساسية = عدد الصفوف + عدد الاعمدة 
Xij = R + C - 1 

 ق هذا الشرن فال الحق يتسم بالانحلالية , فاذا اصب  :واذا لم يتحق
  Xij >1 – R+C عدد المتغيرات الاساسية 

فانه يؤشر وجود خطأ في صيا ة المسالة يتمثق بتخصيص الوحدات المنتجدة 
 المنقولة . لذل  يجب تعديق الحق بما يضمل تحقيق القاعدة .

 اما اذا كال :
 Xij 1 – R+C <عدد المتغيرات الاساسية 

وهدددو يقدددع فدددي الحدددق المبددددئي او عندددد تحسددديل , فدددال ذلددد  يتطلدددب مدددلأ احدددد  
 الخلايا بمقدار صفر كي يتحقق الشرن ويصب  الحق ممكناً.

 
 

 مثال :
 ؟استخرج حق مسألة النقق التالية بطريقة فوجق 

 
  4D 3D 2D 1D الانتاج
520 15 30 12 20 1S 
320 28 14 25 40 2S 
460 31 10 9 22 3S 
 الطلب 220 250 380 450 1300
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 الحق :
 نحسب الفروق في الصفوف والفروق في الاعمدة

 
ΔR 4 الانتاجD 3D 2D 1D  
3 520 15 30 12 20 1S 
11 320 28 14 25 40 2S 
1 460 31 10 9 22 3S 
 الطلب 220 250 380 450 1300 
  13 4 3 2 ΔC 

 

 .  D4عمود في    13اكبر الفروق هو 
وفيهدا تكلفدة نقدق الوحددة الواحددة   41a  ةالخليد يهد D4عمدود خليدة فدي اصغر 
 .    وحدة نقد 15مل المواد تساوج 

. وال الكميدة مدل المدواد وحددة   450هدو   D4نلاحدظ ال احتياجدات المخدزل 
 4Dوحددة لدذل  يدتم تلبيدة احتياجدات المخدزل  025هدي  1S المنتجة فدي مركدز الانتداج 

          0 - ما قيمته  1S ويتبقع مل انتاج  1Sل الكمية المنتجة في وحدة م 045 أجبالكامق 
70=  (520-450). 

 وتصب  مصفوفة النقق كالاتي :  D4عمود نحذف 
 

ΔR 3 الانتاجD 2D 1D  
8 70 30 12 20 1S 
11 320 14 25 40 2S 
1 460 10 9 22 3S 
 الطلب 220 250 380 850 
  4 3 2 ΔC 
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 . S2في صف   11لفروق الجديدة هو نلاحظ ال اكبر ا
 23aالمقابددق للخليددة  3Dالمخددزل  و , 23a  ةالخليدد يهدد S2صددف  صددغر الخلايددا فدديأ 

وحدة   320فقب المقابق للخلية  2Sوحدة منتجة , وفي مركز الانتاج  038يحتاج الع 
   D3ويبقددع المخددزل  D3الددع المخددزل  S2منتجددة . لددذل  نخصددص كددق الانتدداج فددي 

 .  (320-380)وحدة    60بحاجة الع 
 فتصب  المصفوفة كالآتي :  S2 صف  نحذف    
 

ΔR 3 الانتاجD 2D 1D  
8 70 30 12 20 1S 
1 460 10 9 22 3S 
 الطلب 220 250 60 530 
  20 3 2 ΔC 

 
 . D3عمود في  20كبر الفروق هو أ
المقابددق لهددذ،  3Dالمخددزل  ,  33a  هددي الخليددة D3عمددود  صددغر خليددة فدديأ

 3S كميدة الانتداج المقابلدة لهدذ، الخليدة  فدي مركدز الانتداج و  , وحددة 06 لية يحتاج الخ
       وحدة لملأ الخلية   60 طلوبةوحدة , لذل  يتم تخصيص كق الكمية الم  460تساوج 

 :نعيد كتابة مصفوفة النقق ونستخرج الفروق الجديدة و  D3عمود نحذف 
 

ΔR 2 الانتاجD 1D  
8 70 12 20 1S 
13 400 9 22 3S 
 الطلب 220 250 470 
  3 2 ΔC 

 
تقابددق مركددز   a32صددغر خليددة فيدده أ.   S3فددي صددف  13اكبددر الفددروق هددو 

  D2وحدة منتجة . وال مركز الطلب المقابق لهذ، الخلية وهو  400وفيه   S3الانتاج 
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  250ة وهددي طلوبددوحدددة . لددذل  يددتم مددلأ الخليددة بكامددق الكميددة الم  250يحتدداج الددع 
 وحدة S3  (150  )في مركز الانتاج  عوحدة ويتبق

 الناتجة :نكتب مصفوفة النقق و   D2عمود نحذف 
 

  1D الانتاج
70 20 S1 
150 22 S3 

 الطلب 220 
 

كدق ة طلوبدبالكميدة المالخليتدال . تمدلأ A31 و  A11تال هما اصب  لدينا خلي
 لها . مركز الانتاج المقابق  خلية مل

 ائي كالاتي :وسيكول الحق النه
 
  4D 3D 2D 1D الانتاج
520 15 30 12 20 1S 
320 28 14 25 40 2S 
460 31 10 9 22   3S 
 الطلب 220 250 380 450 1300
 

 :نستخرج اقق تكلفة ممكنة 
  min(Z) = 15(450)+14(320)+10(60)+9(250)+20(70)+22(150) 

= 6750+4480+600+2250+1400+3300 

نقد     وحدة 18780 =  

وهددي اقددق تكلفددة ممكنددة لنقددق الوحدددات المنتجددة مددل مراكددز الانتدداج الددثلاث الددع 
 المخازل الاربعة .

  

70 
250 

504 
320 

60 150 
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 مسالة النقل غير المتوازنة
تصددب  مسددألة النقددق  يددر متوازنددة , عندددما لا تتسدداو  فيهددا الكميددات المنتجددة 

تكدول الكميدات والمعروضة مع الكميات المطلوبة . وفي مثق هذ، المسائق فانده عنددما 
المنتجددة ) المعروضددة ( فددي مراكددز الانتدداج اكبددر مددل اسددتيعاب جهددات الطلددب )مراكددز 
التوزيددع أو المخددازل( فيددتم وضددع عمددود وهمددي يسددتوعب الفددائا فددي الكميددات المنتجددة 
وتجعق تكاليف نقق الوحددة الواحددة مدل اةنتداج الدع خلايدا هدذا العمدود مسداوية للصدفر 

نقددق حقيقيددة ( .ونتبددع خطددوات الحددق الاعتياديددة فددي طريقددة )أج لايكددول هنددا  عمليددة 
vogel  . 

وعندددددما تكددددول الكميددددات المنتجددددة والمعروضددددة فددددي مراكددددز الانتدددداج اقددددق مددددل 
استيعاب جهات الطلب فيتم وضدع صدف وهمدي يسدتوعب الفدرق بديل الكميدات المنتجدة 

ونجعدددق  فدددي مراكدددز الانتددداج والكميدددات المطلوبدددة فدددي جهدددات الطلدددب ومنافدددذ التسدددويق .
 تكلفة نقق كق وحدة مل مراكز الانتاج الع خلايا الصف مساوية للصفر .

 
 مثال:

 45 تنددتج  S2,S3S,1مصددفوفة النقددق التاليددة تشددتمق ثلاثددة مراكددز انتدداج هددي 
 وحدة مل الانتاج .   38وحدة . وفيها ثلاثة منافذ تسويق تستوعب 

 المطلوب :
منافدذ التسدويق مدل الانتداج فدي  حساب اقدق التكداليف الممكندة لنقدق مدا تحتاجده

 ؟   vogel  مراكز الانتاج , معتمدا طريقة 
 
  3D 2D 1D الانتاج

15 5 4 7 1S 
10 3 6 2 2S 
10 8 9 10 3S 
 الطلب 20 8 10 

 



 99 

 الحق :
وحدات وهدو الفدرق بديل الوحددات  7 كي يستوعب  4Dنضيف العمود الوهمي 

قدق لوبة فدي منافدذ التسدويق . ونعتبدر تكلفدة نالمنتجة في مراكز الانتاج  والوحدات المط
 الوحدة الواحدة مل الناتج الع كق خلية في هذا العمود مساوية للصفر .

  
R 4 الانتاجD 3D 2D 1D  
4 15 0 5 4 7 1S 
2 20 0 3 6 2 2S 
8 10 0 8 9 10 3S 
 الطلب 20 8 10 7 45 
  0 2 2 5 c 

 
 الثالث  في الصف  8نلاحظ ال اكبر الفروق هو 

ال و 4Dفددي العمددود الددوهمي  34a اصددغر خليددة فددي الصددف الثالددث هددي الخليددة 
 4Dوحدددات منتجددة . امدددا جهددة الطلدددب  10 مركددز الانتدداج المقابدددق لهددذ، الخليددة فيددده 

وحددات لمدلأ   7وحددات فقدب . لدذل  نخصدص   7المقابلدة لهدذ، الخليدة فنحتداج  الدع 
 المصدفوفة : فتصب  4Dويحذف العمود الوهمي  34aالخلية 

 
R 3 الانتاجD 2D 1D  
1 15 5 4 7 1S 
1 20 3 6 2 2S 
1 3 8 9 10 3S 
 الطلب 20 8 10 38 
  2 2 5 c 
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 في العمود الاول   5اكبر الفروق = 
  21aاصغر خلية في العمود الاول هي 

وحددة , كمددا وال جهدة الطلددب  20المقابددق لهدذ، الخليددة يندتج  2Sمركدز الانتداج 
 1D وحدددة . لددذل  يددتم تخصدديص كامددق الكميددة  20لمقابلددة لهددذ، الخليددة تحتدداج الددع ا

. فتصدددب   2Sوالصدددف  1Dثدددم نحدددذف العمدددود  1Dالدددع جهدددة الطلدددب  2Sالمنتجدددة فدددي 
 المصفوفة 

 
R 3 الانتاجD 2D  
1 15 5 4 1S 
1 3 8 9 3S 
 الطلب 8 10 18 
  3 5 c 

 
  2Dفي العمود  5اكبر الفروق = 
 1Sوهددي تقابددق مركددز الانتدداج  12aهددي الخليددة  2D ي العمددود اصددغر خليددة فدد

 وحدات . 8 التي تحتاج الع  2Dوحدة منتجدة وتقابق ايضا جهة الطلب  15الذج فيه 
و يحدذف العمدود  2Dالع جهة الطلب  1Sوحدات مل انتاج  8 يتم تخصيص 

2D . وتصب  مصفوفة النقق 
 

  3D الانتاج
7 5 1S 
3 8 3S 
 الطلب 10 10

 
 33a وحددات والخليدة  13a  7بقدي هندا  خليتدال فقدب . يخصدص الدع الخليدة 

 ثلاثة وحدات .
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 نكتب جدول النقق بعد ملأ الخلايا فيه ونستخرج مجموع التكاليف.
 

  4D 3D 2D 1D الانتاج
15 0 5 4 7 1S 
20 0 3 6 2 2S 
10 0 8 9 10 3S 
 الطلب 20 8 10 7 45

 
 D2, D 3D ,1 في مراكز الانتاج الدع منافدذ التسدويق وحدة منتجة  38تم نقق 
 وحدات الفائضة عل استيعاب منافذ التسويق , وتبقع في مركدز الانتداج 7ولم تنقق الد 

 3S  
Min (Z) = 4(8) +5(7)+2(20)+8(3)+0(7) 

= 32+35+40+24 

 وحدة نقدية  131=
 .منافدذ التسويقوحدة منتجة في مراكز الانتاج الع   38اقق تكلفة ممكنة لنقق 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20 
8

0

0 

7 

3 7  
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 Max (Z)مسألة النقل ذات هدف التعظيم
كال الهدف في مسدائق النقدق هدو  تخفديا تكداليف نقدق الوحددات المنتجدة فدي 

 مراكز الانتاج الع جهات الطلب ومنافذ التسويق المختلفة .
فددي بعددا الحددالات تكددول مسددألة النقددق لفعاليددات وانشددطة مطلددوب تعظيمهددا . 

ام نمدددوذج النقدددق فدددي تعظددديم الاربددداح مثلمدددا اسدددتخدم لخفدددا التكددداليف . ويمكدددل اسدددتخد
 وبنفج الاسلوب مع بعا الاجراءات وكما يأتي :

الع مسدألة نقدق ذات Max (Z)  لتحويق مسألة النقق التي تهدف الع التعظيم 
نسدددتخرج تكددداليف الفدددرص , حيدددث تحددددد الخليدددة ذات اكبدددر   min(Z)هددددف تدنيدددة 

قدديم كددق خليددة فددي مصددفوفة النقددق مددل الخليددة المددذكورة . ونكتددب  التكدداليف . ويددتم طددرح
, لكدددل عندددد   vogelمصدددفوفة النقدددق الجديددددة وتحدددق بدددنفج الاسدددلوب المتبدددع بطريقدددة 

ق احتسدداب الندداتج النهددائي لتكدداليف النقددق يددتم ضددرب القدديم الحقيقيددة للخلايددا قبددق التحويدد
 )وليج الجديدة ( * الرب  الاصلي .

ب تكدداليف الفددرص . الددع اندده فددي حالددة عدددم اسددتغلال ويعددود السددبب فددي حسددا
طريق معيل عبر الخلية ذات اكبر تكلفة لنقق الوحدة الواحدة , فيكول هنالد  اضدطرار 
الدددع اسدددتغلال خلايدددا اخدددر  اقدددق تكلفدددة وبهدددذ، تحدددول مسدددألة النقدددق مدددل هددددف التعظددديم 

max(Z)   الع هدف التدنيةmin(Z) 
 

 مثال :
  ل الكميددات المنتجددة فددي مراكددز الانتدداج الثلاثددة مصددفوفة النقددق التاليددة تبددي

1,S2,S3S  1والكميددددات المطلوبددددة فددددي منافددددذ التسددددويق الددددثلاث,D2, D3D   والاربدددداح
المتحققدددة لنقدددق الوحددددة الواحددددة مدددل كدددق مركدددز مدددل مراكدددز الانتددداج الدددع أج مدددل منافدددذ 

 التسويق المختلفة .
توزيدع الكميدات المنتجدة الدع  المطلوب :حق مسألة النقق , واستخراج افضدق طريقدة فدي

 منافذ التسويق بحيث تحقق اعلع رب  ممكل .
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  3D 2D 1D الانتاج
150 10 15 10 1S 
150 11 13 12 2S 
100 8 11 13 3S 
 الطلب 120 180 100 400

 
 

 الحق :
 12aنلاحددظ ال الخليددة ذات اكبددر الاربدداح لنقددق وحدددة واحدددة مددل الانتدداج هددي 

مسداوية  2Dالدع منفدذ التسدويق  1S   ق الوحددة الواحددة مدل انتداجفيهدا الدرب  )تكلفدة نقد
 وحدة نقدية( .  15لد

فتصدددب    15نكتدددب مصددددفوفة النقدددق الجديددددة بعدددد طدددرح قددديم كدددق خليدددة مدددل 
 مصفوفة النقق كالاتي :

 
  3D 2D 1D الانتاج
150 5 0 5 1S 
150 4 2 3 2S 
100 7 4 2 3S 
 الطلب 120 180 100 400

 
  vogelج الحق الابتدائي بطريقة الال نستخر 

R1 = 5 
R2 = 1 
R3 = 2 

C1 = 1 

C2 = 2 
C3 = 1 

 في الصف الاول  5اكبر الفروق = 
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 1Sوهددي تقابددق مركددز الانتدداج  12aاصددغر خليددة فددي الصددف الاول هددي الخليددة 
وحددة . اذلد   180 الذج يحتاج الع  2Dوحدة وتقابق ايضا منفذ التسويق  150 وفيه 
ويحددذف الصددف الاول , فتصددب  مصددفوفة  12aوحدددة الددع الخليددة  150صدديص يددتم تخ
 النقق:

  
 

R 3 الانتاجD 2D 1D  
1 150 4 2 3 2S 
1 100 7 4 2 3S 
 الطلب 120 30 100 250 
  3 2 1 C 

 
  3Dفي العمود  3أكبر الفروق = 

 وفيده 2Sوهي تقابق مركز لانتداج  23aهي الخلية  3Dاصغر خلية في العمود 
وحددددة , لدددذل  يدددتم  100ويحتددداج الدددع  3Dوحددددة , وتقابدددق ايضدددا منفدددذ التسدددويق  150

فتصدددب  مصدددفوفة النقدددق  3Dوبحدددذف العمدددود  23aوحددددة لمدددلأ الخليدددة  100تخصددديص 
 كالآتي :
 
R الانتاج D2 D1  
1 50 2 3 S2 
2 100 4 2 S3 
 الطلب 120 30 150 
  2 1 C 

 
نختددار احددهما ولدديكل  2Dوالعمدود  3Sفدي كددق مدل الصددف  2اكبدر الفددروق = 

وحددة  100وفيده  3Sتقابدق مركدز الانتداج  31a. اصدغر خليدة فيده , الخليدة  3Sالصف 
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 100وحدددة . لددذل  يددتم تخصدديص  120ويحتدداج الددع  1Dوتقابددق ايضددا منقددذ التسددويق 
 فتصب  مصفوفة النقق . 3Sويحذف الصف  31aوحدة لملأ الخلية 

 
  D2 D1 الانتاج
50 2 3 S2 
 الطلب 20 30 

 
 . 21aوحدة الخلية  20و  22aوحدة لملأ الخلية  30تخصص 

 تكتب مصفوفة النقق بعد ملأ الخلايا , ثم تستخرج ارباح النقق .
 

  D3 D2 D1 الانتاج
150 10 15 10 S1 
150 11 13 12 S2 
100 8 11 13 S3 
 الطلب 120 180 100 400

 
 نتجة في مراكز الانتاج الع منافذ التسويق :اكبر رب  ممكل لنقق الوحدات الم

= 15 (150) + 12 (20) + 13 (30) + 11 (100) + 13 (100) 

= 2250 + 240 + 390 + 1100 + 1300 

 وحدة نقد   5280 =
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

20 
100

0 

150

0 100

0 
30 
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 الفصل الرابع
 مسألة التخصيص

 

تعالج مسألة التخصيص , توزيع عدد مل العناصر علع عدد مل الوظائف او 
, بحيث يخصص عنصر واحد لغرا واحد . وكمثال علع ذل  تخصيص المهام 

مجموعة مل الافراد علع المكائل بحيث يخصص فرد واحد لماكنة واحدة, بشكق 
 لية .يقلق مل التكاليف الكلية لانجاز المهام او زيادة المنافع المتحققة مل العم

دد مل المكائل كذل  الامر عندما تكول المسألة تتعلق بتخصيص الوظائف علع ع
)عندما يمكل للماكنة الواحدة ال تؤدج عدد مل الوظائف( بحيث تخصص وظيفة 

 .واحدة للماكنة الواحدة بشكق يقلق التكاليف الكلية او يزيد مل اداء المكائل

وتعددد مسددائق التخصدديص حالددة خاصددة مددل مسددائق البرمجددة الخطيددة باعتبارهددا 
قق تهدف الدع نقدق الوحددات المنتجدة مدل مسألة نقق ذات خصائص معينة , فمسألة الن

مراكز الانتاج الع جهات الطلب او منافدذ التسدويق . وكدذل  مسدألة التخصديص هددفها 
 تخصيص عدد مل العناصر علع عدد مل المهام او الوظائف .

 
 مثال :

( وظدددائف 4( عمدددال وهندددا  )4رئددديج عمدددال فدددي ورشدددة معيندددة فدددي المصدددنع )
عمدال الدع الوظدائف , يقلدق مدل مجمدوع التكداليف, شا رة , فما هو افضق تخصيص لل

اذا كاندت تكلفددة تخصدديص كدق عامددق الددع أج مدل هددذ، الوظددائف هدي كمددا فددي الجدددول 
 التالي :

 الوظدددائف
P4 P3 P2 P1  

ص
دخا
وشد
ا

 

30 100 70 50 M1 
40 80 60 30 M2 
20 60 30 40 M3 
100 20 40 10 M4 
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 صيص الوظيفي .هنا الهدف هو تعظيم كفاءة التخ

 

Z =   5X11 + 7X12 + 10X13 + 3X14 + 

3X21 + 6X22 + 8X23 + 4X24 + 

4X31 + 3X32 + 6X33 + 2X34 + 

  X41 + 4X42 + 2X43 + 10X44 

 
 القيود

 j   = 1 ijXالع الوظيفة  Iعند تخصيص العامق 
 j  = 0 ijXالع الوظيفة  Iعندما لا يخصص العامق 

 
يدددة تخصددديص عامدددق واحدددد للعمدددق علدددع اكثدددر مدددل القيدددود الخاصدددة بعددددم امكان

 وظيفة واحدة )كق شخص يعيل لوظيفة واحدة( .
 X11 + X12 + X13 + X14 = 1 

 X21 + X22 + X23 + X24 = 1 

X31 + X32 + X33 + X34 = 1 

X41 + X42 + X43 + X44 = 1 
 

 والقيود المتعلقة بعدم تكليف اكثر مل عامق لوظيفة واحدة )أج وظيفة لها شخص
 واحد( .

X11 + X21 + X31 + X41 = 1 

X12 + X22 + X32 + X42 = 1 

X13 + X23 + X33 + X43 = 1 

X14 + X24 + X34 + X44 = 1 
فأل مسألة التخصيص ليست مسألة برمجة خطية (   ijX=  0أو  1 )ولكول 

ق . لكل بسبب امكانية ارجاعها الع مسألة نقق , يمكل اعتبارها حالة خاصة مل مسائ
 قق وبالتالي مسائق البرمجة الخطية .الن
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 ونموذج التخصيص كالاتي :


 


n

i

n

j

ijijXPZMax
1 1

)(  
Subject to 





n

j

ijX
1

1  

i = 1,2, …….. N 





n

i

ijX
1

1 

J = 1,2, ……. N 

Xij = 0,1 

i = 1,2, ………. N 

j = 1,2, ………. N 

 

ijP  علاقة مساهمة العنصرI  في الموقعJ  وعندما تؤولijP  الع تكاليف فدأل
Z : يتم ترتيبها حسب الصيغة 


 


n

i

n

j

ijijXPZMin
1 1

)(  
 

Subject to : 





n

j

ijX
1

1  

 

J = 1,2, ………. N 





n

i

ijX
1

1 

i = 1,2, ………. N 

Xij = 0  or  1 

i = 1,2, ………. N 

j = 1,2, ………. N 
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 حل مسألة التخصيص
 

ق لحددق مسددالة التخصدديص , وهددي أسددهق مددل طريقددة البرمجددة هنددا  عدددة طددر 
 الخطية . ومل افضق هذ، الطرق هي الطريقة الهنكارية .

 
 الطريقة الهنكارية

  Opportunity Costتعتمد الطريقة الهنكارية علع استخراج تكلفة الفرصة 
 خوارزمية الطريقة الهنكارية

كتابددة المصدددفوفة  طددرح أصددغر قيمدددة فددي كدددق صددف مددل عناصدددر الصددف واعدددادة  (1
 الناتجة.

 طرح أصغر قيمة في كق عمود مل عناصر العمود وكتابة المصفوفة الناتجة .  (2
 ونتيجة للخطوتيل السابقتيل ستتكول عدة عناصر صفرية في المصفوفة .

يغطع كق صف يحتوج اكثر مل عنصر صفرج , يغطع بخب أفقي ويغطع كق   (3
 .عمود يحتوج اكثر مل عنصر صفرج بخب عمودج 

فنكددول قددد توصددلنا الددع الحددق  N <اذا كددال مجمددوع الخطددون )الافقيددة والعموديددة(   (4
 الامثق ونجرج الاتي :

تخصيص الصفر الموجود في كق صف ونشدطب عناصدر العمدود الدذج   -أ
 يقع فيه هذا العنصر .

أو نخصدددص الصدددفر الموجدددود فدددي كدددق عمدددود ونشدددطب عناصدددر الصدددف  -ب
 الذج يقع فيه هذا العنصر .

التكلفددة لعمليددة التخصدديص مددل جدددول المسددألة الاصددلي  نحسددب مجمددوع  -ج
 بجمع العناصر المناظرة لهذ، الاصفار المخصصة .

 نتبع الاتي : Nفي حالة كول عدد الخطون >   (5
 نختار أصغر عنصر في الجدول  ير مغطع بخطون . -أ
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نضدددديف قيمددددة هددددذا العنصددددر الددددع العناصددددر المغطدددداة بخطدددديل )افقددددي  -ب
 وعمودج(.

 صر مل العناصر  ير المغطاة في الجدول .نطرح قيمة هذا العن -ج
 ( .4نذهب الع الخطوة رقم )

 
 : 1مثال 

أوجددددد أفضددددق تخصدددديص وربعددددة مددددل الفنيدددديل علددددع أربعددددة أعمددددال . علمددددا ال 
 مصفوفة التخصيص هي :

 
E4 E3 E2 E1  
3 1 4 6 T1 
9 10 7 8 T2 
7 11 5 4 T3 
5 8 7 6 T4 

 
 الحق :

 اصر الصف فتصب  المصفوفة كالاتي :نطرح أصغر قيمة في كق صف مل عن
 

E4 E3 E2 E1  
2 0 3 5 T1 
2 3 0 1 T2 
3 7 1 0 T3 
0 3 2 1 T4 

 
 :كما هي المصفوفة  قعنطرح أصغر قيمة في كق عمود مل عناصر العمود فتب
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E4 E3 E2 E1  
2 2 3 0 T1 
2 0 0 1 T2 
3 4 1 0 T3 
0 0 2 1 T4 

 
 .نلاحظ عدم وجود خطون   
 . 1وقيمته =  21aال اصغر عنصر في الجدول هو   
 : فتصب  المصفوفةالعناصر  مل( 1هذ، القيمة )طرح ن
 

E4 E3 E2 E1  

1  
2 4 T1 

2 2  0 T2 

2 6 0 
 

T3 

 
2 1 0 T4 

 
 . ةجديد ةصر صفريابذل  حصلنا علع عن

  N > 5لخطون = عدد ا
 اذل الجدول يمثق الحق الامثق وعليه :

  3Eللعمق  1Tيخصص الفني 
 2Eللعمق  2Tيخصص الفني 
 1Eللعمق  3Tيخصص الفني 

0 

0 

0 

0 
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 4Eللعمق  4Tيخصص الفني 
 وحدة 21=  5+  5+  10+  1تكلفة التخصيص = 

Min(Z) = 1 + 7 + 4 + 5 =17  وحدة 
 

 : 2مثال 
الغسيق لديها ثلاثة مصانع في كق مل شركة صناعة المنظفات ومساحيق 

قة لطريبغداد والحلة وكربلاء . وتمتل  الشركة أربعة مخازل للمواد الاولية . فما هي ا
المثلع لتخصيص مخزل لكق مصنع يجعق تكاليف التخصيص أقق ما يمكل. علما 
 ال تكلفة نقق الطل الواحد مل المواد الاولية مل كق مخزل الع أج مل المصانع هي

 كما في الجدول :

 المخازل  مصنع بغداد مصنع الحلة مصنع كربلاء
 Aمخزل  100 75 70
 Bمخزل  110 80 75
 Cمخزل  75 100 60
 Dمخزل  80 120 80

 
الحددق : بمددا ال عدددد المخددازل اكبددر مددل عدددد المصددانع , لددذل  نضدديف الددع المصددفوفة 

 المصنع الوهمي ونجعق تكاليف التخصيص فيه صفر :
 

 المخازل  مصنع بغداد مصنع الحله مصنع كربلاء ميمصنع وه
 Aمخزل  100 75 70 0
 Bمخزل  110 80 75 0
 Cمخزل  75 100 60 0
 Dمخزل  80 120 80 0
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 نطرح اصغر قيمة مل كق صف مل عناصر الصف فتبقع المصفوفة كما هي .
 نطرح أصغر قيمة في كق عمود مل عناصر العمود فتصب  المصفوفة كالآتي :

 
 المخازل  مصنع بغداد مصنع الحلة مصنع كربلاء مصنع وهمي

 Aمخزل  25 0 10 0
 Bمخزل  35 5 15 0
 Cمخزل  0 25 0 0
 Dمخزل  5 45 20 0

 
 Nوهو >  3نلاحظ ال عدد الخطون = 

 . 5أصغر قيمة  ير مغطاة بخطون هي 
مدددل  5. ونطدددرح  34aو  14aالدددع العناصدددر المغطددداة بخطددديل وهدددي  5نضددديف 

 ي العناصر  ير المغطاة فتصب  المصفوفة كالآتي :باق
 

 المخازل  مصنع بغداد مصنع الحلة مصنع كربلاء مصنع وهمي
 Aمخزل  25 0 10 5
 Bمخزل  30 0 10 0
 Cمخزل  0 25 0 5
 Dمخزل  0 40 15 0
 

  N=  4عدد الخطون = 
ف اذل الجدددول يمثددق جدددول الحددق الامثددق . نخصددص الاصددفار ونحسددب تكددالي

 التخصيص
Min(Z) = 75 + 60 + 80 = 215 
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 : 3مثال 

شددا رة , فمددا  رش( و 4وهنددا  ) مهندسدديل( 4فددي المصددنع لديدده )مدددير الانتدداج 
يقلددق مجمددوع التكدداليف , اذا كانددت تكلفددة  رشالددع الددو  ندسدديلهددو أفضددق تخصدديص للم

 هي كما في الجدول التالي:  رشالع أج مل هذ، الو  مهندجتخصيص كق 
 
سباكةال الخراطة  المهندسيل التفريز التنعيم 

3 10 7 5 M1 
4 8 6 3 M2 
2 6 3 4 M3 

10 2 4 1 M4 
 

 الحق :

 ( نحدد أصغر قيمة في كق صف1
M1 = 3 

M2 = 3 

M3 = 2 

M4 = 1 

 نطرح أصغر قيمة في كق صف مل عناصر الصف , فتصب  المصفوفة :
 

P4 P3 P2 P1  
0 7 4 2 M1 
1 5 3 0 M2 
0 4 1 2 M3 
9 1 3 0 M4 
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 ( نحدد اصغر قيمة في كق عمود 2
P1 = 0 

P2 = 1 

P3 = 1 

P4 = 0 

 نطرح أصغر قيمة مل عناصر العمود فتصب  المصفوفة كالآتي :
 

P4 P3 P2 P1  
0 6 3 2 M1 
1 4 2 0 M2 
0 3 0 2 M3 
9 0 2 0 M4 

 
 نغطي كق صف يحتوج أكثر مل صفر بخب أفقي 

 ل صفر بخب عمودج ونغطي كق عمود يحتوج أكثر م
  N=  4عدد الخطون = 

 
 اذل الحق هو حق أمثق , فيتم تخصيص الوظائف كالآتي :

 . 2Mللعامق  1Pتخصيص الوظيفة 
 . 3Mللعامق  2Pتخصيص الوظيفة 
 . 4Mللعامق  3Pتخصيص الوظيفة 
 . 1Mللعامق  4Pتخصيص الوظيفة 

 ال تكلفة الفرصة لهذ، التخصيصات = صفر
 الكلية وداء هذ، الوظائف مل الجدول الاصلي كالاتي : نستخرج التكاليف

Min(Z) = 3 + 3 + 3 + 2 = 11  وحدة 
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 التخصيص المقيد
 

قد تكول هنا  قيدود توضدع علدع مسدألة التخصديص , لسدبب او لاخدر . مدثلا 
قد يكول هنا  عنصر  ير مر وب تخصيصه لوظيفدة معيندة ومدر يتعلدق بالكفداءة او 

 ية . فكيف يتم التعامق مع هذ، القيود .لربما الناحية الامن
نجعددق التخصدديص  يددر المر ددوب لا يددؤثر فددي الحددق وذلدد  بجعددق قيمتدده كبيددرة 
وعكدددج هددددف مسدددألة التخصددديص , فددداذا كاندددت مسدددألة التخصددديص ذات هددددف تدنيدددة 

. امدا اذا  Mنجعق قيمة التخصيص  ير المر وب كبيرة جدا مقارنة ببقية القيم ولتكل 
صدديص ذات هدددف تعظدديم فنجعددق قيمددة التخصدديص  يددر المر ددوب كانددت مسددألة التخ

 . M-سالبة بمقدار كبير مثلا 
 

 : 4مثال 
فدي الورشدة  بضدرورة مدير الانتاج رئيج المهندسديل في المثال السابق , وجه 

 .  ورشة السباكةالع  M4 مهندج عدم تخصيص ال
 المطلوب : حق مسألة تخصيص في ضوء التخصيص  ير المر وب ؟

 
 ق :الح

  Mنجعق قيمة التخصيص المذكور يساوج 
 

4P 3P 2P 1P  
3 10 7 5 1M 
4 8 6 3 2M 
2 6 3 4 M3 

10 m 4 1 4M 
 

 نطرح اصغر قيمة في كق صف مل عناصر الصف فتصب  المصفوفة كالاتي :
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4P 3P 2P 1P  
0 7 5 2 1M 
1 5 3 0 2M 
0 4 1 2 M3 
9 m 3 0 4M 

 
 Mمندده . فنبقددي علددع المقدددار  4طددرح العنصددر كبيددراً ر ددم  Mيبقددع المقدددار 

 علع حالة كدليق علع كول الناتج مقدار كبيراً ايضاً .
 نطرح اصغر قيمة في كق عمود مل عناصر العمود فتصب  المصفوفة الناتجة:

 
4P 3P 2P 1P  

0 3 4 2 1M 
1 1 2 0 2M 
0 0 0 2 M3 
9 m 3 0 4M 

 
 Nوهو اقق مل   3عدد الخطون = 

الددع كددق  1. نضدديف  1وقيمتددة تسدداوج  23Xعنصددر  يددر مغطددع هددو  اصددغر
مددل العناصددر  يدددر المغطدداة بخطددون فتصدددب   1ونطدددرح  31X34 , Xمددل العنصددريل 
 المصفوفة .

 
4P 3P 2P 1P  

0 2 3 2 1M 
1 0 1 0 2M 
1 0 0 3 M3 
9 m 1 0 4M 

   
 N = 4عدد الخطون أصب     
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 اذل الجدول يمثق الحق الامثق 
 دأ بالتخصيص :نب 
 

4P 3P 2P 1P  
0 2 3 2 1M 
1 0 1 0 2M 
1 0 0 3 M3 
9 m 1 0 4M 

 
  

min (Z)= 5+4+3+2=14 وحدة  
 نلاحظ ارتفاع مجموع التكاليف بسبب التخصيص المقيد .
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 Max(Z)مسألة التخصيص ذات هدف التعظيم 

ف التعظدددديم , مددددثلا يمكددددل لنمددددوذج التخصدددديص ال يحددددق مسددددائق تتضددددمل هددددد
 تعظيم الارباح او الايرادات المتحققة مل تخصيص أنشطة معينة في مواقع مختلفة. 

 خطوات الحق:
 ( نساوج عدد الصفوف بعدد الاعمدة باضافة صف وهمي او عمود وهمي .1
( تحويق مسالة التخصيص الدع مصدفوفة مقابلدة , وذلد  باسدتخراج مصدفوفة الفدرص 2

 اصر كق عمود مل اكبر قيمة في العمود نفسه .الضائعة حيث نطرح عن
وسيكول التخصيص   Min (Z)( نتبع خطوات حق مسائق التخصيص ذات التدنية 3

 الامثق هو الذج يتضمل تخفيا الفرص الضائعة .
 

 : 1مثال 
المصدددفوفة التاليدددة تمثدددق اةيدددرادات المتوقعدددة لشدددركة السددديارات عندددد تخصددديص 

 في كق مدينة مل المدل الثلاثة التالية : ورشة مركزية لصيانة السيارات 
 

 ورش صيانة السيارات الموصق بغداد البصرة
 ورشة سيارات بيجو 10000 8000 12000
 ورشة السيارات البرازيلية 15000 18000 6000

 ورشة سيارات تويوتا 16000 10000 20000
 ورشة سيارات مرسيدج 12000 17000 10000

 
 تخصيص يتضمل اكبر ايراد مالي للشركة ؟ المطلوب : ايجاد افضق

 الحق :
 . وعناصر، اصفاراً  4Pنضيف العمود الوهمي 

 

 ورش صيانة السيارات الموصق بغداد البصرة مدينة وهمية
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 ورشة سيارات بيجو 1000 8000 12000 0
 ورشة السيارات البرازيلية 15000 18000 6000 0
 اورشة سيارات تويوت 16000 10000 20000 0
 ورشة سيارات مرسيدج 12000 17000 10000 0

 

 
 نستخرج مصفوفة القيم الضائعة بطرح عناصر كق عمود مل اكبر عنصر فيه 

 مصفوفة القيم الضائعة
 صيانة السيارات الموصق بغداد البصرة مدينة وهمية

 ورشة سيارات بيجو 6000 10000 8000 0
 السيارات البرازلية 1000 0 14000 0
 ورشة سيارات تويوتا 0 8000 0 0
 ورشة سيارات مرسيدج 4000 1000 10000 0

 
 Nوهو اقق مل  3عدد الخطون = 

نطرح اصغر قيمة في كق صدف مدل عناصدر الصدف , فتبقدع المصدفوفة كمدا 
 هي. ونطرح اصغر قيمة في كق عمود مل عناصر العمود فتبقع المصفوفة كما هي

 N >3عدد الخطون = 

 4C 2 =1000 ير مغطع بخطون وهو نحدد اصغر عنصر 

 C24C,34)العنصدددر المدددذكور ( الدددع العناصدددر المغطددداة بخطددديل وهمدددا  1000نضددديف 
 مل العناصر  ير المغطاة بخطون فتصب  المصفوفة كالاتي : 1000ونطرح 

 
 ورش صيانة السيارات الموصق بغداد البصرة مدينة وهمية

 ورشة سيارات بيجو 5000 9000 7000 0
 ورشة السيارات البرازيلية 1000 0 14000 1000
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 ورشة سيارات تويوتا 0 8000 0 1000
 ورشة سيارات مرسيدج 3000 0 9000 0

 
  N=  4   عدد الخطون

نلاحظ تعذر امكانية التخصيص بسبب اشترا  الخلايا في الصفوف والاعمدة ,       
 لذل  نستمر خطوة أخر  .

 . 1000وقيمته  1C 2صر صغر قيمة  ير مغطاة بخطون هي العنأ
المغطيددال بددأكثر مددل خددب . ونطددرح  C32C,34الددع العنصددريل  1000نضدديف 

 مل العناصر  ير المغطاة بخطون فتصب  المصفوفة كالآتي :   1000
 

 ورش صيانة السيارات الموصق بغداد البصرة مدينة وهمية
 ورشة سيارات بيجو 4000 9000 6000 0

 ارات البرازيليةورشة السي 0 0 13000 1000
 ورشة سيارات تويوتا 0 9000 0 2000

 ورشة سيارات مرسيدج 3000 0 9000 0
 

 N < 6عدد الخطون = 

 ونكول قد توصلنا الع التخصيص اومثق .
 تخصص ورشة صيانة السيارات البرازيلية في مدينة الموصق
 تخصص ورشة صيانة سيارات المارسيدج في مدينة بغداد

 انة السيارات تويوتا في مدينة البصرةتخصص ورشة صي
ولا تخصدددص ورشدددة لصددديانة سددديارات البيجدددو فدددي أج مدددل تلددد  المددددل . حيدددث 

 خصصت في المدينة الوهمية .

 والتخصيص يحقق ايراداً مقدار، :     
           Max(z)=15000+20000+17000=52000  وحدة نقدية 
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 ةــــــــــسئلـأ
يكية لديها ثلاث مصدانع وثدلاث مخدازل للمدواد الاوليدة. ( منشاة الصناعات الميكان1ج

فما هي الطريقة المثلع لتخصيص مخزل لكق مصنع بحيث تصب  تكداليف النقدق 
اقدددق مدددا يمكدددل . علمدددا ال تكلفدددة نقدددق وحددددة واحددددة مدددل كدددق مخدددزل الدددع أج مدددل 

 المصانع هي كما في الجدول .
 

 المصنع Aمخزل  Bمخزل  Cمخزل 
 مصنع الوليد 6 9 8
 مصنع الاسكندرية 8 7 15
 مصنع المسيب 5 4 10

  
خلال وحدة الزمل , مدل قبدق  P2 , P3 , P4 P ,1( اذا كانت تكلفة انجاز الوظائف 2ج

 هي كما في الجدول التالي : T2,T3,T4T,1 اربعة فنييل 
 

P4 P3 P2 P1 الفنييل 
350 100 250 150 T1 
210 400 270 170 T2 
190 90 280 120 T3 
230 170 260 100 T4 

 
المطلددوب : ايجدداد افضددق تخصدديص , يجعددق مجمددوع تكدداليف انجدداز الوظددائف اقددق مددا 

 يمكل ؟
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( أوجد افضق جدول للامتحانات النهائيدة يلبدي ر بدة أكبدر عددد مدل الطلبدة . 3ج
علمددداً ال مصدددفوفة التخصددديص التدددي تمثدددق ر بدددات الطلبدددة فدددي مواعيدددد امتحاندددات 

 : المواد الدراسية هي كالآتي
 

هياكدددددددددددددددددددق  التاريم 
 بيانات

دوائدددددددددددددددددددددددر 
 رقمية

بحدددددددددددددددددددوث 
 عمليات

C++  برمجددددددددددددددددددة
 عددية

برمجددددددددددددددددددة 
 مرئية

20/5 30 21 20 32 30 24 
22/5 12 25 30 18 10 20 
24/5 12 30 32 15 20 18 
26/5 31 14 23 30 32 25 
28/5 20 28 31 15 18 28 
31/5 32 20 10 31 33 29 
   
تاءً لمشدددتركيها لتخصددديص برامجهدددا علدددع ايدددام ( قنددداة تلفزيونيدددة . أجدددرت اسدددتف4ج

 الاسبوع المهمة. فكانت نتيجة الاستفتاء هي كما في المصفوفة التالية :
 

 الايام  فلم عربي مسرحية فلم اجنبي سهرة منوعة
 الاحد 2000 1000 3000 3000
 الاثنيل 4000 3000 5000 1000
 الخميج 7000 2000 4000 5000
 الجمعة 3000 5000 1000 6000

 
المطلوب : ايجاد التخصيص الامثق للبرامج علع ايام الاسبوع بشدكق يلبدي ر بدة اكبدر 

 عدد مل المشتركيل ؟
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( شركة النسيج الوطنية , تنتج اربعة اندواع مدل المنسدوجات فدي اربعدة مصدانع لهدا 5ج
مددل  2, وكانددت الطاقددة الانتاجيددة للمصددانع متشددابهة . اذا كانددت تكدداليف انتدداج م

 نوع مل المنسوجات بالدينار كما في الجدول التالي : كق 
 

 المنسوجات مصنع الكوت مصنع الحلة مصنع السماوة مصنع القادسية
 القطنية 500 700 1100 600
 الصوفية 800 500 900 700
 الحريرية 600 700 100 800
 البولستر 1000 600 1200 900
 المطلوب :

مددددل المنسددددوجات , بحيددددث تصددددب  تخصدددديص كددددق مصددددنع لانتدددداج نددددوع واحددددد 
 تكاليف الانتاج الكلية اقق ما يمكل ؟

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 125 

References                        المصادر                                               

  
1) Amedeo R.and Richard C. , Urban operation Research , 

Prentice – Hall Inc. , 1981. 

2) Anderson M. Q. , Quantitative Management Decision 

Making : with models and applications , Monterey calif. 

Brook / cole Publishing company , 1982. 

3) Bazarra M. and Jarvis J. , linear programming and network 

flows , John Wiley and sons , U.S.A , 1977 . 

4) Charles A.Holloway , Decision Making under uncertainly : 

Models and choices , Prentice – Hall Inc .,Englewood cliffs , 

1977 . 

5) Hamdy A. Taha , Operations Research 3rd. ed. , 

Macmillan Publishing Co. Inc. , U.S.A 1982 . 

6) Hans G. and John A. , Introduction to operations Research 

Techniques , Allyn and Bacon Inc. , 1978 . 

7) Hiller and Lieferman , Introduction to operations Research 

, Holdenday Inc. , San francisco 1980. 

8) Hoel , finite Mathematics & calculus with Applications to 

business , John Wiley & sons Inc. , Newyork U.S.A. 

9) Hoffman , A.J. , Cycling in the simplex Algorithm 

,National Bureau of standards 1983. 

10) Levin I. Richard , c.A. kirkpatrick , and D.S. Rubin , 

Quantitative approaches to management , 5ed. Mcgraw – Hill 

Inc . ,U.S.A 1982. 

11) Leon Cooper , U. Narayan Bhat , and Larry J.Leblanc , 

Introduction to operation Research Models , W.B. Saunders 

Company , U.S.A 1977. 

12) Makower M.S. , operation Research , stagton. Britain 

1977. 

13) Strum J.E. , Introduction to Linear programming , Holden 

day Inc. , San francisco 1972. 

14) Swanson L.W. , linear Programming , Mcgraw – Hill Inc. , 

Newyork U.S.A 1980. 

15) Vajda S. , Mathematical programming , Addison - wesley 

Publishing Co . , U.S.A 1961.  

View publication statsView publication stats

https://www.researchgate.net/publication/331384919

