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  المقدمة

  بسم االله الرحمن الرحيم

 ًوَقُل رَبِّ زدِنِي عِلما  

ـــة إذ أدى التطـــور العلمـــي الهائـــل في  ؛يعـــد الجـــبر الخطـــي مـــن العلـــوم القديمـــة الحديث

 ؛مسـتمراً في تطــوير نفســه ؛إلى بقـاء هــذا الفـرع مــن علــوم الرياضـيات حيــاً  جميعهــاا�ـالات 

ليخـــــدم كـــــل متطلـــــب جديـــــد في الرياضـــــيات والفيزيـــــاء والكيميـــــاء والإحصـــــاء والاقتصـــــاد 

والمعلوماتيـة والاتصــالات وفــروع أخـرى. ولا يخفــى علينــا تطبيقـات المفــاهيم المختلفــة للجــبر 

ودراســـات إحصـــائية  ،وفي مجـــال معالجـــة الصـــورة ،الخطـــي في نظريـــة بحـــوث العمليـــات مـــثلاً 

  ني وغيرها.النمو السكا :مثل ،مختلفة

إذ يعُد لبنة أولى في بناء  ؛يأتي هذا الكتاب لتلبية الحاجات الأساسية لطالب العلوم

  رياضي ضروري لدارسي العلوم التطبيقية ومنها الإحصاء الرياضي.

) لطــلاب الإحصــاء الرياضــي ١يغطــي هــذا الكتــاب مفــردات منهــاج الجــبر الخطــي (

ســبعة، جــاء أولهــا خــارج ســياق الجــبر الخطــي  في كليــة العلــوم، وتتــوزع مفرداتــه علــى فصــول

لكنه يحتوي على مفاهيم لا بد منها لكل من يود الاطلاع على أي فـرع رياضـي، ونقصـد 

هنـا مفــاهيم ا�موعــات والعلاقـات والتطبيقــات والبــنى الجبريــة، أمـا الفصــول الثــاني والثالــث 

ت الخطيـة، الـتي نسـتخدم فهي تعد كتلـة مترابطـة تتمحـور حـول حـل جملـة المعـادلا ،والرابع

لى كــــل مــــا يتعلــــق إفيهــــا المصــــفوفات والمحــــددات، لــــذلك نجــــد أنفســــنا مضــــطرين للتعــــرف 

بخصائص كل منهما (مصفوفات ومحـددات)، ومـن ثم ننـاقش إمكانيـة وجـود حلـول لجملـة 

معادلات خطية في ضوء ما نخلص إليه في دراسة خصائص كل من المصفوفات والمحددات 

  .والعمليات عليهما
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ننقــل القـــارئ في الفصـــل الخـــامس إلى دراســـة كـــائن رياضـــي آخـــر، لا يخلـــو منـــه أي  

كتاب في الجبر الخطي، ألا وهو الفضاءات الشـعاعية أو مـا يسـمى بالفضـاءات المتجهيـة، 

فإننا نقدم لهذا، بما هو ملمـوس ومعـروف عـن المتجهـات  ،ولكي تكون الفكرة هنا مبسطة

وكـل  ،ثم ننتقـل إلى دراسـة الفضـاء المتجهـي بشـكله العـام (الأشعة) في الفضـاءات المألوفـة،

مـــا يتفـــرع عـــن ذلـــك مـــن مفهـــوم الفضـــاء الجزئـــي والارتبـــاط والاســـتقلال الخطـــي والقاعـــدة 

ــــا  والبعــــد. لا نــــذهب في الفصــــل الســــادس بعيــــداً عــــن الفضــــاءات المتجهيــــة إذ نــــدرس هن

ف مفهـوم التطبيـق الخطـي التطبيقات الخطية أو مـا يسـمى أيضـاً التحـويلات الخطيـة، فنتعـر 

ومـــن خـــلال ذلـــك نتعـــرف التطبيقـــات الخطيـــة  ،ونتعـــرف أيضـــاً نواتـــه وصـــورته ،وخصائصـــه

ونتعـرف العلاقـات الـتي تحكـم  ،المتباينة والغامرة، كما نـربط التطبيقـات الخطيـة بالمصـفوفات

ث هذا الرابط، ثم ننتقل إلى دراسة فضاء هذه التطبيقات وتماثله مـع فضـاء المصـفوفات حيـ

  نختم بموضوع المصفوفات المتشا�ة.

فقد جاء مقتضباً واختيارياً، إلا أنه يعُد مقدمة لربط هـذا المقـرر  ،أما الفصل السابع

  ).٢بالمقرر الذي يليه ألا وهو الجبر الخطي (

لقــد تــدرجنا في تنــاول هــذه المواضــيع بشــكل علمــي ميســر وزودناهــا بأمثلــة وتمــارين  

  كافية.

وجود قائمة بالمصطلحات العلمية وأخـرى بـالمراجع اسـتقينا منهـا ونريد أن نشير إلى 

  موضوعات هذا الكتاب.

في الختــام نرجــو مــن االله أن يكــون هــذا العمــل خالصــاً لوجهــه، وأن يجــد القــارئ مــا 

  ينفعه بين سطوره.

  المؤلف  دمشق

  أ.د. يوسف الوادي
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  الفصل الأول

  Algebraic Introductionمقدمة جبرية 
هذا الفصـل بعـض المبـادئ الأساسـية في الجـبر، وتشـمل مفاهيمـاً أساسـية نتناول في 

في ا�موعات والتطبيقات، وكـلاً مـن العلاقـات الثنائيـة والعمليـات الثنائيـة وصـولاً إلى البـنى 

  الجبرية.

  Setsـ المجموعات:  ١ـ  ١

تعريفهــا ا�موعـة كلمـة مألوفـة لــدينا، نسـتخدمها كثـيراً في حياتنــا اليوميـة، ولا يمكـن 

رياضـــي شـــأ�ا شـــأن ) Conceptإ�ـــا مفهـــوم ( :بشــكل دقيـــق، ربمـــا أفضـــل مـــا يقـــال عنهـــا

  النقطة والمستقيم.

  تعد ا�موعات أساساً لكثير من فروع الرياضيات، ولها لغة ورموز خاصة �ا.

) لأشــــياء متمــــايزة ويجــــب أن collectionإن ا�موعــــة هــــي تجمــــع ( :يمكــــن القــــول

تتحــدد بشــكل دقيــق لا يقبــل اللــبس، ونعــني بــذلك أنــه إذا أعطينــا شــيئاً مــا فإننــا نســتطيع 

  كان هذا الشيء ينتمي إلى ا�موعة المفروضة أم لا.ما  الحكم إذا 

) هــذه ا�موعـــة elementsنســمي الأشــياء الــتي تتكــون منهــا مجموعــة مــا عناصــر (

هو عنصـر مـن مجموعـة  bر من مجموعة الأعداد الطبيعية، والحرف هو عنص 4فمثلاً العدد 

  من مجموعة الأعداد الصحيحة. اً فهو ليس عنصر  3أحرف اللغة الإنكليزية، أما العدد 

بينمـــا يرمـــز لعناصـــر هـــذه  ،…,A, Bيرمـــز للمجموعــات عـــادة بحـــروف كبـــيرة  ملاحظـــة:

  .…,a, bا�موعات بحروف صغيرة 

  

  



- ١٤ - 

 

  تتعين المجموعة:

)iعلـى أن  {  }وهي كتابة عناصر ا�موعـة بـين قوسـين مـن الشـكل  :) إما بطريقة القائمة

ولا أهميـة لترتيـب هـذه العناصـر، وتكـرار أي عنصـر لا يغـير مـن  توضع فواصل بين العناصر

  ،S = {1,2,3,4,5} = {1,5,3,4,2} :مـثلاً  ،ا�موعة فـالعبرة بالعناصـر المتمـايزة (المختلفـة)

B = {6, -6} = {6, 6, -6}.  

)ii أو بطريقة القاعدة أو الصـفة المميـزة لعناصـر ا�موعـة، وتسـتخدم هـذه الطريقـة عنـدما (

نستطيع الحكم على عنصر مـا، فيمـا إذا كـان ينتمـي للمجموعـة أم لا بواسـطة تحقيـق هـذا 

هـذه ا�موعــة.  العنصـر للصـفة أو الصـفات المميــزة الـتي يجـب أن يتمتــع �ـا كـل عنصــر مـن

  فمثلاً:

S = {1, 2, 3, 4} = {x | x  Z  ; 0 < x < 5} 

S = {1, 4, 9, 25} = {x | 1, 2, 3, 5 هو مربع أحد الأعداد x}                 :أو 

 S = {1, -2} = {x | x2 + x – 2 = 0}                                        أو:

  x2 + x – 2 = 0الأخيرة هي مجموعة جذور المعادلة  Sأي إن 

 ،(empty set)وتســمى ا�موعــة الخاليــة  ،هنــاك مجموعــة لــيس فيهــا أي عنصــر ملاحظــة:

في الأعـداد الصـحيحة  x2 – 2 = 0، فمـثلاً مجموعـة حلـول (جـذور المعادلـة) ويرمز لهـا بــ 

  في الأعداد الحقيقية. هي  x2+1 = 0هي مجموعة خالية، وكذلك مجموعة حلول المعادلة 

(وهذا لا يعني قيمة  |S|مجموعة ما، فسنرمز لعدد عناصرها بـ  Sإذا كانت  قدرة مجموعة:

  .Sونسمي هذا العدد قدرة ا�موعة  card Sمطلقة) أو بـ 

  ).Infinite Setتسمى مجموعة منتهية ( Sفإن  ،S| < |إذا كان 

  ).Infinite Setتسمى مجموعة غير منتهية ( S، فإن S| < |وعندما لا يكون 

  ن قدرة ا�موعة الخالية هي صفر.إأي  ؛| = 0|ويجب ملاحظة أن 
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  الانتماء والاحتواء: ارمز 

ينتمـي  aأو إن  Sهـو عنصـر مـن  aإن  :فإننـا نقـول ،S = {a, b, c, d}إذا كانـت 

  .a  Sونعبر عن ذلك بالشكل  ،Sلـ

  .e  Sونكتب  Sلا ينتمي إلى  eإن  :أو نقول Sليس عنصراً من  eنلاحظ أن 

هـو عنصـر  Aفإننا نلاحـظ أن كـل عنصـر مـن  ،A = {a, b, d}إذا أخذنا ا�موعة 

 ،Sمحتــواة في  Aأو نقــول  S (subset)مجموعــة جزئيــة مــن  Aوعليــه فإننــا نقــول إن  Sمــن 

فإننـا نقـول  ،Aغير محتـواة في  Sولكن  A  Sوإذا كانت ، A  Sونعبر عن ذلك بالرمز 

وهــذا يعـني أنــه يوجـد عنصــر واحــد ، A  Sونعـبر عــن ذلـك بـــ  ،S محتـواة تمامــاً في Aإن 

  .Aوليس في  Sعلى الأقل في 

لوجـود عنصـر واحـد علـى  Sليسـت محتـواة في  Bفـإن  ،B = {a, b, g}إذا كانـت 

  .g  Sبينما  g  Bلأن  ؛B  Sونعبر عن ذلك بالشكل  ،Sولا ينتمي لـ  Bالأقل في 

  ملاحظة:

  ).B  Aوَ  A  Bإذا كان ( (A = B)متساويتان  A, Bإن ا�موعتين  :نقول

  محتواة في أي مجموعة أخرى، وا�موعة الخالية وحيدة. ا�موعة الخالية 

  ):Power Setمجموعة أجزاء مجموعة (

أو مجموعـة  Sبمجموعـة أجـزاء  Sتدعى مجموعة جميع ا�موعات الجزئية �موعة ما 

  فإن: ،S = {a, b, c}فإذا كانت  P(S)ويرمز لها بـ  ،القوة

P(S) = {, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c} , {b,c}, {a,b,c}} 

لــذلك  ؛Sوكــل منهـا مجموعــة جزئيـة مــن  ،هـي مجموعــات P(S)نلاحـظ أن عناصــر 

  .P(S)هنا عنصر بالنسبة لـ  {a}لأن  ؛ P(S) {a}نكتب 

    P(S) , {b, c}  P(S) :ونكتب كذلك
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  , {a}, .. {a,b}, S  Sفي حين أن: 

  P(s)| = 2n|فإن  ،S| = n|مجموعة منهية حيث  Sإذا كانت 

  Universal and Existtential Quantifiersممات الشمول والوجود: مك

ــــيراً مــــا نســــتخدم في الرياضــــيات أحــــد  ،مجموعــــة مــــا غــــير خاليــــة Sإذا كانــــت  فكث

  التعبيرات الآتية:

 ،x Sأو نقـول لكـل  xهي صفة ما يحققها المتغـير  P(x)فإن  ،x  Sمهما يكن 

ويسـمى  ، xويرمـز عـادة لهـذا التعبـير بـالرمز  ،P(x)فـإن  ،x  Sأو أيـاً كـان  P(x)فـإن 

  دلالة الشمول. الرمز 

يسـمى دلالـة  والرمـز  P(x)بحيـث    x  Sكمـا نسـتخدم أيضـاً التعبـير يوجـد 

  (رمز) الوجود.

  مثال:

 P(x) : x + 2 > 1الـتي تعـني  P(x)مجموعـة الأعـداد الطبيعيـة ولـتكن العبـارة  Nلـتكن 

  .x  Nحيث 

  ويعبر عن هذا بالشكل: x  Nإن هذه العبارة صحيحة دوماً مهما كان 

x  N : x + 2 > 1 

  مثال:

 x«عبـــارة تعـــني  P(x)مجموعـــة المثلثـــات في المســـتوي الإقليـــدي وكـــان  Aإذا كانـــت 

  عندئذ يكون ما يلي صائباً:» ا المستويذفي ه اً قائم اً مثلث

 x  A : P(x) 

  أي يوجد مثلث قائم على الأقل من بين مجموعة مثلثات المستوي، أما العبارة:

 x  A : P(x)  

  فهي خاطئة.
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 Set Operations ـ العمليات على المجموعات: ٢ـ  ١

  :في الآتيتتلخص العمليات على ا�موعات 

)i) الاجتماع (Union ورمز هذه العملية (» «  كالآتيويعرف الاجتماع:  

A B = {x | x  A or x  B} 

)ii) التقاطع (Intersection ورمزه (» «:ويعرف بالشكل  

A  B = {x | x  A and x  B} 

  .أو  Uويرمز لها عادة بـ » Universal set«ا�موعة الكلية أو الشاملة  ملاحظة:

مجموعـة  عـدّهايمكـن  S  Rحيـث  Rفـإن أي مجموعـة  ،مجموعـة مـا Sإذا كانـت 

  .Sشاملة بالنسبة لـ 

فيجــب تثبيتهــا في المســألة  ،مــن جهــة ثانيــة إذا اختــيرت ا�موعــة الشــاملة (الكليــة)

  الواحدة، إذ لا يجوز اختيار أكثر من مجموعة كلية في المسألة الواحدة.

)iii ( متممة أو مكملة مجموعةthe complement of a set:  

  على أ�ا: بالنسبة �موعة كلية  Aنعرف متممة مجموعة ما 

A = {x | x   and x  A} 

)iv :فرق مجموعتين (»Difference«  

  يعرف الفرق بالشكل:

A – B = {x | x  A and x  B} 

  .A – B = A Bويبرهن بسهولة أن 

)v :الفرق التناظري (Symmetric difference  

  يعرف بالشكل:

A  B = (A – B)  (B – A) 

  .ويرمز للفرق التناظري أيضاً بـ 
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  خواص العمليات على المجموعات:

  فإن: ،مجموعات من مجموعة كلية  A, B, Cإذا كانت 

(1) A  A = A. 

(2) A  B = B  A. 

(3) (A  B)  C = A  (B  C) ,  

(4) A  A = A. 

(5) A  B = B  A. 

(6) (A  B)  C = A  (B  C). 

(7) A  (B  C) = (A  B)  (A  C). 

(8) A  (B  C) = (A  B)  (A  C).  

(9) A   = A. 

(10) A   = . 

(11) A   = . 

(12) A   = A. 

(13)  = . 

(14)   = . 

(15)   AA  . 

(16) A A = . 

(17) A A = . 

(18) BA)BA(  . 

(19) BA)BA(   

(20) A  B B A. 

(21) A – B  B – A (A  B  َغير خاليين و A,B بفرض). 

(22) A – B  A. 

(23) A  B  A  B = B. 

(24) A  B  A  B = A. 
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  المجموعات العددية:

)i مجموعة الأعداد الطبيعية (Natural Numbers:  

   وتعرف بالشكل: +Zأو  N  يرمز لها بـ

N = {1, 2, 3, ….} 

) Positive integersوتسـمى هــذه ا�موعــة أيضــاً بمجموعــة الأعــداد الصــحيحة الموجبــة (

Z+.  

  ملاحظة:

عـدداً طبيعيــاً وهــذا مـا ينــوه إليــه » 0«نلاحـظ أن بعــض المراجــع تفـرض العــدد صــفر 

  أو لا. Nالصفر من  دالمؤلف إن كان سيع

)ii) مجموعة الأعداد الصحيحة السالبة (Negative Integers:(  

  ) أي:1-بـ ( +Zبضرب كل عنصر من  +Zوتنتج من  -Zويرمز لها بـ 

Z- = {-1, -2, -3, ….} 

)iii مجموعة الأعداد الصحيحة (»Integers:«  

  وتتعين بالشكل: Zيرمز لهذه ا�موعة بـ 

Z = Z+  Z-  {0} 

  أي إن:

Z = {….., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, …..} 

)iv :مجموعة الأعداد العادية أو النسبية أو الكسرية (Rational Numbers  

  :الآتيوتعرف ك Qيرمز لهذه ا�موعة بـ 









 0b and Zb, a 
b

a
Q  

)v ( مجموعة الأعداد الحقيقية»Real Numbers:«  
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كمـا تحـوي أعـداداً أخـرى مثـل   ،Qوهي مجموعة تحـوي تمامـاً ا�موعـة  Rويرمز لها بـ 

e,  3، 2، والجذور الصم..،  

فإ�ا مكونة من جميع الأعداد الـتي يمكـن تمثيلهـا علـى مسـتقيم موجـه  ،وبصفة عامة

كمـا أن (xox)وبعبارة أخرى فإن كل عـدد حقيقـي يقابلـه نقطـة مـن المحـور  ،)xox(محور 

  .Rأية نقطة من هذا المستقيم يقابلها عنصر من 

)vi مجموعة الأعداد العقدية (Complex Numbers:  

  وتعرف بالشكل: Rوهي مجموعة تحوي تماماً ا�موعة  Cونرمز لها بـ 

C = {x + iy | x,y  R and i2 = -1} 

  ف نتطرق إلى هذه ا�موعة بشيء من التفصيل في �اية هذا الفصل.وسو 

  ـ الجداء الديكارتي والعلاقات والتطبيقات: ٣ـ  ١

Cartesian product, Relations, and Mappings: 

  Cartesian Productـ الجداء الديكارتي:  ١ـ  ٣ـ  ١

  حيث: A  Bبأنه ا�موعة  Bبا�موعة  Aيعُرّف الجداء الديكارتي للمجموعة 

A  B = {(a,b) | a  A and b  B} 

أو ثنائيــة ويجــب ملاحظــة أن  ordered pair اً مرتبــ اً زوجــ (a, b)ويســمى العنصــر 

(a,b)  (b,a).  

  ):١مثال (

  عندئذ يكون: A = {1, 2} ،B = {2, 3, 5}لتكن 

A  B = {(1, 2) , (1, 3), (1, 5) , (2, 2), (2, 3), (2, 5)} 

  ):١ملاحظة (

  A  B  B  Aمن التعريف ومن المثال الأخير نجد أن 
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أو أكثر  اتيمكن توسيع مفهوم الجداء الديكارتي لنحصل على جداء ثلاث مجموع

  حيث:

A  B  C = {(a, b, c) | a  A , b  B, c  C} 

  ) وهكذا..triplesبح مجموعة ثلاثيات مرتبة (وا�موعة هنا تص

  ):٢ملاحظة (

  A  B = A  A = A2فإن :  A = Bإذا كانت 

  A  A  A = A3وإن: 

أو متجهــات المســتوي يعــبر عنهــا جميعهـا لـذلك نلاحــظ أن مجموعــة نقــاط المســتوي 

  بالشكل:

R2 = R  R = {(x,y) | x,y  R} 

  وهكذا فإن:

Rn = {(a1, a2, …, an) | ai  R , i = 1, 2, …, n} 

  ):٢مثال (

  (2x - y, x + y) = (0,1)إذا علمت أن  x,yأوجد 

  الحل:

وبالحل المشترك نجد  x + y = 1وَ  2x – y = 0لدينا 
3

2
y,

3

1
x .  

  بعض خواص الجداء الديكارتي:

)i إذا كانت (A = ،  فإنA  B = ،  وكذلك الأمر إذا كانتB = .  

)ii (A  B  B  A  ما لم تكن)A = B .(أو إحداهما خالية  

)iii (A  (B  C) = (A  B)  (A  C).  

)iv (A  (B C) = (A  B)  (A  C).  



- ٢٢ - 

 

)v إذا كان (|B| = m , |A| = n،  فإن|A  B| = |B  A| = n . m  

)vi إذا كان (E  A  َوF  B،  فإنE  F  A  B.  

  Binary Relationsـ العلاقات الثنائية:  ٢ـ  ٣ـ  ١

 Rفـإن  ، B A  Rوكانـت  ،مجمـوعتين غـير خـاليتين A, Bإذا كانـت  ):١تعريـف (

  .Bومستقرها  Aأو علاقة منطلقها  Bإلى  Aتُدعى علاقة ثنائية من 

  .Aتدعى علاقة ثنائية على  Rفإن  ،A = Bوعندما يكون 

ويرمــز  ،Rفـإن العلاقـة العكسـية لــ  ،Bإلى  Aعلاقـة ثنائيـة مــن  Rإذا كانـت  ):٢تعريـف (

  تعُرف كالآتي: R-1لها بـ 

R-1 = {(b, a) | (a, b)  R} 

  ):١ملاحظة (

  Bإلى  Aعلاقة من  R إذا كانت 

وتسـمى مجموعـة  ،Aهي مجموعة جزئيـة مـن  {x  A | (x, y)  R}فإن ا�موعة 

  ).domainتعريف العلاقة (

وتسـمى مـدى  ،Bفهـي مجموعـة جزئيـة مـن  ،{y  B | (x, y)  R}أمـا ا�موعـة 

  .Rأو المستقر الفعلي لـ  R (range)العلاقة 

هــي علاقــة   n a setoBinary Relationالعلاقــة الثنائيــة علــى مجموعــة  ):٣تعريــف (

 Rفـإن  ،Aعلاقـة علـى مجموعـة  R، أي إنـه إذا كانـت نفسـها منطلقها ومستقرها ا�موعة

  تعطى بـ:

R = {(x, y) | x, y  A}  A  A 

لهــذا النــوع مــن العلاقــات أهميــة كــبرى لكثــرة تطبيقاتــه في الرياضــيات وبعــض العلــوم 

  الأخرى، لذلك سوف نتعرف بعض خواصه من خلال التعاريف الآتية.
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 (reflexive)انعكاسـية  Rإن  :عندئذ نقـول Aعلاقة على مجموعة  Rلتكن  ):٤تعريف (

تكـون  Rومعـنى ذلـك أن  xRxأو نكتـب   R (x, x)فـإن  ، x  Aذا تحقـق التـالي: إ

  .Rبنفسه وفق  Aانعكاسية إذا ارتبط كل عنصر من 

) symmetricتسـمى تناظريـة ( Rفـإن  ،Aعلاقة علـى مجموعـة  Rإذا كانت  ):٥تعريف (

  . (x, y)  R  (y, x) R: الآتيإذا تحقق 

متعديــــة  Rإن  :فإننــــا نقــــول ،Aعلاقــــة معرفــــة علـــى مجموعــــة  Rإذا كانــــت  ):٦تعريـــف (

)transitive:إذا تحقق الآتي (  

 (x, y)  R and  (y, z)  R  (x, z)  R 

وكانــت انعكاســية وتناظريــة  Aعلاقــة علــى  Rإذا كانــت  ) (علاقــة التكــافؤ):٧تعريــف (

  ).equivalence relationفإ�ا تدعى علاقة تكافؤ ( ،ومتعدية

) إذا antisymmetricإ�ـا تخالفيـة (لا تناظريـة) ( Aعلى  Rنقول عن علاقة  ):٨تعريف (

  تحقق الشرط الآتي:

(x, y)  R  َو(y, x)  R  لا يتحققان إلا إذا كانx = y:أو بتعبير آخر ،  

(x, y)  R and (y, x)  R  x = y 

  )ordered relation): علاقة الترتيب (٩تعريف (

  وكانت انعكاسية وتخالفية ومتعدية قيل إ�ا علاقة ترتيب. Aعلاقة على  Rإذا كانت 

  أمثلة على علاقات التكافؤ والترتيب:

  :كالآتي R(مجموعة الأعداد الصحيحة) العلاقة  Z) نعرف على ١(

 a, b  Z : (a, b)  R  a – b = 3n ; n  Z 

  الحل:

إذا كـان  يـرتبط بعضـهما بـبعض a, bأولاً هذه العلاقة تعني أن العددين الصحيحين 

  .3فرقهما من المضاعفات الصحيحة للعدد 
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   R  a – a = 3n (a, a)انعكاسية حيث  Rوالآن لنرى أن 

 a – a = 3 (0)وهذا محقق حيث: 

 a – b = 3nفـإن ذلـك يعـني أن  ، R (a, b)تناظرية فـإذا كـان  Rكذلك لنبين أن 

  . R (b, a)أي إن  n  Z –فإن  ،n  Zولكن كون  b – a = 3 (-n)ومنه فإن 

  متعدية؟ Rأخيراً هل 

  للإجابة على ذلك نقول:

 a, b, c  Z 

  ؟ R (a, c)فهل   R (b, c)وَ   R (a, b)وإذا كان 

  n  Zحيث  a – b = 3n (1)  (a, b)  Rلكن: 

  n  Zحيث  b – c = 3n (2)  (b, c)  Rوَ:   

  ومنه: a – b + b – c = 3n + 3n) نجد: 2) و (1بجمع (

a – c = 3 (n + n) 

  .3من مضاعفات  a – cأي إن  n + n  Zفإن  n, n  Zوكون 

  متعدية. R من ثمَّ و   R (a, c)إذن 

  علاقة تكافؤ. Rمما سبق نجد أن 

  :كالآتي Rالعلاقة  +Z) نعرف على ٢(

 x, y  Z+ ; (x, y)  R  x | y 

  ).xيقبل القسمة على  yأو  yيقسم  xن إ(أي 

  فهي علاقة ترتيب. ،هذه العلاقة انعكاسية وتخالفية ومتعدية

  وهناك الكثير من الأمثلة على مثل هذه العلاقات.
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  :Mappingـ التطبيقات  ٣ـ  ٣ـ  ١

ولتعيـين تطبيـق مـا يلزمنـا ثلاثـة أمـور  ،التطبيق هو حالة خاصة من العلاقات الثنائيـة

  هي: ،أساسية

(a)  مجموعة أولىA  .  

(b)  مجموعة ثانيةB  .  

(c)  قانون أو قاعدة تربط كل عنصر منA  بعنصر وحيد منB.  

مجموعـة المسـتقر.  Bمجموعة المنطلق أو مجموعة التعريـف، وتسـمى  Aحيث تسمى 

  يمكن تلخيص ذلك بالتعريف الآتي:

تسـمى  Rفإن   B A  Rمجموعتين غير خاليتين وكانت  A, Bإذا كانت  ):١تعريف (

  :الآتيإذا تحقق  fتطبيقاً ويرمز له عادة بـ 

)i مجموعة تعريف (R  هي كامل ا�موعةA :أي  

{x  A | (x, y)  R} = A 

)ii كل عنصر في (A  يرتبط بعنصر وحيد منB :أي  

(x, y)  R and (x, z)  R  y = z 

  .Bمقابل وحيد في  Aإن لكل عنصر من  :أو نقول

  ملاحظة:

ـــــاك تســـــميات متعـــــددة للتطبيقـــــات ـــــل ،هن الـــــدوال أو التوابـــــع أو التحـــــويلات  :مث

transformation, functions.  

فإننـا نكتـب      ، f (x, y)وإذا كـان  ،f : A  Bنكتـب التطبيـق عـادة بالشـكل: 

y = f(x)،  ونسميy  B  صورةx  A  وفقf.  
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 Bومجموعـة المســتقر نفســها  Aتطبيقـين لهمــا مجموعـة المنطلـق  f, gإذا كـان  ):٢تعريـف (

  .f(x) = g(x) فإن ، x  A إذا كان f = gفإن نفسها، 

  ) one –to  –injective = oneالتطبيق المتباين ( ):٣تعريف (

  متباين إذا تحقق الآتي: f : A  Bالتطبيق  :نقول إن

 x1, x2  A 

  f(x1) = f(x2)  x1 = x2فإن: 

  x1  x2  f(x1)  f(x2)أو: 

  surjective = ontoالتطبيق الغامر  ):٤تعريف (

  يدُعى تطبيقاً غامراً إذا تحقق الآتي: fفإن  ،تطبيقاً ما f: A  Bإذا كان 

 y  B   x  A ; y = f(x) 

  .Aهي صور لعناصر جميعها  Bأي إن عناصر 

  ) one and onto –to  –bijective = oneالتقابل ( ):٥تعريف (

وفي هـذه الحالـة يوجـد لـه  ،تقابلاً إذا كـان متباينـاً وغـامراً بـآن واحـد fيكون التطبيق 

  .f -1تقابل عكسي نرمز له بـ 

  مثال:

فهـو  ،هـو تطبيـق متبـاين وغـامر y = f(x) = x – 1المعـرف بــ  f: Z  Zالتطبيـق 

  .x = f -1(y) = y + 1تقابل وتقابله العكسي: 

  :لأنه مثلاً  ا؛ًفهو ليس تباين y = f(x) = x2حيث  f: R  Rأما التطبيق 

f(-1) = f(1) = 1  1-علماً بأن  1  فهو ليس تقابلاً. من ثمَّ و  

  تمارين:

حيث  f: R  R ) هل١(
x

1
)x(f  تطبيق؟ ولماذا؟.  
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  .متباين؟ f(x) = x3حيث  f: Z  Z) هل التطبيق ٢(

تقابـل؟ وإذا كـان كـذلك مـا هـو  f(x) = -3x + 4حيـث  f: R  R) هـل التطبيـق ٣(

  .تقابله العكسي؟

x(f(xحيث  f: R  R) هل ٤(  تطبيق؟ ولماذا؟.  

x(f(1xحيث  f: R  R) هل ٥( 2  .تطبيق؟ ولماذا؟  

  ـ العمليات الثنائية والبنى الجبرية: ٤ـ  ١

Binary Operations and Algebraic Structures: 

  ـ العملية الثنائية أو قانون التشكيل الداخلي: ١ـ  ٤ـ  ١

  ).S  مجموعة غير خالية ( Sإذا كانت  -

أي إن صـورة أي عنصـر مـن   a * b (a, b)حيـث  f: S  S  Sولـيكن التطبيـق 

. ويسـمى هـذا التطبيـق S) هـي عنصـر في المسـتقر (a, b)المنطلق (وهو في هذه الحالـة زوج 

  .Sأو في  Sية ثنائية على عمل

ومسـتقره  S  Sهـي تطبيـق مجموعـة تعريفـه  S) علـى مجموعـة *أي إن العملية الثنائيـة ( -

  .Sالفعلي (مداه) محتوى في 

إن   :فإننـا نقـول ،T  Sوكانـت  Tوعـة مإذا كان المستقر الفعلي للتطبيق السابق هو مج -

(S, *) ) بنية جبريـةAlgebraic Structure إن  :نقـول)، أوS  مغلقـة بالنسـبة للعمليـة(*) 

  غير مغلقة. (* ,S)فإن  ،T  Sوإذا كان 

 (. , Z). وكذلك Zهو عدد من  Zمغلقة لأن حاصل جمع أي عددين من  (+ , Z)إن  -

  غير مغلقة. (Z*, )غير مغلقة وكذلك  (- ,N)مغلقة. في حين أن 

  خواص العمليات الثنائية:

  عندئذ نقول: Sعملية ثنائية على مجموعة غير خالية  (*)إذا كانت 
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)i تبديلية  (*)) إنCommutative  الآتيإذا تحقق:  

 x, y  S: x * y = y * x 

)ii تجميعية  (*)) إن(associative) :إذا تحقق أن  

 x, y, z  S : (x * y) * z = x * (y * z) 

  إذا كان: )*(عنصراً حيادياً من اليمين بالنسبة لـ   S eيدعى العنصر  ):١تعريف (

 x  S : x * e = x 

  إذا كان: (*)عنصراً حيادياً من اليسار بالنسبة لـ  eويدعى 

 x  S : e * x = x 

من اليمين واليسار بآن واحد فإنه يسمى عنصراً حيادياً بالنسـبة  اً حيادي eوإذا كان 

  ).Identity Element( (*)لـ 

فـإن  ،)اً (يساري اً يميني اً حيادي  S eوكان  Sعملية ثنائية على  (*)إذا كانت  ):٢يف (تعر 

x-1  S  يدعى نظيرx :اليميني (اليساري) إذا تحقق الآتي  

x * x-1 = e  (x-1 * x = e) 

  إذا كان حيادياً يسارياً ويمينياً بآن واحد. inverse (xهو نظير ( x-1إن  :ويقال

  :مهمةملاحظات 

  وحيد في حالة وجوده. e  Sـ العنصر الحيادي  ١

  فإن نظير أي عنصر وحيد (إن وجد). ،تجميعية (*)ـ إذا كانت  ٢

  تمرين:

 ،ليسـت تبديليـة  a, b  Z : a * b = 2a + bكـالآتي:   Zالمعرفـة علـى  *بـين أن 

  وليست تجميعية.
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  ـ بعض البنى الجبرية: ٥ـ  ١

  :Groupـ الزمرة  ١

  .(*)بعملية ثنائية  Gولنزود  ،(G  )مجموعة غير خالية  Gلتكن 

تسـمى شـبه زمـرة أو نصـف  (* ,G)فـإن  ،تجميعيـة (*)مغلقة وكانـت  (* ,G)إذا كانت  -

  .(Semigroup)زمرة 

ـــ  Gوكانــت  ،نصــف زمــرة (* ,G)إذا كانــت  - ، ولكــل *تملــك عنصــراً حياديــاً بالنســبة ل

  زمرة. (* ,G)فإننا نقول إن  ،Gنظير في  Gعنصر من 

  :الآتيتحقق  (*)مزودة بعملية ما  Gأي إن الزمرة هي مجموعة غير خالية 

)i ((G, *)  .مغلقة                       (ii) * .تجميعية  

(iii)  يوجدe  G  حيادي بالنسبة لـ*. (iv)  لكل عنصرa  G  نظير وليكنa  G.  

  ملاحظة:

فـــإن هــذه الزمـــرة  ،تبديليــة *وتحقـــق بالإضــافة لـــذلك أن  ،زمــرة (* ,G)إذا كانــت 

  .(Abelian)أو آبلية  (Commutative)تسمى زمرة تبديلية 

  مثال:

  زمرة تبديلية. (+ ,Q)، (+ ,R)، (+ ,Z)كل من 

  تمرين:

. أثبت (.)بعملية الضرب العادية  Gنزود  i2 = -1حيث  G = {1, -1, i, -i}لتكن 

  وأ�ا تبديلية. ،زمرة (. ,G)أن 
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  :Ringـ الحلقة  ٢

ولنرمـز للعمليـة  ،مزودة بعمليتين داخليتين (R  )مجموعة غير خالية  Rإذا كانت 

 ،دون أن تعني أ�ا الضرب العادي (.)دون أن تكون الجمع العادي والثانية بـ  (+)الأولى بـ 

  حلقة إذا تحققت الشروط الآتية: (. ,+ ,R)إن الثلاثية  :عندئذ نقول

)i ((R, +) ) .زمرة تبديليةii ((R, .) .شبه زمرة  

)iii من اليمين واليسار أي: (+)تقبل التوزيع على  (.)) العملية  










a.ca.ba).cb(

c.ab.a)cb.(a
:Rc,b,a  

  ملاحظات:

  حلقة تبديلية: (. ,+ ,R)إن الحلقة  :قيل ،تبديلية (.)إذا كانت العملية الثانية 

  تسمى حلقة واحدية. Rفإن  ،(.)إذا وجد عنصر حيادي بالنسبة لـ  -

ويسمى صـفر الحلقـة، وللحيـادي بالنسـبة لــ  ،0بـ  (+)سنرمز للعنصر الحيادي بالنسبة لـ  -

  ويسمى واحد الحلقة. (1)بـ  (.)

  .x-1، وللنظير الضربي بـ x –بالرمز  xنرمز للنظير الجمعي لـ  -

  x ،(x-1)-1 = x = (x-) -ونذكر أن 

  :Fieldـ الحقل  ٣

  حقلاً إذا تحققت الشروط الآتية: (. ,+ ,K)نسمي الثلاثية 

)i ((K, +) .زمرة تبديلية  

)ii ((K*, .)  زمرة تبديلية حيثK* = K – {0}.  

)iii تقبل التوزيع على  (.)) العملية(+).  

  ولكن العكس غير صحيح. ،من هذا التعريف نستنتج أن كل حقل هو حلقة
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  همة:مـ خواص  ٤

  عندئذ: x, y  Rوليكن  ،حلقة Rلتكن 

)i (x . 0 = 0 . x = 0  

)ii (x (-y) = - (xy) = (-x) y  

)iii ((-x) (-y) = x y  

  أمثلة:

  حلقة واحدية تبديلية (تحقق من ذلك). (. ,+ ,Z)أ) 

  حلقة واحدية تبديلية (تحقق من ذلك). (. ,+ ,Q)ب) 

  حلقة واحدية تبديلية. (. ,+ ,R)جـ) كذلك الأمر 

  حقل. (. ,+ ,Q)د) 

  حقل. (. ,+ ,R)هـ) 

  حقل. (. ,+ ,C)و) 

  لكنها ليست واحدية. ،حلقة تبديلية (. ,+ ,2Z)ز) 

  تمارين:

  زمرة؟. (+ ,+R)) هل ١

  زمرة؟ (+ ,3Z)) هل ٢

R = {a + b) أثبت أن ا�موعة ٣ 2  : a, b  Z}  تشكل حلقة بالنسبة لعمليتي الجمع

  والضرب العاديين. وهل هي واحدية أو تبديلية؟.
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  C :Complex Numbersـ حقل الأعداد العقدية  ٦ـ  ١

أثناء محاولة الرياضـيين حـل معـادلات مـن قبيـل المعادلـة   في نشأت فكرة الأعداد العقدية  -

x2 + 1 = 0  حيـثx2 = - 1  وهـذه لا تقبـل حـلاً في الحقـلRلأن  ؛R1x  ،

1iوعليه فإن  ،i2 = -1 دواتفق على أن يع  ) ويسمى الواحدة التخيليةimaginary 

unit وتطــور ذلــك إلى معرفــة الحقــل (C  حيــث إن عمليــتي الجمــع والضــرب علــىC  تتمتــع

  .نفسها Rواص الجمع والضرب على بخ

يـُدعى عــدد عقـدي قســمه  a, b  Rحيـث  z = x + iyكـل تركيـب مــن الشـكل   -

  ونكتب: ،yوقسمه التخيلي  xالحقيقي 

Re(z) = x  ,  Im(z) = y 

  أي إن:

Re (3 + 2i) = 3 , Im (3 + 2i) = 2 

Re(1 – 5i) = 1  , Im (1 – 5i) = - 5 

Re (7i)  = 0      , Im (7i) = 7 

Re (4) = 4        , Im (4) = 0 

  

  إن العددين العقديين: :نقول تعريف:

z1 = a + bi 

z2 = c + di 

  b = dوَ  a = c  إذا وفقط إذا كان: (z1 = z2)متساويان 

  :Cـ العمليات على  ١ـ  ٦ـ  ١

بموجــب قــوانين الجــبر، ولكــن مــع  Cتعــرف عمليــات الجمــع والطــرح والضــرب علــى 

  ، حيث:i2 = - 1أن  بالحسبانالأخذ 

(a + bi) + (c + di) = (a + c)  + (b + d) i 

(a + bi) – (c + di) = (a – c) + (b – d) i 
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(a + bi) . (c + di) = (ac – bd) + (ad + bc) i 

واص الخــواســتخدمنا  1 –بمــا يســاويه  i2حيــث أجرينــا عمليــة ضــرب عاديــة وبــدلنا 

  والتخيلي مع التخيلي.التجميعية وجمعنا الحدود المتشا�ة، أي القسم الحقيقي مع الحقيقي 

  :Complex Planeـ المستوي العقدي  ٢ـ  ٦ـ  ١

على شكل زوج مرتب من الأعـداد  z = a + biيمكن أن نعبر عن كل عدد عقدي 

  .(x, y)الحقيقية ونمثله هندسياً على شكل نقطة أو متجه (شعاع) في المستوي 

  
ويســمى هــذا المســتوي  ،بــالمحور التخيلــي yبــالمحور الحقيقــي والمحــور  xيســمى المحــور 

  بالمستوي العقدي.

هــو  (y)الحقيقــي وعنصــر الواحــدة علــى  /1/هــو الواحــد  (x)عنصــر الواحــدة علــى 

  ./i/الواحدة التخيلية 

وأن نضــرب عــدداً عقــدياً بــآخر حقيقــي   ،ويمكــن أن نجمــع ونطــرح الأعــداد العقديــة

لو أننا نجمع ونطرح متجهات أو نضرب متجهاً بعدد حقيقي. والفرق الوحيد هو أن كما 

  ضرب عددين عقديين لا يقابله ضرب متجهين ببعضهما.

  ملاحظة:

z = a + bi  إذا وفقط إذا كان  0يساويa = 0  وb = 0.  

x 

y 

b 

a 

a + bi 

x 

y 

b 

a 

a + bi 
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  z = a – biفإن مرافقه العقدي أو مرافقه هو  ،عدداً عقدياً  z = a + biإذا كان  تعريف:

  z = 3 – 4iهو  z = 3 + 4iإن مرافق  مثلاً:

 z = – 2 + 5iهو  z = – 2 – 5iوإن مرافق 

   z = – iفهو  z = iأما مرافق 

  z = 7هو  z = 7ومرافق 

  عدد حقيقي. z = z  zمما سبق نجد أن 

  :الآتيةويمكن أن نستنتج بعض الحقائق 

z . z = (a + bi) . (a – bi) = a2 – abi + abi – b2i2 = a2 + b2 

22                                                      ومنه فإن: baz.z   

  وهذا ما يسمى طويلة العدد العقدي أو قياسه أو قيمته المطلقة.

22على طويلة العدد العقدي وهو يساوي:  |z|الرمز  يدل Cإذن في  ba|z|   

  أمثلة:

1) z = 3 + 4i  5)4()3(|z| 22   

2) z = 3 – 4i  5)4()3(|z| 22   

x 

y 

z1 

x 

y 

z
2
 

z
1
 

z
2
 

z
1
 - z

2
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3) z = – 4 – 5i  412516|z|   

4) z = i  110|z|   

  الضربي):مقلوب عدد عقدي (النظير  -

(عندئـذ يعــرف مقلوبــه  z  0إذا كـان 
z

.1z) مـن الخاصــة z-1أو  1
z

1








  ولهــذه

  لنحصل على: zالمعادلة حل وحيد حيث نضرب طرفيها بـ 

z|z|.
z

1
z.1z.z.

z

1 2
















 

(*)ومنه فإن 
|z|

z

z

1
2

 .وهو المقلوب الذي نبحث عنه  

  مثال:

  .z = 3 + 4iأوجد مقلوب العدد العقدي 

  التي تعطي المقلوب نجد: (*)من خلال العلاقة 

i
25

4

25

3

169

i43

i43

1

z

1

|z|

z

z

1
2








  

  :Cالقسمة في  -

  يعُطى بالشكل: z2على  z1فإن حاصل قسمة  z2  0إذا كان 

2
2

21
12

2

2
1

22

1

|z|

z.z
z

|z|

z
z.

z

1

z

z
  

أي إننا ضربنا كلاً من بسط ومقام 
2

1

z

z  بمرافقz2.  

  مثال:

اكتب العدد 
2

1

z

z  على الشكلa + bi :حيث ،z1 = 3 + 4i , z2 = 1 – 2i  

  الحل:
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)i21).(i21(

)i21).(i43(

i21

i43

z

z

2

1









  

5

i105

41

8i103

i41

i8i4i63
2

2 










  

= - 1 + 2i 

  :الآتي Cفي  المهمةمن الخواص 

  فإن: ،أعداداً عقدية z, z1, z2إذا كانت 

(1) 2121 zzzz   

(2) 2121 zzzz   

(3) 2121 z.zz.z   

(4) 
2

1

2

1

z

z

z

z








 

(5)   zz   

(6) |z||z|   

(7) |z1 . z2| = |z1| . |z2| 

(8) 
|z|

|z|

z

z

2

1

2

1   

(9) |z1 + z2|  |z1| + |z2| 

  العقدي:ـ الشكل القطبي (المثلثي) للعدد  ٣ـ  ٥ـ  ١

  عدداً عقدياً لا يساوي صفر. z = a + biإذا كان 

مع الاتجاه الموجب للمحور  zهي الزاوية التي يصنعها المتجه الذي يمثل  وإذا كان 

x :عندئذ فإن  

a = |z| cos   ,  b = |z| sin  

  يمكن أن يكتب بالشكل: zأي إن العدد 

z = |z| (cos + i sin) 
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  .zويدعى هذا بالشكل القطبي للعدد 

لأنـه يمكـن إضــافة أو  ؛وهـي ليسـت وحيــدة z (argument)سـعة  وتـدعى الزاويـة 

. وهنـاك سـعة وحيـدة تحقـق الشــرط   cos, sinدون أن يتغـير  2طـرح أي مضـاعفات لــ 

-      ويدُعى هذا بالتعيين الأساسي لسعةz.  

  مثال:

i31zاكتب العدد العقدي   .بالشكل القطبي  

  الحل:

|z|231فنجده:  |z|نحسب    

ومنه فإن: 
2

1
cos , 

2

3
sin   

وعليه فإن التعيين الأساسي هو 
3


  

  إذن:

z = |z| (cos + isin) 

  














 








 


3
sini

3
cos2  

   






 




3

sini
3

cos2  

  والقسمة:الضرب 

  إن الشكل المثلثي للعدد العقدي يُسهِّل عمليتي الضرب والقسمة:

  فإذا كان:

z1 = |z1| (cos1 + isin1) 

z2 = |z2| (cos2 + isin2) 

  فإن:
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z1 . z2 = |z1| . |z2| (cos(1 + 2) + isin(1 + 2)) 

  وإن:

z1  z2 = 
|z|

|z|

z

z

2

1

2

1  . (cos(1 - 2) + isin(1 - 2)) 

  .z2  0حيث نفرض هنا أن 

  Demoivre's Formulaقانون موافر: 

  حيث: z  0وكان  +n  Zإذا كان 

z = |z| . (cos + isin) 

  فإن:

zn = z . z ….. z  (مرة n) = |z|n (cos(n) + isin(n)) 

  فإن: z| = 1|في الحالة الخاصة عندما يكون 

zn = cos (n) + isin (n) 

  أي إن:

(cos + isin)n = cos(n) + isin(n) 

  وهذا ما يسمى قانون موافر.

  مة:ملاحظة مه

عندئـذ فـإن الدالـة الأسـية  ،عدداً حقيقياً وليكن قياسـاً بالراديـان لزاويـة مـا إذ كان 

  تعرف على الشكل: eiالعقدية 

ei = cos + isin 

  ).Eulerوتدعى أحياناً قانون أويلر (

  ملاحظة:

  على الشكل: ezعندئذ يعرف  ،z = a + biإذا كان 

ez = ea+bi = ea . ebi = ea(cosb + isinb) 
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  مثال:

، z1.z2استخدم الشكل القطبي لحساب كل من 
2

1

z

z  

i3z2حيث:    ،i31z1   

  الحل:

  هو: z2, z1الشكل المثلثي لكل من 

)
3

sini
3

(cos2z1





  , )
6

sini
6

(cos2z2





  

  إذن:
















 










 




63

sini
63

cos)2).(2(z.z 21  

i4)i0(4)
2

sini
2

(cos4 





  
















 










 




63

sini
63

cos
2

2

z

z

2

1  

i
2

1

2

3
)

6
sini

6
.(cos1 





  

  مثال:

   z1 = 1 + i , z2 = 1 – iإذا كان: 

فاحسب كلاً من: 
2

1

z

z  ،z1 . z2  

  الحل:

z1 . z2 = (1 + i) (1 – i) = 1 – i  + i – i2 = 1 + 1 = 2 

22

2

2

1

)1()1(

ii21

)i1)(i1(

)i1)(i1(

)i1().i1(

)i1().i1(

i1

i1

z

z



















  
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                  i
2

i2
  

، z1.z2لنعود لحساب كل من 
2

1

z

z :باستخدام الشكل القطبي  

z1 = |z1| [cos1 + isin1] = 






 



4
sini

4
cos2  

z2 = |z2| [cos2 + isin2] = 






 





4
sini

4
cos2    

z1.z2 = |z1| . |z2| [cos (1 + 2) + isin (1 + 2) 

         = 2]i.01[2]0sini0[cos2.2   

i]1.i0.[1
2

sini
2

cos
2

2

z

z

2

1 




 



  

  وهو المطلوب.

  تمارين:

  إذا كان: x, y) أوجد لاً من ١

5x + 4yi – 12 –xi + i = 0 

الجواب: 
20

7
y,

5

12
x   

  إذا كان: x, y) أوجد كلاً من ٢

(x + 3i) (y – i) – 9 = 7i 

  x = 2, y = 3 الجواب: 

         x = -9 , 
3

2
y  

 , z1. z2) أوجد ٣
2

1

z

z  

  z1 = 3 + 2i , z2 = 2 – 5iحيث: 
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) إذا كان ٤
i31

i21
a




  ،

i3

i2
b




  

  .48 ab – (a2 + b2)25مترافقان ثم أوجد قيمة  a, bفأثبت أن 

  x2 – x + 1 = 0جذور المعادلة:  C) أوجد في الحقل ٥

  ـ تمارين: ٧ـ  ١

  :لآتيكا  *العملية  Z) نعرف على مجموعة الأعداد الصحيحة ١

a, b  Z  فإنa * b = a + 2b  

)a احسب كلاً من ((a * b) * c , a * (b * c) , b * a  

  تجميعية؟ وهل هي تبديلية؟. (*)هل 

)b وما هو إن وجد. ؟عنصراً حيادياً  (*)) هل تقبل العملية  

)c :2 * (3 * 5) , (2 * 3) * 5 , 2 * 3 , 3 * 2) احسب كلاً من  

  بالشكل: (*)العملية  Z) نعرف على ٢

 a, b  Z  a * b = a + b + 2 

)a تبديلية وتجميعية. (*)) بينّ أن  

)bوما هو إن وجد. ؟) هل يوجد حيادي  

)c ما هو نظير العنصر (a  Z؟.  

  ) أي البنى الجبرية الآتية زمرة:٣

)a ((R+, +).                            )b ((3Z, +).  

)c بالنسبة للضرب. ( {1- ,1}) ا�موعةd ((Z, *)  معرف بـ  *حيثa*b = a + b +1  

  لكنها ليست واحدية. ،حلقة تبديلية (. ,+ ,2Z)) بينّ أن ٤

R = {a + b) بينّ أن ا�موعة ٥ 2  : a, b  Z}  
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  تشكل حلقة بالنسبة للجمع والضرب العاديين وهي واحدية تبديلية.

F = {a + b) أثبـت أن ٦ 2  : a, b  Q}  تشـكل حقـلاً بالنسـبة للجمـع والضـرب

  العاديين.

  هي جمع معرف بـ: *حيث  (� ,* ,Q)) لتكن الثلاثية ٧

a * b = a + b – 1 

  a � b = a + b – abهو ضرب معرف بـ:  �وحيث 

  حقل؟. (� ,* ,Q)هل 

  ) أي العلاقات الآتية، علاقة تكافؤ؟٨

)a العلاقة (R  معرفة علىZ ) حيثmRn  m.n > 0.(  

)b العلاقة (R  معرفة على مجموعة الأعداد الحقيقيةR ) حيثxRy  x  y.(  

)c العلاقة (R  معرفة علىZ (مجموعة الأعداد الصحيحة)  

  .n  Z) وحيث aRb  a = bmodnحيث (

  :كالآتي) *(مجموعة الأعداد الحقيقية العملية ( R) نعرف على ٩

 a, b  R : a * b = a + b + ab – 2 

  وما هو إن وجد. ؟) تبديلية؟ هل هي تجميعية؟ هل تقبل حيادي*هل (

  بالشكل: Q) الآتية والمعرفة على *السابق من أجل العملية (أعد السؤال ) ١٠

 a, b  Q : a * b = ab + 1 

  حقل. (. , + ,C)و  (. , + ,R)) بين أن كلاً من ١١

  

*    *    *  
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  الفصل الثاني

  المعادلات الخطية والمصفوفات

  The system of linear equationsـ جملة المعادلات الخطية:  ١ـ  ٢

  ):١تعريف (

  تدعى كل معادلة من الشكل:

a1x1 + a2x2 + …. + anxn = b 

معاملات ثابتة وليست  ai, bحيث  x1, x2, ….., xnمعادلة خطية متحولا�ا هي: 

. وكل مجموعـة منتهيـة مـن المعـادلات الخطيـة تسـمى جملـة معـادلات خطيـة اً أصفار  aiجميع 

  أو اختصاراً جملة خطية.

متحولاً إذا حققت هـذه  nحلاً للجملة الخطية في  (s1, s2, …., sn)تشكل القيم: 

القــيم كــل واحــدة مــن معــادلات الجملــة الخطيــة، وتســمى متحــولات الجملــة الخطيــة أيضــاً 

  .… ,x, y, zوقد نرمز لهذه ا�اهيل بـ  ،با�اهيل

  ):١مثال (

  الجملة الخطية:

2x = y – 4z 

y = 2z 

وأحــد حلــول هــذه  x, y, zهــي جملــة معــادلتين بثلاثــة مجاهيــل (متحــولات) هــي 

  يحقق كلاً من المعادلتين. x = -1, y = 2, z = 1حيث إن  (1 ,2 ,1-)الجملة هو 

(، (0 ,0 ,0)فهناك على سـبيل المثـال الحلـول  ،وهذا الحل ليس الوحيد
2

1
,1,

2

1
(


 

هـو حـل لهـذه الجملـة. ومـن  t Rحيـث  (t, 2t, t-)وبشـكل عـام كـل ثلاثيـة مـن الشـكل 
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. tهنــا نــرى أن هنــاك عــدداً لا �ائيــاً مــن الحلــول لهــذه الجملــة كــل منهــا يقابــل إحــدى قــيم 

  هنا. tواحد هو  (Parameter)تدعى مجموعة الحلول هذه مجموعة حلول ذات وسيط 

  ):٢مثال (

  الجملة:

x + y = 0 

x + y = 1 

إ�ــا مســتحيلة  :هــولين، لــيس لهــا حــل مشــترك أو نقــولهــي جملــة معــادلتين ذات مج

الحل. مثل تلـك الجمـل تسـمى جمـل غـير متوائمـة (متآلفـة) في حـين تسـمى الجمـل المماثلـة 

) أي الجمـــل الخطيــة الــتي لهـــا حــل واحــد علـــى الأقــل بجمــل متوائمـــة ١للجملــة في المثــال (

  (متآلفة).

  ملاحظة:

د ا�اهيـل بعـدد المعـادلات هـو شـرط يتضح من المثال السابق أن شـرط تسـاوي عـد

  لازم وغير كافٍ لكي يكون للجملة حل.

  ):٣مثال (

  جملة المعادلات:

x1 + x2 + x3 + x4 = 4 

x1 – x2         + x4 = 2 

x1 + x1x2      - x4 = 2 

لأن المعادلــة الثالثـة تحــوي في أحـد حــدودها حاصــل  ؛ليسـت جملــة معـادلات خطيــة

الجملـة ليسـت  مـن ثمَّ فهـذه المعادلـة ليسـت خطيـة و  ،x1x2ضرب مجهولين وهو الحـد الثـاني 

  خطية.

  

  



- ٤٥ - 

 

  ـ حل جملة معادلات خطية: ٢ـ  ٢

ويـتم ذلـك بترتيـب  ،لحل جملة معادلات خطية نقـوم بتحويلهـا إلى الشـكل النظـامي

بطريقة الحذف بإجراء عمليات (تحويلات) تـدعى  الجملةالمتحولات في كل معادلة ثم نحل 

  هي: ،التحويلات الأولية وهذه التحويلات

  ـ ضرب معادلة أو أكثر بعدد لا يساوي الصفر. ١

  ـ مبادلة موضعي معادلتين في الجملة. ٢

  إلى معادلة أخرى. ناتج، وإضافة الـ ضرب إحدى المعادلات بعدد ما ٣

  ):٤مثال (

  أوجد الحل المشترك لجملة المعادلات الخطية:

– y + z = 3  (A1) 

x – y – z = 0 (B1) 

– x – z = – 3  (C1) 

  الحل:

  :(B1)و  (A1)نبادل بين موضعي 

x – y – z = 0 (A2) 

– y + z = 3  (B2) 

– x – z = – 3  (C2) 

  :(C2)إلى  (A2)نضيف 

x – y – z = 0 (A3) 

– y + z = 3  (B3) 

– y – 2z = – 3  (C3) 

  :1 -بـ  (B3)نضرب 

x – y – z = 0 (A4) 

y – z = – 3  (B4) 

– y – 2z = – 3  (C4) 
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  :(C4)إلى  (B4)كما نضيف   (A4)إلى  (B4)نضيف 

x – 2z = – 3 (A5) 

y – z =  – 3  (B5) 

– 3z = – 6  (C5) 

  :1/3 -بـ  (C5)نضرب 

x – 2z = – 3 (A6) 

y – z =  – 3  (B6) 

z = 2   (C6) 

  :(B6)إلى  (C6)كما نضيف   (A6)ونضيف الناتج إلى  2+بـ  (C6)نضرب 

x = 1  (A7) 

y =  –1  (B7) 

z = 2   (C7) 

 .(2 ,1- ,1)وهذا هو الحل الوحيد للجملة المفروضة ويمكن كتابته على النحو: 

  ):٥مثال (

  أوجد الحل المشترك لجملة المعادلات الخطية:

x1            + 3x3 + x4 = 0  (A1) 

–x1 + 2x2 +   x3 + x4 = 0  (B1) 

–x1 + x2 – x3            = 0  (C1) 

  الحل:

  :(C1)و  (B1)إلى كل من  (A1)نضيف 

x1            + 3x3 + x4 = 0  (A2) 

         2x2 + 4 x3 + 2x4 = 0 (B2) 

         x2 +2x3 + x4   = 0   (C2) 

  :1/2+بـ  (B2)نضرب 

x1            + 3x3 + x4 = 0  (A3) 

           x2 + 2x3 + x4  = 0 (B3) 

         x2 +2x3 + x4   = 0   (C3) 
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  :(C3)من  (B3)نطرح  :أو نقول (C3)ونضيف الناتج إلى  1 -بـ  (B3)نضرب 

x1            + 3x3 + x4 = 0  (A4) 

        x2 + 2x3 + x4  = 0  (B4) 

                           0 = 0   (C4) 

  هي مطابقة ولا تخفض عدد ا�اهيل، لذلك نستبعد هذه المعادلة: (C4)المعادلة 

x1            + 3x3 + x4 = 0  (A5) 

        x2 + 2x3 + x4  = 0  (B5) 

  :(B5)من  x2ونحسب  (A5)من  x1نحسب 

x1 = -3x3 – x4   (A6) 

x2 = -2x3 – x4   (B6) 

  :الآتيوسيطان، فنحصل على الحل  s, tحيث  x3 = s, x4 = t نفإذا فرضنا أ

x1 = –3s – t 

x2 = – 2s – t 

x3 = s, x4 = t 

  يكتب الحل على شكل متجه:

(–3s – t, –2s – t, s, t) 

لهـذه الجملـة  ة بشـكل مسـتقل، ونلاحـظ أنقيماً حقيقيـ s, tحيث يأخذ الوسيطان 

  من الحلول. من هذه الحلول:الخطية عدداً لا �ائياً 

(0, 0, 0, 0)  ;  s = t = 0 

(-1, -1, 0, 1)  ; s = 0, t = 1 

  :الآتيبعد هذه المقدمة حول الجمل الخطية يمكن إثبات صحة المبرهنة 

  مبرهنة:

إن تطبيــق أي مــن التحــويلات الأوليـــة علــى الجملــة الخطيـــة يحولهــا إلى جملــة خطيـــة 

  مكافئة.

  البرهان:
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أي إضـافة حاصـل ضـرب  ؛صحة هذه المبرهنة من أجل العمليـة الثالثـةسوف نثبت 

لــذلك  ؛معادلـة بعـدد إلى معادلــة أخـرى حيــث إن هـذه العمليــة تتضـمن العمليتــين البـاقيتين

  نأخذ معادلتين من معادلات الجملة المفروضة:

a1x1 + a2x2 + …. + anxn = b  (1) 

c1x1 + c2x2 + …. + cnxn = d  (2) 

ونـترك بقيـة  (2)) ونضـيف النـاتج إلى المعادلـة k )k  0بالعـدد  (1)دلـة نضرب المعا

هـو حـل للجملـة الخطيـة المفروضـة  (s1, s2, …., sn)المعـادلات، لـذلك علينـا أن نـبرهن أن 

إذا وفقط إذا كان حـلاً للجملـة الناتجـة بعـد التحويـل الـذي أجرينـاه وبمـا أن بقيـة المعـادلات 

الــتي تحولــت إلى  (2)لــذا علينــا أن نــبرهن أن ذلــك يتحقــق مــن أجــل المعادلــة  ؛تبقــى ثابتــة

  الشكل:

(c1 + ka1) x1 + (c2 + ka2) x2 + …. + (cn + kan) xn = d + kb     (3) 

  :من ثمَّ و  (2)و  (1)يحقق الجملة الأساسية فهو يحقق  (s1, s2,…., sn)لنفرض أن 

a1s1 + a2s2 + …. + ansn = b  (4) 

c1s1 + c2s2 + …. + cnsn = d  (5) 

ــــاتج إلى المعادلــــة  kبـــــ  (4)نضــــرب المعادلــــة   الآتيــــةفتبقــــى العلاقــــة  (5)ونضــــيف الن

  صحيحة:

k(a1s1 + a2s2 + …. + ansn) + (c1s1 + c2s2 + …. + cnsn) = kb + d     (6) 

  وبإعادة ترتيب الحدود نجد:

(c1 + ka1)s1 + (c2 + ka2)s2 + …. + (cn + kan)sn = d + kb                (7) 

  .(3)يحقق المعادلة  (s1, s2, …., sn)على أن  (7)وتدل 

يحقــق الجملـة بعــد التحويـل، وهــذا يعــني أن  (s1, s2, …., sn)والآن إذا فرضـنا أن 

  محققة أي: (1)ولكن  ،محققة (7)المعادلة 

a1s1 + a2s2 + …. + ansn = b 

  وهو بدوره يؤدي إلى أن:
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k(a1s1 + a2s2 + …. + ansn) = kb 

  نجد: (7)بطرح المعادلة الأخيرة من المعادلة 

c1s1 + c2s2 + …. + cnsn = d 

  وبذلك يتم المطلوب.

  بعد هذا التمهيد يمكننا الدخول إلى مفهوم المصفوفات ودراستها.

  Matricesـ المصفوفات:  ٣ـ  ٢

  ):٢تعريف (

  حيث: Nالجزئيتان من مجموعة الأعداد الطبيعية  E, Fلتكن ا�موعتان 

E = {1, 2, …., m}  ,  F = {1, 2, …., n} 

حقـل مثـل حقـل  Kحيـث  f(i, j) = aijالمعـرف بــ  f: E  F  Kولـيكن التطبيـق 

  هي: ،. صورة هذا التطبيقCأو العقدية  Rالأعداد الحقيقية 

f (E  F) = {a11, a12, …., a1n, …, am1, am2, …., amn} 

مــن الأعمــدة بــين قوســين   nمــن الأســطر (الصــفوف) و  mنرتــب هــذه العناصــر في 

  :كالآتي





















mn2m1m

n22221

n11211

a...aa

a...aa

a...aa


أو      



















mn2m1m

n22221

n11211

a...aa

a...aa

a...aa


  

حيـث يـدل  (m  n)أو المصـفوفة مـن المرتبـة  m  nتسمى هذه الصيغة بالمصفوفة 

  على عدد الأعمدة. nوالعدد  ،على عدد الأسطر mالعدد 

الأول يرمز لرقم السطر الـذي يقـع  ،في المصفوفة بواسطة دليلين aijيحدد كل عنصر 

يقع في السـطر  a23والثاني لرقم العمود الواقع فيه ذلك العنصر. فمثلاً العنصر  ،فيه العنصر

  الثاني والعمود الثالث.
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  ):٦مثال (

  لتكن مجموعة المعادلات الخطية:

2x1 – 3x2 + 2x3 = 4 

x1 + x2 – 7x3 = 10 

-x1 + 4x2 -5x3 = 0 

3x1 + 5x2 + x3 = 8 

  هي: ،إن مصفوفة المعاملات لهذه الجملة

























153

541

711

232

 

  a41 = 3, a33 = -5 , a12 = -3فيها  (3 ,4)وهي من المرتبة 

  ):٣تعريف (

خطية تسمى المصفوفة التي نحصل عليها بإضافة عمود إلى مصفوفة معاملات جملة 

حيث يمثل هذا العمود الثوابت في الطـرف الأيمـن مـن الجملـة، بالمصـفوفة الموسـعة للجملـة: 

(Augmented Matrix).  





















m

2

1

mn2m1m

n22221

n11211

b

b

b

a...aa

a...aa

a...aa


 

  ):٧مثال (

  هي: ،المصفوفة الموسعة للجملة الخطية في المثال السابق
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

























8

0

10

4

153

541

711

232

 

  المعادلات الخطية في الفصل الثالث.وسوف يكون لهذه المصفوفة دور في حل جملة 

  ملاحظة:

  :كالآتييمكن أن نعرف المصفوفة أيضاً  

المصفوفة هي أي ترتيب مستطيل �موعة من العناصر علـى هيئـة صـفوف (أسـطر) 

  وسوف تكون عناصر المصفوفة في الغالب أعداداً حقيقية في هذا الكتاب. ،وأعمدة

  ):٨مثال (

  لتكن المصفوفات:















0201

1431
A  , 



















5

2

1

B  , 





















30

21

12

C  

  . 2 3من المرتبة   1 ،C 3من المرتبة   4 ،B 2من المرتبة  Aنلاحظ أن 

  ملاحظة:

  اختصاراً على الشكل: (m, n)من المرتبة  Aنكتب المصفوفة 

A = [aij]mn  ;  i = 1, 2, …., m  ,  j = 1, 2, …., n 

  ـ تساوي مصفوفتين: ٤ـ  ٢

  حيث: A, Bلتكن المصفوفتان 

A = [aij]mn  ,  B = [bij]pq 

  :الآتيانإذا تحقق الشرطان  A, B (A = B)تتساوى المصفوفتان 

  m = p  , n = qأي: نفسها؛ ـ المصفوفتان من المرتبة  ١
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  .Bيساوي نظيره في  Aأي كل عنصر من  aij = bijـ  ٢

  ):٩مثال (

  متساويتين: Bو  Aلتكون المصفوفتان  xعين قيمة 





















35

31

22

A   ,  























2x5

3x

2xx

B

2

 

  الحل:

لذلك لتسـاويهما يكفـي أن تتسـاوى العناصـر المتنـاظرة نفسها المصفوفتان من المرتبة 

  أي:

2 = x2 – x 

– 1 = x 

– 3 = x – 2 

  هي القيمة المطلوبة. x = –1وبالحل المشترك نجد أن 

  ـ مصفوفات خاصة: ٥ـ  ٢

  :Zero Matrixـ مصفوفة الصفر  ١

  فمثلاً: Omnأصفار، ويرمز لها بـ  هاوهي المصفوفة التي جميع عناصر 

 0000O 41   , 









00

00
O 22  , 





















000

000

000

000

O 34  

  :Row Matrixـ مصفوفة السطر  ٢

تسـمى مصـفوفة سـطر وهـي مؤلفـة مـن سـطر واحـد   m 1إن المصـفوفة مـن المرتبـة 

  من الشكل: ومن ثمَّ هيمن الأعمدة  mو
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 m11211 a...aa  

  :Column Matrixـ مصفوفة العمود  ٣

فهـي  ،سـطراً وعمـوداً واحـداً  mأي إ�ـا مؤلفـة مـن  m  1وهي المصفوفة من المرتبة 

  من الشكل:



















1m

21

11

b

b

b


 

  :Square Matrixـ المصفوفة المربعة  ٤

وعليـه  ،فإ�ـا تسـمى بالمصـفوفة المربعـة ،A = [aij]mnفي المصـفوفة  n = mإذا كـان 

  فإ�ا من الشكل:



















nn2n1n

n22221

n11211

a...aa

a...aa

a...aa


 

  .بعناصر القطر الرئيس aiiحيث تسمى العناصر 

  :Diagonal Matrixـ المصفوفة القطرية  ٥

مـن أجـل      dij = 0قطريـة إذا وفقـط إذا كـان  D = [dij]nnتكـون المصـفوفة المربعـة 

i  j  تساوي الصفر. جميعها عدا عناصر قطرها الرئيسأي إن عناصر المصفوفة  

  إذن:





















nn

22

11

d...00

0...d0

0...0d

D

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  :Unit Matrixـ المصفوفة الأحادية (الواحدية)  ٦

  ; dii = 1وتساوي الواحد أي  ،متساوية مصفوفة قطرية عناصر قطرها الرئيسهي 

 i = 1,2,…,n  ويرمز لها بـIn:ًفمثلا .  











10

01
I2  , 



















100

010

001

I3  , 





















1000

0100

0010

0001

I4  

  ملاحظة:

 ،ولا تسـاوي الواحـد ،إذا كانت عناصر القطر الرئيس في المصفوفة القطريـة متسـاوية

  .Scalar matrixفإن المصفوفة القطرية تسمى مصفوفة سلمية 



















k00

0k0

00k

A  

  :الآتيوعليه فإن المصفوفة السلمية تكتب بدلالة المصفوفة الواحدية على الشكل 

3kI

100

010

001

k

k00

0k0

00k

A 



































  

  :triangular Matrixـ المصفوفة المثلثية  ٧

 جميعهـــا الواقعـــة تحـــت القطـــر الـــرئيسوكانـــت العناصـــر  ،إذا كانـــت المصـــفوفة مربعـــة

جميعهـا الواقعـة فـوق القطـر فإ�ا تسمى مصفوفة مثلثيـة عليـا. وإذا كانـت العناصـر  ،أصفاراً 

  سميت مصفوفة مثلثية سفلى: ،أصفاراً  الرئيس
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



















nn

n222

n12111

a...00

a...a0

a...aa

A


  مصفوفة مثلثية عليا. 





















nn2n1n

2221

11

b...bb

0...bb

0...0b

A


  مصفوفة مثلثية سفلى. 

  المصفوفة:فمثلاً: 



















200

510

312

  . 3 3هي مصفوفة مثلثية عليا من المرتبة  

  والمصفوفة:










 43

01
  . 2 2هي مصفوفة مثلثية سفلى من المرتبة  

  ملاحظة:

ــــرتبط بالمصــــفوفات المربعــــة ــــذلك فــــإن  ؛مــــن الواضــــح أن مفهــــوم قطــــر مصــــفوفة ي ل

  لا يمكن أن تكون مستطيلة. ٧، ٦، ٥المصفوفات الواردة في 

  ـ العمليات على المصفوفات: ٦ـ  ٢

  :Transpose of a Matrixمنقول مصفوفة  -أولاً 

  تعريف:

وأعمـــد�ا  Aهـــو مصـــفوفة جديـــدة أســـطرها أعمـــدة المصـــفوفة  Aمنقـــول مصـــفوفة 

  .AT = [aji]nmفإن  ،A = [aij]mnفإذا كانت  ،ATويرمز لها بـ  ،Aأسطر المصفوفة 
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  ):١٠مثال (

إذا كانت: 






 


520

311
A  

فإن: 


















53

21

01

AT  

  :Scalar multiple of Matrixالمضاعف السلمي لمصفوفة  -ثانياً 

 Aحقل). تعرف المصـفوفة  K(حيث    K وليكن ،A[aij]mnلتكن المصفوفة 

   :A = [aij]mnبـ  Aبضرب كل عنصر من عناصر  Aعلى أ�ا المصفوفة الناتجة عن 

  .نفسها Aلها مرتبة  Aويلاحظ أن 

  ):١١مثال (

  إذا كانت:








 


403

152
A  فإن














1209

3156
A3  

  ملاحظة:

  فإن: Kعنصرين من الحقل  , إذا كان 

(A) = ()A 

  وذلك لأن:

()A = ()[aij] = [aij] = [(aij)] = [aij] = (A) 

  :Sum of Matricesجمع المصفوفات  -ثالثاً 

هـو أن تكونـا مـن  B = [bij]و  A = [aij]الشـرط الـلازم والكـافي لجمـع المصـفوفتين 

 (m,n)مـن المرتبـة  C = [cij]عندئذ فـإن النـاتج هـو مصـفوفة جديـدة  ،(m, n)مرتبة واحدة 

  بحيث:
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cij = aij + bij ; (1  i  m  ,  1  j  n) 

  ونكتب ذلك على الشكل:

A + B = [aij] + [bij] = [aij + bij] 

  :بالآتيوتتصف عملية جمع المصفوفات 

  أي عملية ثنائية. ؛ـ عملية جمع المصفوفات عملية داخلية ١

  أي: ؛ـ عملية جمع المصفوفات تبديلية ٢

A + B = B + A 

  عنصر حيادي بالنسبة للجمع: 0ـ مصفوفة الصفر  ٣

0 + A = A + 0 = A 

  ـ الجمع تجميعي: ٤

(A + B) + C = A + (B + C) 

  أي: A –نظير (معكوس) بالنسبة للجمع هو  Aـ لكل مصفوفة  ٥

A + (- A) = (- A) + A = 0 

  ملاحظة:

  فإن: ، = -1لو عدنا إلى ضرب مصفوفة بعدد ووضعنا 

A = -1 . A = [-aij] 

هو نظير (معكـوس جمعـي) للعنصـر الـذي  A –فإن كل عنصر في المصفوفة  من ثمَّ و 

  .Aيقابله في 

تشكل زمرة  Mmnأن مجموعة المصفوفات وهكذا نجد من الخواص الخمس السابقة 

  تبديلية بالنسبة للجمع.

    ,   K  ( + ) . A = A + Aـ  ٦

     K   (A + B) = A + Bـ  ٧

  ونترك برهان بقية الخواص كتمرين للطالب: ،الأخيرةلنبرهن الخاصة 
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(A + B) = [(aij + bij)] = [aij + bij] = [aij] + [bij] =  

= [aij] + [bij] = A + B 

  ):١٢مثال (

  لتكن المصفوفات:















423

112
A   ,  







 


03

21
B  , 














132

321
C  

  والمطلوب:

  ولماذا؟ ؟A + Bـ هل يمكن حساب  ١

  .ولماذا؟ أوجد الناتج ؟A + Cـ هل يمكن حساب  ٢

  .3A + 2Cـ احسب  ٣

  الحل:

  لأ�ما من مرتبتين مختلفتين. ؛A + Bـ لا يمكن حساب  ١

  :ومن ثمَّ  ،لأ�ما من مرتبة واحدة ؛A + Cـ يمكن حساب  ٢



























132

321

423

112
CA  

























555

231

143223

312112
 

  ـ  ٣





































141213

374

264

642

1269

336
C2A3  

  رابعاً: طرح المصفوفات:

 A – B، نعـرف حاصـل طـرح المصـفوفتين نفسـها من المرتبـة A, Bلتكن المصفوفتان 

  حيث:نفسها من المرتبة  Cعلى أنه مصفوفة جديدة 
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C = A – B = A + (–B) = [aij – bij] 

  ):١٣مثال (

  إذا كانت: A – B , 2A – Bاحسب كلاً من 













01

21
A  , 












01

40
B  

  الحل:








 














00

21

0011

4201
BA  























00

21

0011

2410
AB  

































01

02

01

40

02

42
BA2  

  ):١٤مثال (

  إذا كانت:



















76

51

32

A  , 





















84

32

40

B  

  فأوجد كلاً من:

AT – BT , (A – B)T , AT + BT , (A + B)T 

  الحل:
































127

1012
)BA(

110

21

72

BA T  




























 


127

1012

834

420

753

612
BA TT  
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 (A + B)T = AT + BT 




































1581

232
)BA(

152

83

12

BA T  






























 


1581

232

834

420

753

612
BA TT  

 (A – B)T = AT - BT 

  ):١٥مثال (

  إذا كانت:

























324

611

302

A   ,  





















724

651

302

B  

  ).3مصفوفة الواحدة من المرتبة  I3(حيث  4I3 – BT = ATفأثبت أن 

  الحل:

































































363

210

412

763

250

412

400

040

004

BI4 T
3     (1) 

























363

210

412

AT                           (2) 

  وهو المطلوب. 4I3 – BT = ATنجد أن  (2)و  (1)من 

  خامساً: ضرب المصفوفات:

5,4(b,(a)3,2(نعلـــم مـــن حســـاب المتجهـــات أنـــه إذا كـــان  ،  فـــإن حاصـــل

  ضر�ما الداخلي أو ما يسمى الضرب العددي هو العدد: 

7158)5)(3()4)(2(b.a   
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y,y,y(y),x,x,x(x(وإذا كان  321321  :فإن حاصل الضرب العددي هو  

332211 yxyxyxy.x   

  وهكذا.....

فسوف نرمز للمتجـه  m  nمصفوفة من المرتبة  Aنعود إلى المصفوفات فإذا كانت 

  .Xjبالرمز  jوللمتجه المكون من عناصر العمود  Xiبالرمز  iالمكون من عناصر السطر 

  ):١٦مثال (

  إذا كانت:















 



010

521

134

A  

  فإن:

X1 = (4,3,-1) , X1 = (4,1,0) 

X3 = (-1,5,0) , X2 = (1,2,5) 

  وعليه فإن:

X1X
1 = (4)(4) + (3)(1) + (-1)(0) = 19 

X1X
3 = (4)(-1) + (3)(5) + (-1)(0) = 11 

  تعريف:

  حيث: A, Bلتكن المصفوفتان 

A = [aij]mn  ,  B = [bij]nq 

. يعــرّف حاصــل Bيســاوي عــدد أســطر المصــفوفة  Aأعمــدة المصــفوفة عــدد أي إن 

  التي يعطى كل عنصر فيها بالعلاقة: m  qمن المرتبة  Cعلى أنه مصفوفة  A.Bالضرب 

cij = XiY
j 

  .Bمن المصفوفة  jللعمود  Yjويرمز  Aمن المصفوفة  iيرمز للسطر  Xiحيث 

  من هذا التعريف نجد أن:
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cij = ai1b1j + ai2b2j + …. + ainbnj = 


n

1k
kjikba  

  ):١٧مثال (

  في كل من الحالتين التاليتين إذا كان ممكناً: B . Aو  A . Bأوجد كلاً من 

١ (






















05

40

54

B , 











123

321
A  

٢ (


















z

y

x

B  ,  


















987

654

321

A  

  الحل:

وهـي  ،A . Bإذاً يمكـن حسـاب  3ويسـاوي  ،Bيسـاوي عـدد أسـطر  A) عـدد أعمـدة ١

  : 2 2من المرتبة 











2221

1211

cc

cc
B.AC  

c11 = X1Y
1 = (1,2,3) . (-4,0,-5) = 1(-4) + 2(0) + 3(-5) = -19 

c12 = X1Y
2 = (1,2,3) . (5,4,0) = 1(5) + 2(4) + 3(0) = 13 

c21 = X2Y
1 = (-3,-2,-1) . (-4,0,-5) = 12 + 0 + 5 = 17 

c22 = X2Y
2 = (-3,-2,-1) . (5,4,0) = -15 – 8 + 0 = -23  















2317

1319
B.AC  

ويسـاوي  ،Aيساوي عـدد أسـطر  Bلأن عدد أعمدة  ؛B.Aكذلك يمكن حساب 

  :كالآتيوتحسب    3 3هي من المرتبة  D = B . Aفإن المصفوفة  ،ثمَّ ومن  2



















333231

232221

131211

ddd

ddd

ddd

D  
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d11 = X1Y
1 = (–4,5) . (1, –3) = – 4 – 15 = – 19 

d12 = (–4)(2) + (5)( –2) = –18 

d13 = (–4)(3) + (5)( –1) = –17 

d21 = (0)(1) + (4)( –3) = –12 

d22 = (0)(2) + (4)( –2) = –8 

d23 = (0)(3) + (4)( –1) = –4 

d31 = (–5)(1) + (0)( –3) = –5 

d32 = (–5)(2) + (0)( –2) = –10 

d33 = (–5)(3) + (0)( –1) = –15 

























15105

4812

171819

D  

  .A . B  B . Aنلاحظ أن 

٢ (A . B لأن عــدد أعمــدة  ؛معــرفA  يســاوي عــدد أســطرB،  والمصــفوفة  3ويســاوي

  : 1 3الناتجة من المرتبة 



























































z9y8x7

z6y5x4

z3y2x

z

y

x

.

987

654

321

B.A  

  .Aلا يساوي عدد أسطر  Bلأن عدد أعمدة  ؛غير معرف B.Aبينما 

  ملاحظة:

  :كالآتيتحسب   A، إن قوى Aلتكن المصفوفة المربعة 

A0 = I 

A1 = A 

A2 = A . A 

A3 = A . A . A 

………………. 

An = A . A . A . A …… A     (n مرة) 
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  ):١٨مثال (

  المربعة:لتكن المصفوفة 













21

01
A  

  .A1, A2, A3أوجد كلاً من 

  الحل:













21

01
AA1  































43

01

21

01
.

21

01
A.AA2  































87

01

21

01
.

43

01
A.AA 23  

  ملاحظة:

  عندها يكون: m, nمصفوفة مربعة وليكن العددان الطبيعيان  Aإذا كانت 

AmAn = Am+n  ,  (Am)n = Am.n 

  ملاحظة:

دور العنصـر المحايــد بالنســبة لعمليـة ضــرب المصــفوفات  Inالمصــفوفة الأحاديــة  تـؤدي

  .Aمهما تكن المصفوفة المربعة  A0 = I. ولذلك فإننا نعرف I.A = Aأي إن  ؛المربعة

  :كالآتيتتصف عملية الضرب  

(1)    A (B . C) = (A . B) C       عملية الضرب تجميعية:  

(2)    A . I = A  ,  I . B = B 

(3)    A (B + C) = A . B + A . C 

(4)    (B + C) . A = B . A + C . A 

(5)    A . 0 = 0  ,  0 . B = 0 

(6)    (A . B)T = BT . AT 
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  وبقية الخواص يمكن إثبا�ا بطريقة مشا�ة. .لنبرهن الخاصة الأولى

 Cوالمصـفوفة  ،n  pمـن المرتبـة  Bوالمصفوفة  ،m  nالمصفوفة من المرتبة  Aلتكن 

  A . (B . C) = (A . B) . Cولنبرهن أن:  ،p  qمن المرتبة 

  بما أن:





p

1s
sjkskj c.b)C.B(  

  فيكون:

 
 











n

1k

p

1s
sjksik

n

1k
kjikij cba)C.B(a))C.B(A(  

 
  











p

1s
sjis

p

1s
sj

n

1k
ksik

n

1k

p

1s
sjksik c)B.A(cbacba  

= ((A . B) C)ij 

  وبذلك يتم المطلوب.

  ):١٩مثال (

  لتكن المصفوفات:

























023

112

101

A  , 























012

010

321

B  , 























303

011

112

C  

  أوجد كلاً من:

(1)  A(B . C)  ,  (A . B) C 

(2) A (B + C) , A . B + A . C 

  الحل:
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)١ (  
















































































233

011

10113

A

303

011

112

.

012

010

321

A)C.B(A  





































































30137

18624

8410

233

011

10113

.

023

112

101

 

































































30137

18624

8410

303

011

112

.

943

660

331

C)B.A(  

 A . (B . C) = (A . B) . C 

)٢ (  





































































12511

1196

744

311

021

433

.

023

112

101

)CB(A  





































































12511

1196

744

318

536

415

943

660

331

C.AB.A(  

 A . (B + C) = A . B + A . C 

  يمكن إثبات صحة ما يلي بسهولة:

  مبرهنة:

  عندئذ: A, Bلتكن المصفوفتان 

)١(   (A  B)T = AT  BT .حيث كل منهما من المرتبة نفسها  

)٢(   (A . B)T = BT . AT  حيثA  من المرتبةm  n ،B  من المرتبةn  p.  

)٣(   (A)T = AT  حيث  K  مقدار سلمي من حقلK.  
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)٤(   (AT)T = A.  

  ملخص:

  ملاحظة: ) ١(

والتي عناصرها مـن حقـل  (m  n)من المرتبة جميعها نرمز عادة �موعة المصفوفات 

K  بالرمزMmn(K)  أوMmn(K)  ًحيـث نكتـب مـثلاA  Mmn(K)  للدلالـة علـى أنA 

  .Kوعناصرها من الحقل  m  nمصفوفة مرتبتها 

  :بالآتييمكن تلخيص ما سبق ذكره حول خواص العمليات على المصفوفات 

  Properties of matrix arithmetic :) خواص حساب المصفوفات٢(

بفـــرض أن مرتبـــة المصـــفوفات الـــواردة فيمـــا يلـــي تســـمح بـــإجراء كـــل مـــن العمليـــات 

  الواردة عندئذ تكون الخواص التالية محققة:

a (A + B = B + A .جمع المصفوفات تبديلي  

b (A + (B + C) = (A + B) + C .جمع المصفوفات تجميعي  

c (A (B . C) = (A . B) C .ضرب المصفوفات تجميعي  

d (A (B + C) = AB + AC .توزيع الضرب على الجمع من اليسار  

e ((B + C) A = BA + CA .توزيع الضرب على الجمع من اليمين  

f (A (B – C) = AB – AC  

g ((B – C) A = BA – CA  

h ((B + C) = B + C .المضاعف السلمي توزيعي على جمع المصفوفات  

i ((B – C) = B - C  

j (( + ) C = C + C  
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k (( - ) C = C - C  

l ((C) = () C  

m ((BC) = (B)C = B(C)  

  ) خواص المصفوفة الصفرية:٣(

حقل)، وإذا كانـت المصـفوفات مـن مرتبـة  K(حيث  اً سلمي اً مقدار    Kإذا كان 

  تسمح بإجراء عمليات الجمع والطرح على المصفوفات عندئذ:

)a (A + 0 = 0 + A = A  مصفوفة صفرية لها مرتبة  0حيثA نفسها.  

)b (A – 0 = A  

)c (A – A = A + (- A) = 0  

)d (0 . A = 0  

)e إذا كان ( . A = 0،  فإن = 0  أوA = 0  

  ـ المصفوفات المتناظرة والمتناظرة المتخالفة: ٧ـ  ٢

Symmetric and skew symmetric matrices: 

  ):١تعريف (

 A(حيـث عناصــر  A = ATمتنـاظرة إذا كــان  A = [aij]nتكـون المصـفوفة المربعــة 

  أعداد حقيقية أو عقدية).

  .A = - ATمتناظرة متخالفة إذا كان  A = [aij]nويقُال إن 

هــذا التعريــف نلاحــظ أن المصــفوفة المتنــاظرة أو المتنــاظرة المتخالفــة هــي مصــفوفة مــن 

  مربعة.
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  مثال:

المصفوفة 





























12867

8221

6235

7150

A لأن  ؛هي مصفوفة متناظرةA = AT. 

وكذلك المصفوفة 






















169

642

921

B لأن  ؛متناظرةB = BT.  

في المصــفوفة المتنــاظرة  الــرئيسضــاً نلاحــظ أن عناصــر القطــر مــن التعريــف الســابق أي

  .A = - ATالمتخالفة تساوي صفراً لكي يتحقق الشرط 

  مثال:

المصفوفة 






















048

402

820

A لأن: ؛متناظرة متخالفة  























048

402

820

AT  ومنه






















048

402

820

AT  إذنA = - AT.  

  مثال:

المصفوفتان: 
























0i3i21

i30i4

i21i40

B ،
























i21i5i1

i54i4

i1i4i1

A  

  متناظرة متخالفة. Bبينما  ،متناظرة Aأي إن  ؛A = AT ،B = - BTتحققان 
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  Hermitian Matricesـ المصفوفات الهرميتية:  ٨ـ  ٢

  :الآتيةللتعرف على المصفوفات الهرميتية لا بد من معرفة كل من المفاهيم 

  Conjugate of a matrixـ مرافق مصفوفة:  ١ـ  ٨ـ  ٢

  تعريف:

والـتي  A = [aij]mnحيـث  Aهـو  A = [aij]mnإن مرافـق المصـفوفة العقديـة 

  .Aعناصرها الأعداد المرافقة لعناصر 

  مثال:

إذا كانت: 
























i412i21

i1011

i5i32

A  

فإن:      
























i412i21

i1011

i5i32

A  

  Conjugate transpose of a matrixـ مرافق منقول مصفوفة:  ٢ـ  ٨ـ  ٢

a[)A()A(A[على أنه:  A = [aij]يعرف مرافق منقول المصفوفة العقدية  ij
TT*   

  مثال:

إذا كانت 






















7i5

i41i63

i3i22

A  فإن













7i41i3

i5i63i22
A*   

  Hermitian Matrixـ المصفوفة الهرميتية:  ٣ـ  ٨ـ  ٢

  تعريف:

  .*A = Aهي مصفوفة هرميتية إذا وفقط إذا كان:  A = [aij]إن المصفوفة العقدية  :نقول
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  ينتج من هذا التعريف مباشرة أن المصفوفة الهرميتية هي مصفوفة مربعة بحيث:

aij = aij  )1  I , j  n(  

توجب أن فهـذا يسـ aii = aiiأي إن  i = jوكون هذه العلاقة الأخيرة محققـة عنـدما 

  ة.أعداداً حقيقي تكون عناصر القطر الرئيس

  مثال:

لتكن 
























2i54i43

i540i32

i43i321

A  

لنحسب 
























2i54i43

i540i32

i43i321

A*،  ومنه فإنA = A*.  

  هرميتية. Aأي إن 

 A = - A* = - (A)Tبحيث  Aأما المصفوفة الهرميتية المتخالفة فهي مصفوفة عقدية مربعة 

  في هذه المصفوفة هو أعداد تخيلية بحتة فمثلاً المصفوفة: ونستنتج أن القطر الرئيس

























0i65i54

i65i4i43

i54i43i3

A  

  هي مصفوفة هرميتية متخالفة.

  نتائج:

  ) المصفوفة الهرميتية الحقيقية هي مصفوفة متناظرة.١(

  ) المصفوفة الهرميتية المتخالفة الحقيقية هي مصفوفة متناظرة متخالفة.٢(
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  ـ تمارين محلولة: ٩ـ  ٢

  ):١تمرين (

  لتكن المصفوفتان:

























210

312

101

A   ,  























101

213

240

B  

  مصفوفة الواحدة من المرتبة الثالثة أوجد كلاً من: I3ولتكن 

(1)   A + B 

(2)   A – B 
(3)  2A – 3B 
(4)   A – 5I3 
(5)   ATBT 

(1) 























111

505

141

BA  

(2) 

























311

121

341

BA  

(3) 







































































723

055

8122

303

639

6120

420

624

202

B3A2  

(4) 



































































710

362

106

500

050

005

210

312

101

I5A 3  

(5) 





































































3216

116

118

122

014

130

.

231

110

021

B.A TT
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  ):٢تمرين(

  إذا كانت:




















201
2

1
12

A  

  .AT ,(AT)Tأوجد كلاً من 

  الحل:























2
2

1
01

12

AT   ,  



















201
2

1
12

)A( TT  

  ):٣تمرين (

  إن أمكن: B . Aو  A . Bأوجد كلاً من 

ـ عندما:  ١




















022

013

111

B  ،


















300

102

021

A  

ـ عندما:  ٢ 123B  ،


















0

0

1

A  

  ):٤تمرين (

أثبت أنه إذا كانت 











13

12
A  فإنA2 - A – 5I = 0  

  الحل:






























43

17

13

12
.

13

12
A.AA2  
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



























50

05

13

12

43

17
I5AA2  



























00

00

50

05

50

05

 

  ):٢تمارين (

  ـ لتكن المصفوفات: ١















412

112
A  , 












325

043
B  , 














1141

267
C  

  .A + B, A – B, 2C – 3B – Aاحسب كلاً من: 

  ـ احسب حاصل الضرب: ٢








































870

045

543

321

.

0450

3002

0300

0020

 

  ـ إذا كانت: ٣















cossin

sincos
A  , 














cossin

sincos
B  

  .B.Aو  A.Bاحسب كلاً من ) ١(

  .؟A.B = B.Aالتي تجعل  ) ما هي قيم ٢(

            ـ احسب: ٤





























































3

2

3

1

.

3215

1104

1013

.

210

024

012

013

 

  ـ إذا كان: ٥
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



































































z31

2y8

45x

531

764

321

860

574

132

 

  .x, y, zفأوجد قيم 

  ـ إذا كان: ٦





















724

651

302

A   ,  

























324

611

302

B  

  أن:فأثبت 

)١ (4I3 – AT = BT  

)٢ ((A . B)T = BT . AT.  

*    *    *  
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  الفصل الثالث

  Determinantsالمحددات 

  ـ مفهوم المحددات: ١ـ  ٣

يـــرتبط بكـــل مصـــفوفة مربعـــة عـــدد يعـــرّف بأنـــه محـــدد تلـــك المصـــفوفة، وهـــذا يحمـــل 

  أو يقال أيضاً شاذة أو لا. Singularمعلومات عن المصفوفة فيما إذا كانت فريدة 

  ملاحظة:

هـي المصـفوفة  Aijفـإن المصـفوفة الجزئيـة  ،m  nمصـفوفة مـن المرتبـة  Aإذا كانـت 

  .jوالعمود  iبحذف السطر  Aالناتجة عن 

  ):١مثال (

  من المصفوفة: A23أوجد المصفوفة الجزئية 






















1201

1003

1112

2011

A  

  الحل:



















101

103

211

A23  

  ):١تعريف (

  :كالآتي Aنعرف محدد المصفوفة  A = [aij]nnلتكن المصفوفة المربعة 

(1) det A = a11  ;  n = 1 

(2) det A = a11a22 – a12a21  ;  n = 2 

(3) det A = a11 det A11 – a12detA12 + … + (-1)1+na1n detA1n 
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            



n

1j
j1j1

j1 Adeta)1(  

ويرمز للمحدد أيضاً بـ: 

nn2n1n

232221

n11211

a...aa

......

......

a...aa

a...aa

Adet   

  ملاحظة:

  .n = 3سوف نوضح هذا التعريف من أجل 

  لتكن المصفوفة:



















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11 aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
aAdet   

  ).١وكل من هذه المحددات من المرتبة الثانية وهو معرف في (

  ):٢مثال (

  أوجد محدد المصفوفة:























212

023

312

A  

  الحل:








 



















12

23
det)3(

22

03
det1

21

02
det2Adet  

= 2 [(-2)(2) – 1(0)] – 1 [(-3)(2) – 2(0)] – 3 [(-3)(1) – (2)(-2)] 
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= 2(-4) – 1(-6) – 3(-3 + 4) = -8 + 6 – 3 = -5 

  ):٢تعريف (

والـتي  (n–1)مـن المرتبـة  Aijولـتكن المصـفوفة الجزئيـة  ،nمن المرتبة  Aلتكن المصفوفة المربعة 

  عندها: Aمن المصفوفة  jوالعمود  iبحذف السطر ـ كما أسلفنا سابقاً ـ  نحصل عليها 

  .Aللمصفوفة  i,j (minor)الصغير  det(Aij)ـ نسمي المحدد  ١

ونرمـز لـه بـالرمز    ،للمصـفوفة Cofactor ((i,j)المرافـق ( i+jdet (Aij)(1-)ـ نسمي المقدار  ٢

Dij = (-1)ijdet(Aij).  

  ):٣مثال (

لتكن المصفوفة:  

















 



0243

1901

2331

1122

A 

  لهذه المصفوفة. (2,3)والمرافق  (2,3)أوجد الصغير 

  الحل:

  وهو: det (A23)الصغير هو 

10

043

101

122

det)Adet( 23 















 

  

  وعليه فإن: det(A23) 3+2(1-)أما المرافق فهو 

D23 = (-1)2+3 det(A23) = (-1)5(-10) = 10 

  ملاحظة:

فنقــول مرافــق  ،aijفي بعــض المراجــع نجــد أن الصــغير والمرافــق يرتبطــان باســم العنصــر 

  وصغير هذا العنصر. aijالعنصر 
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  ـ نشأة المحددات: ٢ـ  ٣

 نعـدولتوضـيح ذلـك  ،لقد نشأت المحددات تاريخياً من دراسة جملة معـادلات خطيـة

  الجملة الخطية:

ax + by = e 

cx + dy = f 

الجملـة بـالطرق المعروفـة لـدينا نجـد أنـه عنـدما يكـون هنـاك حـل إذا حاولنا حل هـذه 

  فإن: ،وحيد لهذه الجملة

bcad

bfed
x




   ,  

bcad

ecaf
y




  

  فإذا عبرنا عن ذلك بواسطة المحددات نجد:





















dc

ba
det

df

be
det

x   ,  





















dc

ba
det

fc

ea
det

y  

  ملاحظة:

  يرمز عادة للمحدد بـ:

dc

ba

dc

ba
det 








 

  ملاحظة:

  :كالآتي) ٣) يمكن كتابة (١في تعريف المحدد (

det A = a11 [(-1)1+1 detA11] + a12[(-1)1+2detA12] + ….. + a1n [(-1)1+n detA1n] 

          = 



n

1j
j1

j1
ij ]Adet)1[(a  

  ويسمى هذا نشر أو فك المحدد حسب عناصر سطره الأول.
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  مبرهنة:

. لا تتغير قيمـة المحـدد إذا نشـرناه n  2حيث  nمن المرتبة  Aلتكن المصفوفة المربعة 

  حسب عناصر أي سطر أو حسب عناصر أي عمود.

  الإثبات:

  فيكون: iلننشر المحدد حسب السطر 

det A = ai1 [(-1)i+1 detAi1] + ai2[(-1)i+2detAi2] + …. + ain[(-1)i+n detAin] 

          = 



n

1j
ij

ji
ij Adet)1[(a  

  نجد: jوإذا نشرنا المحدد حسب عناصر العمود 

det A = aij [(-1)1+j det A1j] + a2j [(-1)2+j det A2j] + …. + anj[(-1)n+jdetAnj] 

          = 



n

1i
ij

ji
ij ]Adet)1[(a  

  وبذلك نجد القيمة نفسها.

  det (A) = det (AT): الآتيةومنه أيضاً نحصل على النتيجة 

  ـ قاعدة ساروس: ٣ـ  ٣

ـــة الثالثـــة فقـــط وتـــتلخص هـــذه  تســـتعمل هـــذه الطريقـــة في نشـــر المحـــددات مـــن المرتب

  :كالآتيالقاعدة  

  نكتب المحدد:

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

D   

المحـــدد، فتتكـــون ثلاثـــة أقطـــار  ثم نعيـــد كتابـــة العمـــودين الأول والثـــاني إلى يمـــين هـــذا

وقيمـة المحـدد تسـاوي مجمـوع حواصـل ضـرب عناصـر كـل قطــر  ،ة وثلاثـة أقطـار ثانويـةرئيسـ
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مــن الأقطــار الرئيســة مطروحــاً منهــا مجمــوع حواصــل ضــرب عناصــر كــل قطــر مــن الأقطــار 

  :كالآتيالثانوية ويتم ذلك عملياً  

1231

2221

1211

333231

232221

131211

aa

aa

aa

aaa

aaa

aaa

D   

D = (a11. a22 . a33 + a12 . a23 . a31 + a13 . a21 . a32) –  

     – (a31 . a22 . a13 + a32 . a23 . a11 + a33 . a21 . a12) 

  ):٤مثال (

  وفق قاعدة ساروس: الآتياحسب قيمة المحدد 

043

101

122

D



  

  الحل:

43

01

22

043

101

122

D



  

D = [(2.0.0) + (-2)(1)(3) + (1.1.4)] – [3.0.1 + 4.1.2 + 0.1.(-2)] 

D = (0 – 6 + 4) – (0 + 8 + 0) = -2 -8 = – 10 

  ـ خواص المحددات: ٤ـ  ٣

  ):١خاصة (

فـإن قيمـة المحـدد تضـرب  mبالعـدد  detAإذا ضربنا أي سطر (أو عمود) في المحـدد 

  .mأيضاً بالعدد 

  البرهان:
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ولنكتـب منشــور هـذا المحــدد حســب  mبالعــدد  iلنفـرض أننــا ضـربنا عناصــر السـطر 

  نجد: iعناصر سطره 

Adet.mAdet)1(a.mAdet)1(ma
n

1j
ij

ji
ij

n

1j
ij

ji
ij  







  

  ):١نتيجة (

فــيمكن إخراجــه خــارج  اً،مشــترك حــوى أحــد أســطر (أو أعمــدة) المحــدد عــاملاً إذا 

  المحدد.

  ):٢نتيجة (

يكـافئ ضــرب عناصــر أحــد أسـطره (أو أعمدتــه) فقــط بــذلك  kضـرب محــدد بعــدد 

  تضرب بذلك العدد.جميعها العدد، في حين رأينا في المصفوفات أن عناصر المصفوفة 

  ):٢خاصة (

مــن  j ((i, j = 1,2,…,n)(أو العمــود  iإذا كــان كــل عنصــر مــن عناصــر الســطر 

detA  هو مجموع لعنصرين أيaij = ij + ij،  فإنdetA يساوي مجموع محددين  

 detA1 + detA2  عناصر السطرi  أو العمود)j فيهما هـي (ij, ij وبقيـة  ،علـى الترتيـب

  .نفسها detAعناصرهما هي عناصر 

  البرهان:

  :iنكتب منشور هذا المحدد حسب عناصر سطره 








 
n

1j
ijijij

ji
n

1j
ij

ji
ij Adet)()1(Adet)1(aAdet  








 
n

1j
ij

ji
ij

n

1j
ij

ji
ij Adet)1(Adet)1(Adet  

detA = detA1 + detA2 
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  ):٣نتيجة (

لجمــع محــددين يختلفــان في ســطر (أو عمــود) فقــط نجمــع عناصــر ذلــك الســطر (أو 

  العمود) ونكتب بقية العناصر كما هي.

  ):٣خاصة (

  في محدد يغير إشارته.مبادلة سطرين (أو عمودين) 

  البرهان:

  n = 2من أجل 

12212211
2221

1211 aaaa
aa

aa
D   

  نبدل موضعي السطرين:

)aaaa(aaaa
aa

aa
D 1221221122111221

1211

2221   

  .n = 2صحيحة من أجل  والخاصة

 kصحيحة من أجـل كـل محـدد مـن المرتبـة الخاصة والآن سوف نبرهن أنه إذا كانت 

  .k = nفهي صحيحة من أجل  k  n – 1حيث 

الـذي بادلنـا فيـه موضـعي سـطرين  k > 2حيـث  k = nمـن المرتبـة  detAفي المحـدد 

ولنكتـب منشـور هـذا المحـدد  ،iوليكن السطر  ،يوجد فيه على الأقل سطر لم يتغير موضعه

  فيكون: iحسب عناصر السطر 




 
n

1j
ijij

n

1j
ij

ji
ij DaAdet)1(aAdet  
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بعــد تبــديل موضــعي  Dijفي المحــدد الجديــد هــو العامــل المرافــق  Dijوالعامــل المرافــق 

وبـالتعويض  Dij = - Dijفـإن  ،k = n – 1وبما أن الخاصة صـحيحة مـن أجـل  ،سطرين فيه

  نجد:

AdetDaAdet
n

1j
ijij  



 

  وهو المطلوب.

  ):٤خاصة (

 ،أو عمـود آخـرفي محـدد ممـاثلاً لسـطر آخـر أو أحد الأعمدة إذا كان أحد الأسطر 

  فإن قيمة المحدد تساوي صفر.

  البرهان:

  فيكون: ،متماثلان i, jلنفرض أن السطرين 

detA = - detA  2detA = 0  detA = 0 

  ):٤نتيجة (

 ،إذا كانت عناصر أحد الأسطر (الأعمدة) مضاعفات لعناصر سطر (عمود) آخر

  فإن قيمة المحدد تساوي الصفر.

لأ�ـا تفيـد في تبسـيط حسـاب قيمـة  ؛مـن أهـم خـواص المحـددات الآتيـةالخاصـة  تعد

  لأن العملية المطبقة لا تغير من قيمته. ؛المحدد

  ):٥خاصة (

  وأضفنا الناتج إلى سطر آخر. ،لا تتغير قيمة المحدد إذا ضربنا أحد أسطره بعدد ما

  البرهان:

  ليكن المحدد:
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nn2n1n

jn2j1j

in2i1i

n11211

a......aa

......

a......aa

......

a......aa

......

a......aa

D







  

فنحصــل علــى  ،iونضــيف النــاتج إلى الســطر  ،(  0)بالعــدد  jنضــرب الســطر 

  :D1محدد جديد 

nn2n1n

jn2j1j

jnin2j2i1j1i

n11211

1

a......aa

......

a......aa

......

aa......aaaa

......

a......aa

D









  

  نجد: D1) على المحدد الأخير ٢) و (١بتطبيق الخاصتين (

nn2n1n

jn2j1j

jn2i1j

n11211

nn2n1n

jn2j1j

in2i1i

n11211

1

a......aa

......

a......aa

......

a......aa

......

a......aa

a......aa

......

a......aa

......

a......aa

......

a......aa

D













  

D1 = D1 + D1 

  D1 = D = D1لتساوي سطرين فيه إذن:  D1 = 0و  D1 = Dولكن 
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  ):٦خاصة (

  تساوي حاصل ضرب عناصر القطر الرئيس.قيمة المحدد المثلثي 

  البرهان:

  ليكن المحدد المثلثي:

333231

2221

11

aaa

0aa

00a

D   

  نفك هذا المحدد وفق عناصر سطره الأول:

3231

2221

3331

21

3332

22
11 aa

aa
0

aa

0a
0

aa

0a
aD   

D = a11(a22a33 – 0) – 0 (a21a33 – 0) + 0 (a21a32 – a31a22)  

D = a11a22a33 

  ملاحظات:

بينمـــا إذا كانـــت  ،الســابقة للمحـــدد بالصـــورة المثلثيــة الســـفلىـ تســـمى الصـــورة المثلثيـــة  ١

  فإن للمحدد صورة مثلثية عليا. ا؛ًالواقعة تحت القطر الرئيس أصفار جميعها العناصر 

  لأن نشر المحدد حسب سطر أو عمود لا يغير قيمة المحدد. ؛detA = detATـ  ٢

فــإن المحــدد  اً،اوي صــفر (عمــود مــا) في محــدد تســجميعهــا ـ إذا كانــت عناصــر ســطر مــا  ٣

  .اً يساوي صفر 

   صحة بعض الخواص من أجل محددات المرتبة الثالثة:أتيسوف نبين فيما ي

  تمرين:

 ؛لا تتغير قيمة المحدد إذا بدلنا الأسـطر بالأعمـدة والأعمـدة بالأسـطر بترتيبهـا نفسـه

  .detA = det ATأي إن 
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  البرهان:

  ليكن المحدد:

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

D   

  المحدد الجديد: Dولنفرض  ،الأسطر بالأعمدة والأعمدة بالأسطر نبدل

332313

322212

312111

aaa

aaa

aaa

D   

  :D = Dولنبرهن أن 

D = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 – a31a22a13 – a32a23a11 – a33a21a12    (1) 

D = a11a22a33 + a13a21a32 + a12a23a31 – a31a22a13 – a32a23a11 – a33a21a12  (2) 

  .D = Dنجد أن  (2)و  (1)من 

  تطبيق:

  تبديل موضعي سطرين في محدد يغير إشارته:

  الحل:

  ليكن المحدد:

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

D   

  نعلم أن:

D = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 – (a31a22a13 + a32a23a11 + a33a21a12) 

  المحدد الناتج: Dوليكن  ،نبدل موضعي السطرين الأول والثاني
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333231

131211

232221

aaa

aaa

aaa

D   

D = - (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32) + (a33a21a12 + a31a22a13 + a32a23a11) 

  .D = - Dنجد أن:  ومن ثمَّ 

  تطبيق:

فــإن قيمــة المحــدد  ،إذا تســاوت العناصــر المتنــاظرة في ســطرين أو عمــودين مــن محــدد

  تساوي الصفر.

  البرهان:

 ،الذي فيـه عناصـر السـطر الثـاني تسـاوي نظيرا�ـا في السـطر الثالـث Dليكن المحدد 

  ولنبرهن أن قيمة المحدد تساوي الصفر:

232221

232221

131211

aaa

aaa

aaa

D   

D = a11(a22a23 – a22a23) – a12(a21a23 – a21a23) + a13(a21a22 – a22a21) = 0 

  تطبيق:

لا تتغــير قيمــة المحــدد إذا أضــفنا إلى عناصــر أحــد الأســطر عناصــر ســطر آخــر بعــد 

  .kضر�ا بعدد 

  البرهان:

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

D   

  فنحصل على المحدد: ؛ونضيف الناتج للسطر الأول ،kنضرب السطر الثاني بـ 
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333231

232221

231322122111

aaa

aaa

kaakaakaa

D



  

  ) نجد:٥وحسب الخاصة (

333231

232221

232221

333231

232221

232221

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

kD

aaa

aaa

kakaka

aaa

aaa

aaa

D   

  المحدد الأخير يساوي الصفر لتساوي سطرين فيه، إذن:ولكن 

D = D + k(0) = D + 0 = D 

  همة:مـ ملاحظات  ٥ـ  ٣

  عندئذ يكون:نفسها، من المرتبة  A, Bـ لتكن المصفوفتان المربعتان  ١

det(A.B) = (detA)(detB) 

  det(A.B)T = (detA)(detBT) = (detA)(detB)ـ  ٢

  مصفوفة قطرية: Dـ إذا كانت  ٣





















nn

22

11

d...00

...

0...d0

0...0d

D


 

  detD = d11.d22 ….. dnnفإن: 

  detI = 1فإن:  ،مصفوفة الواحدة Iإذا كانت 

  عندئذ: ،عدد ما وليكن  ،nمصفوفة مربعة من المرتبة  Aـ لتكن  ٤

det(A) = ndetA 
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  ـ تمارين محلولة: ٦ـ  ٣

  السابقة. سوف نقوم بحل بعض التمارين التي تؤكد صحة الخواص

  ):١تمرين (

  لتكن المصفوفة:























3148

704

531

A  

  .detA ،detATاحسب كلاً من 

  الحل:

148

04
.5

38

74
).3(

314

70
.1

3148

704

531

Adet 











  

detA = 1 (0 – 98) + 3 (-12-56) + 5 (56 – 0) 

detA = - 98 – 204 + 280 = - 22 

75

03
.8

35

143
.4

37

140
.1

375

1403

841

Adet T 












  

detAT = 1 (0 – 98) – 4 (9 – 70) + 8 (–21 – 0) 

detAT = – 98 + 244 – 168 = – 22 

  ):٢تمرين (

  أوجد قيمة كل من المحددين:

505

124

301

D



  , 

550

142

310

D



  

  الحل:
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05

24
.3

55

14
.0

50

12
.1D












  

D = –10 – 0 + 3 (0 – 10) = –10 – 30 = – 40 

50

42
.3

50

12
1

55

14
.0D












  

D = 0 – 1 (–10 – 0) + 3 (10 – 0) = + 10 + 30 = +40 

ينـتج  D( D = - D) نجـد أن ٢ـ  ٤) مـن (٣وهـذه النتيجـة تؤكـد صـحة الخاصـة (

  بتبديل موضعي العمودين الأول والثاني). Dعن 

  ):٣تمرين (

  أوجد قيمة المحدد:

312

534

312

D   

  الحل:

12

34
.3

32

54
1

31

53
.2D





  

D = – 28 – 2 + 30 = 0 

  )).٤فإن قيمته تساوي الصفر (الخاصة ( ،إذاً عندما يتساوى سطران في محدد

  ):٤تمرين (

  أثبت أن:

623

152

241

42

12221

61542

447









 

  الحل:
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  )):١) خاصة (١بين عناصر العمود الأول (نتيجة ( اً مشترك عاملاً  7نخرج 

1223

6156

441

7

12221

61542

447

D 







  

  بين عناصر العمود الثالث: اً مشترك عاملاً  2نخرج 

623

3156

241

)2(7D 



  

  بين عناصر السطر الثاني: اً مشترك عاملاً  3-ثم نخرج 

623

152

241

42

623

152

241

)3)(2(7D 







  

  ):٥تمرين (

  دون فك المحدد أثبت أن:

1

23313

53730

70939

D   

  الحل:

  )):٥ونضيف الناتج إلى السطر الأول (الخاصة ( ،3-نضرب السطر الثالث بـ 

23313

53730

100

D   

  نفك المحدد وفق عناصر السطر الأول:

19190
313

730
.1D   
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  ):٦تمرين (

  دون فك المحدد أثبت أن:

0

bac1

acb1

cba1

D 







  

  الحل:

  )):٥نضيف العمود الثاني إلى العمود الثالث (الخاصة (

cbac1

cbab1

cbaa1

D







  

  )):١) خاصة (١بين عناصر العمود الثالث (نتيجة ( اً مشترك عاملاً  a + b + cنخرج 

1c1

1b1

1a1

)cba(D   

  )):٤العمودان الأول والثالث متساويان فالمحدد يساوي الصفر (الخاصة (

D = (a + b + c)(0) = 0 

  :)٧( تمرين

  أوجد قيمة المحدد:

5611

042

003

D



  

  الحل:

  ضرب عناصر القطر الرئيس: هذا المحدد مثلثي، إذاً قيمته تساوي حاصل

D = (3)(-4)(-5) = 60 
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  ):٨تمرين (

  احسب قيمة المحدد التالي بعد تحويله إلى الشكل المثلثي:

125

861

341

D







  

  الحل:

  نضيف السطر الأول إلى السطر الثاني:

125

5100

341

D





  

  ونضيف الناتج إلى السطر الثالث: ،5 -نضرب السطر الأول بـ 

16220

5100

341

D





  

  من السطر الثاني: 5نخرج 

16220

120

341

.5D





  

  ونضيف الناتج إلى السطر الثالث: ،11نضرب السطر الثاني بـ 

2700

120

341

.5D



  

  :من ثمَّ والآن أصبح للمحدد الشكل المثلثي، و 

D = 5 . ((1).(2).(27)) = 5 (54) = 270 
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  ):٩تمرين (

  برهن أن:

0

16151413

1211109

8765

4321

D   

ونضـيف النـاتج إلى السـطرين الثـاني  ،1 -نضرب كلاً من السطرين الأول والثالث بــ 

  والرابع على الترتيب:

0

4444

1211109

4444

4321

D   

  لتساوي سطرين فيه.

  ):١٠تمرين (

  أثبت دون فك المحدد أن:

)ac)(cb(ba(

cc1

bb1

aa1

D
2

2

2

  

  الحل:

  ونضيف الناتج إلى كل من السطرين الثاني والثالث: 1-نضرب السطر الأول بـ 

)ac)(ac(ac0

)ab)(ab(ab0

aa1

acac0

abab0

aa1

D

2

22

22

2







  
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 اً مشـترك عـاملاً  (c – a)من السطر الثـاني، كمـا نأخـذ  اً مشترك عاملاً  (b – a)نأخذ 

  من السطر الثالث:

)ac(10

)ab(10

aa1

)ac)(ab(D

2



  

  ونضيف الناتج إلى السطر الثالث: ،1-نضرب السطر الثاني بـ 

)bc(00

)ab(10

aa1

)ac)(ab(D

2



  

  والمحدد الأخير مثلثي، إذن:

D = (b – a)(c – a) [(1)(1)(c – b)] = (b – a)(c – a)(c – b) 

D = (a – b)(b – c)(c – a) 

  وهو المطلوب.

  ):١١تمرين (

  det(A) = n.detAأن:  أتيتحقق فيما ي

)a (  = 3 ، 











42

53
A  

)b ( = - 2 ،














 



541

123

312

A  

  الحل:

)a (21012
42

53
Adet 


.  

1890108)A3det(
126

159
A3A 










  
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  2detA = (2-)2(3) = 18-ولكن: 

)b (يترك للطالب.نفسها الطريقة ب  

  ):٣تمارين (

  :الآتيةـ احسب قيمة كل من المحددات  ١

(a) 

432

319

521

     (b) 

522

123

312

  

(c)  

650

074

902

     (d)

2915

1523

0082

0051

  

(e) 

1282

5315

6195

0002

 

  ـ برهن أن: ٢

6
22

23

)1x(

1331

12x1x2x

11x2x2xx

13x3x





 

  .detA = 1برهن أن:  A2 = Inمصفوفة مربعة بحيث  Aـ إذا كانت  ٣

  .detA =  1برهن أيضاً أن  AT . A = A . AT = Inوإذا كان:    
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  ـ برهن أن: ٤

0

252015105

24191494

23181383

22171272

21161161

  

  مستخدماً خواص المحددات احسب قيمة كلاً من المحددين: ـ ٥

211

341

761



  ,  

0302

1401

3210

2134 

 

  :في كل مما يأتي xـ عين قيمة  ٦

(a) 0
x11

1x1





 

(b)  0
2x3

xx



 

(c) 0

2x11

23x2

011x









 

  ـ أثبت دون فك المحدد أن: ٧

(a) 0

342

5102

733

312

552

743









  

(b)

 

0

254

458

335

234

4118

375








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(c) 

yxz

xzy

zyx

2

yx2xz

xz2zy

zy2yx









 

  ـ حل المعادلة: ٨

0

64x327x28x

16x39x24x

4x33x22x









 

  حيث: det(A.B) = det(B.A)ـ تحقق أن:  ٩

)a (


































 



253

126

104

B  ,  

040

503

102

A  

)b (










































1-30

311

4-1-2

B  ,  

222

101

281

A  

  .det(A2) = (detA)2، وأن det(A.B) = det(A) . det(B)وتحقق أيضاً أن 

*    *    *  
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  الفصل الرابع

  حلول الجمل الخطية

Solutions of Linear Systems 

  ـ الشكل المصفوفي لجملة معادلات خطية: ١ـ  ٤

مــــن ا�اهيــــل  nمــــن المعــــادلات و  mلــــتكن جملــــة المعــــادلات الخطيــــة مكونــــة مــــن 

  أي: x1, x2, …, xn(متغيرات) 

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn = b1 

a21x1 + a22x2 + … + a2nxn = b2 

………………………………. 

Am1x1 + am2x2 + … + amnxn = bm 

ثوابــــــت  biوتــــــدعى  ،معــــــاملات ا�اهيــــــل (أمثــــــال ا�اهيــــــل) aijتســــــمى الأعــــــداد 

  المعادلات.

، فمـثلاً في aijهـو  jأن معامل المتحول الـذي ترتيبـه  iنلاحظ في المعادلة التي ترتيبها 

  .a21المعادلة الثانية معامل ا�هول الأول هو 

مــن خــلال تعريــف تســاوي مصــفوفتين يمكــن كتابــة جملــة المعــادلات الخطيــة الســابقة 

  :الآتيعلى الشكل 
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فإن الطـرف الأيسـر يمكـن تحويلـه إلى ضـرب  ،ومن خلال تعريف ضرب المصفوفات

  :الآتية الأخيرة على الشكل وتصبح العلاق ،مصفوفتين
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 ،Bبـ  n1[bi]وللمصفوفة  ،Xبـ  n1[xi]وللمصفوفة  ،Aبـ  mn[aij]نرمز للمصفوفة 

والمســـمى بالشـــكل المصـــفوفي للجملـــة الآتي عندئـــذ نكتـــب العلاقـــة الســـابقة علـــى الشـــكل 

  الخطية:

AX = B 

فتســـــمى  Bأمــــا  ،مصــــفوفة ا�اهيــــل Xوتســـــمى  ،مصــــفوفة معــــاملات Aتســــمى 

  مصفوفة الثوابت أو عمود الثوابت.

  ):١مثال (

  بالشكل المصفوفي: الآتيةاكتب كلاً من جمل المعادلات 

١(     











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٢ (    
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  الحل:

١                                     (A . X = B  























































0

1

3

z

y

x

110

132

201

 

٢                                     (A . X = B  
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  ـ العمليات (التحويلات) الأولية على أسطر مصفوفة: ٢ـ  ٤

ورأينـا أن العمليـات  ،في مقدمة الفصل الأول ناقشـنا حـل مجموعـة معـادلات خطيـة

التاليــة علـــى مجموعـــة معـــادلات خطيـــة تقــود إلى جملـــة معـــادلات جديـــدة مكافئـــة للجملـــة 

، وهــــذه نفســـه فــــإن حـــل الجملــــة الجديـــدة هـــو حــــل الجملـــة الأساســــية مـــن ثمَّ الأساســـية و 

  هي: ،العمليات

  ـ المبادلات بين موضعي معادلتين. ١

  ـ ضرب معادلة بعدد لا يساوي الصفر. ٢

  وإضافة الناتج إلى معادلة أخرى. ،رب إحدى المعادلات بعدد لا يساوي الصفرـ ض ٣

  والآن يمكن أن نستخدم المصفوفات لبيان خطوات حل جملة معادلات خطية:

  ):٢مثال (

  لتكن جملة المعادلات الخطية:

2x – 3y + z = 1 

x + 2z = 0 

-y –z = - 5 

  نسمي المصفوفة:
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المصــفوفة الموســعة لجملــة المعــادلات المــذكورة. حيــث يقــع إلى يســار الخــط الشــاقولي 

ويمثــل العمــود إلى يمــين الخــط الشــاقولي عمــود الحــدود الثابتــة في كــل  ،مصــفوفة المعــاملات

  معادلة.

  ):٣مثال (

  لتكن جملة المعادلات الخطية:

x1 – 3x2 – 1 = x4 – 4x3 

–x1 + 2x3 = 0 

  الموسعة لهذه الجملة. اكتب المصفوفة

  الحل:

  وذلك بترتيب ا�اهيل: ،نكتب الجملة في شكلها النظامي

x1 – 3x2 + 4x3 – x4 = 1 

–x1 + 2x3 = 0 

  فتكون المصفوفة الموسعة:
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0

1

0201

1431
 

فإننــا نعـــرف  ،بطريقــة مشــا�ة للعمليــات الــتي أجريــت علـــى جملــة معــادلات خطيــة

  العمليات الأولية على أسطر مصفوفة بأ�ا:

  .Ri,jونرمز لذلك بـ  ،في المصفوفة jو  iـ المبادلات بين موضعي السطرين  ١

  .Ri()ويرمز لذلك بـ  ،  0بالعدد  iـ ضرب عناصر السطر  ٢

 ،iوإضــافة النــاتج إلى عناصــر الســطر  ، (  0)بالعــدد  jـ ضــرب عناصــر الســطر  ٣

  .Ri,j()ويرمز لذلك بـ 

  :الآتيومنه التعريف  ،هذه العمليات تقود إلى مصفوفة مكافئة للمصفوفة المفروضة
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  ):١تعريف (

ن إذا نتجت إحـداهما عـن الأخـرى بسلسـلة مـن انقول عن مصفوفتين إ�ما متكافئت

  التحويلات الأولية على الأسطر.

  ):٤مثال (

  لتكن المصفوفة:
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A  

كما نضيف للسطر الثاني حاصل ضرب   ،(R3(3)) 3نضرب السطر الثالث بالعدد 

فنحصــــل علــــى مصــــفوفة جديــــدة نســــميها مكافئــــة  ،(R21(-2)) 2 -الســــطر الأول بـــــ 

  ):ويرمز للتكافؤ بـ ( ،Aللمصفوفة 
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  ):٥مثال (

  لتكن جملة المعادلات الخطية ومصفوفتها الموسعة:
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جملة المعادلات الخطيـة ومـا يقابلهـا علـى المصـفوفة سوف نجري عمليات أولية على 

  الموسعة.

  ونضيف الناتج إلى المعادلة الثالثة. 3 -ـ نضرب المعادلة الأولى بـ  ١

  فنجد: ،1/2ـ نضرب المعادلة الثانية بـ  ٢
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  ):٦مثال (

عمليـــات أوليـــة علـــى أســـطر المصـــفوفة الموســـعة أوجـــد الحـــل المشـــترك لجملـــة بتطبيـــق 

  المعادلات الخطية:

– y + z = 3 

x – y – z = 0 

– x – z = – 3 

  الحل:

  المصفوفة الموسعة:
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  :R1,2نبادل موضعي السطرين الأول والثاني 
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  :1 -نضيف السطر الأول للثالث، ونضرب السطر الثاني بـ 
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نضــــيف الســــطر الثــــاني إلى الســــطرين الثالــــث والأول ثم نضــــرب الســــطر الثالــــث في 

المصفوفة الجديدة بـ 
3

1
:  
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ونضـيف النـاتج إلى السـطرين الأول والثـاني علـى  ،1ثم بـ  2نضرب السطر الثالث بـ 

  الترتيب:
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  إذا عدنا وكتبنا جملة المعادلات التي تقابل المصفوفة الأخيرة نجد:

x = 1 

y = - 1 

z = 2 

  وهذه الجملة تكافئ الجملة الأساسية إذن فالحل هو:

x = 1 

y = - 1 

z = 2 

  :الآتيةهنا تبرز الحقيقة 

ـــة المعـــادلات الموافقـــة تكـــون  ،كانـــت المصـــفوفتان الموســـعتان متكـــافئتين  إذا فـــإن جمل

  متكافئة أيضاً ولها الحل نفسه.

  ـ اختزال المصفوفة إلى الشكل المدرج: ٣ـ  ٤

  لتكن المصفوفة غير الصفرية:
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لـذلك نبـادل السـطر  aij  0علـى الأقـل عنصـر  فيوجـد a11 = 0إذا كـان العنصـر 

 aijونضرب عناصر السطر الأول الجديد بمقلوب  jوالعمود الأول بالعمود  iالأول بالسطر 

1أي بـ 
ijaفنحصل بذلك على مصفوفة جديدة  ؛B = [bij]  فيهاb11 = 1.  

  :الآتيةالتحويلات  Bنطبق على المصفوفة 

R21(-b21) , R31(-b31) ,….., Rm1(-bm1) 

  من الشكل: C = [cij]فنحصل على المصفوفة الجديدة 
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  :C11نأخذ المصفوفة الجزئية 
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ونستمر بالعمل  ،Aالتي طبقناها على نفسها نطبق على هذه المصفوفة التحويلات 

  من الشكل: D = [dij]هكذا حتى نحصل على مصفوفة 
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  .Aبالشكل المدرج للمصفوفة  Dتسمى المصفوفة 
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  ):٧مثال (

  المصفوفات التالية من الشكل المدرج:
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  ـ توظيف الشكل المدرج في حل جملة معادلات خطية: ٤ـ  ٤

مـن تحويــل مصـفوفة إلى الشــكل المـدرج هــو حـل جملــة معــادلات  إن الهـدف الــرئيس

  .Gauss – Jordan eliminationوهو ما يسمى طريقة غاوص ـ جوردان  ،خطية

والعمليــات الــتي نجريهــا لتحويــل مصــفوفة إلى الشــكل المــدرج تنقلنــا إلى مصــفوفات 

وســوف  ،الأساســيةالمصــفوفة  ()وهــذا يعــني أن الشــكل المــدرج لمصــفوفة يكــافئ  ،مكافئــة

  :الآتيةنبين ذلك من خلال الأمثلة 

  ):٨مثال (

  :الآتيةباستخدام طريقة غاوص ـ جوردان أوجد الحل المشترك لجملة المعادلات الخطية 

x3 + 2x4 = 3 

2x1 + 4x2 – 2x3 = 4 

2x1 + 4x2 – x3 + 2x4 = 7 

  الحل:

  المدرج:نكتب المصفوفة الموسعة لهذه الجملة ثم نحولها إلى الشكل 
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  :الآتيةوبالعودة إلى جملة المعادلات نجد أ�ا تكافئ الجملة 

x1 + 2x2 – x3 = 2 

x3 + 2x4 = 3 

  وعليه فإن:

x3 = 3 – 2x4  ,  x1 = 5 – 2x2 – 2x4 

فـإذا كـان  x4, x2 نعـدهماحيـث يوجـد في هـذا الحـل وسـيطان (متحـولان اختياريـان) 

x4 = t, x2 = s،  الآتيفإن مجموعة الحل تأخذ الشكل:  

{(5 – 2s – 2t, s , 3 – 2t, t) ; s, t  R} 

  ):٩مثال (

  أوجد الحل المشترك لجملة المعادلات:

x1 + 2x2 = 1 

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 0 

– x1 – x2 + x3 + x4 = – 2 

x2 + x3 + x4 = – 1 

– x2 + 2x3 = 0 

  الحل:
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  وبالعودة إلى المعادلات:
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  فيكون الحل: x4 = tولذلك نفرض  ،x4أي إن الحل هنا بدلالة وسيط واحد هو 
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  ):١٠مثال (

  :أوجد الحل المشترك لجملة المعادلات

x1 + x3 = 1 

x2 – x3 = - 1 

2x1 + x2 + x3 = 2 

  الحل:
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  نلاحظ من هذه المصفوفة أن المعادلة الثالثة تكافئ المعادلة:

0 . x1 + 0x2 + 0.x3 = 1 

أي إن  ؛وعليه فإنـه لا يوجـد حـل مشـترك لجملـة المعـادلات الخطيـة ،وهذا مستحيل

  الجملة مستحيلة الحل.

  :inverse of a matrixـ مقلوب (معكوس) مصفوفة مربعة  ٥ـ  ٤

  ):٢تعريف (

   A.B = B.A = Iبحيـث  Bولنفـرض أنـه توجـد مصـفوفة  ،مصـفوفة مربعـة Aلـتكن 

)I عنـــدها نقـــول (إن  :مصـــفوفة الواحـــدةA ) قابلـــة للقلـــبinvertible أو ليســـت فريـــدة (

)nonsingular ن إ) وB  هي مقلوب (معكوس ضربي) لـA ونرمز للمقلوب بـ .A-1.  

  ):١١مثال (

  إذا علمت: Aهي مقلوب  Bبرهن أن 
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  الحل:
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  معكوس للأخرى. Bو  Aمن  فإن كلاً  من ثمَّ و  AB = BA = Iإذن: 

  مبرهنة:

  فإن المقلوب وحيد. ،مصفوفة مربعة قابلة للقلب Aإذا كانت 

  البرهان:

 A.C = C.A = Iو  A.B = B.A = Iأي  Aمقلـوب لــ  Bو  Cلنفـرض أن كـلاً مـن 

  .B = Cولنبرهن أن 

  وهو المطلوب. B = B . I = B (A . C) = (B.A) . C = I . C = Cنعلم أن: 

  ):١٢مثال (

  أوجد مقلوب المصفوفة:
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  الحل:

  أي: A . X = Iمن المرتبة الثالثة بحيث يكون  Xنبحث عن مصفوفة مربعة 
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  إذن:
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المقابـل لـه في مصـفوفة وقارناه مع العمود  ،أخذنا كل عمود من الطرف الأيسرفإذا 

 .فإننـا نحصـل في كـل مـرة علـى ثـلاث معـادلات بـثلاث مجاهيـل ،الواحدة في الطرف الأيمن

  والمصفوفات الموسعة المقابلة لها هي على الترتيب:
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  وبتحويل كل منها إلى الشكل المدرج:
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هــي المصــفوفة الــتي أعمــد�ا علــى الترتيــب مــن  X = A-1وبــذلك تكــون المصــفوفة 

  أي إن: (2 ,1- ,1-) ,(1 ,0 ,1-) ,(2- ,1 ,2)اليسار إلى اليمين: 
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إلى  Aوتحويل  [A : I]هو تكوين المصفوفة  :A-1والطريقة العملية للحصول على 

. وهكـــذا بــــالعودة إلى A-1هــــي  Iفتكــــون المصـــفوفة الــــتي تحتـــل مكـــان  ،مصـــفوفة الواحـــدة

  ) نجد:١٢في المثال السابق ( Aالمصفوفة 
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  أي إن: Iهي التي احتلت مكان  A-1فإن  ،Aأصبحت مكان  Iبما أن 
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  تطبيق:

  إذا كانت: A-1أوجد 
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  ):١٣مثال (

  إن وجد حيث: Aأوجد مقلوب 
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  الحل:
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فريـــدة، أي لـــيس لهـــا  Aإذن  Aلا يمكـــن الحصـــول علـــى مصـــفوفة الواحـــدة مكـــان 

  معكوس ضربي (مقلوب).

  ـ حل جملة خطية بواسطة مقلوب مصفوفة: ٦ـ  ٤

مربعـة  Aفإذا كانـت  ،AX = Bنفرض أن الجملة الخطية في شكلها المصفوفي هي: 

  ا:فيكون لدين ،وليست فريدة ،nمن المرتبة 

AX = B  A-1 . A . X = A-1 . B  I . X = A-1 . B  X = A-1 . B 

  ):١٤مثال (

  أوجد الحل المشترك لجملة المعادلات الخطية:

x1 + x3 = 2 

x1 – x2 = -1 

2x2 + x3 = 1 

  الحل:

A.X = B 
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  بالطريقة التي شرحناها في الفقرة السابقة: A-1نحسب 
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  وعليه فإن:
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 x1 = - 3 , x2 = - 2 , x3 = 5 

  ملاحظة:

مصـــفوفة  Aتســتعمل الطريقـــة الســـابقة (طريقـــة مقلـــوب مصـــفوفة) فقـــط إذا كانـــت 

  مربعة أي عدد المعادلات يساوي عدد ا�اهيل.

  مناقشة حلول جملة خطية:ـ  ٧ـ  ٤

مصــفوفة مــن المرتبــة  Aحيــث  AX = Bتكتـب الجملــة الخطيــة بالشــكل المصــفوفي 

mn  وX  مصفوفة عمود من المرتبةn1  وB  مصفوفة عمود من المرتبةm1.  

  مبرهنة:

حل وحيد أو عدد لا �ائي من الحلول أو لا  AX = Bلكل جملة معادلات خطية 

  (مستحيلة).لها أي حل يكون 

تقبـل هــذه النظريــة دون برهــان، فالبرهــان لــيس مــن صــلب هــذا المــنهج. مــع الإشــارة 

  إلى أن الحالات الثلاث وردت في الأمثلة السابقة.

  ):٣تعريف (

(مصــفوفة عمــود  B = 0متجانســة إذا كــان  AX = Bتســمى الجملــة الخطيــة 

  صفرية).

  ملاحظة:

أو عدد لا �ائي من الحلول، أي  )trivialلكل جملة خطية متجانسة حل صفري (

  إن الجملة المتجانسة تملك حلاً واحداً على الأقل وهو الحل الصفري.
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  ):٤تعريف (

لمصـفوفة هـي العـدد الطبيعـي الــذي  r: الرتبــة الآتينعـرف رتبـة المصـفوفة علـى النحـو 

  :الآتيينيحقق الشرطين 

  لهذه المصفوفة لا يساوي الصفر. r) واحد من المرتبة minorـ يوجد على الأقل صغير ( ١

  يساوي الصفر. r + 1ـ كل صغير من المرتبة  ٢

  ملاحظة:

فــإن الصــغير مــن المرتبــة  ،rحســب تعريــف رتبــة مصــفوفة، إذا كانــت رتبــة المصــفوفة 

r+1  فإن كل صغير من مرتبة أعلى من ذلك يسـاوي الصـفر أيضـاً،  من ثمَّ يساوي الصفر و

  يساوي الصفر. rمن مرتبة أكبر من  إن كل صغير :لذلك يمكن القول

  نتيجة:

) هـو عـدد rank of a matrixإن رتبـة مصـفوفة ( :من التعريف السابق يمكن القـول

  الأسطر التي ليست جميع عناصرها أصفاراً بعد تحويل المصفوفة إلى الشكل المدرج.

  .rأو اختصاراً بـ  r(A)أو  rank (A)ونرمز لذلك بـ 

  ):١٥مثال (

  المصفوفة:أوجد رتبة 

























5031

2110

1211

A  

  الحل:

  نحول المصفوفة إلى الشكل المدرج:
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














































4220

2110

1211

~

5031

2110

1211

A
)1(R 1,3

 

2)A(r

0000

2110

1211

~
)2(R 2,3























 

  وهو عدد الأسطر التي ليست جميع عناصرها أصفاراً.

  مبرهنة:

رتبـة  pولـيكن  ،m  nمصفوفة من المرتبـة  Aحيث  AX = Bلتكن الجملة الخطية 

A (r(A) = p) وq  رتبة المصفوفة الموسعة[A:B] :ٍعندئذ  

  .p < qـ ليس للجملة حلول إذا كان  ١

  .p = q = nـ للجملة حل وحيد إذا كان  ٢

  .p = q < nـ للجملة عدد لا �ائي من الحلول إذا كان  ٣

  البرهان:

مـن الشـكل  [A:B]فسـوف يوجـد سـطر في الشـكل المـدرج للمصـفوفة  p < qـ إذا كان  ١

 10...00   وعليـــه فـــإن الجملـــة  .وهـــي مســـتحيلة 1 = 0وهـــذا يقابـــل المعادلـــة

  مستحيلة الحل أو نقول ليس لها حلول.

وبعــد حـذف الأســطر الـتي جميـع عناصــرها أصـفار في الشــكل  p = q = nـ إذا كـان  ٢

  سوف نحصل على الجملة الخطية المكافئة: ،المدرج

x1    = d1 

 x2   = d2 

  …  = … 

   … = … 

   xn  = dn 
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  .(d1, d2, …, dn)وهذا يدل على أن الجملة تملك حلاً وحيداً هو 

فإنه وبعد حذف الأسطر الصفرية في الشكل المدرج نحصل علـى  ،p = q < nـ إذا كان  ٣

  :(p = q = r) الآتيةمجموعة المعادلات 

nnrn1r1r,rr

2nn21r1r,22

1nn11r1r,11

dxc......xcx

......

......

dxc......xcx

dxc......xcx



















  

  الحلول.وبذلك يكون للجملة عدد لا �ائي من 

  نتيجة:

  عندئذ: mnمصفوفة من المرتبة  Aحيث  AX = 0لتكن الجملة المتجانسة 

  .r(A) = nـ للجملة حل وحيد (الحل الصفري) إذا كان  ١

  .r(A) < nـ للجملة عدد لا �ائي من الحلول إذا كان  ٢

  نتيجة:

 اً فـإن للجملـة عـدد ،إذا كان عدد ا�اهيل في جملة خطية أكثر مـن عـدد المعـادلات

  من الحلول. اً لا �ائي

  مبرهنة:

  متكافئة: الآتيةفإن العبارات  ،n  nمصفوفة مربعة من المرتبة  Aإذا كانت 

  أو لها معكوس. (invertible)قابلة للقلب  Aـ  ١

  .Bحل وحيد أياً كانت  AX = Bـ للجملة  ٢

  تقبل الحل الصفري كحل وحيد. AX = 0ـ  ٣

  .r(A) = nهي  Aـ رتبة المصفوفة  ٤
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  (مصفوفة الواحدة). Iهو  Aـ الشكل المدرج للمصفوفة  ٥

  ) في حل جملة خطية:Crammer ruleـ قاعدة كرامر ( ٨ـ  ٤

  وحيث: nمصفوفة مربعة من المرتبة  Aحيث  AX = Bلتكن الجملة الخطية 





















n

2

1

b

b

b

B


 , 





















n

2

1

x

x

x

X


 

  .Bبالعمود  iبعد استبدال العمود  Aللمصفوفة الناتجة عن المصفوفة  A(i)نرمز بـ 

  ):١٦مثال (

  لتكن الجملة الخطية:

x1 – x2 + x3 = 6 

2x1 + 3x3 = 1 

2x2 – x3 = 0 

  .A(1), A(2), A(3)وكل من  ،Aأوجد المصفوفة 

  الحل:























120

302

111

A   ,  























120

301

116

)1(A  





















100

312

161

)2(A  , 















 



020

102

611

)3(A  

يـــتم حـــل الجملـــة الخطيـــة الـــتي يكـــون فيهـــا عـــدد المعـــادلات يســـاوي عـــدد ا�اهيـــل 

حســب قاعــدة كرامــر أو مــا نســميه طريقــة المحــددات أيضــاً. والمبرهنــة التاليــة تلخــص هــذه 

  الطريقة.
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  مبرهنة:

أي عــدد  nن المرتبــة مصــفوفة مربعــة مــ Aحيــث  AX = Bلــتكن الجملــة الخطيــة 

  عندئذٍ يكون: detA  0وليكن  ،المعادلات يساوي عدد ا�اهيل

)Adet(

))1(Adet(
x1   , 

)Adet(

))2(Adet(
x2   , ….. , 

)Adet(

))n(Adet(
xn   

  ):١٧مثال (

  أوجد الحل المشترك لجملة المعادلات الخطية:

2x1 + 3x2 – x3 = 1 

x1 + 4x2 + 2x3 = 2 

3x1 – x2 – x3 = 3 

  الحل:

030)Adet(

113

241

132

A 





















  

  إذن يوجد حل وحيد للجملة المفروضة.

36

113

242

131

)1(Adet 





  , 6

133

221

112

)2(Adet 





  

2

313

241

132

)3(Adet 



  

5

6

30

36
x1    ,  

5

1

30

6
x2





   ,  

5

4

30

24
x3   

  ):١٨مثال (

  المعادلات الخطية:أوجد الحل المشترك لجملة 
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x1 + 2x2 + x3 = 3 

3x1 + x2 – x3 = – 1 

5x1 – 3x3 = – 5 

  الحل:

0Adet

305

113

121

A 



















  

  وفي هذه الحالة لا تطبق قاعدة كرامر.

  ـ مقلوب مصفوفة مربعة باستخدام المحددات: ٩ـ  ٤

  ):٥تعريف (

، نعلـم أن A = [aij]لـتكن المصـفوفة المربعـة 



n

1j
ijijDaAdet  حيـثDij  العامـل

[Dij]نأخــذ المصــفوفة ، aijالمرافــق للعنصــر 
T = [Dij]  أي إن هــذه المصــفوفة هــي منقــول

ـــتي عناصـــرها العوامـــل المرافقـــة لعناصـــر  وتســـمى هـــذه المصـــفوفة بالمصـــفوفة  ،Aالمصـــفوفة ال

أيضـاً . نذكر مرة ثانية أن المرافق يطلـق عليـه adjAويرمز لها بـ  ،)adjoint matrixالملحقة (

  مرافق المصفوفة.

  ملاحظة:

A . (adjA) = (adjA) . A = det A. In 

  ):١٩مثال (

  إذا علمت أن: adjAاحسب 























161

110

115

A  

  الحل:
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  :Dij = (-1)i+jdetAijنحسب العوامل المرافقة 

7
16

11
)1(D 11

11 


   , 1
11

10
)1(D 21

12 


   , 1
61

10
)1(D 31

13    

4
16

12
)1(D 12

21 



  , 6

11

15
)1(D 22

22 


   , 32
61

25
)1(D 32

23 


   

3
11

12
)1(D 13

31 


  , 5
10

15
)1(D 23

32    , 5
10

25
)1(D 33

33 


   

   
















































5321

561

347

DadjA

553

3264

117

D
T

ijij  

منتظمة (ليست فريدة). فإذا ضربنا طـرفي  Aفتسمى المصفوفة  ،detA  0إذا كان 

  العلاقة:

A . (adjA) = (adjA) . A = det A.In 

  نجد: detA/1بـ 

nIA.adjA
Adet

1
adjA

Adet

1
.A 











 

  هي: Aإذن مقلوب 

adjA
Adet

1
A 1   

  لذلك في المثال السابق:

























5321

561

347

38

1
A 1  

  :الآتيةمما سبق نجد أنه لحساب مقلوب مصفوفة نتبع الخطوات 

  يوجد مقلوب). detA  0(عندما  detAـ نحسب  ١



- ١٢٥ - 

 

  .adjAـ نحسب المصفوفة الملحقة  ٢

adjAـ نحسب المقلوب  ٣
Adet

1
A 1 .  

  ):٢٠مثال (

  أوجد مقلوب المصفوفة:











46

12
A  

  الحل:

02
46

12
Adet   

D11 = (-1)1+1(4) = 4  ,  D12 = (-1)1+2(6) = - 6 

D21 = (-1)2+1(1) = -1 ,  D22 = (-1)2+2(2) = 2 











































 

13
2

1
2

26

14

2

1
A

26

14
adjA 1  

  تطبيق:

  أوجد مقلوب المصفوفة:











2221

1211

aa

aa
A     ;    aij  R 

  ):٢١ثال (م

  طبق مقلوب مصفوفة في حل جملة المعادلات:

5x1 – x2 + x3 = 1 

x2 + x3 = 0 

x1 + 6x2 – x3 = 4 

  الحل:
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





















161

110

115

A  

  هو:لقد وجدنا سابقاً أن مقلوب هذه المصفوفة 

























5321

561

347

38

1
A 1  

  وعليه فإن:

X = A-1 . B 



















































































2

1
2

1
2

1

4

0

1

5321

561

347

38

1

x

x

x

3

2

1

 

2

1
x1   , 

2

1
x2   , 

2

1
x3   

  تمرين:

  غير الحل الصفري: ة المعادلات الخطية المتجانسة حلليكون �موع ،kعين قيمة 

kx + y + z = 0 

x + ky + z = 0 

x + y + kz = 0 

. أي عندما يكون عدد ا�اهيل يساوي عدد المعادلات detA = 0يجب أن يكون  توجيه:

  .detA = 0فإن لهذه الجملة حلاً غير الحل الصفري عندما  ،AX = 0في المعادلة 

  ):٢٢مثال (

  أوجد الحل العام �موعة المعادلات الخطية المتجانسة:

 



- ١٢٧ - 

 

2x1 – 4x2 + 3x3 + x4 + 4x5 – 5x6 = 0 

3x1 – 5x2 + x3 + 8x5 – 2x6 = 0 

x1 – 2x2 + 3x3 + x4 – 5x5 – 5x6 = 0 

-x1 + 2x2 + 3x3 + x4 – 5x5 – 5x6 = 0 

  الحل:

ونرجعهـــــا إلى الشـــــكل المـــــدرج بعـــــد أن نبـــــادل بـــــين  ،نكتـــــب مصـــــفوفة المعـــــاملات

  .x1, x2, x4, x3, x5, x6أي إن ترتيب ا�اهيل يصبح:  ؛العمودين الثالث والرابع

























000000

523100

1358310

513121

~A  

فـإن عـدد ا�اهيـل  n = 6وبمـا أن عـدد ا�اهيـل  r(A) = 3وعليه فإن رتبة المصفوفة 

  n – r(A) = 6 – 3 = 3الاختيارية هو: 

  فنجد: x3, x5, x6هذه ا�اهيل الاختيارية: نعد 

x1 = -2x3 – x5 – 4x6 

x2 = -x3 + x5 -2x6  

x4 = -3x3 + 2x5 – 5x6 

  كتابة هذا الحل العام على الشكل:  ويمكن
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  ):٢٣ثال (م

  أوجد الحل العام �موعة المعادلات الخطية غير المتجانسة:
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x1 – x2 + x3 – x4 = 2 

x2 – 2x3 + x4 = 5 

2x1 – x2 – x4 = 9 

2x1 + x2 – 4x3 + x4 = 19 

  الحل:

  المدرج:نكتب المصفوفة الموسعة ونرجعها إلى الشكل 
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وعليه فإن عدد  .2وتساوي  ،رتبة المصفوفة الموسعة تساوي رتبة مصفوفة المعاملات

  .n – r = 4 – 2 = 2ا�اهيل الاختيارية يساوي 

  وهذه المعادلات تكافئ المعادلتين: ،إذن يوجد �موعة المعادلات حلول

x1 – x2 + x3 – x4 = 2 

x2 – 2x3 + x4 = 5 

  فيكون: ،x3, x4ا�هولين الاختياريين  نعد

x2 = 2x3 – x4 + 5 

x1 = x3 + 7 

  ويكتب هذا الحل العام على الشكل:
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  حل عام دون طرف ثانٍ     حل خاص                    
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  نموذج من تطبيقات الجبر الخطي:ـ  ١٠ـ  ٤

  Discrete Dynamical Systemsالجمل الحركية المتقطعة: 

 (… ,k = 0, 1)حيث  x(k)تعُرَّف الجملة الحركية المتقطعة بأ�ا متتالية من الأشعة  تعريف:

، x(k+1) = Ax(k)وتعطــى بالعلاقــة  x(0)، يحــددها شــعاع ابتــدائي stateوتســمى حــالات 

مصـفوفة مربعـة ثابتـة مفروضـة تسـمى مصـفوفة انتقـال الجملـة، وسلسـلة مـاركوف  Aحيث 

Markov chain .هي أحد أنواع الجمل الحركية المتقطعة  

  مثال:

نفترض أن شركتين تعملان في مجال صناعة معجون الأسـنان تتنافسـان علـى الزبـائن 

. ونفــترض أيضــاً أن Bو  Aفي ســوق ثابتــة يســتعمل فيهــا الزبــون إحــدى علامتــين تجــاريتين 

بــع الــنمط التــالي في الأربــاع الــتي تحلــيلاً أجــري للســوق يظُهــر أن عــادات الشــراء للزبــائن تت

  جرى تحليلها: في كل ربع (مدة ثلاثة أشهر).

 من مستخدمي ٣٠ %A  سيتحولون إلىB،  في حين سيبقى الآخرون علىA.  

 مــن مســتخدمي ٤٠ %B  ســيتحولون إلىA  في ربــع معــين، في حــين أن مســتخدميB 

  .Bالآخرين سيبقون على 

مــن ربــع إلى ربــع، يصــبح لــدينا مثــال لمــا يســمى  ولــو فرضــنا أن هــذا الــنمط لا يتغــير

  نموذج سلسلة ماركوف.

  عبرِّ عن بيانات هذا النموذج بلغة المصفوفات والأشعة. والمطلوب:

  الحل:

علـى الترتيـب في ربـع  A, Bنسبتي الزبـائن المسـتخدمين لــ  a0, b0لاحظ أنه إذا كان 

في الربــع التــالي، عندئــذ تــنص  A, Bنســبتي الزبــائن ا لمســتخدمين لـــ  a1, b1معــين، وكــان 

  معطياتنا على أن:
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a1 = 0.7 a0 + 0.4b0 

b1 = 0.3a0 + 0.6b0 

 1 ,2الـدليلين ب 0 ,1ويمكننا معرفة ما سيحصل في الربع التالي بأن نستبدل الدليلين 

 k, k+1الــدليلين ب 1,0علــى الترتيــب في العلاقــة الســابقة، وبصــفة عامــة نســتبدل الــدليلين 

  لنحصل على:

ak+1 = 0.7ak + 0.4bk 

ak+1 = 0.3ak + 0.6bk 

ليكن: 
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  x(k+1) = Ax(k)عندئذ يكون الشكل المصفوفي للجملة 

  في المثال السابق تحقق الخاصية الآتية: x(k)إن أشعة الحالات 

  جميع الإحداثيات غير سالبة، وحاصل جمع كل الإحداثيات يساوي الواحد.

يســمى كـــل شـــعاع مــن هـــذا النـــوع، شــعاع توزيـــع احتمـــالي، كمــا أن كـــل عمـــود في 

هــو شــعاع توزيــع احتمــالي أيضــاً، وتســمى كــل مصــفوفة مربعــة كهــذه مصــفوفة  Aالمصـفوفة 

) وبنـاء علــى هــذه المصـطلحات، نعطــي الآن تعريفــاً دقيقــاً Stochastic matrix(عشـوائية 

  لسلسلة ماركوف.

  تعريف:

شــــعاع توزيــــع  x(0)سلســـلة مــــاركوف هــــي جملــــة حركيــــة متقطعــــة حالتهــــا الابتدائيــــة 

هـو شـعاع توزيـع  Aمصـفوفة عشـوائية. أي إن كـل عمـود في  Aاحتمالي ومصفوفة انتقالهـا 

  احتمالي.

  وبالعودة إلى المثال السابق، نجد أن أشعة الحالة ومصفوفة الانتقال:
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تؤدي دوراً مهماً جداً، ففي تمثيلنا لجملة خطية كجداء مصفوفي، نرى أن المعادلتين 

، وبــإجراء مزيــد مــن x(1) = Ax(0)في المثـال الســابق يمكــن كتابتهمـا ببســاطة علــى الشــكل 

  ، ويعمم ذلك على النحو:x(2) = Ax(1) = A(Ax(0)) = A2x(0)الحسابات نجد أن 

x(k) = Ax(k-1) = A2x(k-2) = … = Akx(0) وهـذا في الواقـع صـحيح في حالـة أي ،

  الآتية:جملة حركية متقطعة، وهو ما يعبر عنه بالحقيقة 

 Aنتقالهــا اوالجملــة الحركيـة المتقطعــة الـتي مصــفوفة  kمهمـا يكــن العـدد الصــحيح الموجـب «

  ».x(k) = Akx(0)تعطى بالعلاقة  k، فإن الحالة ذات الترتيب x(0)وحالتها الابتدائية 

  الآن أصبح لدينا معرفة بمسألة سلسلة ماركوف.

  مثال:

 Aباستعمال رموز المثال السابق، نفرض أنـه منـذ البدايـة اسـتأثرت العلامـة التجاريـة 

دخلـــت الســـوق حـــديثاً). مـــا هـــي حصـــص الســـوق بعـــد مُضـــيّ  Bبجميـــع الزبـــائن (أي إن 

الــتي تســتأثر فيهــا ربعــا؟ً أجــب عــن هــذه الأســئلة أيضــاً في الحالــة  20ربعــين؟ وبعــد مضــي 

  بجميع الزبائن. Bالعلامة 

  الحل:

تســتأثر بجميــع الزبــائن مكــافئ لقولنــا إن شــعاع الحالــة الابتدائيــة  Aقولنــا إن العلامــة 

  :x(2)أجرِ العمليات الحسابية اللازمة لإيجاد  x(0) = (1,0)هو 
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علــى  B% مــن الســوق، وستحصــل 61علــى  Aو�ــذا ستحصــل العلامــة التجاريــة 

بـل حاسـوبياً للحصـول  ؛% من السوق في الربع الثاني. ولم نحاول إجراء الحسـاب يـدوياًّ 31

  على إجابة تقريبية.
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% مــــن الســــوق، 57إلى نحــــو  Aربعــــاً، ســــتهبط حصــــة العلامــــة  20و�ــــذا، وبعــــد 

  %.43إلى قرابة  Bحصة  وسترتفع

  .x(0) = (0,1)أي إذا كان  ؛تأمل الآن ما سيحصل لو اختلف المشهد تماماً 

  بالحساب اليدوي نحصل على:
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  ستعمل حاسوباً لنجد أن:ن
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نحصل على الإجابـة نفسـها الـتي حصـلنا  k = 20قد يبدو هذا مستغرباً! ففي حالة 

عليها بشرط ابتدائي مختلف تماماً. وهذا ليس من قبيل المصادفة. وثمة خاصـية أخـرى لافتـة 

لأشعة الحالات، تتمثل في أن كلاً منها بحد ذاته شعاع توزيع احتمالي، وهذا ليس مصادفة  

  كذلك.

حصـــــائي البنيـــــوي ومـــــن النمـــــاذج المهمـــــة الأخـــــرى مـــــا يســـــمى نمـــــوذج ا�تمـــــع الإ

Structured population model وفي هــذا النمــوذج مجتمــع مــن الكائنــات مقســم إلى ،

ة أو الــوزن المقــدر بالرطــل، وذلــك نعــدد منتــه مــن الحــالات المنفصــلة، كــالعمر المقــدّر بالســ

بحيث يوصف كامل ا�تمع بشعاع حالة يمثل هذا ا�تمع عند أزمنة متقطعة بفواصل زمنية 

  ثلاً كل يوم أو كل سنة.ثابتة، م
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  مثال:

لنـــوع معـــين مـــن الحشـــرات ثـــلاث مراحـــل حياتيـــة: البيضـــة، اليافعـــة، البالغـــة. رُصـــد 

% مـن البيـوض لـن 20: الآتيـةمجتمع في بيئة معينة كـل يـومين، فوُجِـد أنـه يحقـق الخصـائص 

% مـن 10وفي المـدة الزمنيـة نفسـها، فـإن  .% سـتنتقل إلى مرحلـة (يافعـة)60تبقى حية، و 

% مــــن 80% ســــتنتقل إلى مرحلــــة البلــــوغ. في حــــين أن 60اليافعــــات لــــن تبقــــى حيــــة، و 

 0.25فــإن البالغــات ســتولّد قرابــة  ،البالغــات ســتبقى حيــة، كــذلك وفي المــدة الزمنيــة نفســها

بالغـات (مقيسـة بـالآلاف).  6يافعـات و  8بيوض و  10بيضة لكل بالغة. وبفرض وجود 

واسـتعملها لحسـاب إجمـالي ا�تمـع في  ،لـة حركيـة متقطعـةنمذج هذا ا�تمـع علـى شـكل جم

  يوم. 100أيام وفي  10يومين وفي 

  الحل:

، الفــترة الزمنيــة هنـــا 2kهــي اليـــوم  k، والمرحلـــة ذات الترتيــب (0)يبــدأ الــزمن بــاليوم 

عـدد  bkعـدد البيـوض،  ak، حيـث x(k) = (ak, bk, ck)يومـان، وشـعاع الحالـة مـن الشـكل 

. لــدينا مــن المعطيــات 2kعــدد البالغــات (كلهــا مقيســة بــالآلاف) في اليــوم  ckاليافعــات، 

x(0) = (10,8,6) :وإضافة إلى ذلك، فإن الانتقال من الشكل  
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% مـــن البيـــوض ســـتبقى بيوضـــاً بمـــرور مـــدة زمنيـــة 20يـــدل العمـــود الأول علـــى أن 

ستصبح بالغة، وأن الباقية لن تبقى حية. ويدل العمود الثالث علـى أن % 60واحدة، وأن 

% منهــا 80بيضــة تنــتج عــن كــل بالغــة، وأن أيــاً مــن البالغــات لــن تصــبح يافعــة، وأن  0.25

  .2في اليوم  x(1)تبقى حية. أجرِ الآن الحساب لإيجاد الحالة 
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





































































6.9

4.8

5.3

6

8

10

8.06.00

03.06.0

25.002.0

xA

c

b

a

x )0(1

1

1

1
)1(  

ــــى إجابــــات تقريبيــــة  ونســــتعمل حاســــوباً لإجــــراء الحســــابات المتبقيــــة للحصــــول عل

  للدلالة على التساوي التقريبي). (نستعمل الرمز 









































































877.0

253.0

284.0

xA

c

b

a

x,

3.10

97.2

33.3

xA

c

b

a

x )0(100

100

100

100
)100()0(10

10

10

10
)10(  

  ويبدو أن تعداد هذا ا�تمع يتراجع بمرور الزمن.
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  تمارين

  :الآتيةـ عين رتبة كل من المصفوفات  ١





















6473

4342

2231

2121

A  , 





























6142

2231

6452

3221

B  

























1918171615

1413121110

98765

87654

76543

C  

  ـ احسب مقلوب كل من المصفوفات الآتية: ٢





























1011

3252

0111

1331

A  , 



















653

542

321

B  

  ثم تحقق من صحة الجواب.

  وتحقق من صحة الإجابة: الآتية،ـ احسب مقلوب كل من المصفوفات  ٣










10

11
 , 









83

63
 , 









84

63
, 

















100

110

101

 





















713

302

111

 , 



























5009

2101

4310

1101

 

  :الآتيةـ أوجد الحل العام لكل من مجموعات المعادلات  ٤
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







10z2y5x2

6zyx
   









5y3x2

2yx
 















4z8y2x3

0z7y3x2

1zyx

   














5zyx2

2zyx

1z2yx

 









2x3x5x2x2

4xx2xx

4321

4321
 

  �موعة المعادلات المتجانسة:أوجد الحل العام ـ  ٥

(1) x1 – 2x2 + x3 – 4x4 = 0 

(2) 








0xxxx

0xxx3x2

4321

4321
 

(3) 














0x5x4x

0xx2x3

0x3xx2

321

321

321

 

  ليكون للمعادلات: ،kـ عين قيمة  ٦

kx + y + z = 1 

x + ky + z = 1 

x + y + kz = 1 

  .حلـ لها أكثر من  ٣ـ ليس لها حل.  ٢ـ حل وحيد.  ١

  بطريقة التحويلات الأولية ثم بطريقة المحددات: Aـ احسب مقلوب المصفوفة  ٧



















431

341

331

A  

. وكذلك إذا كانت detA = 1فبرهن أن  A2 = Inمصفوفة مربعة بحيث  Aـ إذا كانت  ٨

A  مصفوفة مربعة بحيثAT.A = A.AT = In  فبرهن أيضاً أنdetA = 1.  

  ن:حيث إ X, Yـ أوجد كلاً من المصفوفتين  ٩



- ١٣٧ - 

 

(1) 


























11

11
Y.

32

43
X.

12

13
 

(2) 


























10

01
Y.

32

43
X.

12

13
 

  ـ أوجد الحل العام �موعة المعادلات الخطية المتجانسة: ١٠

x + 2y – 3z = 0 

2x – y + z = 0 

4x + 3y – 5z = 0 
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  تمارين محلولة

  ـ برهن دون فك المحدد أن: ١

1

23313

53730

70939

D   

  الحل:

  ونضيف الناتج إلى السطر الأول: ،(3-)نضرب السطر الثالث بـ 

19190
313

730
.1

23313

53730

100

D   

  واحسب قيمته: ،إلى الصورة المثلثية الآتيـ حول المحدد  ٢

126

413

121

D 



  

  الحل:

ونضيف الناتج إلى السطر الثاني، كما نضرب السطر  ،(3-)نضرب السطر الأول بـ 

  ونضيف الناتج إلى السطر الثالث: (6-)الأول بـ 

7100

150

121

D







  

  ونضيف الناتج إلى السطر الثالث: ،(2-)نضرب السطر الثاني بـ 

900

150

121

D 



  
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علــى شــكل مثلثــي ومــن المعلــوم أن قيمتــه تســاوي حاصــل ضــرب  Dوهكــذا أصــبح 

  أي: ؛عناصر قطره الرئيسي

D = (1)(-5)(9) = - 45 

  ـ أثبت باستخدام خواص المحددات أن: ٣

111

101

065

6

213

406

5615

D   

  الحل:

  من عناصر العمود الأول: اً مشترك عاملاً  (3)نخرج 

211

402

565

3

213

406

5615

D   

  من عناصر السطر الثاني: اً مشترك عاملاً  (2)نخرج 

211

201

565

6

211

201

565

)2)(3(

211

402

565

3D   

  ونضيف الناتج إلى العمود الثالث: (1-)نضرب العمود الأول بـ 

111

101

065

6D   

  ـ أثبت دون فك المحدد أن: 4

)ac)(cb)(ba(

cc1

bb1

aa1

D
2

2

2

  
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  الحل:

  ونضيف الناتج إلى كل من السطرين الثاني والثالث: (1-)نضرب السطر الأول بـ 

)ac)(ac(ac0

)ab)(ab(ab0

aa1

acac0

abab0

aa1

D

2

22

22

2







  

من السـطر  اً مشترك عاملاً  (c – a)من السطر الثاني و  اً مشترك عاملاً  (b – a)نخرج 

  الثالث:

)ac(10

)ab(10

aa1

)ac)(ab(D

2



  

  ونضيف الناتج إلى السطر الثالث: ،(1-)نضرب السطر الثاني بـ 

)bc.(1.1).ac)(ab(

)bc(00

)ab(10

aa1

)ac)(ab(D

2





  

= - (a – b)(c – a)(-1)(b – c) = (a – b)(b – c)(c – a) 

  ـ أوجد بطريقة المحددات الحل المشترك لجملة المعادلات: ٥

x – y = 5 

-y + z = 8 

x + y + z = 4 

  الحل:

111

110

011

D 



  

  ونضيف الناتج إلى السطر الثالث: (1-)نضرب السطر الأول بـ 
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120

110

011

D 



  

  حسب عناصر العمود الأول: Dنفك 

3
12

11
.1D 


  

6410
14

18
)1(

11

11
5

114

118

015

Dx 






  

954
11

10
5

14

18
1

141

180

051

Dy   

15312
81

51
1

41

81
1

411

810

511

Dz 










  

فـــتم حســـابه  ،Dzبالنســـبة لعناصـــر الســـطر الأول أمـــا  Dyو  Dxحيـــث تم حســـاب 

  ومنه: ،بالنسبة لعناصر العمود الأول

2
3

6

D

D
x x 




  

3
3

9

D

D
y y 


  

5
3

15

D

D
z z 




  

  بطريقة المحددات الحل المشترك لجملة المعادلات:ـ أوجد  ٦

x + 2y + 3z = 3 

2x – y + z = 6 

– x – 2y + 2z  2 
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  الحل:

ونضــيف النــاتج إلى الســطر الثــاني ثم نضــرب الســطر  ،(2-)نضــرب الســطر الأول بـــ 

  ونضيف الناتج إلى السطر الثالث: ،(1)الأول بـ 

25)5)(5)(1(

500

550

321

D   

502

556

323

Dx   

  نضيف العمود الثاني إلى العمود الثالث:

50
22

16
5

002

056

523

Dx 



  

221

162

331

Dy



  

ونضــيف النــاتج إلى الســطر الثــاني ثم نضــرب الســطر  ،(2-)نضــرب الســطر الأول بـــ 

  ونضيف الناتج إلى السطر الثالث: ،(1)الأول بـ 

25
55

50
1

550

500

331

Dy 


  

221

612

321

Dz



  
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ونضــيف النــاتج إلى الســطر الثــاني ثم نضــرب الســطر  ،(2-)نضــرب الســطر الأول بـــ 

  ونضيف الناتج إلى السطر الثالث: ،(1)الأول بـ 

25

500

050

321

Dz   

  ومنه:

2
25

50

D

D
x x 




  

1
25

25

D

D
y y 


  

1
25

25

D

D
z z 




  

  باستخدام معكوس مصفوفة: الآتيةـ حل جمل المعادلات  ٧

7y3x5

8y2x3




                      (1) 

  الحل:

  الشكل المصفوفي هو:

AX = B           (i) 

  :A-1بـ  (i)نضرب طرفي العلاقة 

A-1AX = A-1B  IX = A-1B  X = A-1B 

  :A-1مصفوفة الواحدة، لذلك نحسب  Iحيث 

19
35

23
Adet 


  
































19

3

19

5
19

2

19

3

35

23

19

1
A 1  
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  إذن:










































































1

2

19

19
19

38

19

21

19

40
19

14

19

24

7

8
.

19

3

19

5
19

2

19

3

X  

  هو الحل المشترك. x = 2, y = 1ومنه 

5yx2

1y2x7




                      (2) 

  الحل:













12

27
A   ,  










y

x
X   ,  










5

1
B  

AX = B  X = A-1B 

  :A-1لنحسب 

11
12

27
Adet 


  
































11

7

11

2
11

2

11

1

72

21

11

1
A 1  













































































3

1

11

33
11

11

11

35

11

2
11

10

11

1

5

1

11

7

11

2
11

2

11

1

X  

  هو الحل المشترك. x = 1 , y = - 3منه: و 

74z21y5x

1zy3x2

5z2yx







                                    (3) 

  الحل:
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





















2151

132

211

A     ,   



















z

y

x

X   , 



















74

1

5

B  

AX = B  X = A-1 = A-1B 

  :A-1لنحسب 

1

100

310

211

1960

310

211

2151

132

211

Adet 











  

68
215

13
)1(D 11

11 


    ,  41
211

12
)1(D 21

12    

13
51

32
)1(D 31

13 


        ,   31
215

21
)1(D 12

21 


   

19
211

21
)1(D 22

22         ,   6
51

11
)1(D 32

23 


   

5
13

21
)1(D 13

31 



        ,   6

12

21
)1(D 23

32    

1
32

11
)1(D 33

33 



   


















































1613

31941

53168

1613

31941

53168

1

1
A 1  





















































































3

2

1

74665

22219205

37031340

74

1

5

.

1613

31941

53168

X  

  .x = 1 , y = 2 , z = 3إذن الحل المشترك هو: 

  منتظمة (غير شاذة): الآتيةلتكون المصفوفات  ،xـ أوجد قيم  ٨
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)١ (









63

x2
A  

)٢ (













3x4

31x
B  

)٣ (






















424

22x1x

313

C  

  الحل:

تكــــون المصــــفوفة منتظمــــة إذا كــــان محــــددها لا يســــاوي الصــــفر وهــــو شــــرط وجــــود 

  معكوس للمصفوفة. لذلك علينا حساب محدد كل من هذه المصفوفات:

)١ (x312
63

x2
Adet 

  

detA = 0  x  = - 4   x  R – {-4} , detA  0 

  .x  R – {-4}منتظمة من أجل كل  Aأي تكون 

)٢(
                   

15x2x12)3x)(1x(
3x4

31x
Bdet 2 




  

detB = 0  x2 + 2x – 15 = 0 

 (x + 5)(x – 3) = 0  x = - 5, x = 3 

 x  R – {-5, 3} , detB  0 

  منتظمة. Bفإن  ، x  R – {- 5, 3}أي 

)٣ (

              

)6x2(3)4x4()4x4(3

424

22x1x

313

Cdet 



 

= 12x + 12 + 4x – 4 – 6x – 18 = 10x – 10 

detC = 0  x = 1 

  .x  R – {1}منتظمة من أجل كل  Cإذن 
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ـ إذا كانت  ٩











34

21
A،  :فأثبت أنA2 + 2A = 11I2  واستنتجA-1:  

  الحل:














































178

49

98124

6281

34

21
.

34

21
A.AA2  























68

42

34

21
2A2  

2
2 I11

110

011

68

42

178

49
A2A 






























  

  وهو المطلوب.

  فنجد: A-1بـ  A2 + 2A = 11I2نضرب طرفي العلاقة  A-1لحساب 

A2A-1 + 2AA-1 = 11I2A
-1 

 AAA-1 + 2I2 = 11A-1 

 AI2 + 2I2 = 11A-1 

 A + 2I2 = 11A-1  



















1A11

20

02

34

21
 






























11

1

11

4
11

2

11

3

14

23

11

1
A 1  

  وهو المطلوب.

  ـ إذا كانت: ١٠





















111

021

012

A  

  :A-1(يساوي المصفوفة الصفرية) ثم استنتج من ذلك  A2 – 4A + 3I3 = 0فأثبت أن: 
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  الحل:

























































144

054

045

11

021

012

.

111

021

012

A2  

























444

084

048

A4   ,  



















300

030

003

I3 3  































































300

030

003

444

084

048

144

054

045

I3A4A 3
2  

                        



















000

000

000

 

  نتبع الخطوات نفسها الواردة في المثال السابق: A-1لحساب 

A2 – 4A + 3I3 = 0  A2A-1 – 4AA-1 + 3I3A
-1 = 0 A-1  

A – 4I3 + 3A-1 = 0  3A-1 = 4I3 – A 





























































311

021

012

111

021

012

400

040

004

A3 1  





























1
3

1

3

1

0
3

2

3

1

0
3

1

3

2

A 1  

  وهو المطلوب.
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  تمارين غير محلولة

  بطريقة الحذف (غاوص): الآتيةـ حل الجملة الخطية  ١

x + y + 2z = 9 

2x + y – 3z = 1 

3x + 6y – 5x = 0 

  بطريقة غاوص وجوردان: الآتيةـ حل الجملة الخطية المتجانسة  ٢

2x1 + 2x2 – x3 + x5 = 0 

-x1 – x2 + 2x3 – 3x4 + x5 = 0 

x1 + x2 – 2x3 – x5 = 0 

x3 + x4 + x5 = 0 

  بأي طريقة تختارها: الآتيةـ حل كلاً من الجمل الخطية  ٣

 3x1 + 2x2 – x3 = -15أ) 

     5x1 + 3x2 + 2x3 = 0  
    3x1 + x2 + 3x3 = 11  
    - 6x1 – 4x2 + 2x3 = 30  

 x1 + x2 + 2x3 = 8ب) 

     -x1 – 2x2 + 3x3 = 1 
   3x1 – 7x2 + 4x3 = 10  

 x – y + 2z – w = - 1ج) 

    2x + y – 2z – 2w = - 2 
     -x + 2y – 4z + w = 1 
   3x – 3w = - 3 

  الخطية:ـ لتكن جملة المعادلات  ٤

x + 2y – 3z = 4 

3x – y + 5z = 2 

4x + y + (a2 – 14) z = a + 2 

  تملك هذه الجملة حلاً وحيدا؟ً. aمن أجل أي قيم لـ 
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  لا تملك حلولاً (مستحيلة)؟. aومن أجل أي قيم لـ 

  يكون للجملة عدد لا �ائي من الحلول؟. aومن أجل أي قيم لـ 

  حلولاً غير الحل الصفري (التافه): الآتيةالتي تجعل للجملة  ـ عين قيم  ٥

( - 3)x + y = 0 

x – ( - 3)y = 0 

  ـ لتكن المصفوفات: ٦



















11

21

03

A   ,  






 


20

14
B   ,  










513

241
C  



















423

101

251

D   ,  



















314

211

316

E  

  إذا كان ممكناً: يأتياحسب كلاً مما 

(a) D + E  ,  (b) D – E  ,  (c) 5A  ,  (d) – 7C  ,  (e) 2AT + C  ,  (f) DT – ET  ,  

(g) (2ET – 3DT)T  ,  (h) A . B  ,  (i) B . A  ,  (j) (DA)T  ,  (k) (CTB)AT , 

(l) (2DT – E) . A  ,  (m) (4B) . C + 2B 

  ) المصفوفة.transpose... هو منقول ( DTأو  AT ملاحظة:

إذا علمت أن  Aـ (أ) أوجد المصفوفة  ٧






 


53

12
A 1  

إذا علمت أن  B(ب) أوجد المصفوفة    













21

73
)B7( 1  

إذا علمت أن  C(ج) أوجد المصفوفة    






 


25

13
)C5( 1T  

إذا علمت أن  D(د) أوجد المصفوفة    







 

54

21
)D2I( 1

2  
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  المصفوفة:ـ أوجد مقلوب  ٨















cossin

sincos
A  

فأوجـد مقلـوب كـل مـن  ،مخالفـة للصـفر اً أعـداد k1, k2, k3, k4, kـ إذا كـان كـل مـن  ٩

  المصفوفات:



















4

3

2

1

k000

0k00

00k0

000k

  ,  



















000k

00k0

0k00

k000

4

3

2

1

  ,  



















k100

0k10

00k1

000k

 

  :الآتيةلحل الجملة  A-1ـ استخدم مقلوب مصفوفة المعاملات  ١٠

x1 + 2x2 + 3x3 = 5 

2x1 + 5x2 + 3x3 = 3 

x1 + 8x3 = 17 

  وكذلك من أجل الجملة:

x + y + z = 5 

x + y – 4z = 10 

- 4x + y + z = 0 

  ـ لتكن المصفوفة: ١١























413

176

321

 

  .جميعها (أ) أوجد صغائر هذه المصفوفة

  .جميعها (ب) أوجد مرافقات المصفوفة

  :الآتيةفي كل من الحالات  detAـ احسب  ١٢
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(a) 























501

152

703

A  

(b) 

























k1k5

43k2

71k1k

A  

(c) 
























23102

0314

2022

5033

A  

(d) 

























2524232221

2019181716

1514131211

109876

54321

A  

  ـ استخدم طريقة كرامر لحل الجملة الخطية: ١٣

4x + y + z + w = 6 

3x + 7y – z + w = 1 

7x + 3y – 5z + 8w = -3 

x + y + z + 2w = 3 

  ـ دون فك المحدد أثبت أن: ١٤

0

111

cba

abaccb





 

  :الآتيـ أثبت  ١٥

333

222

111

33333

22222

11111

cba

cba

cba

cbaba

cbaba

cbaba








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  ـ أثبت صحة المساواة: ١٦

333

222

111

33333

22222

11111

cba

cba

cba

2

cbaba

cbaba

cbaba









 

  أمام كل من العبارات الآتية:(×) ) أو إشارة خطأ ـ ضع إشارة ( ١٧

)i ((AT)T = A  لأجل أي مصفوفةA.  

)ii لأجل كل مصفوفة مربعة (A إن ،tr(AT) = tr(A)  

)iii إذا كانت (A,B فإن  نفسها، مصفوفتين مربعتين من المرتبة(AB)T = AT.BT  

)iv إذا كانت (A,B فإن نفسها مصفوفتين مربعتين من المرتبة ،(AB)-1 = B-1.A-1  

)v إذا كانت (A,B  وكان نفسها، مصفوفتين من المرتبة :عدد ما، فإن  

(A + B)T = AT + BT 

)vi إذا كانت (A  مصفوفة مربعة من المرتبة(n  n)،  وليست قلوبة عندئـذ يكـون للجملـة

  من الحلول. عدد لا �ائي AX = 0الخطية 

)vii إذا كانت (A,B  مصفوفتين مربعتين من المرتبة(n  n) فإذا كانـت ،A.B فـإن   ،قلوبـة

  يجب أن تكون قلوبة أيضاً. A ،Bكلاً من 

)iix إذا كانـت (A  مصــفوفة مثلثيـة دنيــا، فـإن قيمــة محـددها تســاوي مجمـوع عناصــر قطرهــا

  الرئيس.

)ix (det(A + B) = detA + detB  حيثA,B نفسها مصفوفتان مربعتان من المرتبة.  

)x (det(A3) = (detA)3.  

عنـدما    1 = I + A + A2 + A3-(I – A)مصـفوفة مربعـة، فأثبـت أن  Aـ إذا كانـت  ١٨

A4 = 0.  
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وبفرض أ�ا قلوبة، حل المعادلة  n  nمن المرتبة جميعها ـ بفرض أن المصفوفات الآتية  ١٩

  ).D(أي أوجد  Dمن أجل  الآتية

CTB-1A2BAC-1DA-2BTC-2 = CT 

  ـ بسّط كلاً من: ٢٠

(a) D-1CBA(BA)-1C-1(C-1D)-1 

(b) (AC-1)-1(AC-1)(AC-1)-1AD-1 

  ، فأثبت أن:نفسها قلوبة ومن المرتبة A, B, A + Bمن  ـ إذا كان كل ٢١

A(A-1 + B-1) B(A + B)-1 = I 

  ـ أوجد محدد المصفوفة: ٢٢



















abbb

babb

bbab

bbba

 

  ، وليكن: 3 3مصفوفات مربعة من المرتبة  A, B, Cـ لتكن  ٢٣

detA = -2, detB = 3, detC = 5 

  احسب كلاً من:

a) det(-A),   b) det (A-1),   c) det (2AT.B2.C) 

d) det(3A)-1  e) det(3A-1)  f) det(AB-1C2) 

  ـ بفرض أن مقلوب المصفوفات الواردة أدناه موجودة، أثبت صحة العلاقة: ٢٤

(C-1 + D-1) = C(C + D)-1D 

  

*    *    *  
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  الفصل الخامس

  Vector Spaceالفضاء المتجهي (الشعاعي) 

  :R2 ،R3 ،Rnـ المتجهات في  ١ـ  ٥

Vectors in 2- space, 3-space and n – space: 
 :تتمحور دراسة الجـبر الخطـي عنـد نـوعين أساسـيين مـن الكائنـات الرياضـية ألا وهمـا

وفي  .المصــفوفات، والفضــاءات المتجهيــة، وقــد تناولنــا في فصــول ســابقة دراســة المصــفوفات

هذا الفصل والفصول اللاحقة سوف ندرس الفضاء المتجهي، لذلك سـنقوم بعـرض بعـض 

  الأفكار الأساسية عن المتجهات في مقدمة هذا الفصل.

  جه (الشعاع) الهندسي:تـ الم ١ـ  ١ـ  ٥

وهـو يسـتخدم للتعبـير عـن   ،إن المتجه بالمفهوم الهندسي هو قطعـة مسـتقيمة موجهـة

ويســـتخدمه المهندســـون والفيزيـــائيون في  .ائيـــة والميكانيكيـــة وغيرهـــاكثـــير مـــن المســـائل الفيزي

ويمثلونه بسهم للدلالة على الاتجاه وطول هـذا السـهم يعـبر  (R3)وفي الفراغ  (R2)المستوي 

عــن المقــدار الــذي يمثلــه، ويــدعوه الرياضــيون بالمتجــه الهندســي، بدايــة الســهم تســمى نقطــة 

  .(terminal point)ه يسمى نقطة �اية المتجه وآخر  (initial point)بداية المتجه 

  
في حـين أننــا  … ,a, b, …, u, vوسـوف نرمـز للمتجهـات بـأحرف لاتينيـة داكنــة مثـل 

  ...,,,.., ,سنرمز للقيم السلمية والتي هي عناصر من حقل ما بأحرف يونانية مثل 

ـــا ســـنكتب ذلـــك:  ،وإذا عبرنـــا عـــن متجـــه بدلالـــة نقطـــة البدايـــة ونقطـــة النهايـــة فإنن

ABu   حيثA  ،هي نقطة البدايةB .نقطة النهاية  
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بأ�ـا متجهـات متكافئـة، نفسـه والاتجـاه نفسـه، نقول عن المتجهات التي لها الطـول 

نفسـه، فـإن المتجهـات المتكافئـة تمثـل المتجـه  ،وبمـا أن المتجـه يتعـين مـن خـلال طولـه وجهتـه

  .v = wونكتب مثلاً  ،إ�ا متساوية :الحالة نقول عنها وفي هذه

  
 zero vectorأمــا المتجــه الــذي تنطبــق بدايتــه علــى �ايتــه فيســمى المتجــه الصــفري 

  وهذا المتجه ليس له اتجاه طبيعي. 0ويرمز له بـ 

  ـ جمع المتجهات: ٢ـ  ١ـ  ٥

  نين الفيزياء.هناك العديد من العمليات على المتجهات، وكلها لها أصل في قوا

عين عندئذ ينفسها، ن لهما نقطة البداية إبحيث  R3أو  R2متجهين في  v, wليكن 

ويعرف مجموعهمـا علـى أنـه قطـر متـوازي الأضـلاع الـذي  ،هذان المتجهان متوازي أضلاع

وتسـمى هـذه قاعـدة متـوازي الأضـلاع لجمـع  ،بدايته نقطة البداية المشتركة لهذين المتجهين

  المتجهات.

  

B 

A 

v 

w 
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متجهـين بحيـث  v, wفـإذا كـان  ،R3أو  R2وهناك قاعدة المثلث لجمـع متجهـين في 

  .wو�ايته �اية  ،vهو المتجه الذي بدايته بداية  v+wفإن ا�موع  ،wهي بداية  �vاية 

  
 مما سبق نستنتج مباشرة أن:  

v + w = w + v    (1) أي إن الجمع تبديلي.  

  المتجـه العـاكس لــv (negative of v)  ورمـزه– v  هـو متجـه لـه طـولv  ،ولكنـه نفسـه

  ومن ذلك يمكن تعريف طرح متجهين على أنه: ،بعكس الاتجاه

w – v = w + (- v)               (2) 

 :نلاحظ أيضاً أن المتجه الصفري هو عنصر حيادي بالنسبة لجمع المتجهات حيث  

v + 0 = 0 + v = v 

  ):Scalar multipleـ المضاعف السلمي لمتجه ( ٣ـ  ١ـ  ٥

 ،k (  k)مـن حقـل  اً سـلمي اً مقـدار  وإذا كـان  R3أو  R2متجهـاً في  vإذا كـان

) علـى أنـه المتجـه الـذي طولـه  )scalar product of v by بــ  vفإننـا نعـرف ضـرب 

إذا   vموجبــاً وعكــس اتجــاه  إذا كــان نفســه  vواتجاهــه اتجــاه  vمــرة مــن طــول  ||يســاوي 

  سالباً. كان 

  على أنه المتجه الصفري. vعندئذ يعرف  ،v = 0أو   = 0أما إذا كان 

 :ألا وهـو vفإننا نحصل على المتجه المعاكس لــ  ، = - 1وفي حالة خاصة إذا كان 

– v أي:  

(- 1) v = - v                     (3) 

v 

w 
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  أيضاً أن جمع المتجهات (الذي عرفناه قبل قليل) تجميعي أي: المهمةومن الخصائص  

u + (v + w) = (u + v) + w 

 

  ـ المتجهات في جملة إحداثية: ٤ـ  ١ـ  ٥

  حــتى الآن تناولنــا موضــوع المتجهــات دون أن ننســب المســتوي(R2)  أو الفــراغ(R3)  ـ

  الواقعة فيه هذه المتجهات ـ إلى جملة إحداثية.

  ــــة يجعــــل هــــذه إن التعامــــل مــــع العمليــــات علــــى المتجهــــات بوجــــود جملــــة محــــاور إحداثي

  العمليات أكثر بساطة وسهولة.

  إذا كــانv  متجهــاً منســوباً لجملــة إحداثيــة بحيــث تنطبــق نقطــة بدايــةv  علــى مبــدأ هــذه

  .vالجملة، عندئذ يعرف هذا المتجه بشكل تام بمعرفة إحداثيات نقطة �اية 

  
 ،بالنســبة للجملــة الإحداثيــة v (components)نسـمي هــذه الإحــداثيات مركبــات 

     إن مركباتــه هــي :ونقــول .(R2)في المســتوي  vلتــدل علــى  v = (v1, v2)وســوف نكتــب 

(v1, v2)  وهو زوج مرتب، كما نكتبv = (v1, v2, v3)  للدلالة علـى متجـهv  في الفضـاء

  وهي ثلاثية مرتبة. (v1, v2, v3)الذي مركباته  (R3)الثلاثي 

v 

x 

z 

y 

(v
1
, v

2) 
(v

1
, v

2
, v

3) 

x 

y 
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 إذا تســـاوت المركبـــات ينيكونـــان متســـاوي v, wومـــن الواضـــح جـــداً أن المتجهـــين 

  فإن: ،w = (w1, w2, w3) , v = (v1, v2, v3)أي إذا كان:  ،المتناظرة

v = w  v1 = w1 , v2 = w2 , v3 = w3 

في  (0 ,0 ,0) = 0أو  R2في  (0 ,0) = 0الصـفري في جملـة إحداثيـة  يمثـل المتجـه ملاحظـة:

R3.  

أو  v1, v2مركباتـه  vيمكـن أن يمثـل متجهـاً  (v1, v2)من المعلوم أن الـزوج المرتـب  ملاحظة:

  .v1, v2يمثل نقطة إحداثيا�ا 

  21لــو فرضــنا أنpp  يمثــل متجهــاً فيR2  نقطــة بدايتــه لا تنطبــق علــى مبــدأ الإحــداثيات

  فإن مركبات هذا المتجه تعطى بالعلاقة: عندئذ ،P2(x2, y2)و  P1(x1, y1)بحيث 

21PP  = (x2 – x1, y2 – y1)                    (4) 

  حيث:

)yy,xx()y,x()y,x(opoppp 121211221221   

  فإن: ،p1(x1, y1, z1) , p2(x2, y2, z2)حيث  R3يمثل متجهاً في  21ppوإذا كان 

21PP  = (x2 – x1, y2 – y1, z2 – z1)                    (5) 

  مثال:

  .p2(7, 5, -8)و�ايته  p1(2, -1, 4)الذي بدايته  21ppأوجد مركبات المتجه 

  الحل:

  هو: vإن هذا المتجه 

v = 21pp  = (7 – 2, 5 + 1, 8 – 4) = (5, 6, -12) 

  :Rnـ الفضاء  ٥ـ  ١ـ  ٥

في  R3و  R2لقــــد اســــتُعملت الأزواج والثلاثيــــات المرتبــــة للتعبــــير عــــن متجهــــات في 

القرنين الثامن عشـر والتاسـع عشـر ومـع حلـول القـرن العشـرين طـوّر الفيزيـائيون والرياضـيون 
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 ،وأصـبح التعامــل مـع فضــاءات ذات أبعـاد أكـبر مــن ذلـك ضــرورياً لإجـراء الأبحــاث ،ذلـك

  .Rnوعلينا الآن أن نوضح مفهوم الفضاء  ،والتعامل مع كثير من القضايا

نعلــم جميعــاً أن مجموعــة الأعــداد الحقيقيــة تمثــل بمســتقيم (مــن وجهــة نظــر هندســية) 

 :وهـذا مـا يـدعونا للقـول R1أو  Rله بـ  ويرمز ،)real lineويدعى هذا بالمستقيم الحقيقي (

  .(one dimensional)إن المستقيم أحادي البعد 

ومجموعــــة  (tuples -2)مــــن جهــــة ثانيــــة تــــدعى مجموعــــة الأزواج الحقيقيــــة المرتبــــة 

وهــو الأمــر  ،R3, R2ويرمــز لهمــا علــى الترتيـب  ،(tuples – 3)الثلاثيـات الحقيقيــة المرتبــة 

والفراغ هـو فضـاء ثلاثـي الأبعـاد،  ،ستوي هو فضاء ثنائي الأبعادإن الم :الذي دعانا للقول

وهــذا يشــكل أساســاً لتوســيع مفهــوم الفضــاء إلى فضــاءات ذات أبعــاد أكــبر حيــث نســمي 

 Rnونرمــز لـه بـــ  ،n – spaceأو  nفضــاء مـن البعــد  (v1, v2, …, vn)مجموعـة المرتبـات 

  أعداد حقيقية. v1, v2, …, vn :وحيث

  مثال:

وفي كــل مــرة يجريهــا تحــوي هــذه التجربــة  ،يجــري تجربــة مخبريــة اً هنــاك باحثــ لنفــرض أن

)n ًعندئـذ إن نتيجـة كـل تجربـة يمكـن أن تمثـل بمتجـه  ،) قياسـاy = (y1, y2, …, yn)  فيRn 

  هي المقادير التي جرى تسجيلها. y1, y2, …, ynحيث إن 

  هناك الكثير من الأمثلة عن متجهات من هذا النوع..

  :Rnـ العمليات على المتجهات في  ٦ـ  ١ـ  ٥

Operations on vectors in Rn: 

  v = (v1, v2, …, vn)على الشكل:  Rnفي  vنكتب المتجه 

  (0 ,.… ,0 ,0) = 0على الشكل  Rnكما نرمز للمتجه الصفري في 

  لـيكنv, w  متجهـين فيRn  حيـثw = (w1, w2, …, wn)  وv = v1, v2, …, vn) 

  (تساوي متجهين). v = w  v1= w1, v2 = w2, …, vn = wnعندئذ: 
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 a = 1 , b = - 4 , c = 2 , d = 7  (a, b, c, d) = (1, -4, 2, 7) مثال:

   إذا كان كالآتييعرف ا�موع :v = (v1, v2) , w = (w1, w2)  

  فإن:

v + w = (v1 + w1, v2 + w2) ….. (6) 

  وإن:

v = (v1, v2) ……. (7)  حيث  عنصر من حقلk.  

  وبشكل خاص:

- v = (-1) v = (-v1, - v2)……………..(8) 

  وعليه فإن:

w – v = w + (-v) = (w1 – v1, w2 – v2) ………(9) 

  يمكن تعميم كل من هذه العمليات بحيث تصبح عمليات فيRn:فإذا كان ،  

v = (v1, v2, …., vn) , w = (w1, w2, …, wn)  متجهـين فيRn  وإذا كـان 

  ، عندئذ:kمن حقل ما  اً سلمي اً ار مقد

v + w = (v1 + w1, v2+w2, …, vn + wn) ……………(10) 

v = (v1, v2, …, vn) ……………………...(11) 

- v = (-v1, -v2, …., - vn) …………………….…(12) 

w – v = (w1 – v1, w2 – v2, …, wn – vn) ……..…(13) 

  مثال:

  فإن: ،v = (1, -3, 2) , w = (4, 2, 1)إذا كان 

v + w = (5, -1, 3)  ,  2v = (2, -6, 4) 

- w = (-4, -2, -1) , v – w = (-3, -5, 1) 

  تلخص المبرهنة التالية أهم خواص العمليات على المتجهات:
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  ):١مبرهنة (

(مقـادير سـلمية مـن  ,   kوإذا كانـت  Rnمتجهـات في  u, v, wإذا كانـت 

  عندئذ: ،)kحقل 

(a) u + v = v + u 

(b) (u + v) + w = u + (v + w) 

(c) u + 0 = 0 + u = u 

(d) u + (-u) = (-u) + u = 0 

(e)  (u + v) = u + v 

(f) ( + ) u = u + u 

(g) (u) = () u 

(h) 1 . u = u 

  الإثبات: 

  ونترك الباقي كتمرين: ،(b)سوف نثبت صحة 

  لتكن المتجهات:

u = (u1, u2, …, un) , v = (v1, v2, …, vn) , w = (w1, w2, …, wn) 

  عندئذٍ:

(u + v) + w = ((u1, u2, …, un) + (v1, v2, …, vn)) + (w1, w2, …, wn) 

= (u1 + v1, u2 + v2, …, un + vn) + (w1, w2, …, wn) 

= ((u1 + v1) + w1 , (u2 + v2) + w2, … , (un + vn) + wn) 

= (u1 + (v1 + w1) , u2 + (v2 + w2), …, un + (vn + wn) 

= (u1, u2, …, un) + (v1 + w1, v2 + w2, …, vn + wn) 

= u + (v + w) 

 باتبـــاع أســلوب المبرهنـــة الســـابقة الآتيـــةيمكــن التحقـــق أيضــاً مـــن الخـــواص الإضــافية 

  .نفسه

  ):٢مبرهنة (

  عندئذ: ،(  k)مقداراً سلمياً  وكان  ،Rnمتجهاً في  vإذا كان 
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(a) 0 . v = 0 

(b)  . 0 = 0 

(c) (-1) v = - v 

هـــو تركيـــب  wإن  :عندئـــذ نقـــول ،Rnمتجهـــاً في  wإذا كـــان  تعريـــف التركيـــب الخطـــي:

  ).Rn(متجهات من  v1, v2, …, vr  Rnخطي للمتجهات 

  بحيث: 1, 2, …, r  k(أعداد)  تإذا وجدت سلميا

w = 1v1 + 2v2 + … + rvr ……………..(14) 

  معاملات التركيب الخطي.تدعى هذه السلميات 

  عندما يكونr = 1،  تصـبح  (14)فـإنw = 1v1أي إن التركيـب الخطـي لمتجـه وحيـد  ؛

  ما هو إلا مضاعفه السلمي.

  :Vector Spaceـ الفضاء المتجهي  ٢ـ  ٥

  ):١تعريف (

بقانوني تشكيل أحدهما داخلي رمزه  V، نزود (V  )مجموعة غير خالية  Vلتكن 

والآخــر خـــارجي رمــزه (.) وهـــو عبــارة عـــن ضـــرب  ،(+) دون أن يعــني أنـــه الجمــع العـــادي

المـزودة �ـاتين العمليتـين هـي فضـاء  Vإن  :. نقـولVبعنصـر مـن  (  k)مقـدار سـلمي 

  :(axioms)أو ما يسمى بالمصادرات  الآتيةإذا تحققت القضايا  kمتجهي على الحقل 

 u, v, w  V ,  ,   k 

(i) u + v  V 

(ii) u + v = v + u  

(iii) u + (v + w) = (u + v) + w 

(iv) 0  V (zero object = zero vector) : u + 0 = 0 + u = u 

(v)  u  V ,  -u  V : u + (-u) = (-u) + u = 0 

  زمرة تبديلية. (+ ,V)أي إن 

(vi)  u  V ; ( بالنسبة للضرب السلميمغلقة   V) 



- ١٦٤ - 

 

(vii)  (u + v) = u + v 

(viii) ( + ) u = u + u 

(ix) (u) = ()(u) 

(x) 1 . u = u 

إن  :أو اختصـاراً نقـول kفضاء متجهي علـى الحقـل  (. ,+ ,V)نقول إن الثلاثية  ملاحظة:

V  فضاء متجهي علىk إن  :أو قـد نكتفـي بـالقولV ل فضـاء أو فضـاء علـى الحقـk  وفي

  .kفضاء على الحقل  Vللدلالة على أن  V(k)بعض الأحيان نكتب 

  ملاحظات:

  تســـمى عناصـــرV ونســـمي عناصـــر  ،متجهـــات دون أن تكـــون هـــي المتجهـــات المعتـــادة

في كتابنـا هـذا سـيكون حقـل  k. والحقـل اً السلميات أو المقادير السلمية أو أعداد kالحقل 

  .Cأو العقدية  Rالأعداد الحقيقية 

  نســمي العنصــر الحيــادي في الزمــرة(V, +)  والــوارد في(iv) مــن التعريــف صــفر الفضــاء، 

  .0أو اختصاراً  0kفيرمز له بـ  ،. أما صفر الحقل0أو نكتفي بـ  0vوقد نرمز له بـ 

  يجب التمييز بين (+) في(iii)) ،ii ،((i)  في التعريـف والـتي هـي عمليـة جمـع لعناصـرV؛ 

مـــن اليســــار هـــي جمـــع أعــــداد أو  (viii)أي جمـــع متجهـــات بينمـــا عمليــــة (+) الـــواردة في 

وهــي جمـع متجهـات مـن الطـرف اليميـني لـــ  (viii)مـن الطـرف اليسـاري لــ  kعناصـر الحقـل 

(viii).  

  إن(i)  تعـــــــني أنV وإن  ،مغلقـــــــة بالنســـــــبة للجمـــــــع(vi)  تعـــــــني أنV  مغلقـــــــة بالنســـــــبة

  للمضاعف السلمي.

  أي ســؤال يتعلــق بالفضــاء المتجهـــي يجــب تحديــد نــوع العمليـــة  عـــنقبــل البــدء بالإجابــة

  .ومضمو�ا وكذلك نوع العملية الثانية (.)ومعرفتها، الأولى (+) 
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  مثلة:ـ أ ١ـ  ٢ـ  ٥

: كالآتي، ولنعرف الجمع والضرب  0مجموعة مؤلفة من عنصر وحيد نرمز له بـ  V) لتكن ١

0 + 0 = 0 ,  0 = 0 يـاً كـان أ  k  مـن السـهل التحقـق مـن أن القضـايا العشـر الـواردة

  .zero vector spaceفي تعريف الفضاء محققة، ويسمى هذا بالفضاء الصفري 

  ) كل حقل هو فضاء متجهي على نفسه.٢

  حقل. kحيث  k2 = k  k = {(x1, x2) | x1, x2  k}) لتكن ا�موعة: ٣

  :كالآتي (+)نزود هذه ا�موعة بعملية 

 u = (u1, u2) , v = (v1, v2)  k2 

  فإن:

u + v = (u1 + v1, u2 + v2) 

  :كالآتي   kبعملية ضرب بمقدار سلمي  k2ونزود 

 . u = (u1, u2) 

لأنــه يمكـن التحقــق  ؛�ــاتين العمليتـين تشــكل فضـاء متجهيـاً  ةالمـزود k2إن ا�موعـة 

  بسهولة من أن شروط التعريف محققة.

  حيث: kn) يمكن تعميم المثال السابق إلى ا�موعة ٤

kn = {(x1, x2, …, xn) | x1, x2, …, xn  k} 

ـــال  knحقـــل) وذلـــك بتزويـــد  k(وحيـــث  بعمليـــة (+) وعمليـــة (.) كمـــا هـــي في المث

  الأخير.

 R2أو  Rnفإننـا نحصـل علـى  ،Rهـو حقـل الأعـداد الحقيقيـة  kعندما يكون الحقـل 

وهــذان الأخــيران همــا الفضــاءان الحقيقيــان المألوفــان  n = 3عنــدما  R3أو  n = 2عنــدما 

  لدينا.
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 Mmn(k)) من الأمثلة الشـهيرة أيضـاً علـى الفضـاءات المتجهيـة، هـو فضـاء المصـفوفات ٥

  .kبالنسبة لجمع المصفوفات وضرب مصفوفة بعدد من 

 R[x]لهــا بــــ والــتي نرمــز  x) تشــكل كــل مــن مجموعــة الحــدوديات الحقيقيـــة بمتغــير واحــد ٦

فضـــــاءً متجهيــــاً بالنســـــبة لجمـــــع  C[x]ومجموعــــة الحـــــدوديات العقديــــة والـــــتي نرمــــز لهـــــا بـــــ 

وبعنصر من الحقل  R[x]بالنسبة للفضاء  Rالحدوديات وضرب حدودية بعنصر من الحقل 

C  بالنسبة للفضاءC[x].  

 (مجموعـــة المصـــفوفات M22(R)) يمكـــن التحقـــق مـــن أن ٥) كحالـــة خاصـــة مـــن المثـــال ٧

) تشكل فضـاء بالنسـبة لجمـع المصـفوفات وضـر�ا Rوالتي عناصرها من  2المربعة من المرتبة 

  في هذه الحالة. (تحقق من ذلك). Rبعنصر من 

  :كالآتيولنعرف الجمع   (+V = R)مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة  V) لتكن ٨

 u, v  V : u + v = u . v ….. 

   u  V ,    R: كالآتيوالضرب بمقدار سلمي  

  u = uفإن: 

  (بالنسبة للجمع) 1 = 1 . 1 = 1 + 1فمثلاً: 

  ). = 2(بالنسبة للضرب هنا  1 = 12 = 1 . 2

  شروط التعريف محققة: يمكن التحقق من أن

1) u + v = v + u = u . v = v . u   

2) u + (v + w) = u + v . w = u . v . w = … = (u + v) + w 

3) u + 1 = u . 1 = u  (1 صفر الفضاء هو) 

4)  u  V  - u = 
u

1
 

1تعني أن  u + (-u) = 0لأن 
u

1
.u

u

1
u 








  
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  نجد مثلاً: وبالنسبة للضرب بـ 

 (u + v) =  . (uv) = (uv) = uv = (u) + (v) 

u = u1 = u . 1وهكذا بقية الشروط فمثلاً: 
  

  المزود بالعمليتين المذكورتين تشكل فضاء متجهياً. Vإن أي 

  ـ بعض القضايا في الفضاء المتجهي: ٢ـ  ٢ـ  ٥

  عندئذ: kفضاء متجهياً على حقل  vليكن 

)١ ( u  V,    k  فإن . 0V = 0V  0وk . u = 0V  

)٢ ((-u) = (-) u = -  u ,  u  V,    k  

)٣ ((u – v) = u - v  ;   u , v  V ,    k  

)٤ (( - ) u = u - u  ;   u  V ,  ,   k  

)٥ (u = 0  u = 0V or  = 0k  

  الإثبات:

)١   (u = u + 0V = (u + 0V) = u + .0V 

   . 0V = 0Vفإن  ،زمرة تبديلية (+ ,V)وكون 

  0k . u = 0Vوبشكل مشابه يمكن إثبات أن 

)٢ ((-) u + u = (- + ) u = 0k . u = 0v  

  u = -u (-)ومنه نجد: 

 (-u) + u =  (-u + u) =  . 0V = 0Vكذلك: 

   (-u) = - uفيكون 

)٣ ((u – v) + v =  [(u – v) + v)] =  (u + 0v) = u  
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  (u – v) = u - vومنها نجد: 

  u = u - u ( - )وبشكل مشابه نثبت أن: 

 u = 0vفمـن العلاقـة    0أمـا إذا كـان  ،0k . u = 0vفـإن  ، = 0k) إذا كـان ٤(

  ) نجد:(مقلوب  -1وبضرب طرفيها بـ 

-1(u) = -1 . 0v 

 (-1)u = 0v  1 . u = 0v  u = 0v 

   = 0k  u = 0vأو  u = 0vوعليه ينتج أن 

الجبريـــة مــن كـــل مـــا ســـبق نلاحـــظ أن العمليـــات في فضـــاء شـــبيهة تمامـــاً بالعمليـــات 

  المعروفة لنا.

  :Subspaceـ الفضاء الجزئي  ٣ـ  ٥

  ):١تعريف (

  .(  W  V)مجموعة جزئية غير خالية من فضاء شعاعي  Wلتكن 

بحـــد ذا�ـــا تشـــكل  Wإذا كانـــت  Vفضـــاءً شـــعاعياً جزئيـــاً مـــن  Wتكـــون ا�موعـــة 

  .Vفضاء شعاعياً بالنسبة للعمليتين المعرفتين على 

  :الآتيبالشكل  Vأو يمكن أن نعرف الفضاء الجزئي من فضاء متجهي 

  ):٢تعريف (

  :الآتيإذا تحقق  Vتكون فضاء جزئياً من  Wفإن  ،  W  Vإذا كانت 

1 -  u, v  W  u + v  W 

2 -  u  W,    k   u  W 

  ويمكن اعتماد أحدهما ويفضل الثاني. ،هذان التعريفان متكافئان

يمكن اختـزال الشـرطين الـواردين في التعريـف الأخـير إلى شـرط واحـد كمـا في المبرهنـة 

  :الآتية
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  ):١مبرهنة (

فضـاء جزئيـاً مـن  V(k)مـن الفضـاء المتجهـي  Wتكون ا�موعـة الجزئيـة غـير الخاليـة 

V  الآتيإذا وفقط إذا تحقق:  

 u, v  W,  ,   k،   فإنu + v  W  

  الإثبات:

مـن خـلال تعريـف الفضـاء  u , u  Wفإننـا نجـد أن  ،فضـاء جزئيـاً  Wإذا كـان 

   u, v  W,  ,   kالجزئي وذلك 

  أيضاً من خلال تعريف الفضاء الجزئي. (*)     u + u  W :وعليه فإن

   =   = 1فهي محققة من أجل  ،محققة (*)العكس إذا كانت 

   = 0وهي محققة أيضاً من أجل  u + v  Wوعليه فإن 

  .Vفضاء جزئي من  Wوهذا يعني أن  u  Wوعليه فإن 

  ملاحظات:

نفســه والفضــاء  Vيحــوي فضــاءين جــزئيين علــى الأقــل همــا  V) إن أي فضــاء متجهــي ١(

  وذلك لأن كلاً منهما يحقق تعريف الفضاء الجزئي. ؛{0V}الصفري 

فضــاء  Wوذلــك لأنــه إذا كــان  ؛ينتمــي إلى أي فضــاء جزئــي منــه V) إن صــفر الفضــاء ٢(

فـإن  ، = 0kوبشكل خاص عندما  u  W,   kحيث  u  Wفإن  ،Vجزئياً من 

0k . u = 0v  W.  

  وذلك لأن: ؛Wينتمي إلى  W) إن نظير أي عنصر من الفضاء الجزئي ٣

 u  W  (-1) . u = - u  W 
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  الفضاءات الجزئية:ـ أمثلة على  ١ـ  ٣ـ  ٥

  ):١مثال (

  V = {(x, y) : x, y  R}أي  V = R2إذا كان 

يشـكل  W، فـإن W = {(x, 0) : x  R}حيـث  Vمجموعة جزئيـة مـن  Wوكانت 

  .Xهو المحور  Wونلاحظ أن  Vفضاء جزئياً من 

وبشــكل عــام كــل مســتقيم يمــر بمبــدأ المحــورين الإحــداثيين يشــكل فضــاءً جزئيــاً مــن 

الحقيقي، حيث إن مجموع شعاعين على هـذا المسـتقيم سـيبقى شـعاعاً علـى  (R2)المستوي 

هذا المستقيم بعدد حقيقي يعطينـا شـعاعاً علـى على وكذلك ضرب شعاع  ،المستقيم نفسه

   في هـذه الحالــة هـي مجموعـة أزواج حقيقيــة مرتبـة مـن الشــكل: Wأي إن: نفسـه؛ المسـتقيم 

W = {(x, y): y = mx} فإذا كـان ،u, v  W،  فـإنu  سـيكون مـن الشـكلu = (x, y) 

 u + v مـن ثمَّ و  y = mxحيـث  v = (x, y)مـن الشـكل  vويكـون  ،y = mxحيـث 

وهـذا يعـني أن  y + y = m (x + x)فـإن  مـن ثمَّ و  (x + x, y + y)سيكون مـن الشـكل: 

u + v  W.  

 y = m(x)ومنـه فـإن  (x,y)مـن الشـكل:  uفإن  ،  Rمن جهة ثانية إذا كان 

  .V = R2فضاء جزئي من  Wوهذا يعني أن  ،u  Wإذن  y = (mx)أي 

  :)١( ملاحظة

وعلـى  R3ينطبق المثال الأخير على المستقيمات المـارة بمبـدأ الإحـداثيات في الفضـاء 

  .R3المستويات المارة بمبدأ الإحداثيات في 

  ):٢مثال (

 W = {(x, y), x  0, y  0}حيـث  R2مجموعـة جزئيـة غـير خاليـة مـن  Wلـتكن 

ليسـت مغلقـة بالنسـبة للضـرب بمقـدار سـلمي    Wلأن  ؛R2ليست فضـاء جزئيـاً مـن  Wإن 



- ١٧١ - 

 

  k  فلـو كـانu = (x, y)  W  وأخـذنا = - 1،  فـإنu = (-1) . (x, y) = (-x, -

y)  لكن(-x, -y)  W.  

  ):٣مثال (

  .V = Mnnفضاء المصفوفات المربعة أي  Vليكن 

وأن ضــرب مصـــفوفة  ،نعلــم أن مجمــوع مصــفوفتين متنــاظرتين هــو مصــفوفة متنــاظرة

 (nn)هو مصفوفة متناظرة إذن مجموعة المصفوفات المتنـاظرة ذات السـعة  متناظرة بعدد 

  .Mnnتشكل فضاء جزئياً من 

فهـــي تشـــكل  ،كـــذلك الأمـــر بالنســـبة �موعـــة المصـــفوفات المثلثيـــة العليـــا أو الـــدنيا

  وكذلك القطرية. Mnnفضاءات جزئية من 

  ):٤مثال (

القابلـة للقلـب (لهـا مقلـوب) ـ والـتي هـي  (nn)مجموعـة المصـفوفات  Wإذا كانـت 

لأنــه لــو  ؛Mnnـ إن هــذه ا�موعــة لا تشــكل فضــاء جزئيــاً مــن  Mnnمجموعــة جزئيــة مــن 

  أخذنا:


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

52

21
u   ,  














52

21
v  

  .detu  0 , detv  0لأن  ؛قابلتان للقلب u, vفإن 

لكن 









50

20
vu  وعليهdet(u + v) = 0  

  u + v  Wإذن 

  ):٥مثال (

  نعلم أن الحدودية هي دالة يعبر عنها بالشكل:

P(x) = a1 + a1x + a2x
2 + … + anx

n 
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  .nوندعوها حدودية من الدرجة 

هــو  nإن مجمــوع حــدوديتين درجــة كــل منهمــا أصــغر أو يســاوي  :ومــن نافلــة القــول

  .nحدودية درجتها أصغر أو تساوي 

هـو حدوديـة درجتهـا    kبمقـدار سـلمي  nوكذلك فإن ضـرب حدوديـة درجتهـا 

  .nأصغر أو يساوي 

جميعهـا أي إن مجموعة الحدوديات هذه تشكل فضـاء جزئيـاً مـن فضـاء الحـدوديات 

  .V = Pnوالذي نرمز له بـ 

  ):٢مبرهنة (

، عندئــذ يكــون      Vفضــاءات جزئيــة مــن فضــاء شــعاعي  w1, w2, …, wrلــتكن 

w1  w2  ….  wn جزئياً من  فضاءV.  

  البرهان:

لــيكن 
r

1i
iwW



 عندئــذW    لأن كــل مــن هــذه الفضــاءات الجزئيــة يحــوي

الشعاع الصفري (كونه فضاء جزئي)، ومنه فالتقاطع يحوي الشـعاع الصـفري. لـذلك يبقـى 

مغلــــق بالنســــبة للجمــــع والضــــرب بمقــــدار ســــلمي. ولإثبــــات هــــذا نفــــرض         Wأن نبــــين أن 

u, v  W  وبمـا أنW  هـو تقـاطعw1, w2, …, wr،  فـإنu, v  مـن ينتمـي لكـل واحـد

 u + v فـإن ،V مـن اً جزئيـ وكـون كـل منهمـا فضـاءً  w1, w2, …, wrالفضـاءات الجزئيـة 

  .. u  Wوبشكل مماثل نثبت أن  u + v  W من ثمَّ و  ،ينتمي أيضاً لكل منها

  .Vفضاء جزئي من  Wإذن 

  ملاحظة:

إن تقـاطع عـدد منتـهٍ مـن فضـاءات جزئيـة مـن  :يمكن صياغة المبرهنة الأخيرة بالقول

  .Vهو فضاء جزئي من  Vفضاء شعاعي 
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والجملـة المولـّدة لفضـاء  Linear Combinationـ التركيب الخطي  ٤ـ  ٥

  :ما

  ):١تعريف (

ـــــيكن  ـــــب خطـــــي  uإن  :عندئـــــذ نقـــــول ،Vعنصـــــراً (شـــــعاعاً) مـــــن فضـــــاء  uل تركي

  بالشكل:  uإذا أمكن التعبير عن  Vمن  u1, u2, …, usات هللمتج

u = 1u1 + 2u2 + … + sus 

، وتدعى هـذه المقـادير السـلمية kمقادير سلمية من الحقل  1, 2, …., sحيث 

  بمعاملات التركيب الخطي.

  ):١مبرهنة (

  عندئذ: ،Vغير خالية من عناصر فضاء مجموعة  S = {u1, u2, …, ur}لتكن 

)a تشكل ا�موعة (W  المكونة من جميع التراكيب الخطية الممكنـة لعناصـرS  ًفضـاء جزئيـا

  .Vمن 

)b ا�موعة (W  فضاء جزئي من » أصغر«السابقة هيV اصر نيحوي جميع عS  بمعنى أن

  .Wلا بد أن يحوي  Sأي فضاء جزئي آخر يحوي عناصر 

  الإثبات:

  ليكن:و  ،Sكل التراكيب الخطية الممكنة لعناصر مجموعة   Wلتكن 

u = c1u1 + c2u2 + … + crur  S 

v = k1u1 + k2u2 + … + krur  S 

  فيكون: ،kمقادير سلمية من الحقل  c1, c2, …, cr, k1, k2, …, krحيث: 

u + v = (c1 + k1)u1 + (c2 + k2)u2 + … + (cr + kr) ur 

  .u + v  Wأي إن  ؛Sوهذا الأخير هو تركيب خطي لعناصر 

  مقدار سلمي). (حيث  uوكذلك الأمر بالنسبة لـ 
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  فإن:

u = c1u1 + c2u2 + … + crur    W 

  .Vفضاء جزئي من  Wإذن 

)b ليكن (W من  اً فضاء جزئيV  يحوي عناصرS   كون جميعهاW بالنسبة للجمـع  اً مغلق

 Wولـذلك فهـو يحـوي  ،Sلــ  جميعهـا فهـو يحـوي التراكيـب الخطيـة ،والضـرب بمقـدار سـلمي

  هو الأصغر). W(أي 

  ):٢تعريف (

، فــإن Vمجموعــة غــير خاليــة مــن متجهــات  Sوكانــت  ،فضــاء متجهيــاً  Vإذا كــان 

يــدعى بســطة  Sالممكنــة لعناصــر جميعهــا ا لمكــون مــن التراكيــب الخطيــة  Wالفضــاء الجزئــي 

S،  ويرمز له بـW = span (S)إن عناصر  :، ونقولS  تولدW (generate = span).  

  .<W = <Sوقد يرمز لذلك أيضاً بـ 

  ):١مثال (

  e1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1)حيـث  S = {e1, e2, e3}إن ا�موعـة 

  .R3الفضاء  spanتولّد أو 

علـى الشـكل    uفإنـه يمكـن التعبـير عـن  ،u = (a, b, c)  R3لأنـه أيـاً كـان الشـعاع 

u = ae1 + be2 + ce3.  

  ):٢مثال (

 Pلأن كـل حدوديـة  ،Pnتولـّد فضـاء الحـدوديات  x, x2, …, xn ,1إن الحـدوديات 

P  a0 + a1x + … + anxيعبر عنها بالشكل:  Pnمن 
n  والتي هي عبـارة عـن تركيـب خطـي

  .x, x2, …, xn ,1للحدوديات 

  .Pn = span {1, x, x2, …, xn}ويمكن أن نرمز لذلك بـ: 
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  ):٣مثال (

  .R3من  u2 = (6, 4, 2)والمتجه  u1 = (1, 2, -1)لنأخذ المتجه 

  .u2و  u1هو تركيب خطي لـ  u = (9, 2, 7)أثبت أن 

  .u1, u2ليس تركيباً خطياً لـ  u = (4, -1, 8)بينما 

  الحل:

  (مقادير سلمية) بحيث: 1, 2للحل نقول: هل يوجد 

u = 1u1 + 2u2 ? 

  لكن:

u = (9, 2, 7) = 1 (1, 2, -1) + 2(6, 4, 2) 

 1 + 62 = 9 

21 + 42 = 2 

- 1 + 22 = 7 

  2 = 2, 1 = - 3بالحل المشترك نجد 

تركيـب  uأي  ؛u = -3u1 + 2u2ومنـه  2 = 2, 1 = -3إذن الإجابـة نعـم يوجـد 

  .u1, u2خطي لـ 

  في حين أن:

u = (4, -1, 8) = 1 (1, 2, -1) + 2 (6, 4, 2) 

 1 + 62 = 4 

21 + 42 = - 1 

-1 + 22 = 8 

  .u1, u2ليس تركيباً خطياً لـ  uلذلك فإن  ؛والجملة مستحيلة الحل
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  ):٤مثال (

تولد  u1 = (1, 1, 2) , u2 = (1, 0, 1), u3 = (2, 1, 3)) بينّ فيما إذا كانت المتجهات: ١

  .R3الفضاء 

  الحل:

يمكــن التعبــير عنــه   R3مــن  b = (b1, b2, b3)علينــا أن نبــين أن أي متجــه مثــل 

  (مقادير سلمية) بحيث: 1, 2, 3أي إنه يوجد  u1, u2, u3كتركيب خطي للمتجهات 

b = 1u1 + 2u2 + 3u3 

  بالتعويض نجد:

(b1, b2, b3) = (1, 1, 21) + (2, 0, 2) + (23, 3, 33) 

  أو:

1 + 2 + 23 = b1 

1          + 3 = b2 

21 + 2 + 3 = b3 

  وهذه جملة معادلات خطية غير متجانسة مصفوفة معاملا�ا:



















312

101

211

A   det A = 0 

  .R3لا تولد  u1, u2, u3الجملة لا تملك حلاً إذن المتجهات  من ثمَّ و 

  ؟R3الفضاء  u1 = (1, 2, 3), u2 = (2, 0, 0), u3 = (-2, 1, 0)) هل تولّد المتجهات: ٢

  .R3نجد أن هذه المتجهات تولد نفسها الطريقة السابقة ب

  ـ فضاء حلول جملة خطية متجانسة: ١ـ  ٤ـ  ٥

 nمعادلــة و mمكونــة مــن  AX = 0يمكــن النظــر إلى حــل جملــة خطيــة متجانســة 

  .Rnمجهول (متغير) على أنه متجه في الفضاء 
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  ):١مبرهنة (

مجهول تشـكل فضـاء جزئيـاً  nفي  AX = 0إن مجموعة حلول جملة خطية متجانسة 

  .Rnمن 

  البرهان:

لأن الجملـة تقبـل علـى  ؛W  مجموعة حلول هذه الجملة، وبذلك فـإن  Wلتكن 

  ).X = 0الأقل الحل الصفري (

  هما حلان لهذه الجملة فيكون: X1, X2هذا يعني أن  X1, X2  Wليكن 

AX1 = 0  وAX2 = 0، :ومنه  

A (X1 + X2) = AX1 + AX2 = 0 + 0 = 0 

  .X1 + X2  Wإذن 

  فإن: ،(مقدار سلمي)   Kمن جهة ثانية إذا كان 

A(X1) = (AX1) =  . 0 = 0 

  .Rnفضاء جزئي من  Wوعليه فإن  ،X1  Wأي 

  أمثلة:

  ) لتكن الجملة الخطية المتجانسة:١(

























































0

0

0

x

x

x

963

642

321

3

2

1

 

  أوجد فضاء حلول هذه الجملة.

  الحل:

















 























000

000

321

~

963

642

321
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















































 

0

0

0

x

x

x

000

000

321

3

2

1

  x1 – 2x2 + 3x3 = 0 

و  x2 = sولنفـرض:  ،مجاهيـل اختياريـة x2, x3ولنأخـذ  ،فالجملـة تملـك لا �ايـة مـن الحلـول

x3 = t، :فيكون  

x1 = 2s – 3t  x – 2y + 3z = 0 

  وهذا المستوي مار بالمبدأ. R3في  وهي تعبر عن معادلة مستوٍ 

  ).x1 = x, x2 = y, x3 = z(فرضنا 

  أو نقول إن فضاء الحلول هو:

W = {(2s – 3t, s, t) : s, t  R} 

  أو:

W = span {(2, 1, 0) , (- 3, 0, 1)} 

  ) لتكن الجملة الخطية المتجانسة:٢(

























































0

0

0

z

y

x

642

873

321

 

  .(solution space)أوجد فضاء حلول هذه الجملة 

  الحل:

  نجد:نفسها الطريقة السابقة ب

x = - 5t , y = - t, z = t 

  والفضاء هو:

W = {(- 5t, - t, t) ; t  R} 

  أو:

W = span {(- 5, - 1, 1)} 
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  ):٢مبرهنة (

مجمـوعتين غـير خـاليتين مـن  S = {u1, u2, .., ur}, S = {v1, v2, …, vk}لـتكن: 

  عندئذ: ،Vعناصر الفضاء 

Span (S) = span (S) 

 Sوكـل شـعاع مـن  Sهو تركيب خطي لأشـعة  Sإذا وفقط إذا كان كل شعاع من 

  . (نقبلها دون إثبات).Sهو تركيب خطي لأشعة 
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  تمارين

المـذكور بجانـب كـل  Vتشـكل فضـاء جزئيـاً مـن الفضـاء  Wـ أي مـن ا�موعـات التاليـة  ١

  منها:

(a) W = {(a, a, 0) ; a  R}  ,  V = R3 

(b) W = {(a, 0, 0) ; a  R}  , V = R3 

(c) W = {(a, b, c) ; a + b = c  ;  a, b, c  R} , V = R3 

(d) W = {(a, -a, 0) ; a  R}  ,  V = R3 

تشكل فضاء جزئياً من  n  n) هل مجموعة المصفوفات القطرية من المرتبة (السعة) aـ ( ٢

  .؟n  nمجموعة كل المصفوفات المربعة من السعة 

)b هل تشكل مجموعة المصفوفات المربعة من السـعة (n  n  والـتي محـدد كـل منهـا يسـاوي

  .؟Mnnصفر فضاء جزئياً من 

(فضـاء الحـدوديات  V = P3التالية تشكل فضاء جزئياً مـن  Wـ بين أي من ا�موعات  ٣

  ).3من الدرجة أصغر أو يساوي 

(a) W = {a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 ; a1 = a2} 

(b) W = {a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 ; a0 = 0} 

(c) W = {a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 ; a0, a1, a2, a3  Z} 

(d) W = {a0 + a1x ; a0, a1  R} 

  u1 = (1, -3, 2) , u2 = (1, 0, -4)وليكن  ،u = (0, -3, 6)ـ ليكن  ٤

  ؟u1, u2تركيب خطي لـ  uهل 

  السابقين؟ u1, u2تركيب خطي لـ  u = (3, -9, -2)ـ هل  ٥

  .؟)٤الواردين في التمرين ( u1, u2تركيب خطي لـ  u = (0, 0, 0)ـ هل  ٦

  u1 = (2, 1, 4) , u2 = (1, -1, 3) , u3 = (3, 2, 5)ـ لتكن المتجهات:  ٧

  u = (-9, -7, -15), v = (6, 11, 6) , w = (0, 0, 0)عبر عن كل من المتجهات 
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  .u1, u2, u3على شكل تركيب خطي للمتجهات الثلاثة السابقة 

) هل aـ ( ٨











42

52
X :تركيب خطي لـ  











10

23
A  , 












42

20
B  , 












52

11
C  

)bأعد السؤال من أجل (: 











102

54
X  

)cأعد السؤال من أجل (: 











14

31
X  

  على شكل تركيب خطي لـ: P = - 9 – 7x – 15x2) عبرّ عن aـ ( ٩

P1 = 2 + x + 4x2 , P2 = 1 – x + 3x2 , P3 = 3 + 2x + 5x2 

)b من أجل نفسه ) أعد السؤالP = 6 + 11x + 6x2  

)c من أجل نفسه ) أعد السؤالP = 7 + 8x + 9x2  

  :R3كانت المتجهات تولّد الفضاء ما  إذا  يأتيفي كل مما بينّ ـ  ١٠

(a) u1 = (1, 2, 3) , u2 = (2, 0, 0) , u3 = (-2, 1, 0) 

(b) u1 = (2, -1, 2) , u2 = (4, 1, 3) , u3 = (2, 2, 1) 

أي مـن  u1 = (2, 1, 0, 3) , u2 = (3, -1, 5, 2), u3 = (-1, 0, 2, 1)ـ لنفـرض:  ١١

  ؟span {u1, u2, u3}الأشعة التالية تقع في 

(a) (2, 3, -7, 3)  (b) (0, 0, 0, 0),  (c) (1, 1, 1, 1) 

  ـ الارتباط والاستقلال الخطي: ٥ـ  ٥

Linear dependence, Linear independence: 
في المســتوي يكتــب بطريقــة  متجــهنعلــم أن كــل  (x, y)في جملــة إحداثيــة متعامــدة  

ــــة  ــــة أو النظامي ــــب خطــــي لعناصــــر القاعــــدة المعياري ــــث {i,j}وحيــــدة علــــى شــــكل تركي          حي

i = (1, 0) ،j = (0, 1)  2 = (3 ,2)على الشكل  (3 ,2)فمثلاً يكُتب الشعاعi + 3j.  
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  ):١تعريف (

 ،V مجموعـة غـير خاليـة مـن عناصـر الفضـاء المتجهـي S = {u1, u2, …,un}لـتكن 

  عندئذ يكون للمعادلة الشعاعية:

1u1 + 2u2 + … + nun = 0 

 1 = 2 = … = n = 0حـلاً واحـداً علـى الأقـل ألا وهـو الحـل الصـفري أي: 

مسـتقلة  Sإن  :عندئـذ نقـول ،كـان هـذا هـو الحـل الوحيـد  اوالذي يسمى بالحـل التافـه، فـإذ

حلــول أخــرى بالإضــافة للحــل مــا إذا وُجــدت أمســتقلة خطيــاً)،  Sخطيــاً (أو أن عناصــر 

  مرتبطة خطياً. Sإن  :فإننا نقول ،التافه

  أمثلة:

 S = {e1 = (1,0, …,0), e2 = (0,1,0,…,0), …, en = (0,0, …,0,1)}) ا�موعـة ١(

  وتسمى القاعدة المعيارية (القانونية) لهذا الفضاء. Rnمستقلة خطياً في الفضاء 

  والتي هي: R3) كذلك الأمر بالنسبة للقاعدة المعيارية في ٢(

{i = (1,0,0) , j = (0,1,0), k = (0,0,1)} 

  1i + 2j + 3k = 0فإذا أخذنا المعادلة الشعاعية: 

لهـذه  هـو الحـل الوحيـد 1 = 2 = 3 = 0ومنـه فـإن  (0, 0, 0) = (1, 2, 3)لوجـدنا 

  مستقلة خطياً. i, j, kأي إن  ؛المعادلة

  مستقلة خطياً. u1 = (1, -2, 3) , u2 = (5, 6, -1) , u3 = (3, 2, 1)ما ) بين إذا ٣(

  الحل:

  1u1 + 2u2 + 3u3 = 0لنأخذ المعادلة: 

  فنجد:

1(1, -2, 3) + 2 (5, 6, -1) + 3 (3, 2, 1) = (0, 0, 0) 

  والتي ينتج عنها:



- ١٨٣ - 

 

1 + 52 +  + 33 = 0 

- 21 + 62 + 23 = 0 

31 - 2 + 3 = 0 

كانـــت تملـــك حـــلاً غـــير الحـــل مـــا  ويمكـــن مـــن خـــلال محـــدد هـــذه الجملـــة معرفـــة إذا 

  الصفري (التافه) حيث نجد المحدد:

0

113

262

351

D 



  

  فإن المتجهات مرتبطة خطياً. من ثمَّ و  ،إذن للجملة حلول غير الحل الصفري

لأنـه لـو  ؛Pnمسـتقلة خطيـاً في فضـاء الحـدوديات  x, x2, …, xn ,1) إن الحـدوديات ٤(

  فرضنا:

P0 = 1, P1 = x, P2 = x2, …, Pn = xn 

  وأخذنا المعادلة المتجهية:

0P0 + 1P1 + … + nPn= = 0 

  ئ:والتي تكاف

0 + 1x + 2x
2 + … + nx

n = 0 

 0 = 1 = 2 = … = n = 0وهذا لا يتحقق إلا إذا كان 

  خطياً.فالحدوديات مستقلة 

  مستقلة أو مرتبطة خطياً: الآتيةكانت الحدوديات ما  ) بين إذا ٥(

P1 = 1 – x, P2 = 5 + 3x – 2x2 , P3 = 1 + 3x – x2 

  الحل:

  لنأخذ المعادلة الشعاعية:

1P1 + 2P2 + 3P3 = 0 

  ثم نعوض:
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1(1 – x) + 2(5 + 3x – 2x2) + 3(1 + 3x – x2) = 0 

  وهذه تكافئ:

(1 + 52 + 3) + (-1 + 32 + 33) x + (-22 - 3) x
2 = 0 

  وبالمطابقة نجد:

1 + 52 + 3 = 0 

- 1 + 32 + 33 = 0 

- 22 - 3 = 0 

بحل هذه الجملـة نجـد أ�ـا تملـك حـلاً غـير الحـل الصـفري، وبـذلك فـإن الحـدوديات ,

P1, P2, P3 ياً.مرتبطة خط  

  نتيجة:

  فإن: ،Vة مكونة من عنصرين (متجهين) أو أكثر في فضاء متجهي مجموع Sإذا كانت 

)a (S  مرتبطة خطياً إذا وفقط إذا أمكن التعبير عن أحد عناصرها على الأقل علـى شـكل

  .Sتركيب خطي لبقية عناصر 

)b (S  مســــتقلة خطيــــاً إذا وفقــــط إذا كــــان لا يوجــــد أي عنصــــر فيS   قابــــل للتعبــــير عنــــه

  .Sكتركيب خطي لبقية عناصر 

  ):١مبرهنة (

)a كـــل مجموعـــة منتهيـــة مـــن عناصـــر فضـــاء متجهـــي (V  (صـــفر الفضـــاء) تكـــون  0تحـــوي

  مرتبطة خطياً.

)b ا�موعة المكونة من عنصر واحد فقط تكون مستقلة خطياً إذا وفقط إذا لم يكن هذا (

  ).0العنصر هو الصفر (

)cونــة مــن عنصــرين فقــط تكــون مســتقلة خطيــاً إذا وفقــط إذا لم يكــن أحــد ) ا�موعــة المك

  العنصرين مضاعفاً سلمياً للآخر.
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  البرهان:

 S = {u1, u2, …, ur, 0} تكـون ا�موعـة u1, u2, …, urمـن أجـل أي عناصـر 

  لأن: ،مرتبطة خطياً 

0.u1 + 0.u2 + … + 0.ur + 1 . 0 = 0 

  .اً ليست جميع معاملا�ا أصفار 

  ):٢( مبرهنة

فإن  ،r > nإذا كان  Rnمجموعة متجهات في الفضاء  S = {u1, u2, …, ur}لتكن 

S .ًتكون مرتبطة خطيا  

  البرهان:

  لنفرض:

u1 = (u11, u12, …, u1n) 

u2 = (u21, u22, …, u2n) 

  

ur = (ur1, ur2, …, urn) 

  ولنأخذ المعادلة:

1u1 + 2u2 + … + rur = 0 

  وبإجراء العمليات المناسبة نحصل على جملة المعادلات الخطية:

u111 + u212 + … + ur1r = 0 

u121 + u222 + … + ur2r = 0 

                                     

u1n1 + u2n2 + … + urnr = 0 

فإن هذه الجملـة  ،r > n) مجهول وكون r) معادلة و (nجملة متجانسة ذات (وهذه 

  مرتبطة خطياً. Sفا�موعة  من ثمَّ تملك حلولاً غير الحل الصفري، و 
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  الإحداثيات والبعد:و ـ القاعدة  ٦ـ  ٥

Basis, Coordinates, and dimension: 

  ):١تعريف (

مجموعـة  S = {v1, v2, …, vn}ولـتكن  kفضـاء متجهيـاً علـى حقـل  Vإذا كـان 

إذا تحقــق الشـــرطان  Vتشــكل قاعــدة للفضــاء  S، عندئــذ يقُـــال إن Vمنتهيــة مــن عناصــر 

  :الآتيان

)i (S .ًمستقلة خطيا  )ii (S  تولّدV.  

  R3, R2 Standard Basis): القاعدة القانونية (المعيارية) لـ ١مثال (

 ؛) تشـكل قاعـدةj = (0,1) , i = (1,0)(حيـث  S = {i,j}نعلـم أن  R2في الفضـاء 

  .R2مستقلة خطياً وهي مولّدة لهذا الفضاء، وتسمى هذه القاعدة القانونية لـ Sلأن 

 ,i = (1, 0, 0)(حيث  S = {i, j, k}تشكل ا�موعة  R3كذلك الأمر في الفضاء 

j = (0, 0, 1), k = (0, 0, 1) قاعـدة لهـذا الفضـاء. وفي كثـير مـن الأحيـان نرمـز لعناصـر (

 ,e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1و  R2في  e1 = (1, 0) , e2 = (0, 1)القواعـد بـالرموز هـذه 

0),    e3 = (0, 0, 1)  فيR3.  

  ):٢مثال (

فضـاء الحـدوديات  Pnحيـث  Pnقاعـدة للفضـاء  S = {1, x, x2, …, xn}أثبـت أن 

  .nالتي درجة كل منها أصغر أو تساوي الحقيقية 

  الحل:

. فـــــإذا رمزنـــــا لهــــــذه Pnمســـــتقلة خطيــــــاً وتولـّــــد  Sعلينـــــا أن نثبـــــت أن حـــــدوديات 

 Pnمـن  Pنجـد أن أي حدوديـة  P0 = 1, P1 = x, P2 = x2, …, Pn = xnالحـدوديات بــ: 

  أي: P = a0 . 1 + a1P1 + a2P2 + … + anPnيمكن أن تكتب على النحو: 

P = a0 + a1x + a2x
2 + … + anx

n 
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  .Pn = span {1, x, x2, …, xn}أو نكتب  Pnتولّد الفضاء  Sوهذا معناه أن 

  :الآتيةمستقلة خطياً، نفرض المعادلة  Sمن جهة ثانية لكي نثبت أن 

a0P0 + a1P1 + a2P2 + … + anPn = 0 

  :الآتيةلكن هذه المعادلة الأخيرة تكافئ المعادلة 

a0 . 1 + a1x + a2x
2 + … + anx

n = 0 

أي إن   ؛xأي إ�ـا مطابقـة في  ؛x  (-, )وهـي تسـاوي الصـفر وذلـك أيـاً كـان 

هـو الحـل  a0 = a1 = a2 = … = an = 0أي:  ا؛ًكـل مـن أمثـال هـذه المعادلـة يسـاوي صـفر 

  مستقلة خطياً. Sوعليه فإن  .الوحيد لهذه المعادلة

  .Pnتشكل قاعدة للفضاء  Sإذن يتم المطلوب وهو أن 

  ):٣مثال (

 P1 = 1 – x , P2 = 5 + 3x – 2x2 , P3 = 1 – 3x – x2هـل تشـكل الحـدوديات 

  ؟P2قاعدة للفضاء 

  الحل:

  ليكن:

1P1 + 2P2 + 3P3 = 0 

  فيكون:

1(1 – x) + 2 (5 + 3x – 2x2) + 3(1 + 3x – x2) = 0 

  ومنه:

1 + 52 + 3 = 0 

- 1 + 32 + 33 = 0 

-22 - 3 = 0 

أي إن مجموعـة الحـدوديات ليسـت  ؛هذه حل غير الحل الصـفريولجملة المعادلات 

  .P2مستقلة خطياً فهي لا تشكل قاعدة للفضاء 
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  ):٤مثال (

تشـكل  u1 = (1, 2, 1) , u2 = (2, 9, 0), u3 = (3, 3, 4)أثبـت أن المتجهـات 

  .R3للفضاء  قاعدة

  الحل:

  لتكن المعادلة:

1u1 + 2u2 + 3u3 = 0 

  بالتعويض نجد:

1(1,2,1) + 2(2,9,0) + 3(3,3,4) = (0,0,0) 

  إذن:

1 + 22 + 33 = 0 

21 + 92 + 33 = 0 

1 + 43 = 0 

ـــداً وهـــو الحـــل الصـــفري فهـــي مســـتقلة  فنجـــد أن لهـــذه الجملـــة المتجانســـة حـــلاً وحي

  خطياً.

  ولنفرض: ، b = (b1, b2, b3)  R3من جهة ثانية 

1u1 + 2u2 + 3u3 = b   

1 + 22 + 33 = b1 

21 + 92 + 33 = b2 

1 + 43 = b3 

  .R3 تولّد u1, u2, u3أي إن المتجهات  ؛فنجد أن لهذه الجملة غير المتجانسة حل

فـإن هـذه المتجهـات تشـكل  ،R3إذن كون المتجهات السابقة مستقلة خطيـاً وتولـد 

  .R3قاعدة للفضاء 
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  ):٥مثال (

إن المصــــــفوفات 

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  .القانونيةوهذه هي القاعدة  M22تشكل قاعدة لفضاء المصفوفات 

  ملاحظة:

أي  ؛التوليــد إن الفضــاء منتهــيَ  :فنقــول ،عنـدما يكــون عــدد عناصــر القاعــدة منتهيــاً 

  إنه يتولد بواسطة مجموعة منتهية.

  ):١مبرهنة (

 v  Vعندئـذ يكُتـب كـل متجـه  ،Vلفضـاء قاعـدة  S = {u1, u2, …, un}لـتكن 

  وبطريقة وحيدة. v = 1u1 + 2u2 + … + nunعلى الشكل 

  الإثبات:

يكُتب على شـكل  Vكو�ا قاعدة له، فإن كل عنصر من الفضاء   Vتولّد  Sبما أن 

  فإن: ، v  Vتركيب خطي لعناصر القاعدة (التعريف) أي 

v = 1u1 + 2u2 + …+ nun            (1) 

لـذلك نفـرض  Sبدلالـة عناصـر  vولنبرهن أن هذه هي الطريقة الوحيدة للتعبير عـن 

  وليكن: ،يكتب بصورة ثانية vجدلاً أن 

v = 1u1 + 2u2 + ….+ nun         (2) 

  نجد:  (2)و  (1)بطرح العلاقتين 

0 = (1 - 1)u1 + (2 - 2)u2 + … + (n - n)un 

 Vلأ�ــا تشــكل قاعــدة الفضــاء  ؛مســتقلة خطيــاً  u1, u2, …, unولكــن العناصــر 

  وبسبب الاستقلال الخطي نجد أن:

1 - 1 = 2 - 2 = … = n - n = 0 

  أي إن:
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1 = 1 , 2 = 2 , … , n = n 

  .Sيتم بطريقة وحيدة بدلالة عناصر  vفإن التعبير عن  من ثمَّ و 

  ):٢تعريف (

يكتـب بالشـكل  v  Vوكـان  Vفضـاء قاعدة لل S = {u1, u2, …, un}إذا كانت 

v = 1u1 + 2u2 + … + nun،  فـإن السـلميات1, 2, …, n  تـدعى إحـداثيات أو

 Rnمـن  (1, 2, …, n)، ويـدعى المتجـه Sبالنسبة للقاعـدة  vمركبات العنصر (المتجه) 

  ويعبر عن ذلك أحياناً بـ: Sبالنسبة للقاعدة  vبالمتجه الإحداثي لـ 

(v)S = (1, 2, …, n) 

  مثال:

  إن المتجـه الإحـداثي للحدوديـةP(x) = c0 + c1x + c2x
2 + … + cnx

n  في الفضـاءPn 

  بالنسبة للقاعدة القانونية هو: 

(P)S = (c0, c1, c2, …, cn) 

  المتجه الإحداثي للمصفوفة









dc

ba
B  بالنسبة للقاعدة القانونية للفضاءM22 :هو  

(B)S = (a, b, c, d) 

 (Dimension) ـ البعد: ٢ـ  ٦ـ  ٥

 R3تتكـون مـن متجهـين وللفضـاء  R2رأينـا فيمـا سـبق أن القاعـدة القانونيـة للفضـاء 

تتكـون مـن  Rnتتكون من متجـه واحـد وللفضـاء  R1تتكون من ثلاثة متجهات. وللفضاء 

n  متجهــاً. في حــين أن القاعــدة القانونيــة للفضــاءM22 ة عناصــر، ونقــول تتكــون مــن أربعــ

 dim V = nونكتـب بعـده بالشـكل  ،في كـل مـن هـذه الحـالات إن الفضـاء منتهـي البعـد

  عدد عناصر القاعدة. nحيث 
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  ):١مبرهنة (

قاعـدة لـه، فـإن أي  S = {a1, a2, …, an}وكانـت  kفضـاء علـى حقـل  Vإذا كـان 

تكـون مرتبطـة  m > nحيـث  S = {u1, u2, …, um}مجموعـة مـن متجهـات هـذا الفضـاء 

  خطياً.

  الإثبات:

  (انظر بحث الاستقلال والارتباط الخطيان).

  ):٢مبرهنة (

قاعـدة لـه عـدد عناصـرها  S = {u1, u2, …, un}ولـتكن  اً،فضـاء متجهيـ Vلـيكن 

قاعـدة أخـرى لهـذا الفضـاء عـدد عناصـرها  S = {v1, v2, …, vm}فـإذا كانـت  nيسـاوي 

  .m = n، فإن mيساوي 

  الإثبات:

تكــون مرتبطــة خطيـاً حســب المبرهنــة السـابقة وهــذا ينــاقض   Sفـإن  ،m > n) إذا كـان ١

  .Vقاعدة لـ  Sكون 

مرتبطة خطياً وهو ينـاقض   Sفإنه أيضاً حسب المبرهنة السابقة تكون  ،m < n) إذا كان ٢

  .Vقاعدة للفضاء  Sكون 

  .m = nإذاً 

  ):١تعريف (

قاعـــدة في هـــذا الفضـــاء عـــدد عناصـــرها  Sولـــتكن  ،kفضـــاء علـــى حقـــل  Vلـــيكن 

  .dimV = nونكتب  S| = n|على أنه العدد الطبيعي  V. يعُرّف بعد الفضاء nيساوي 

  ملاحظات:

  ٍأي  ،سوف نتعامل مع فضاءات ذات بعد منتهdimV < .  



- ١٩٢ - 

 

  إن بعد الفضاء الصفريV = {0}  هو صفر أيdim{0} = 0.  

  إذا كانk  ًفإن  ،حقلاdim (kn) = n.  

  إذا كان الفضاءV  هو فضاء الحدودياتPn  درجة أي منها أصغر أو تساوي)n(،  فـإن

dim (Pn) = n + 1.  

 dimMmn(k) = m . n.  

  ):١مثال (

  :وبعده عين قاعدة الفضاء

W = {(x – y, x + y + 2z, x + 2y + 3z) ; x, y, z  R} 

  الحل:

 u  W :فإن  

u = (x – y , x + y + 2z, x + 2y + 3z) 

    = x (1,1,1) + y(-1,1,2) + z(0,2,3) 

  وعليه فإن ا�موعة:

S = {u1 = (1,1,1), u2 = (-1,1,2), u3 = (0,2,3)} 

  .<W = <Sأي  Wولد الفضاء ت

 Aتكون مستقلة خطيـاً، لـذلك نكـون المصـفوفة  Sلنبحث عن مجموعة من عناصر 

  فنجد: ،u1, u2, u3التي أسطرها مركبات 



















320

211

111

A .ونحولها إلى الشكل المدرج  

  :Aبإجراء تحويلات أولية على الأسطر نحصل على المصفوفة المكافئة لـ 
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

















000

320

111

R  

  .Wمستقلان خطياً ومولدان لـ  u1, u2والتي نستنتج منها أن 

  .dimW = 2وإن  ،S = {u1, u2}هي  Wإذن قاعدة 

  ):٢تعريف (

  .Vمجموعة من متجهات فضاء  S = {u1, u2, …, un}لتكن 

  :الآتيإذا تحقق  Vمجموعة عظمى من المتجهات المستقلة في  Sإن  :نقول

)i (S .ًمستقلة خطيا  

)ii أياً كان (u  V،  فإنS  {u} .ًمرتبطة خطيا  

  إذا كان: Vمجموعة صغرى مولّدة للفضاء  Sإن  :كما يقُال

)i (V = span (S)  أوV = <S>.  

)ii أياً كان (ui  S،  فإنS – {ui}  لا تولّدV.  

  ):٣مبرهنة (

 V(حيـث  Vمجموعـة مـن متجهـات الفضـاء  S = {u1, u2, …, un}إذا كانـت 

  فضاء غير صفري).

  .Vتحوي قاعدة لـ  <S  V = <Sفإن 

  الإثبات:

 Sولنثبــت أ�ــا تحــوي قاعــدة لهــذا الفضــاء. إذا كانــت  ،Vمولـّـدة للفضــاء  Sلــتكن 

مرتبطة خطياً فهذا يعني  Sأما إذا كانت  .فهي تصبح قاعدة ويتم المطلوب ،مستقلة خطياً 

  يكُتب كتركيب خطي لبقية العناصر على الشكل: unوليكن  ،أن أحد عناصرها

un = 1u1 + 2u2 + … + n-1un-1  ;  (i  k)      i = 1,2,…,n-1 
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  فهو يكتب على الشكل: u  V هفإن Vتولد  Sوكون 





n

1i
ii uu  











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
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ii

1n

1i
nnii uuuu  











1n

1i
ii

1n

1i
iini uu)(  

 S1 = {u1, u2, …, un-1}وبـذلك تكـون ا�موعـة  i = i + niحيـث فرضـنا 

فإ�ــا تصــبح قاعــدة لهــذا الفضــاء، وإذا   ،يــاً مســتقلة خط S1، فــإذا كانــت Vمولّــدة للفضــاء 

وهكـذا حيـث نصـل بعـد عـدد منتـهٍ مـن  ،فإننا نكرر الخطـوة السـابقة ،كانت مرتبطة خطياً 

فتكـون هـي قاعـدة الفضـاء المحتـواة  ،مولـدة ومسـتقلة خطيـاً  S*  Sالخطـوات إلى مجموعـة 

  ».لأن الفضاء منتهي البعد ؛إنه بعد عدد منتهٍ من الخطوات :قلنا. «Sفي 

 S = {u1, u2,…, uk}ولـتكن هـذه القاعـدة هـي  ،Vتحـوي قاعـدة للفضـاء  Sبفـرض أن 

  :الآتيوبذلك يتحقق 

 u  V  



k

1i
iiuu  ; i = 1,2,…,k 

  ومنه فإن:

 u  V  u = 1u1 + 2u2 + … + kuk + 0.uk+1 + … + 0.un 

  ).<V )V = <Sتولّد  Sوالعلاقة الأخيرة تعني أن 

  ):٤مبرهنة (

  عندئذ: Vمجموعة متجهات من فضاء  S = {u1, u2, …, un}لتكن 

S  قاعـدة لــS  V  مجموعـة عظمـى مسـتقلة خطيـاً فيS  V  مجموعـة صـغرى

  .Vمولّدة لـ 
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  الإثبات:

  S  قاعدة S  مجموعة عظمى مستقلة خطياً فيVلأنـه لـو أضـفنا لــ  ؛S  عنصـرu  

V  فتصــبح ا�موعــةS {u}  ًلأنــه يمكــن التعبــير عــن  ؛مرتبطــة خطيـــاu   كتركيــب خطـــي

  .Vمجموعة عظمى مستقلة خطياً في  Sكو�ا قاعدة إذن   Sلعناصر 

 S  ًمجموعــة عظمـــى مســـتقلة خطيـــا S  مجموعـــة صــغرى مولـــدة لــــV   كـــونS  مجموعـــة

مرتبطة خطياً أي  S = {u1, u2, …, un, u}إن: و   u  Vفإنه  ،عظمى مستقلة خطياً 

u = 1u1 + 2u2 + … + nun  حيثi  ًوهـذا يعـني أن  .ليست جميعها أصفاراS  تولـّد

V وكون ،S  ًفإ�ا تكون مجموعة صغرى مولّدة لـ  ،مستقلة خطياV.  

  إذا كانـتS  مجموعــة صــغرى مولــّدة لــV  لنــبرهن أ�ــا قاعــدة لهـذا الفضــاء كــونS  مولــّدة

هي هذه  S1  Sولتكن  ،فإ�ا (بحسب مبرهنة سابقة) تحوي قاعدة لهذا الفضاء ،للفضاء

وهـــذا  Vوهـــي تولـــد  Sأقـــل مـــن عـــدد عناصـــر  1Sوهـــذا يعـــني أن عـــدد عناصـــر  .القاعــدة

  .S = S1تناقض إذن 

  :الآتيةمن كل ما سبق نخلص إلى النتيجة 

  نتيجة:

 S  V، وإذا كانـت dimV = nحيـث  kفضـاء متجهيـاً علـى حقـل  Vإذا كـان 

  فإن: ،مجموعة متجهات

 )S  مستقلة خطياً وعدد عناصرهاn ( S  قاعدة للفضاءV.  

 )S  تولّدV  وعدد عناصرهاn ( S  قاعدة للفضاءV.  

  ):٥مبرهنة (

  فإن: ،)V )dimV = nفضاء جزئياً من فضاء منتهي البعد  Wإذا كان 

dimW  dimV = n 
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  الإثبات: 

 W  {0}أمـا إذا كـان  n > 0 مـن ثمَّ و  dimW = 0فـإن  اً،فضاء صفري W = {0}إذا كان 

 ،تكـون مرتبطـة خطيـاً  n + 1عـددها  Vفـإن أيـة مجموعـة مـن متجهـات  dimV = nوكـون 

  .dimW  nفإن  من ثمَّ و 

  ):٦مبرهنة (

فإنه يمكن  ،مستقلة خطياً  Vعة من عناصر مجمو  A = {u1, u2, …, ur}إذا كانت 

  .Vلتصبح قاعدة في الفضاء  Aتحديد 

  الإثبات:

وهـذا  .Vأن تولد  Aولهذا فإنه لا يمكن للمجموعة  r < nوأن  dimV = nلنفرض 

وإن    nيسـاوي  V، وكـون بعـد ur+1  span (A)ولكن  ،ur+1  Vمعناه أنه يوجد متجه 

r < n،  فـإن المتجهـاتu1, u2, …., ur, ur+1  مسـتقلة خطيـاً، فـإذا كـانr + 1 = n،  فـإن

  .Vفي  تصبح قاعدة {u1, u2, …, ur, ur+1}ا�موعة 

مـن  (r + 2)فإننا نكرر العملية السابقة بحيث نحصل علـى  ،r + 1 < nأما إذا كان 

 ،Aمـن المتجهـات إلى  n – rالمتجهات المستقلة خطياً وهكذا..، وعندما نصل إلى إضافة 

  .Vفإن ا�موعة الناتجة تصبح قاعدة في 

  مثال:

والمطلـوب  .مسـتقلة خطيـاً  R3مجموعة جزئية مـن  A = {(1,2,3), (-1,4,5)}لتكن 

  .R3لتصبح قاعدة في  Aديد تم

  الحل:

وعليه  . span (A) (1,0,0)أي  ؛Aلا ينتمي للفضاء المولد بـ  (1,0,0)إن المتجه 

  هي: R3نحصل على قاعدة في  Aفإنه بإضافة هذا العنصر لـ 
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A = {(1,2,3), (-1,4,5), (1,0,0)} 

  ملاحظة:

  طريقة.ديد القاعدة بأكثر من يمكن تم

  ملاحظة:

  :كالآتييفضل حل التمرين السابق بالشكل العام  

  فإن: ، (x,y,z)  span (A)حيث  span (A)نعين 

(x,y,z) =  (1,2,3) +  (-1,4,5) 

  ومنه:

x =  -  , y = 2 + 4 , z = 3 + 5 

  إذن: x + 4y – 3z = 0ويكون لهذه المعادلات حل إذا كان  

Span(A) = {(x,y,z) : x + 4y – 3z = 0} 

أي  ؛ span (A) (x,y,z)بحيــث  (x,y,z)وعليــه فــيمكن أن نأخــذ أي عنصــر 

فنجــده لا ينتمــي إلى  ،(1,1,1)فــيمكن أن نأخــذ المتجــه  x + 4y – 3z  0بحيــث 

span(A).  
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  تمارين

) قاعــدة للفضــاء متجهــات لمــاذا لا تشــكل ا�موعــة (مجموعــة : بــينِّ يــأتيـ في كــل ممــا  ١

  المذكور بجانبها:

)a ({u1 = (1,1), u2 = (3,5), u3 = (4,2)}  فيR2.  

)b ({P1 = 1 + x, P2 = 2x – x2}  في فضاء الحدودياتP2.  

)c (

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A  فيM22.  

  :M22ـ أثبت أن المصفوفات الآتية تشكل قاعدة للفضاء  ٢
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A  

  ؟R3ـ أي ا�موعات الآتية تشكل قاعدة في الفضاء  ٣

)a (A = {(1,0,0), (2,2,0), (3,3,3)}  

)b (B = {(2,-3,1), (4,1,1), (0,-1,1)}  

  :P2ـ أي ا�موعات الآتية تشكل قاعدة في الفضاء  ٤

)a (A = {2 - 4x + x2, 3 + 2x - x2, 1 + 6x - 2x2}  

)b (B = {3 + 2x – x2, x + 5x2, 2 – 4x + x2}  

)c (C = {1 + x + x2 , x + x2 , x2}  

  v1 = cos2x, v2 = sin2x, v3 = cos2xفضاء مولّداً بالمتجهات:  Vـ ليكن  ٥

)aأثبت أن (S = {v1, v2, v3}  ليست قاعدة فيV.  

)b أوجد قاعدة لهذا الفضاء (V.  

  بالنسبة للقاعدة: w = (5,-3)) أوجد إحداثيات المتجه aـ ( ٦

S = {u1 = (0,1), u2= (1,0)} 
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)b أوجد إحداثيات (w = (1,0)  :بالنسبة للقاعدةS = {u1 = (3,8), u2 = (1,1)}  

)c أوجد إحداثيات (w = (a,b)  بالنسبة للقاعدةS = {(1,1), (0,2)}.  

  فيما يأتي: S = {v1, v2, v3}بالنسبة للقاعدة  vـ أوجد إحداثيات المتجه  ٧

)a (v1 = (3,2,1), v2 = (-2,1,0), v3 = (5,0,0), v = (3,4,3)  

)b (v1 = (1,2,3), v2 = (-4,5,6), v3 = (7,-8,9), v = (5,-12,3)  

  فيما يأتي: {p1, p2, p3}بالنسبة للقاعدة  pـ أوجد إحداثيات المتجه  ٨

)a (p1 = 1 , p2 = x , p3 = x2, p = 4 – 3x + x2  

)b (p1 = 1 + x , p2 = 1 + x2 , p3 = x + x2 , p = 2 – x + x2  

  لحلول جملة المعادلات الخطية المتجانسة الآتية:وبعده ـ أوجد قاعدة الفضاء الجزئي  ٩

)i (x1 + 2x2 – 3x3 + 2x4 – x5 = 0 

    x1 + 2x2 – x3 + 3x4 – 2x5 = 0  
    2x1 + x2 – 5x3 – x4 + x5 = 0  

)ii (x1 + x2 – x3 + 3x4 – 4x5 = 0  

     2x1 – x2 + x3 + x4 – x5 = 0  
     3x1 + 4x4 – 5x5 = 0  
     5x1 – x2 + x3 + 5x4 – 6x5 = 0  

  الذي تولده الحدوديات:وبعده الفضاء المتجهي ـ أوجد قاعدة  ١٠

p1 = t3 – 2t2 + 4t + 1 , p2 = t3 + 6t – 5 , p3 = 2t2 – 3t2 + 9t – 1, 

p4 = 2t3 – 5t2 + 7t + 5 
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  بالمصفوفات:ـ فضاءات خاصة  ٧ـ  ٥

مــــــة الــــــتي تــــــرتبط الجــــــزء بعــــــض الفضــــــاءات المتجهيــــــة المهســـــوف نتنــــــاول في هــــــذا 

بالمصــفوفات، وهــذه الدراســة ســوف تزودنــا بفهــم أعمــق للعلاقــات بــين حلــول معــادلات 

  وخصائص مصفوفة معاملا�ا. ،خطية

  يمكن التعبير عنها بالشكل: Rnنعود لنذكر أن المتجهات في الفضاء 

u = (u1, u2, …, un) 

  أي على النحو: ؛أو على شكل مصفوفة سطر

u = [u1  u2 ….. un] 

  أو أيضاً على شكل مصفوفة عمود:





















n

2

1

u

u

u

u


 

  سوف نستعمل في هذا الجزء الشكلين الأخيرين.

  ):١تعريف (

  أي: ؛A = [aij]mnلتكن المصفوفة 





















mn2m1m

n22221

n11211

aaa

aaa

aaa

A









 

  عندئذ نسمي المتجهات:

 n112111 aaar   

 n222212 aaar   

  

 mn2m1mm aaar   
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) وكـل منهـا هـو A(وهي متجهات مكونـة مـن أسـطر  Aمتجهات أسطر المصفوفة 

  ).Rn) .Row vectorمتجه من الفضاء 

  وهي: Aكما نسمي المتجهات المكونة من أعمدة 





















1m

21

11

1

a

a

a

C


  ,  





















2m

22

12

2

a

a

a

C


 , …. , 





















mn

n2

1n

n

a

a

a

C


 

) وكـل مـن متجهـات الأعمـدة هـو عنصـر A) .Column vectorبمتجهات أعمـدة 

  .Rm(متجه) من الفضاء 

  مثال:

لتكن 
32

413

012
A













،  عندئذ تكون متجهات أسطرA، :هي  

 012r1   ,  413r2     R3 

  هي: ،Aومتجهات أعمدة 











3

2
c1  , 












1

1
c2  , 










4

0
c3   R2 

  ـ فضاءات الأسطر والأعمدة وفضاء الحلول: ١ـ  ٧ـ  5

  ):١تعريف (

عندئذ نسمي الفضاء الجزئي من  ،m  nمصفوفة من المرتبة (السعة)  Aإذا كانت 

Rn  تجهات الأسطر ـ فضاء أسطر بمـ المولَّدA )Row space of A.(  

 Aوالمولــد بمتجهــات الأعمــدة فضــاء أعمــدة  Rmكمــا نســمي الفضــاء الجزئــي مــن 

)column space of A.(  
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الـذي هـو فضـاء  AX = 0وأخـيراً نسـمي فضـاء حلـول جملـة المعـادلات المتجانسـة 

  ).Null spaceفضاء الأصفار (فضاء الحلول) ( Rnجزئي من 

  السؤالين الآتيين: ن�تم هنا بالإجابة ع سوف

  ؟AX = bوحلول جملة المعادلات الخطية  ،ـ ما العلاقات بين هذه الفضاءات ١

  ـ ما العلاقات فيما بين هذه الفضاءات الثلاثة. ٢

  :يأتيكما   Aوفرضنا أن المصفوفة  ،فإذا تناولنا السؤال الأول





















mn2m1m

n22221

n11211

aaa

aaa

aaa

A









 

وأن 




















n

2

1

x

x

x

X


على شكل تركيب خطي لمتجهات  AXعندئذ يمكن التعبير عن  ،

  أي: ؛Xالأعمدة بمعاملات من 

AX = x1c1 + x2c2 + … + xncn           (1) 

  تعبر عن متجهات الأعمدة. c1, c2, …, cnحيث كما أسلفنا 

مجهــول  (n)معادلــة خطيــة في  (m)المكونــة مــن  AX = bإن الجملــة الخطيــة  ؛أي

  يمكن أن تكتب على هذا النحو:

x1c1 + x2c2 + … + xncn = b        (2) 

وينــتج عــن هــذا الشــكل أن الجملــة تكــون متوائمــة (لهــا حــل) إذا وفقــط إذا أمكــن 

  .Aعلى شكل تركيب خطي لمتجهات أعمدة  bالتعبير عن 

  :الآتيةويمكن التعبير عن هذه الحقيقة بالمبرهنة 
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  ):١مبرهنة (

عنصـراً  b) إذا وفقـط إذا كـان Consistentمتوائمـة ( AX = bتكون الجملة الخطيـة 

  من فضاء الأعمدة.

  مثال:

  حيث:  AX = bليكن 



























































3

9

1

x

x

x

212

321

231

3

2

1

 

أثبــت أن 




















3

9

1

b وذلــك بــالتعبير عنــه علــى شــكل  ،عنصــر مــن فضــاء الأعمــدة

  تركيب خطي لهذه الأعمدة.

  الحل:

 ,x1 = 2, x2 = - 1ولـتكن طريقـة غـاوص فنجـد أن  ،بأي طريقة كانت نحل الجملة

x3 = 3،  نجد: (2)عندئذ ومن خلال العلاقة  

2c1 – 1c2 + 3c3 =  

= 2 b

3

9

1

2

3

2

3

1

2

3

.1

2

1

1

















































































 

  .Aيقع في فضاء أعمدة  bإذن 

لجملـــة خطيـــة  (general solution)إذا عـــدنا مـــن جديـــد لمـــا يســـمى الحـــل العـــام 

فنجـد أن هــذا الحـل ينـتج مـن إضـافة حــل معـين لهـذه الجملـة إلى حــل  ،AX = bمتوائمـة 

هـو نفسـه الفضـاء  (Null space)وإذا تذكرنا أن فضاء الحلـول  AX = 0الجملة المتجانسة 

  :الآتيفإنه يمكن إعادة صياغة المبرهنة السابقة بالشكل  ،AX= 0الناتج من حلول الجملة 



- ٢٠٤ - 

 

  ):٢مبرهنة (

 S = {u1, u2, …, uk}وإذا كانـت ا�موعـة  AX = bحلاً مـا لجملـة متوائمـة  X0إذا كان 

 AX = b، عندئـذ كـل حـل للجملـة Aللمصـفوفة  (Null space)قاعـدة لفضـاء الأصـفار 

  يمكن التعبير عنه بالشكل:

 X = X0 + c1u1 + c2u2 + … + ckuk     (3) (c1, c2, …, ck مقادير سلمية)

 ،c1, c2, …, ckي اختيـار للمقـادير السـلمية (الأعـداد) ومن جهة ثانيـة مـن أجـل أ

  .AX = bهو حل للجملة  (3)في العلاقة  Xفإن المتجه 

  ملاحظة:

في هـذا  X0والمتجـه  AX = bالسابقة تعطي قانوناً للحل العام للجملة  (3)المعادلة 

 AX = bللجملــة  اً خاصــ ، أو حــلاً (particular solution)القــانون يــدعى حــلاً جزئيــاً 

  .AX = 0يدعى الحل العام للجملة  (3)والجزء المتبقي من 

 AX = bأي إن الحــل العــام للجملــة المتوائمــة هــو مجمــوع للحــل الخــاص للجملــة 

  .(AX = 0)والحل العام للجملة المتجانسة المقابلة 

علـى أ�ـا انسـحاب وفـق  AX = bهندسـياً يمكـن النظـر إلى مجموعـة حلـول الجملـة 

  .AX = 0اء حلول الجملة لفض x0المتجه 
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  مثال:

  لتكن الجملتان:





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 , AX = 0 


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 , AX = b 

X 

X + X0 

X0 

 AX = bحلول 

 AX = 0حلول 
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  نجد أن:


























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
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


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
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


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






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



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











































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
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


















0

1

0

0

0

2

t

0

0
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2

0

4

s

0

0

0

0

1

3
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3

1
0

0

0
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1
t
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r

r2s4r3
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          X                                X0                    Xh 

تشـكل  Xhوإن متجهـات  ،AX = 0هـو الحـل العـام للجملـة المتجانسـة  Xhحيـث 

  قاعدة لفضاء حلول الجملة المتجانسة.

  ملاحظة:

إن إيجاد قاعـدة لكـل مـن فضـاء الأسـطر والأعمـدة يـتم مـن خـلال تحويـل المصـفوفة 

A  إلى الشـــكل المــــدرج فـــإذا تحولــــتA  إلى الشــــكل المـــدرجR،  فــــإن الأســـطر الــــتي تحــــوي

والأعمــدة  Rســطر المصـفوفة أرائـدة (الأســطر غـير الصــفرية) تشـكل قاعــدة لفضـاء  عناصـر

  .Rالتي تحوي عناصر رائدة (واحدات) من الأسطر تشكل قاعدة لفضاء أعمدة 

  مثال:

  لتكن المصفوفة المدرجة:

















 



00000

01000

00310

30521

R  

  إن المتجهات:

 30521r1   

 00310r2   
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 01000r3   

  تشكل قاعدة لفضاء الأسطر.

  وإن المتجهات:


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


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



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c1  , 



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
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
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
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










0

1
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0

c4  

  تشكل قاعدة لفضاء الأعمدة.

  ملاحظة:

فهو لا يكون من بين عناصـر قاعـدة  ،العمود الثالث ليس فيه عنصر رائد لسطر ما

  فضاء الأعمدة.

  مثال:

  لتكن المصفوفة:


















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




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791962
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452431

A  

  أوجد قاعدة لفضاء أسطر هذه المصفوفة.

  الحل:

  فنحصل على: ،نحول هذه المصفوفة للشكل المدرج
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  هي: ،وهذه الأسطر ،Aعندئذ تشكل الأسطر غير الصفرية قاعدة لفضاء أسطر 

 452431r1   

 623100r2   

 510000r3   

فإننــا نجــد أن الأعمــدة  ،Aبالإضــافة لمــا ســبق إذا بحثنــا عــن قاعــدة لفضــاء أعمــدة 

تحـــوي عناصـــر رائـــدة، لـــذلك فـــإن هـــذه  Rالأول والثالـــث والخـــامس في المصـــفوفة المدرجـــة 

  :أي إن القاعدة هي ،تشكل قاعدة لفضاء الأعمدة Aالأعمدة في المصفوفة 
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يمكـــن الاســـتفادة ممـــا ســـبق في إيجـــاد قاعـــدة لفضـــاء جزئـــي مـــا مـــن خـــلال العناصـــر 

  المولدة له.

  مثال:

  المولَّد بالمتجهات: R5أوجد قاعدة للفضاء الجزئي من 

u1 = (1, -2, 0, 0, 3)    ,   u2 = (2, -5, -3, -2, 6) 

u3 = (0, 5, 15, 10, 0) ,   u4 = (2, 6, 18, 8, 6) 

  الحل:

  إن الفضاء المولَّد �ذه المتجهات هو فضاء أسطر المصفوفة:























681862

20101550

62352

30021

 

  وبتحويل هذه المصفوفة إلى الشكل المدرج نحصل على:
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















 

00000

01100

02310

30021

 

  وهي: ،تشكل قاعدة لفضاء الأسطروعليه فإن الأسطر غير الصفرية 
w1 = (1, -2, 0, 0, 3)  ,  w2 = (0, 1, 3, 2, 0) , w3 = (0, 0, 1, 1, 0) 

  .{u1, u2, u3, u4}فإ�ا تشكل قاعدة للفضاء المولد بـ  من ثمَّ و 

  :الآتية لتأسيس طريقة لحل المسألة العامة أتيسوف نعطي مثالاً فيما ي

  المسألة:

د مجموعة جزئية فأوج ،Rnمجموعة متجهات من  S = {u1, u2, …, uk}إذا كانت 

، ثم عــبرّ عــن  span(S)أي لــِ  Sمـن هــذه المتجهـات بحيــث تشـكل قاعــدة للفضــاء المولـّد بـــ 

  اصر القاعدة هذه.نكل متجه خارج هذه القاعدة على شكل تركيب خطي لع

  مثال:

)i(  بحيــث تشــكل قاعــدة للفضــاء المولــد �ــذه) أوجــد مجموعــة جزئيــة مــن المتجهــات الآتيــة

  المتجهات).
v1 = (1,-2,0,3)  ,  v2 = (2,-5,-3,6)  ,  v3 = (0,1,3,0) 
v4 = (2,-1,4,-7), v5 = (5,-8,1,2) 

)ii.عبرّ عن كل متجه خارج هذه القاعدة كتركيب خطي لعناصرها (  

  الحل:

)i نكوّن مصفوفة أعمد�ا المتجهات (v1, v2, v3, v4, v5:  


























27063

14330

81152

52021

A  

                                             
54321 vvvvv


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وذلك بتحويل هذه المصـفوفة إلى  ؛ونبحث عن قاعدة لفضاء أعمدة هذه المصفوفة

  فنجد: ،w1, w2, w3, w4, w5ونرمز لأعمدة المصفوفة الناتجة بـ  ،الشكل المدرج المختزل






















0   0   0  0 0

1   1   0  0 0

1   0   11 0

1   0   2  0 1

R  

                                          
54321 wwwww


 

  فنجد أن العناصر (الواحدات) الرائدة تقع في العمود الأول والثاني والرابع.

 ،Rللمصــفوفة  {w1, w2, w4} :هــي ،فــإن قاعــدة فضــاء الأعمــدة ،وبنــاء عليــه

. وبـذلك يــتم Aهـي قاعـدة فضـاء الأعمـدة للمصـفوفة  {v1, v2, v4}ونتيجـة لـذلك فـإن 

  المطلوب الأول.

)ii نعـبر عـن (w3, w5   كتركيـب خطـي لعناصـر القاعـدةw1, w2, w4  حيـث نعـبر عـنw3  

  فنجد مباشرة: ،كتركيب خطي للأعمدة التي تسبقه من عناصر القاعدة

w3 = 2w1 – w2 

  ونجد أن: ،بدلالة الأعمدة التي تسبقه من عناصر القاعدة أيضاً  w5ونعبر عن 

w5 = w1 + w2 + w4 

  وعليه فإن: ،وندعو هذه المعادلات بمعادلات الارتباط

v3 = 2v1 – v2 

v5 = v1 + v2 + v4 
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  ـ تمارين ٢ـ  ٧ـ  ٥

  ومتجهات أعمدة المصفوفة: ،ـ عين متجهات أسطر ١





















2241

1753

1012

 

علــى شــكل تركيــب خطــي لمتجهــات أعمــدة  AX عــن الجــداء أتيفي كــل ممــا يــعــبرّ ـ  ٢

  :Aالمصفوفة 

)i (














 

2

5

41

13
      )ii (





































5

3

2

410

263

104

  

)iii (










































9

6

4

124

312

710

311

625

      )iv (



























5

0

3

836

512
  

، وإذا كـان كـذلك فعـبر Aيقـع في فضـاء أعمـدة  bكان ما   فيما إذا أتي في كل مما يـ بينّ  ٣

  .Aعلى شكل تركيب خطي لمتجهات أعمدة  bعن 

)a (




















0

1
b,

51

15
A     )b (





































2

0

1

b,

522

112

410

A  

)c (










































0

0

2

b,

111

111

111

A  )d (









































7

5

3

4

b,

2210

3121

1210

1021

A  

وأن مجموعـة  AX = bة حـل للجملـ x1 = -1, x2 = 2, x3 = 4, x4 = -3ـ بفـرض أن  ٤

  تعطى بالعلاقات: AX = 0حلول الجملة المتجانسة 



- ٢١٢ - 

 

x1 = - 3r + 4s  ,  x2 = r – s  ,  x3 = r, x4 = s 

)i أوجد الشكل المتجهي للحل العام للجملة (AX = 0.  

)ii أوجد الشكل المتجهي للحل العام للجملة (AX = b.  

ومنـه أوجــد  ،AX = bلجملــة  الشــكل المتجهـي للحــل العـام لأتيـ أوجــد في كـل ممــا يـ ٥

  :AX = 0الشكل المتجهي للحل العام للجملة 

)a   (
4x2x6

2xx3

21

21




      )b   (

3x3xx2

2xx

5x2xx

321

31

321







  

)c (

4x3x3x

2xxx2

2xx2xx

1xxx2x

421

432

4321

4321









  

في كـل ممـا  Aللمصفوفة  Null spaceـ أوجد قاعدة لفضاء الحلول (فضاء الأصفار) =  ٦

  :يأتي

)a (






















000

026

013

A      )b (
























1470

1832

1021

A    

)c (























87532

12101

14123

96541

  

هـي المصـفوفة الـواردة في  A كـون Aـ أوجـد في كـل حالـة قاعـدة فضـاء أسـطر المصـفوفة  ٧

  ).٦التمرين السابق (
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  Rank and Nullityـ رتبة وانعدامية مصفوفة:  ٣ـ  ٧ـ  ٥

جملــة معــادلات خطيــة وفضــاء أســطر أو في الفقــرة الســابقة بحثنــا في العلاقــات بــين 

  أعمدة مصفوفة المعاملات لهذه الجملة أو حتى فضاء الحلول (فضاء الأصفار) أيضاً.

والنتيجــة الــتي ســنراها  .وفي هــذه الفقــرة ســوف �ــتم ببعــد كــل مــن هــذه الفضــاءات

  سوف تمنحنا رؤية أعمق للعلاقة بين الجملة الخطية ومصفوفة معاملا�ا.

  المصفوفة:بالعودة إلى 





























452431

791962

281962

452431

A  

ووجدنا أن قاعدة كل منهما تتكـون  ،التي كنا درسنا فضاء أسطرها وفضاء أعمد�ا

أي إن لهمـا  ؛/3وهذا يعني أن بعد كل من هذين الفضاءين يساوي / ،من ثلاثة متجهات

  :الآتيةوهذا ليس مصادفة، ولكنه حقيقة ما تبينه المبرهنة نفسه، البعد 

  ):١(مبرهنة 

يســـاوي عـــدد أبعـــاد فضـــاء أعمـــدة هـــذه  Aإن عـــدد أبعـــاد فضـــاء أســـطر مصـــفوفة 

  المصفوفة.

  الإثبات:

  ، عندئذ نجد وبحسب دراستنا السابقة:Aللمصفوفة  اً مدرج شكلاً  Rليكن 

  R= بعد فضاء أسطر  Aبعد فضاء أسطر 

  R= بعد فضاء أعمدة  Aبعد فضاء أعمدة 

  .نفسه لهما البعد Rوفضاء أعمدة  Rولذلك يكفي أن نثبت أن فضاء أسطر 
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يســاوي عـــدد الأســطر غـــير الصــفرية، وإن بعـــد فضـــاء  Rولكــن بعـــد فضــاء أســـطر 

 مـن ثمَّ وهـذان العـددان متسـاويان، و  .يسـاوي عـدد العناصـر (الواحـدات) الرائـدة Rأعمدة 

  فإن بعد فضاء الأسطر يساوي بعد فضاء الأعمدة.

  ملاحظة:

الأعمدة وفضاء الحلول لمصفوفة ما، لها أهمية  إن بعد كل من فضاء الأسطر وفضاء

  خاصة وهو ما نتج عنه بعض المفاهيم والمصطلحات.

  ):١تعريف (

يـــــدعى رتبـــــة  Aوفضـــــاء الأعمـــــدة لمصـــــفوفة  ،إن البعـــــد المشـــــترك لفضـــــاء الأســـــطر

) A )Nullity of A، ويـدعى بعـد فضـاء الحلـول انعداميـة rank (A)ويرمز له بــ  ،المصفوفة

  .Nullity (A)ويرمز له بـ 

  مثال:

  :وانعداميتها Aأوجد كلاً من رتبة المصفوفة 





























744294

164252

410273

354021

A  

  الحل:

  فنحصل على: ،نحول المصفوفة إلى الشكل المدرج المختزل






















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فيكــون بعــد فضــاء الأســطر = بعــد  ،تملــك عنصــرين رائــدين (واحــدين) Rفنجـد أن 

  .rank(A) = 2فضاء الأعمدة = رتبة المصفوفة، إذن 

حل الجملة المتجانسة فإ�ا تتطلب  ،)A )(nullity(A)أما مسألة حساب انعدامية 

AX = 0  ومعرفة عدد أبعاد فضاء الحلول. إن الجملةAX = 0 :تكافئ الجملة  

x1 – 4x3 – 28x4 – 37x5 + 13x6 = 0 

x2 – 2x3 – 12x4 – 16x3 + 5x6 = 0 

  نجد: ،x1, x2وبحل هذه الجملة بالنسبة للمتغيرات الرائدة 

x1 = 4x3 + 28x4 + 37x5 – 13x6 

x2 = 2x3 + 12x4 + 16x5 – 5x6 

  ومنها نحصل على الحل العام:

x1 = 4r + 28s + 37t – 13u 

x2 = 2r + 12s + 16t – 5u 

x3 = r 

x4 = s 

x5 = t 

x6 = u 

  كتابة هذا الحل على شكل متجهات أعمدة:  ويمكن
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1v


      

2v


       

3v


        

4v


 

  وذلك يعني أن: ؛تشكل قاعدة لفضاء الحلول {v1, v2, v3, v4}فإن  ،ومنه

Nullity (A) = 4 
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  مبرهنة:

  rank (A) + nullity (A) = nعمود، فإن:  nمصفوفة ذات  Aإذا كانت 

  الإثبات:

مجهـولاً  nتملـك  AX = 0عمـوداً فهـذا يعـني أن الجملـة المتجانسـة  nتملـك  Aكـون 

المتغـــيرات الرائـــدة والمتغـــيرات المســـتقلة أو  :همــا ،(متغــيراً) وهـــذه المتغـــيرات تنقســـم إلى فئتـــين

  .nالاختيارية، وهذا يعني أن عدد المتغيرات الرائدة + عدد المتغيرات المستقلة = 

ولكـــن عـــدد المتغـــيرات الرائـــدة هـــو نفســـه عـــدد العناصـــر الرائـــدة في الشـــكل المـــدرج 

سـتقلة هـو نفسـه وعـدد المتغـيرات الاختياريـة أو الم Aوهو نفسـه رتبـة  Aالمختزل للمصفوفة 

  وهو نفسه انعدامية المصفوفة وهو المطلوب. AX = 0عدد الوسطاء في الحل العام للجملة 

  تمارين

ـ لتكن المصفوفة  ١













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2932
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  rank (A) = rank (AT)تحقق أن: 

ثم تحقـق أن وانعـداميتها،  (rank (A), null (A))في كل ممـا يـأتي، رتبـة المصـفوفة أوجد ـ  ٢

  .n  =rank (A) + null (A)عدد الأعمدة = 

)i (






















012

124

312

A) ،ii (






















000

204

102

A) ،iii (




















5031

0242

4131

A  

  :الآتية وانعداميتها ـ أوجد رتبة المصفوفة ٣



- ٢١٧ - 

 





























744294

164252

410273

354021

A  

  ـ المجموع المباشر للفضاءات الجزئية: ٨ـ  ٥

Direct Sum of Vector Subspaces: 

  ـ مجموع فضاءات جزئية: ١ـ  ٨ـ  ٥

  ):١تعريف (

فإننـا نعــرف  ،Vفضـاءات جزئيــة مـن فضـاء متجهـي  V1, V2, …, Vkإذا كانـت 

  :يأتيمجموع هذه الفضاءات كما 









 


ii

k

1i
i

k

1i
i VuuV  

  ):١مبرهنة (

 Vفضــاءات متجهيــة جزئيــة مــن الفضــاء المتجهــي  V1, V2, …, Vkإذا كانــت 

فإن  ،kالمعرف على حقل 


k

1i
iV  فضاء جزئي منV.  

  الإثبات:

 :ليكن



k

1i
iuu  ،




k

1i
ivv  حيثui, vi  Vi  

  فإن: ،,   kوبفرض 

u + v = 


k

1i
iu  + 



k

1i
iv  = 




k

1i
ii )vu(  

  )V )i = 1, 2, …, kفضاء جزئي من  Viلأن  ؛ui + vi  Viولكن 

: نونستنتج من ذلك أ



k

1i
iVvu.  
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فا�موع  من ثمَّ و 


k

1i
iV  هو فضاء جزئي منV.  

  ):١مثال (

  إذا علمت أن: R3من الفضاء وبعده  V1 + V2أوجد قاعدة الفضاء الجزئي 

V1 = {(x,y,z) | x + 3y – 4z = 0) , V2 = {(x,y,z)| x + y – z = 0} 

  الحل:

  حيث: V1, V2نوجد قاعدة لكل من 

V1 = {(x,y,z) | x + 3y – 4z = 0} 

= {(x,y,z) | x = 4z – 3y} = {(4z – 3y, y, z)} 

= {y(-3,1,0) + z(4,0,1)} 

 S1 = {(-3,1,0) , (4,0,1)}هي:  V1فإن قاعدة  :ومنه

  :كذلك

V2 = {(x,y,z) | x + y – z = 0} = {(x,y,z) | z = x + y} 

= {(x,y,z+y)} = {x(1,0,1) + y(0,1,1)} 

 S2 = {(1,0,1), (0,1,1)}هي:  V2فإن قاعدة  :ومنه

  أي بـ: S1  S2يتولد بـ  V1 + V2إن الفضاء 

S1S2 = {(1,0,1) , (0,1,1), (-3,1,0), (4,0,1)} 

على  S1S2فنكتب عناصر  ،S1S2ولنبحث عن ا�موعة المستقلة خطياً ضمن 

  هيئة أسطر لمصفوفة ونحولها للشكل المدرج:













































































000

100

110

101

~

300

200

110

101

~

300

310

110

101

~

104

013

110

101

 

. dim(V1+V2) = 3ويكون  {(0,0,1) ,(0,1,1) ,(1,0,1)}هي:  V1 + V2فتكون قاعدة 

  dimV1 = dimV2 = 2بينما كان 
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  ملاحظة:

  فإننا نكتب: ،V1V2إذا طلب قاعدة وبعد 

V1V2 = {(x,y,z) | x + 3y – 4z = 0 , x + y – z = 0} 

  هي مجموعة حلول الجملة المتجانسة: V1V2وقاعدة 

x + 3y – 4z = 0 

x + y – z = 0 

  (t, -3t, -2t)والتي لها لا �اية من الحلول وكل منها من الشكل: 

  dim(V1V2) = 1وعدد أبعاد  V1V2تشكل قاعدة لـ  {(2-,3-,1)}وعليه فإن 

  ـ المجموع المباشر لفضاءات جزئية: ٢ـ  ٨ـ  ٥

  ):١تعريف (

فـإن ا�مـوع  Vفضاءات جزئية من فضـاء  V1, V2, …, Vkإذا كانت 



k

1i
iVS 

  :الآتييكُتب بطريقة وحيدة على الشكل  u  Sإذا كان كل متجه  اً مباشر  اً يسمى مجموع





k

1i
iuu   ,  ui  Vi 

k21iونكتب في هذه الحالة: 

k

1i
V.....VVVS 


  

  ):١مثال (

فضـاءات جزئيـة   x,y  Rحيـث  V1 = {x(1,0)} , V2 = {y(0,1)}إذا كانـت 

يكتـب  x(1,0) + y(0,1) = (x,y)إن و  (x,y)  R2فإنـه  ،R2كمـا نـرى مـن الفضـاء 

iفـــإن  ثمَّ  مـــن�ـــذه الطريقـــة الوحيـــدة و 

2

1i
21

2 VVVR

،  أي إنR2  مجمـــوع مباشـــر

  لهذين الفضاءين الجزئيين.
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  ):١مبرهنة (

ولــيكن  ،Vفضــاءات جزئيــة مــن الفضــاء  V1, V2, …, Vkلــتكن 



k

1i
iVS، 

  متكافئة: الآتيةعندئذ تكون الشروط 

)i ا�موع (



k

1i
iVS .مباشر  

)ii 0) إذا كانu
k

1i
i 



  ).ui = 0 )1  i  kفإن  ui  Viحيث  

)iii (}0{VV
ji

ij 


  ،(1  j  k).  

  الإثبات:

)i ( )ii(  

0uإذا كــــان 
k

1i
i 



فـــــإن هـــــذا ا�مـــــوع يكُتـــــب بالشـــــكل  ،



k

1i

k

1i
i 0u  وكـــــون

0uفإن  ،فرضاً  اً ا�موع مباشر 
k

1i
i 



  ).ui = 0 )1  i  kيكتب بطريقة وحيدة إذن  

)ii ( )i(  

إذا كان 



k

1i
i

k

1i
i uuu  فينتج




k

1i
ii )uu(0  

  فا�موع مباشر. من ثمَّ ) و 1  i  k( ui = uiفإن  ،) محققة فرضاً iiوبما أن (

)ii ( )iii(  

إذا كـان 



ji

ijj VVu،  فـإنuj  Vj  و



ji

ij Vu  مـن ثمَّ و 



ji

ij uu 

0uu :ومنها
ji

ij 


  : من ثمَّ ) و uj = 0 )1  j  kفإن  ،محققة (ii)وكون  
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}0{VV
ji

ij 


 )1  j  k.(  

)iii ( )i(  

إذا كان 



k

1i
i

k

1i
i uuu  0فإن)uu(

k

1i
ii 



  

 :ومنه



ji

iijj )uu(uu، :أي إن  





ji

iijj VVuu )1  j  k) وكون (iiiفيكون: ،) محققة  

}0{VV
ji

ii 


) وهذا يعـني أن uj = uj )1  j  kإذن  uj – uj = 0أي إن  

  ا�موع مباشر.

  ):٢مبرهنة (

فضـاءات جزئيـة  V1, V2, …, Vkوكانـت  ،فضـاء متجهيـاً منتهـي البعـد Vإذا كـان 

فـإن القضـيتين  ،قواعد مرتبة للفضـاءات الجزئيـة المفروضـة B1, B2, …, Bkمنه، فإذا كانت 

  متكافئتان: الآتيتين

)a ا�موع (



k

1i
iVS .مباشر  

)b (B = {B1, B2, …, Bk}  قاعدة مرتبة للفضاء الجزئيS.  

  الإثبات:

تولـد  Bفـإن  ثمَّ مـن و  .)Vi )1  i  kتولـد  Biإن 



k

1i
iVSولـذلك يبقـى أن  ؛

  مستقلة خطياً. Bنبرهن أن 
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 Bفهـي مرتبطـة خطيـاً وكـل علاقـة خطيـة بـين عناصـر  ،مستقة خطياً  Bإذا لم تكن 

0uهـي مـن الشـكل: 
k

1i
i 



وبمـا أن ) Bi )1  i  kتركيـب خطـي لمتجهـات  uiحيـث  

  .Sقاعدة لـ  B) إذن ui = 0 )1  i  kا�موع مباشر فينتج 

)b ( )a(  

إذا كـــــان   ii uuu  0فـــــإن)uu( ii   وهـــــذه علاقـــــة خطيـــــة بـــــين

  .ui - ui = 0فإن  :ومنه ،Sقاعدة  Bمتجهات 

  فا�موع مباشر. من ثمَّ ) و ui = ui )1  i  kإذن 

  نتيجة:

يكون ا�موع 



k

1i
iVS  مباشراً إذا وفقط إذا كان




k

1i
i )V(dimSdim.  

  مثال:

  :R2ليكن الفضاءان الجزئيان من 

V1 = {x(4,-7) | x  R}  ,  V2 = {y(2,5) | y  R} 

  هو مجموع مباشر. V1 + V2أثبت أن 

  الحل:

يكـون مباشــراً، لــذلك نأخــذ        V1 + V2فـإن ا�مــوع  ،V1V2 = {0}إذا كـان  

u  V1V2،  فيكونu = x(4,-7) = y(2,5)  من أجل بعض قيمx,y، :ومنه  

(4x, -7x) = (2y, 5y)  4x – 2y = 0 , -7x + 5y = 0 

  x = y = 0أي  ؛وهذه الجملة تملك حلاً وحيداً هو الصفر

  فإن ا�موع مباشر. :ومنه ،V1V2 = {0}إذن 
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  مثال:

  مجموع مباشر حيث: V1 + V2هل 

V1 = {(x,y,z) | x + 2y + z = 0} 

V2 = {(1,-1,2) |   R} 

  الحل:

  فيكون: ،u  V1V2ليكن 

u = (x,y,z) = (1,-1,2)                     (1) 

 x + 2y + z = 0حيث 

  x =  , y = -  , z = 2) نجد 1من (

  فنجد: ،x + 2y + z = 0وبالتعويض في 

 + 2(-) + 2 = 0 

  فا�موع مباشر. V1V2 = {0}إذن  u = 0فإن  :ومنه ، = 0نجد 

  Supplementary subspaceـ الفضاء الجزئي المكمّل:  ٣ـ  ٨ـ ٥

  ):١مبرهنة (

ــــث         V2، فإنــــه يوجــــد فضــــاء جزئــــي Vفضــــاء جزئيــــاً مــــن الفضــــاء  V1إذا كــــان  بحي

V = V1  V2.  

  .V1بالفضاء الجزئي المكمّل لـ  V2ويسمى 

  الإثبات:

 `V1قاعـدة للفضـاء الجزئـي  A = (ai)ولـتكن  ،V1  {0}و  V1  V2لنفـرض 

الفضـاء  V2، لـيكن Vلتشـكل قاعـدة للفضـاء  B = (bj)ولنمدد هـذه القاعـدة بالمتجهـات 

  .V = V1  V2ولنبرهن أن  B = (bj)الذي تولده المتجهات  Vالجزئي من 
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  مـن ناحيـة ثانيـة إذا كـان V = V1 + V2: مـن ثمَّ و  Vتولـد الفضـاء   (ai) (bj)إن 

u  V1  V2 :يمكننا أن نكتب  

u = iai  ,  u  V1 , u = jbj , u  V2 

  ومنه:

iai - jbj = 0 

 ،i,jمـن أجـل جميـع قـيم  I = j = 0 مـن ثمَّ مسـتقلة خطيـاً و   (bj) (ai)ولكـن 

  .V1  V2 = {0}أي إن  u = 0 :ومنه

  مثال:

  حيث: R3من  V1أوجد الفضاء الجزئي المكمل للفضاء الجزئي 

V1 = {(x,y,z) | x + y – z = 0} 

  الحل:

ولنكمل هذه القاعدة إلى قاعدة لــ  ،V1تشكل قاعدة لـ  {(1,0,1) , (1,1,0-)}إن 

R3  بالمتجهb1 = (1,1,3)  وليكنV2 = {(1,1,3) |   R} الفضاء الجزئي المولـد بــb1، 

  .V = V1  V2فيكون 

  ملاحظة:

  إن الفضاء المكمل غير وحيد كما يوضح ذلك المثال الآتي:

  V1 = {(x,x) | x  R}والفضاء الجزئي منه  R2لنأخذ 

 V1مكمـل لــ  V3 = {(0,y) | y  R}و  V2 = {(x,0) | x  R}إن كـلاً مـن 

  حيث نرى بسهولة:

 (0,y – x) + (x,x) = (x,y)من جهة أن: 

  (x – y, 0) + (y,y) = (x,y)ومن جهة ثانية أن: 

R2 = V1  V2  ,  Rأي: 
2 = V1  V3  
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  تمرين:

  حيث: R3من  V1أوجد الفضاء الجزئي المكمل للفضاء الجزئي 

V1 = {(x,y,z) | x – y = 0 , x + 2z = 0} 

  نقبل المبرهنة التالية دون برهان.

  مبرهنة:

  فإن: ،منتهي البعد Vفضائين جزئيين من فضاء  V1, V2إذا كان 

dim (V1 + V2) = dimV1 + dimV2 – dim(V1V2) 

  ـ تمرين محلول: ١

فضاء جزئياً  W1 = {(x,y,z) : 2x + y – 3z = 0, -x + 2z = 0, x + y – z = 0}ليكن: 

  .R3من 

 S2 = {u1 = (2,-1,1), u2 = (0,1,1)}مولداً با�موعة:  R3فضاء جزئياً من  W2وليكن: 

  والمطلوب: .<W2 = <S2أي 

)i :عين قاعدة وبعد كل من (W1, W2, W1 + W2 , W1  W2  

)ii هل (W1 + W2 مجموع مباشر؟  

)iii عين الفضاء الجزئي المتمم للفضاء (W1.  

  الحل:

)i لتعيين قاعدة (W1  نحل جملة المعادلات التي تعينW1أي: ؛  

2x + y – 3z = 0 

-x + 2z = 0 

x + y – z = 0 

  x = 2z , y = -zنجد: ,

 W1 = {(x,y,z) = (2z, -z, z) : z  R}إذن: 

                             W1 = {z (2,-1,1)}  
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  S1 = {(2,-1,1)}هي  W1فإن قاعدة  ومن ثمَّ 

  dimW1 = 1وإن  <W1 = <S1أي 

  dimW2 =  2 :ومنه ،وهي مستقلة خطياً  S2مولد بـ  W2إن 

  تتعين كما يأتي: W1  W2قاعدة 










)1,1,0()1,1,2(uWu

)1,1,2(uWu
WWu

2

1
21  

 u = (2,-1,1) = (2,-1,1) + (0,1,1)                     إذن:

ومنه:

                        

0,

22
















 

  .v1 = (2,-1,1)مولّد بالمتجه  W1  W2أي إن  ؛u = (2,-1,1)ومنه فإن 

  v1 = {(2,-1,1)}هي  W1  W2ومنه فإن قاعدة الفضاء 

  dim (W1  W2) = 1ومن ثمَّ فإن 

  S1  S2فإنه مولد بـ  ،W1 + W2أما بالنسبة للفضاء 

  W1 + W2فهي قاعدة لـ  ،وهي مجموعة مستقلة خطياً  S1  S2 = S2لكن 

  dim (W1 + W2) = 2ومنه فإن 

)iiفا�موع ليس مباشراً. اً ) بما أن التقاطع ليس فضاء صفري  

)iii لنفرض (W  متمم للفضاءW1  فيR3، :فيكون  

dim(R3) = dimW1 + dimW  3 = 1 + dimW 

  dimW = 2أي: 

مجموعـة مسـتقلة خطيـاً وليكونـا  v1 = (2,-1,1)يشكلان مع المتجـه  R3نختار متجهين من 

e1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0)، :فيكون  
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201

  

  مستقلة خطياً. {v1, e1, e2}فا�موعة 

  .{e1, e2}وهو مولد بـ  W1أي أنه الفضاء الجزئي المتمم لـ  <W = <e1, e2فإن  ومن ثمَّ 

  في الحالتين: R3من  W1ـ أوجد فضاء جزئياً مكملاً للفضاء الجزئي  ٢

)a (W1 = {(x,y,z) : x – 3y + 5z = 0}  

)b (W1 = {(x,y,z) : 2x – y + 3z = 0 , x – 3z = 0}  

  في الحالتين: R2من  W1ـ أوجد فضاء جزئياً مكملاً للفضاء الجزئي ٣

)a (W1 = {(x,y) : 2x – 3y = 0}  

)b (W1 = {x,y) : x + 2y = 0}  

  مجموع مباشر إذا علمت أن: W1 + W2ـ بينّ أن  ٤

W1 = {(x1,x2,x3,x4) : 2x1 – x2 + x3 = 0 , x1 + 2x2 + x4 = 0}  فضاء جزئي منR4  

W2 = {(x1,x2,x3,x4) : 3x2 – 2x3 – x4 = 0, x1 – 3x2 + x3 – x4 = 0}  فضـاء جزئـي

  أيضاً. R4من 

نحسب الحل المشترك للجملة الخطية المكونـة مـن المعـادلات الأربـع.. فيكـون حلهـا  توجيه:

  .(0,0,0,0)أي  ،الوحيد هو صفر الفضاء

  حيث: Vفضاءين جزئيين من  W1, W2وليكن  ،V = R3ليكن ـ  ٥

W1 = {(x1,x2,x3) : 3x2 + 7x3 – x1 = 0} 

W2 = {(x1,x2,x3) : 5x1 + 3x2 = 0, 3x2 + 2x3 = 0} 

  مجموع مباشر. W1 + W2بينّ أن: 
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  تمارين الفصل الخامس

I ) ـ ضع علامة صح) أو علامة خطأ (:أمام كل من العبارات الآتية (  

  ) كل فضاء جزئي من فضاء متجهي هو فضاء متجهي بحد ذاته.١(

  ) كل فضاء متجهي هو فضاء جزئي من ذاته.٢(

  .R3هي فضاء جزئي من  R2) ا�موعة ٣(

  .V، فضاء جزئي من V) تقاطع فضاءين جزئيين من فضاء متجهي ٤(

هي فضاء جزئي من مجموعة كل   (n  n)) مجموعة المصفوفات المثلثية العليا من المرتبة ٥(

  ).n  nالمصفوفات المربعة من المرتبة (

  ) ا�موعة التي تحوي متجهاً وحيداً مستقلة خطياً.٦(

  .Kعنصر من حقل  kمرتبطة خطياً حيث  {u, k.u}مجموعة المتجهات ) ٧(

 {ku1, ku2, ku3}مسـتقلة خطيـاً، فـإن  {u1, u2, u3}) إذا كانـت مجموعـة المتجهـات ٨(

  .Kعنصر من حقل  kمستقلة خطياً حيث 

 {u1,.., un}فإن  ،{u1,…,un}مولّداً بمجموعة المتجهات  V)إذا كان الفضاء المتجهي ٩(

  .Vقاعدة في 

  .V، تشكل قاعدة في V) كل مجموعة متجهات مستقلة خطياً في ١٠(

  .اً ، فإن بعده يساوي صفر V = {0}أي  اً،صفري اً فضاء متجهي V) إذا كان ١١(

  .R17متجهاً مستقلة خطياً في  17) يوجد مجموعة مؤلفة من ١٢(

  .R5تشكل قاعدة في  R5متجهات ومولّدة لـ  5) كل مجموعة مكونة من ١٣(

  ) العمليات (التحويلات) الأولية على أسطر مصفوفة لا تغير فضاء أسطرها.١٤(
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 ،rank(A) = 3، حيـث ( 7 5)مـن المرتبـة  Aوكانـت  ،AX = 0) إذا كانت الجملـة ١٥(

  أيضاً. null(A) = 3فإن 

  .rank(AT) = rفإن  ،rank(A) = r) إذا كان ١٦(

II  ـ لـتكن  ١ـV ولنعـرف الجمـع والضـرب بعـدد جميعهـا مجموعـة الأزواج الحقيقيـة المرتبـة ،

  :يأتي(سلمي) كما 

 u = (u1,u2)  V ,  v = (v1,v2)  V,    R 

  فإن:

u + v = (u1 + v1, u2 + v2) ,  . u = (0, u2) 

  والمطلوب:

)i احسب كلاً من (u + v  وu  من أجلv = (1,-3), u = (2,4),  = 5  

)ii بين أن ((u + v) = u + v .محققة  

  )  R(حيث  u = u + u ( + )وأن 

  غير محققة. u = u . 1بينما 

II  ـ لــتكن  ٢ـV نعــرف الجمــع والضــرب بمقــدار كلهــا  مجموعــة الأزواج الحقيقيــة المرتبــة ،

  سلمي على النحو الآتي:

 u = (u1, u2) , v = (v1, v2) ,    R: 

u + v = (u1 + v1 – 1, u2 + v2 – 1), u = (u1, u2) 

)i لا يمثل المتجه الصفري. (0,0)) أثبت أن  

)ii هو المتجه الصفري. (1,1)) أثبت أن  

)iii أثبت أن ((V, + , .) .فضاء متجهي  

II  ـ هل تشكل مجموعة الأزواج  ٣ـV = {(0,b) : b  R}  فضاء متجهياً بالنسبة للجمع

  والضرب بمقدار سلمي المألوفين.
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II  ـ نزود مجموعة الحدوديات من الشكل  ٤ـa0 + a1x :بالعمليتين  

   x(a1 + b1) + (a0 + b0) = (b0 + b1x) + (a0 + a1x)الجمع: 

  فهل تشكل فضاء متجهيا؟ً ، (a0 + a1x) = (a0) + (a1)xوالضرب بمقدار سلمي: 

II  ـ أثبت أن  ٥ـV = {0} :تشكل فضاء متجهياً بالنسبة للعمليتين  

0 + 0 = 0  ,  .0 = 0 

II  ـ أثبـت أن مجموعـة المصـفوفات  ٦ـV = Mmn  تشـكل فضـاء متجهيـاً بالنسـبة لجمـع

  المصفوفات المألوف، ولضرب مصفوفة بمقدار سلمي.

II  ـ في كل مما يأتي هل  ٧ـW  فضاء جزئي منV:  

)i (V = R3 , W = {(a,b,c) : c = a – b}  

)ii (
















 Rb,a:

b0

0a
W,MV 22  

)iii (
















 tzyx:

tz

yx
W,MV 22  

II  ـ هل تولّد مجموعة الحدوديات: ٨ـ  

p1 = 1 – x + 2x2 , p2 = 3 + x , p3 = 5 – x + 4x2 , p4 = -2 – 2x + 2x2 

  ).2هو فضاء جميع الحدوديات من الدرجة أصغر أو يساوي  P2 )P2الفضاء 

II  ـ نفرض: ٩ـ  

u1 = (2,1,0,3) , u2 = (3,-1,5,2) , u3 = (-1,0,2,1) 

  V = span {u1, u2, u3}ولنأخذ الفضاء المولّد �ذه ا�موعة 

  :Vأي من المتجهات الآتية يقع في 

)i ((2,3,-7,3)      )ii ((0,0,0,0)  

)iii ((1,1,1,1)      )iv ((-4,6,-13,4)  
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II  أثبت أن المتجهات ـ  ١٠ـu1 = (1,2,1), u2 = (2,9,0), u3 = (3,3,4)  تشـكل قاعـدة

  .R3للفضاء 

II  ـ بين أن ا�موعة  ١١ـA فيمـا يـأتي، تولـد الفضـاء ،V  المـذكور بجانبهـا، ثم عـينّ قاعـدة

B  لهذا الفضاء بحيثB  A> 

)i (A = {(2,3), (1,2), (4,6)} ،V = R2  

)ii (A = {(1,1,1), (1,1,0), (0,0,1), (2,3,4)} ،V = R3  

)iii (A = {p1 = 2, p2 = 1 – x, p3 = 2 + x2, p4 = 1 + x2} ،V = P2  فضـاء)

  حدوديات).

II  في كل مما يأتي:وبعده ـ عين قاعدة الفضاء الجزئي  ١٢ـ  

)i (W = {(x,y,z)  R3 : x + 6y – 2z = 0, 2x – 4y + z = 0}  

)ii (W = {(x1,x2,x3,x4)  R4 : 2x1 + x2 + x3 = x4 , 5x1 – x2 + x4 = x3}  

II  ـ ( ١٣ـi:أثبت أن كلاً من (  

W1 = {(x,y,z)  R3 : y = 2x} ،W2 = {(x,2x,-x) : x  R}  فضـاء جزئـي مـنR3 ،

  .وبعده ثم عين قاعدة كل منهما

)ii عين قاعدة وبعد كل من (W1  W2 ،W1 + W2  وهلW1 + W2 .مجموع مباشر  

)iii عين الفضاء الجزئي المكمل (المتمم) للفضاء الجزئي (W1.  

  

*    *    *  
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  الفصل السادس

 Linear Mappingsالتطبيقات الخطية 

  ـ التطبيق الخطي: ١ـ  ٦

، حيـث المتغـير المسـتقل w = F(x)سوف ندرس في هذا الفصـل دوال (توابـع) مـن الشـكل 

x  هو متجه من فضاء ماV والمتغير التابع ،w  هو متجه أيضاً من فضاء آخرW وتدعى ،

مثل هذه الدوال أو التطبيقات تحويلات وإذا حققت بعض الشروط فإ�ا تـدعى تطبيقـات 

  .Linear Transformation or Linear Mappingخطية أو تحويلات خطية 

  ـ تعريف: ١ـ  ١ـ  ٦

يكون التطبيق نفسه، عندئذ  Kفضاءين متجهين معرفين على الحقل  V, Wليكن  

f: V  W  الآتيخطياً إذا تحقق:  

)i (u, v  V،  فإنf(u + v) = f(u) + f(v).  

)ii (   K ,  u  V،  فإنf(u) = f(u).  

  ملاحظة:

يحـــافظ علـــى عمليـــتي الجمـــع والضـــرب الســـلمي في  fمـــن هـــذا التعريـــف نلاحـــظ أن 

  .Wفي  V) لـ Homomorphism( ، لذلك فهو يدعى أيضاً تشاكلV, Wالفضاءين 

  مثال:

 fأثبـت أن  f(x1, x2) = (x1 + x2, 2x1, x2)المعـرف بــ  f: R2  R3لـيكن التطبيـق 

  خطي.

  الحل:

 u = (x1, x2) , v = (y1, y2)  R2،  :عندئذu + v = (x1 + y1, x2 + y2)  
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  فإن: ،ومنه

f(u + v) = ((x1 + y1) + (x2 + y2) , 2(x1 + y1) , (x2 + y2)) 

= (x1 + x2, 2x1, x2) + (y1 + y2 , 2y1, y2) 

= f(u) + f(v) 

  ) من التعريف محققة.iأي إن (

  u = (x1, x2)فإن:  u = (x1, x2)  R2 ,    Kمن جهة ثانية 

  ومنه:

f(u) = (x1 + x2 , 2x1, x2) 

= (x1 + x2, 2x1, x2) =  .f(u) 

  خطي. f ثمَّ  من) من التعريف، و iiوهذا هو الشرط (

  ـ مبرهنة: ٢ـ  ١ـ  ٦

 f: V  Wفـإن التطبيـق نفسـه،  Kتجهـين علـى الحقـل مفضـاءين  V, Wإذا كـان 

  يكون خطياً إذا وفقط إذا تحقق الآتي:

 u, v  V,  ,   K : f(u + v) = f(u) + f(v) 

  الإثبات:

) لنفرض أن (f ولنثبت صحة المساواة: ،تطبيق خطي  

f(u + v) = f(u) + f(v)       (1) 

  .u, v  Vوأياً كان  ,   Kوذلك أياً كان 

) في تعريـف iومنه وبحسب الشـرط ( ،u, v  Vفضاء متجهي إذن  Vنعلم أن 

) في تعريـف التطبيـق iiوبحسـب ( f(u + v) = f(u) + f(v)فـإن  ،التطبيـق الخطـي

  فإن الطرف الأيمن في العلاقة الأخيرة يصبح: ،الخطي

f(u) + f(v) = f(u) + f(v) 

  ) محققة.1أي إن (
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)) ولنثبت أن  ،) محققة1) لنفرض أنf :خطي  

ومنـه  ، =  = 1فهـي محققـة مـن أجـل  ,   Kمحققـة مهمـا كانـت  (1)كـون 

  فإن:

f(1.u + 1.v) = f(u + v) = 1. f(u) + 1 . f(v) = f(u) + f(v) 

  من تعريف التطبيق الخطي. (i)وهو الشرط  f(u + v) = f(u) + f(v)أي إن 

  فإ�ا تصبح: ،(1)وعوضنا في   = 0من جهة ثانية إذا أخذنا 

f(u + 0) = f(u) = f(u) 

  تطبيق خطي. fأي إن  ؛) من تعريف التطبيق الخطيiiوهو الشرط (

  ـ نتائج: ٣ـ  ١ـ  ٦

  فإن: ،تطبيقاً خطياً  f : V  Wإذا كان 

)i (f(0V) = 0W  0لأنV = 0 . u  أياً كانu  V، :ومنه فإن  

f(0V) = f(0.u) = 0 . f(u) 

         = 0w 

  أي إن صورة المتجه الصفري من المنطلق هي المتجه الصفري في المستقر.

)ii (f(-u) = -f(u)  أياً كانu  V  

  f(-u) = f(-1.u) = -1.f(u) = -f(u)وذلك لأن 

)iii (f(u – v) = f(u) – f(v)  وذلك u, v  V   

  لأن: 

f(u – v) = f(u + (-1) . v) = f(u) + f(-v) 

= f(u) – f(v) 

)iv الآتي) يمكن تعميم المبرهنة السابقة على النحو:  

 1, 2, …, r  K  ;   u1, u2, …., ur  V 

  فإن:
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f(1u1 + 2u2 + … + rur) = 1f(u1) + 2f(u2) + …. + rf(ur) 

  أو بشكل مختصر:














r
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ii

r

1i
ii )u(fuf  

الـذي بعـده  Vمتجهـات قاعـدة الفضـاء  a1, a2, …, anإذا كانـت  وفـي الحالـة الخاصـة:

(n)  فإن






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



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ii
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1i
ii )a(faf.  

  .Vقاعدة  فييتعين تماماً بتأثيره  fوهذه العلاقة الأخيرة تبين أن 

فيمكن  ،i = 1,2,…,nوحيث  f(ai) = uiبحيث:  u1, u2, …, un  Wفلو فرضنا 

  :يأتيكما   f : V  W تعيين





n

1i
iiav;Vv  

  فإن:





n

1i
ii

n

1i
ii u)a(f)v(f  

  ):١مثال (

  الذي يطبق القاعدة: f : R3  R2أوجد التطبيق 

 A = {a1 = (1,-1,1) , a2 = (1,0,1), a3 = (-1,0,0)}  

  u1, u2, u3  R2في المتجهات: 

a1  u1 = (2,-1) , a2  u2 = (1,1) , a3  u3 = (0,3) 

  الحل:

  فإن: ، R3 (x,y,z)أياً كان المتجه 

(x,y,z) = a1 + a2 + a3   

(x,y,z) = (1,-1,1) + (1,0,1) + (-1,0,0) 
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  ومنه فإن:

x =  +  -  , y = -, z =  +  

  وعليه فإن:

 = - y,  = y + z,  = z – x 

  إذن:

(x,y,z) = -ya1 + (y+z)a2 + (z - x) a3 

  نجد: fوبتطبيق 

f(x,y,z) = -y f(a1) + (y+z) f(a2) + (z – x) f(a3) 

= - y(2, -1) + (y + z) (1,1) + (z – x) (0,3) 

= (-y + z, -3x + 2y + 4z) 

  .fأي قاعدة ربط  fوهذه العلاقة الأخيرة هي التي تعين 

  فإن: ،u = (4,-2,1)فمثلاً إذا أردنا حساب صورة 

f(u) = f(4,-2,1) = (+2 + 1, -12 – 4 + 4) = (+3, -12) 

  ):٢مثال (

(a  هل التطبيقf : R3  R2  حيثf(x,y,z) = (x + 2, y + z) خطي؟  

  الحل:

 u = (x,y,z) , v = (x,y,z)  R3، :فإن  

f(u + v) = f(x + x, y + y , z + z) = (x + x + 2, y + y + z + z) 

  ولكن:

f(u) + f(v) = (x + 2, y + z) + (x + 2, y + z) 

= (x + x + 4, y + z + y + z)  f(u + v) 

  ليس خطياً. fإذن 

b هل التطبيق (f: R2  R2  حيثf(x,y) = (y, 2x + y) خطي؟  

  الحل:
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)i ( u = (x,y) , v = (x, y)  R2، :فإن  

f (u + v) = f (x + x, y + y) = (y + y , 2(x + x) + y + y) 

= (y + y , 2x + 2x + y + y) = (y, 2x + y) + (y, 2x + y) 

= f(u) + f(v) 

  فالشرط الأول من تعريف التطبيق الخطي محقق.

)ii (   k ,  u = (x,y)  R2، :فإن  

f(u) = f(x, y) = (y, 2x + y) 

= (y, 2x + y) = f(u) 

  خطي. fمحقق، إذن الخطي والشرط الثاني من تعريف التطبيق 

  ـ تعريف: ٤ـ  ١ـ  ٦

يسمى في هذه الحالـة مـؤثراً خطيـاً (أي  fفإن  ،f : V  Vإذا كان التطبيق الخطي 

  ).نفسه إن المنطلق والمستقر هو الفضاء

  ـ مبرهنة: ٥ـ  ١ـ  ٦

  فإنه يحافظ على الفضاءات الجزئية أي: ،تطبيقاً خطياً  f : V  Wإذا كان 

)a إذا كان (V1 من  اً فضاء جزئيV،  فإنf(V1)  فضاء جزئي منW.  

)b إذا كان (W1 من  اً فضاء جزئيW  فإنf -1(W1)  فضاء جزئي منV.  

  الإثبات:

)a ( ,   K ,  u, v  V1، :فإن  

u + v  V1   كونV1 من ثمَّ و  ،فضاء جزئي:  

f(u+v)  f(V1)  وبما أنf فإن:  ،تطبيق خطيf(u + v) = f(u) + f(v) :إذن  

 f(u), f(v)  f(V1)،  فإنf(u) + f(v)  f(V1)   

  .Wفضاء جزئي من  f(V1)وهذا معناه أن 
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)b ( u, v  f -1(W1)،  فإنه u, v  W1  بحيثu = f -1(u) , v = f -1(v)  

  u = f(u) , v = f(v)أي إن: 

  فإن:  ,   Kإذن 

u + v = f(u) + f(v) 

= f(u + v)  W1 

  .Vفضاء جزئي من  f -1(W1)ومنه فإن  ،u + v  f -1(W1)إذن 

  ـ نواة وصورة تطبيق خطي: ٢ـ  ٦

Kernel and image of a linear mapping: 

  ـ تعريف: ١ـ  ٢ـ  ٦

  تطبيقاً خطياً  f : V  Wليكن 

)i إذا كـان (V1  الـوارد في المبرهنـة الأخـيرة يسـاويV )V1 = V(،  فـإنf(V)  فضـاء جزئـي

  .Imfويرمز له بـ  fيسمى صورة التطبيق  Wمن 

)ii 0) نعلـــم أنW  فضـــاء جزئـــي مـــنW، فـــإن  ،ولـــذلك بحســـب المبرهنـــة الأخـــيرةf 
-1(0W) 

  .fويسمى نواة التطبيق  Vفضاء جزئي من 

  ):١ملاحظة (

بحيـث  u  Vعلى أ�ا مجموعة المتجهـات  f : V  Wتعرف نواة التطبيق الخطي 

f(u) = 0  ونرمز لها بـkerf  :أيkerf = {u  V | f(u) = 0} = f -1(0V).  

  هي ا�موعة: Imfويرمز لها بـ  ،fفإن صورة التطبيق الخطي  ،من جهة ثانية

Imf = {u  W |  u  V ; f(u) = u} 

  .f(V)وقد يرمز لها أيضاً بـ 

هـو فضـاء جزئـي، الأول فضـاء جزئـي مـن  Imfو  kerfتجـدر الملاحظـة أن كـلاً مـن 

V،  والثاني فضاء جزئي منW.  .كما هو موضح في المبرهنة الأخيرة  
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  ):٢ملاحظة (

قاعـدة لـه، فقـد  C = {b1, b2, …, bn}وإذا كانـت  ،فضاء منتهي البعد Vإذا كان 

فإن  ، u  Vرأينا سابقاً أنه 



n

1i
iibu  حيثi  K )i = 1,2,…, n.(  

  فإن: ،f : V  Wفإذا أخذنا التطبيق الخطي 

fIm)b(fbf)u(f
n

1i
ii

n

1i
ii 







 



 

(وهـي   Vمولـّدة للفضـاء  {b1, b2, …, bn}ومن هذه العلاقة نستنتج أنه إذا كانت 

تولـّد  {f(b1), f(b2), …, f(bn)}وهـي  fفـإن صـورها وفـق  ،كـذلك هنـا لأ�ـا قاعـدة لـه)

Imf.  

  مثال:

  المعرف بـ: f : R4  R3ليكن التطبيق 

f(x,y,z,t) = (x – y + t, y – z, z – t – x) 

  والمطلوب:

)i أثبت أن (f .تطبيق خطي  

)ii أوجد قاعدة نواة هذا التطبيق ((kerf) وبعده.  

)iii) أوجد قاعدة صورة هذا التطبيق (Imf( وبعده.  

  الحل:

)i ( ,   K ,  u = (x1, y1, z1, t1) , v = (x2, y2, z2, t2)  R4، :فإن  

f(u + v) = f(x1 + x2, y1 + y2 , z1 + z2 , t1 + t2) 

= (x1 + x2 - y1 - y2 + t1 + t2 , y1 + y2 - z1 - z2 ,  

z1 + z2 - t1 - t2 - x1 - x2) 

= …… = f(u) + f(v) 
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  خطي. fإذن 

)ii (kerf = {u  R4 | f(u) = (0,0,0)} 

f(u) = f(x,y,z,t) = (x – y + t, y  -z, z – t – x) = (0,0,0) 

  ومنه:

x – y + t = 0 

y – z = 0 

- x + z – t = 0 

  نأخذ مصفوفة معاملات هذه الجملة المتجانسة ونحولها للشكل المدرج:
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
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












0000

0110

1011

~...~
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x – y + t = 0  ,  y – z = 0  y = z , x = z – t 

 (x,y,z,t) = (z – t, z, z, t) 

= z(1,1,1,0) + t (-1, 0, 0, 1) 

  {(1,0,0,1-) , (1,1,1,0)}هي  kerfفإن قاعدة  من ثمَّ و 

  .dimkerf = 2وبعد النواة 

)iii لمعرفة قاعدة (Imf  نبحث عن مولّد وبعدهImf مـا في المنطلـق دة الذي هـو صـورة قاعـ

  ونحسب صور عناصر هذه القاعدة أي نحسب: R4لذلك نأخذ القاعدة القانونية في 

f(e1) = f(1,0,0,0) = (1,0,-1) , f(e2) = f(0,1,0,0) = (-1,1,0) 

f(e3) = f(0,0,1,0) = (0,-1,1) , f(e4) = f(0,0,0,1) = (1,0,-1) 

  إذن ا�موعة:

{e1 = (1,0,-1) , e2 = (-1,1,0) , e3 = (0,-1,1) , e4 = (1,0,-1)} 

  ، لنستخرج منها مجموعة مستقلة خطياً:Imfتولّد 
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 Imf، وعــدد أبعــاد {e1 = (1,0,-1) , e2 = (0,1,-1)}هــي  Imfإذن قاعـدة 

  ).dimImf = 2( 2يساوي 

  ):٣ملاحظة (

 (f : V  W): الآتينقول عن تطبيق ما إنه متباين إذا تحقق 

 u1, u2  V  

  f(u1) = f(u2)  u1 = u2وكان:  

  u1  u2  f(u1)  f(u2)أو بتعبير آخر:  

  إنه غامر إذا كان: :ونقول

u  W ;  u  V ; u = f(u) 

وفي التطبيقات الخطية يمكن الحكم على تطبيق ما فيما إذا كان متبايناً أو غامراً من 

  .وصورته خلال نواة هذا التطبيق

  ـ مبرهنة: ٢ـ ٢ـ  ٦

تطبيقـاً خطيـاً  f : V  Wولـيكن  ،kفضـاءين متجهـين علـى حقـل  V, Wلـيكن 

  عندئذ يكون:

f  متبايناً إذا وفقط إذا كانker f = {0}.  

  الإثبات:

)i إذا كـان (f  متباينـاً ولنفــرضu  kerf  لكــنf(0V) = 0W    مــن جهـة ومــن جهـة ثانيــة

f(u) = 0W  كون)u  kerf.(  
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  .u = 0Vفإن  ،متباين fوبما أن  f(u) = f(0V)إذن: 

  .kerf = {0}أي إن النواة 

)ii إذا كانت (kerf = {0}،  ض ولنفرu, v  V  :بحيثf(u) = f(v)    

  .f(u) – f(v) = 0فينتج 

  ).اً خطي f(كون  f(u – v) = 0 :ومنه

  u – v = 0إذن  kerf = {0}ولكن  ،u – v  kerfإذن 

  إذن: u = v :ومنه

f(u) = f(v)  u = v 

  متباين وهو المطلوب. fأي إن 

  ـ نتيجة: ٣ـ  ٢ـ  ٦

     (Isomorphism)تشاكلاً تقابلياً أو تماثلاً  f: V  Wيكون التطبيق 

)i (kerf = {0}    )ii (Imf = W  

إن الفضــــاءين  :تطبيــــق خطــــي متبــــاين وغــــامر ويــــدعى إيزمــــورفيزم، ونقــــول fأي إن 

  ).V  Wمتماثلان (

  مثال:

  اً ، غامر اً متباين f : R2  R2بينّ فيما إذا كان المؤثر الخطي 

  f(x,y) = (2x + y, x – y)حيث: 

  الحل:

f  متباين kerf = {0}  

  لكن:

kerf  = {u  R2 : f(u) = 0} 
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  f(u) = (2x + y, x – y)فيكون  ،u = (x,y)ليكن 

  فإن: ،f(u) = 0فعندما يكون 

2x + y = 0 

X – y = 0 

 .kerf = {0}إذن و  u = 0إذن  x = y = 0وهـذه الجملـة تملـك حـلاً وحيـداً هـو 

  متباين. fوهذا يدل على أن 

  غامراً. fلنرى ما إذا كان 

  Imf = {u  R2 |  u R2 ; f(u) = u}إن: 

  Imf = {f(x,y) | (x,y)  R2}إذن: 

  f(x,y) = (2x,x) + (y,-y)ولكن 

 f(x,y) = (2x,y) = (2x,x) + (y,-y) = x (2,1) + y(1, -1) 

 R2مسـتقلة خطيـاً فهـي قاعـدة لــ  Aوكـون  Imfتولـد  A = {2,1) . (1,-12)}إذن 

  فهو غامر. Imf = R2إذن 

  ملاحظة:

 ،بــأن نبحـــث عــن صــورة قاعــدة المنطلـــق اً غــامر  fمــن الممكــن أن نجيــب علـــى كــون 

 f(e2) = f(0,1) = (1, -1) , f(e1) = f(1,0) = (2,1)فيكـون  ،ولـتكن القاعـدة القانونيـة

 ،كــاملاً   R2فهــي تولــد  R2مســتقلة خطيــاً إذن تشــكل قاعــدة لـــ  {f(e1), f(e2)}وا�موعـة 

  غامر. fفإن  :ومنه .Imf = R2أي إن 

  مثال:

وكان  2مجموعة الحدوديات الحقيقية من الدرجة أصغر أو يساوي  R2[x]إذا كانت 

f: R2[x]  R2[x] :مؤثراً خطياً معرفاً بالعلاقة  

f(a0 + a1x + a2x2) = (a0 + a2) + (a2 – 2a1)x + (a0 + 2a1 – a2)x
2 
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  متباين؟ fفهل 

  الحل:

 f(P(x)) = 0فـإن  ،P(x)  kerfفـإذا كانـت  ،P(x)  R2[x]لـتكن الحدوديـة 

P(x) = a0 + a1x + a2xحيث 
2.  

  ومنه:

f(P(x)) = (a0 + a2) + (a2 – 2a1)x + (a0 + 2a1 – a2)x
2  0 

  أي:

a0 + a2 = 0 

a2 – 2a1 = 0 

a0 + 2a1 – a2 = 0 

  معاملا�ا:ولمعرفة حلول هذه الجملة المتجانسة نحسب محدد 
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  

  a0 = a1 = a2 = 0أي  ،والجملة تملك حلاً وحيداً هو الحل الصفري

  متباين. fوعليه فإن  .kerf = {0}إذن 

  ـ مبرهنة: ٤ـ  ٢ـ  ٦

تطبيقـاً خطيـاً متباينـاً، فـإن صـورة مجموعـة متجهـات مسـتقلة  f : V  Wإذا كـان 

  .Wهي متجهات مستقلة خطياً من  Vخطياً من 

  الإثبات:

، ولنـبرهن أن Vمجموعة متجهات مستقلة خطياً مـن  S = {u1, u2, …, un}لتكن 

  مستقلة خطياً. S = {f(u1), f(u2), …, f(un)}ا�موعة 

  فهي تحقق العلاقة: من ثمَّ و  ،فإ�ا مرتبطة خطياً  ،مستقلة خطياً  Sإذا لم تكن 
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1f(u1) + 2f(u2) + …. + nf(un) = 0 

  أي:

f(1u1 + 2u2 + … + nun) = 0 

  إذن: 

1u1 + 2u2 + … + nun  kerf 

  تباين ينتج أن:م fوبما أن 

1u1 + 2u2 + … + nun = 0 

  مستقلة خطياً إذن: Sولكن 

1 = 2 = … = n = 0 

  مستقلة خطياً. Sفإن  :ومنه

  مثال:

  المعرف بـ: f:R2  R3ليكن التطبيق 

f(x, y) = (x + y, 2x, x – y) 

)a أثبت أن (f متباين.     b أوجد قاعدة صورة ((Imf)f.  

  الحل:

)a يكـون (f  ًمتباينـا kerf = {0}  لكـنf(x,y) = (x + y, 2x, x – y) = (0,0,0)، 

  x = y = 0وحل هذه الجملة هو  x + y = 0, 2x = 0, x – y = 0فإن  :ومنه

  متباين. fفإن  :ومنه ،kerf = {0}إذن 

)b لنعين صور القاعدة القانونية من المنطلق (R2 :حيث  

f(e1) = f(1,0) = (1,2,1) = e1 

f(e2) = f(0,1) = (1,0,-1) = e2 

إذن  Imfوهــذان المتجهــان مســتقلان خطيــاً بحســب المبرهنــة الأخــيرة، وهمــا يولـــدان 

  .Imfيشكلان قاعدة لـ  {e1, e2}المتجهان 
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  ـ توطئة: ٥ـ  ٢ـ  ٦

 Imf = f(V)فــإن  ،منتهــي البعــد Vوكــان  ،خطيــاً تطبيقــاً  f: V  Wإذا كــان 

  منتهي البعد أيضاً.

  الإثبات:

، فـإن المتجهـات Vقاعـدة لــ  {u1, u2, …, un}منتهي البعـد، فـإذا كانـت  V نبما أ

{f(u1), f(u2), …, f(un)  تولـّدImf وبمـا أن الفضـاء الجزئـي ،Imf  ًمنتهيـاً مـن  يملـك عـددا

  .nفإن بعده أصغر أو يساوي  ،المولدات

  ـ مبرهنة: ٦ـ  ٢ـ  ٦

  منتهي البعد، فإن: Vتطبيقاً خطياً، وكان  f : V  Wإذا كان 

dimV = dim(Imf) + dim (kerf) 

  الإثبات:

منتهــي البعــد.    kerfفــإن  ،فضــاء جزئــي منــه kerfمنتهــي البعــد، وبمــا أن  Vبمــا أن 

يكـون منتهـي  Imfفـإن  ،منـه اً فضـاء جزئيـ Imfوكـون  ،منتهـي البعـد Wكذلك الأمر كـون 

  البعد.

، ولنكمــل هـذه القاعــدة لتصــبح kerfقاعــدة لــ  S = {u1, u2, …, uS}لنفـرض 

  فتصبح ا�موعة: B = {b1, b2, …, br}، ولتكن المتجهات التي تلزم لإكمالها Vقاعدة لـ 

A = {u1, u2, …, us, b1, b2, …, br} 

  ويكون: ،Vقاعدة لـ 

dimV = r + s 

  .Imfقاعدة لـ  {f(b1), f(b2), …, f(br)}لنبرهن أن 

  فيكون: ،dim V = r + s، و Vقاعدة لـ  Aبما أن 



- ٢٤٨ - 

 





r

1j
jj

s

1i
ii buuVu  

  نجد: اً خطي اً تطبيق fوكون 





r

1j
ji

s

1i
ii )b(f)u(f)u(f    





r

1j
jj )b(f)u(f                        (1) 

تـدل علـى أن  (1)والعلاقـة  kerfقاعـدة لــ  Sكـون   f(ui) = 0 (i = 1,2,…,s)لأن 

{f(b1), … , f(br)}  تولـدImf  ًلأ�ـا إن لم تكـن كــذلك  ؛وهـذه ا�موعـة مســتقلة خطيـا

  فهي تحقق العلاقة: من ثمَّ و  ،فهي مرتبطة خطياً 

1f(b1) + 2f(b2) + … + rf(br) = 0           (2) 

تكتـــب علـــى  (2)خطـــي، فـــإن  fتســـاوي الصـــفر، وبمـــا أن  iحيـــث ليســـت جميـــع 

  الشكل:

f(1b1 + 2b2 + … + rbr) = 0 

  فإن: ،ومنه

1b1 + 2b2 + … + rbr  kerf 

 ؛kerfالتي هي قاعـدة لــ  Sفإن هذا المتجه يكتب كتركيب خطي لمتجهات  من ثمَّ و 

  أي:

1b1 + 2b2 + … + rbr = 



s

1i
iiu  

  فإن: ،ومنه

0ub
s

1i
ii

r

1j
jj  


    (3) 
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خطياً فإن معاملات مستقلة  {u1, u2, …., us, b1, b2, …., br}وبما أن المتجهات 

  1 = 2 = … = r = 0فإن  :تساوي الصفر، ومنه (3)

، Imfمسـتقلة خطيـاً فهـي قاعـدة لــ  {f(b1),f(b2),…,f(br)}فإن المتجهات  ،وعليه

  .dim(Imf) = rإذن 

  يتم المطلوب حيث يصبح:إذن 

dimV = dim(kerf) + dim(Imf) 

  ـ نتيجة: ٧ـ  ٢ـ  ٦

)i (dim(Imf) ≤ dimV  

)ii يكون (f  ًمتباينا dim (Imf) = dim V  

)iii يكون (f  ًغامرا dim (Imf) = dim W  

)iv إذا كان (dimV > dimW،  فإنf .غير متباين  

)v إذا كان (dimV < dimW،  فإنf .غير غامر  

)vi إذا كان (V = W )f  مؤثر خطي)، فإنf .ًيكون متبايناً إذا وفقط إذا كان غامرا  

)vii يكون (f : V  W  (ًتماثلا) ًتشاكلاً تقابليا kerf = {0}, dimV = dimW  

)viii يكون المؤثر الخطي (f : V  V  ًتماثلا   كانf  متبايناً أيkerf = {0}  

  ـ تعريف: ٨ـ  ٢ـ  ٦

   ونكتـب ،علـى أ�ـا بعـد صـورة هـذا التطبيـق f: V  Wتعُرّف رتبة التطبيق الخطـي 

r = dim (Imf).  

  ملاحظة:

، kerf = {0}أي إن  ؛dim(kerf) = 0فـإن  ،r = n، وإذا كـان r ≤ n = dimVإن 

  .Imf = f(V)على  Vتماثل (تشاكل تقابلي)، لـ   fوهذا معناه أن 
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  مثال:

  مؤثراً خطياً معيناً بـ: f : R2  R2إذا كان 

f(x,y) = (2x – y, -x + y) 

)i أثبت أن (f .(تشاكل تقابلي) تماثل  

)ii أوجد المؤثر العكسي (f -1.  

  الحل:

)i لكي يكون (f  ًيكفي أن يكون  اً تقابلي تشاكلاkerf = {0}  

   kerf (x,y)فهذا يعني أن  f(x,y) = (0,0)فإذا كان 

 f(x,y) = (2x – y, -x + y) = (0,0) لذلك عندما 

  2x – y = 0  ,  -x + y = 0 ينتج

تشـاكل  fفـإن  مـن ثمَّ و  kerf = {0}إذن  x = y = 0والحل الوحيـد لهـذه الجملـة هـو 

  تقابلي.

)iii لإيجـاد المـؤثر العكسـي لــ (f  علينـا أن نعـين(x,y) = f -1 (2x – y, -x+ y)  فـإذا فرضـنا

– x + y = b , 2x – y = a  وحسبناx,y  بدلالةa,b :نجد  

y = a + 2b  ,  x = a + b 

  إذن:

f -1 (a,b) = (a + b , a + 2b) 
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  تمارين

  ـ أثبت أن كلاً من التطبيقات الآتية خطي: ١

)a (f : R2  R2 ; f(x,y) = (3x + y , 2x)  

)b (f : R3  R3 ; (x1, x2, x3) = (x1 + x3, x2, x2 + x3)  

)c (f : R3  R2 ; f(x,y,z) = (x, -5x + 3y – 5z)  

  ـ هل التطبيقات الآتية خطية؟ ٢

)i (f : R2  R  :حيثf(x,y) = x . y  

)ii (f : R2  R3  حيثf(x,y) = (x + 1, 2y, x + y)  

ـ بين أياً من التطبيقات الخطية الآتيـة متبـاين، غـامر، متبـاين وغـامر أو غـير متبـاين وغـير  ٣

  غامر:

(a) f : R2  R2 ; f(x,y) = (2x + y, x – y) 

(b) f : R3  R4 ; f(x,y,z) = (x,y,y,z) 

(c) f : R3  R4 ; f(x,y,z) = (x – y, y – z, z – x, x – y) 

(d) f : R3[x]  R3[x] ; f(a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3) = a1 + 2a2x + 3a3x
2 

  ( 2 2)فضاء المصفوفات المربعة من المرتبة   V = M22(R)ـ ليكن  ٤

ولتكن 













22

11
M  نعرف المؤثر الخطـيf : V  V  بالعلاقـةf(A) = M.A  حيـث

A  M22(R).  

)aوبعده ) أوجد قاعدة نواة هذا التطبيق.  

)bوبعده ) أوجد قاعدة صورة هذا التطبيق.  

  لكل من التطبيقات الخطية الآتية:وبعدهما ـ أوجد قاعدة كل من النواة والصورة  ٥

(i) f : R3  R2 ; f(x,y,z) = (x – y, y – z) 
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(ii) f : R3  R2 ; f(x,y,z) = (x,x) 

(iii) f : R3  R2 ; f(x,y,z) = (x – y + 2z, x + y + 3z) 

(iv) f : R3  R3 ; f(x,y,z) = (x + y + z , x + y – z, x + y) 

والــذي قاعدتــه   3مــن الدرجــة أصــغر أو يســاوي  R3[x]فضــاء الحــدوديات  Vـ لــيكن  ٦

{1, x, x2, x3}.  

  g : p(x)  p(x – 1) , f : p(x)  p(x + 1)ليكن 

f خطـي، ثم أثبـت أن  f, gأثبـت أن كـلاً مـن   g = g   f = I  حيـث R3[x] I  هـو

  التطبيق المطابق.

 f : R2  M22(R)ولـيكن التطبيـق  ،{e1, e2}وقاعدتـه القانونيـة  R2ـ لـيكن الفضـاء  ٧

المعين بـ:
  














yxy

yyx
)y,x(f 

  خطي. fأ ـ أثبت أن 

  ب ـ هل هذا التطبيق متباين؟.

  ج ـ أوجد قاعدة صورة هذا التطبيق.

إلى  A = {(4,3) , (2,-2)}الـذي ينقـل القاعـدة  f : R2  R2ـ عـين المـؤثر الخطـي  ٨

f(2,-2) = (1,5) , f(4,3) = (7,5).  

  A Matrix of a Linear Mappingـ مصفوفة تطبيق خطي:  ٣ـ  ٦

، وكانـا منتهيـا البعـد، حيـث نفسـه Kفضاءين متجهـين علـى الحقـل  V, Wإذا كان 

dimV = n  وفيـهA = {a1, a2, …, an}  :قاعـدة مرتبـة، وحيـثdimW = m         وفيــه

B = {b1, b2, …, bm} .ًقاعدة مرتبة أيضا  

 f(ai)والمتجـه  f(ai)  W (i = 1,2,…,n)هـو متجـه  ai  Vنعلم أن صورة المتجه 

  أي إن: ؛Bيكتب كتركيب خطي وحيد لعناصر القاعدة 
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

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


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



mmn2n21n1n

mmi2i21i1i

m2m2221122

m1m2211111

bpbpbp)a(f

                                             

bpbpbp)a(f

                                             

bpbpbp)a(f

bpbpbp)a(f













              (1) 

  بشكل مختصر: (1)يمكن كتابة 





m

1i
iijj bp)a(f  ; j = 1, 2, …, n 

  فإن: ،Pإذا أخذنا منقول مصفوفة المعاملات وسميناها 





















mn2m1m

n22221

n11211

ppp

ppp

ppp

P









               (2) 

بالنســبة للقاعــدة  (1)في  f(aj)مــثلاً هــي إحــداثيات المتجــه  jحيــث عناصــر العمــود 

  .Wللفضاء  Bالمرتبة 

  ـ تعريف: ١ـ  ٣ـ  ٦

 ،A,Bبالنسبة للقاعـدتين  f : V  Wبمصفوفة التطبيق الخطي  Pتسمى المصفوفة 

f(MP(ويرمز لهذه المصفوفة عادة بالرمز  B
A  وهي مصفوفة مرتبتها(m  n).  

  ):١ملاحظة (

فإنــه يرمــز لهــذه المصــفوفة فقــط بـــ      ،القاعــدتان القانونيتــان اإذا كانــت القاعــدتان همــ

P = M(f) ونلاحــظ أن المصــفوفة ،)f(MB
A لــذلك فــإن مصــفوفة  ؛مرتبطــة بالقاعــدتين

  .نفسها (m  n)لكنها تبقى من المرتبة  ،التطبيق الخطي تتغير بتغيير القاعدتين
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  ):٢ملاحظة (

)i المصفوفة ()f(MB
A  (1)هي منقول مصفوفة المعاملات في.  

)ii عدد أعمدة ()f(MB
A / يساويn وهو بعد فضاء المنطلق /V.  

)iii عدد أسطر ()f(MB
A / يساويm وهو بعد فضاء المستقر /W.  

)iv إذا كان (f  ًفإن مصفوفة المؤثر الخطي تكون مربعة من المرتبة  ،مؤثراً خطياdimV = n  

  ):١مثال (

  المعين بـ: f : R2  R3ليكن التطبيق الخطي 

f(x,y) = (3x – 2y , 0 , x + 4y) 

(i)  أوجد مصفوفةf  بالنسبة للقاعدتين القانونيتين فيR2, R3.  

)ii أوجد مصفوفة (f :بالنسبة للقاعدتين المرتبتين  

A = {(1,1) , (0,2)}  ,  B = {(1,1,0) , (1,0,1) , (0,1,1)} 

  الحل:

)i ( إن القاعدة القانونية (المعيارية) فيR2  هي{e1 = (1,0) , e2 = (0,1)}  

  {e1 = (1,0,0) , e2 = (0,1,0) , e3 = (0,0,1)}هي  R3والقاعدة القانونية (المعيارية) في 

  :R3كتركيب خطي لعناصر قاعدة   f(e1), f(e2)لنكتب كلاً من 

f(e1) = f(1,0) = (3,0,1) = 3e1 + 0 . e2 + 1 . e3 

f(e2) = f(0,1) = (-2,0,4) = -2e1 + 0 .e2 + 4e3 

  هي: ،بالنسبة لهاتين القاعدتين fوفة فإن مصف :ومنه















 



41

00

23

)f(M  

(ii)  نعين صورة متجهات القاعدةA  وفقf، :فنجد  

f(a1) = f(1,1) = (1,0,5) 
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f(a2) = f(0,2) = (-4,0,8) 

، ولكــن أولاً لنكتــب أي Bكتركيــب خطــي لعناصــر   f(a1), f(a2)لنكتــب كــلاً مــن 

  فنجد: ،Bكتركيب خطي لعناصر    R3 (a,b,c)عنصر 

(a,b,c) = b1 + b2 + b3 

= (1,1,0) + (1,0,1) + (0,1,1) 

  نجد: ،, , وبحل هذه المعادلات بالنسبة لـ 

2

cba 
   ,  

2

cba 
   ,  

2

cba 
  

  إذن:

f(a1) = f(1,1) = (1,0,5) = -2b1 + 3b2 + 2b3 

f(a2) = f(0,2) = (-4,0,8) = -6b1 + 2b2 + 6b3 















 



62

23

62

)f(MB
A  

 لكنهــا حافظــت علــى المرتبــة ،تغــيرت بتغــير القاعــدتين fوهنــا نلاحــظ ان مصــفوفة 

  .نفسها

  ـ التطبيق الخطي المقابل لمصفوفة:  ٢ـ  ٣ـ  ٦

A linear mapping of a given matrix: 

  الآتية: المهمةقبل البدء بمناقشة هذه الفقرة نود أن ننوه إلى الملاحظات 

يحــافظ علــى عمليــتي الجمــع  f : V  Wإن التطبيــق الخطــي  ،كمــا قلنــا ســابقاً ) ١(

لــذلك ســوف نرمــز  ؛)Homomorphism( ولــذلك سمـّي تشــاكلاً  ؛والضـرب بمقــدار ســلمي

ومسـتقر كـل منهـا  ،Vمنطلق كل منها  �موعة جميع التشاكلات (التطبيقات الخطية) التي

W  بالرمزHom(V, W)، :أي  

Hom(V,W) = {f : V  W ; خطي f} 
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فإننا نرتب كلاً مـن  ،A,B) عندما نبحث عن مصفوفة تطبيق خطي بالنسبة لقاعدتين ٢(

إن المصــفوفة المتعلقــة بتطبيــق مـــا، هــي مصــفوفة بالنســـبة  :هــاتين القاعــدتين، لــذلك نقـــول

وذلـــك بتغيـــير  ،لأن تغيـــير الترتيـــب لأي مـــن القاعـــدتين يغـــير المصـــفوفة ؛لقاعـــدتين مـــرتبتين

لــذلك يجــب الحفــاظ علــى ترتيــب عناصــر كــل مــن القاعــدتين في المســألة  ؛ترتيــب أعمــد�ا

  الواحدة.

عُلمـــت  f  Hom (V,W)والآن نعــود إلى البحـــث عــن تعيـــين تطبيـــق خطــي 

f(MB(مصفوفته 
A  بالنسبة للقاعدتين المرتبتينA, B  في كل منV, W .على الترتيب  

f(MB(إن معرفة 
A  وكـل متجـه (1)تعني معرفة المعادلات ،u  V  يكُتـب كتركيـب

بالشـكل:  A = {a1, a2, …, an}خطـي وحيـد لمتجهـات القاعـدة 



n

1i
iiau، ومنـه: 





n

1i
ii )a(f)u(f فــإذا عوضــنا ،f(ai)  بمــا يســاويه، نحصــل علــى قــانون التطبيــق الخطــي

  المطلوب.

  ـ مبرهنة: ٣ـ  ٣ـ  ٦

، dimV = n, dimW = mحيـث نفسـه  Kفضـاءين علـى الحقـل  V, Wإذا كـان 

P = [pij]mn وبفــرض  )f(MB
A  f  Hom (V,W)عندئــذ يوجــد تطبيــق خطــي   

  على الترتيب معين بـ: V,Wفي  A,Bبالنسبة لقاعدتين مرتبتين  Pمصفوفته هي 





























n

1i
ii

n

1i
ii

m

1i
iijj

)a(faf

n,...,2,1j;bp)a(f

             (*) 

  معين بـ: g  Hom (V,W)وإن أي تطبيق آخر 

g(ai) = f(ai) ; i = 1,2,…,n  يقتضيf = g  أي إن)f .(وحيد  

  الإثبات:
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  خطي. (*)المعين بـ  fنبرهن أولاً أن 

حيث  u, v  Vفإذا كان 



n

1i
ii

n

1i
ii av,au  

فإن:  



n

1i
iii af)vu(f  

    



n

1i
iii )a(f  

  نجد: ،(*)بما يساويه من العلاقة الأولى في  f(ai)فإذا عوضنا 

 
 













n

1i

m

1j
jjiii bp)()vu(f  

 
 











m

1j
j

n

1i
jiii bp)(  

 
 











m

1j
j

n

1i
iji

n

1i
iji bpp  

  
  




















m

1j
j

n

1i
iji

m

1j
j

n

1i
iji bpbp  

= f(u) + f(v) 

  .(*)وذلك بعد الاستفادة من 

  بشكل مشابه نبرهن:

 u  V ,    K ; f(u) = f(u) 

  حيث: g  Hom(V,W)وحيد، فإذا كان  fوالآن لنثبت أن 

g(ai) = f(ai) ;  i = 1,2,…,n 

Vauيكون لدينا: 
n

1i
ii 



  

ومنه:
                                        














n

1i
ii

n

1i
ii )a(gag)u(g 



- ٢٥٨ - 

 

)u(faf)a(f
n

1i
ii

n

1i
ii 








 



 

  .g = fإذن 

  :مهمةملاحظة 

  .f(ai) = g(ai)وأن  ،(*)معين بالعلاقات  fفي هذا البرهان أن  عددنالقد 

  مثال:

  الذي مصفوفته: f  Hom (R3, R4)أوجد التطبيق الخطي 



























132

423

011

101

A  

  .R3, R4بالنسبة للقاعدتين القانونيتين في كل من 

  الحل:

  نجد: ،(1)من المصفوفة وبتطبيق المعادلات 

f(e1) = f(1,0,0) = 1e1 – 1e2 + 3e3 + 2e4 = (1,-1,3,2) 

f(e2) = f(0,1,0) = 0e1 + 1e2 + 2e3 – 3e4 = (0,1,2,-3) 

f(e3) = f(0,0,1) = - 1e1 + 0e2 + 4e3 + 1e4 = (-1,0,4,1) 

القاعــدة  {e1, e2, e3, e4}و  R3القاعـدة القانونيــة في  {e1, e2, e3}حيـث: 

  .R4القانونية في 

  xe1 + ye2 + ze3 = (x,y,z)فإن:  ،(x,y,z)  R3ولكن 

  فإن: ،ومنه

f(x,y,z) = xf(e1) + yf(e2) + zf(e3) 

= x . (1,-1,3,2) + y(0,1,2,-3) + z(-1,0,4,1) 

= (x – z, –x + y, 3x + 4z, 23x – 3y + z) 
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  ).fوهو التطبيق الخطي المطلوب (أي قاعدة ربط 

  تمرين:

  الذي مصفوفته: f  Hom (R2, R3)أوجد التطبيق الخطي 























05

43

21

A  

  مثال:

  الذي مصفوفته: f  Hom (R2, R2)أوجد المؤثر الخطي 















43

12
A  

  .A = {a1 = (1,1) , a2 = (2,3)}بالنسبة للقاعدة 

  الحل:

  .Aمؤثر خطي، والقاعدة في كل من المنطلق والمستقر نفسها وهي  fإن 

  ومن المصفوفة نجد:

f(a1) = 2a1 – 3a2 = 2(1,1) – 3(2,3) = (-4, -7) 

f(a2) = -1a1 + 4a2 = -1(1,1) + 4(2,3) = (7,11) 

  فإن: ،(x,y)  R2ولكن 

(x,y) = a1 + a2 = (1,1) + (2,3) = ( + 2,  + 3) 

  ومنه نجد أن:

x =  + 2 

y =  + 3 

  = 3x – 2y ,  = y – x          نجد: , وبحل هذه الجملة بالنسبة لـ 

  إذن:

f(x,y) = f(a1) + f(a2) 
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= (3x – 2y) . (-4, -7) + (y – x) . (7, 11) 

= (-12x + 8y, -21x + 14y) + (7y – 7x, 11y – 11x) 

= (-19x + 15y, - 32x + 25y) 

  وهو التطبيق الخطي المطلوب.

  ـ تعيين تطبيق خطي من خلال الإحداثيات: ٤ـ  ٦

يمكـــن تعيــــين تطبيـــق خطــــي علمــــت مصـــفوفته بواســــطة إحــــداثيات متجـــه مــــا مــــن 

  :الآتيةت المنطلق. ولمعرفة هذه الطريقة سوف نوضح ذلك تدريجياً من خلال التمهيديا

  ـ تمهيدية: ١ـ  ٤ـ  ٦

في  {e1, e2}مـؤثراً خطيـاً بالنسـبة للقاعـدة القانونيـة  f  Hom (R2, R2)لـيكن 

  المنطلق والمستقر.

عندئـــذ إذا كــــان 









2

1

x

x
u يـــاً عمود اً متجهــــ ،














2

1

x

x
u أيضــــاً  يــــاً عمود اً متجهــــ

فـإن:  ،u = f(u)بحيث  R2كل منهما من الفضاء وكان  




















2

1

2

1

x

x
.A

x

x
هـي  Aحيـث  

  بالنسبة للقاعدتين المذكورتين. fمصفوفة 

  الإثبات:

  وإن: ،u = (x1, x2) = x1e1 + x2e2نعلم أن 

u = (x1, x2) = x1e1 + x2e2      (a) 

  إذن:

u = f(u) = x1f(e1) + x2f(e2)        (b) 

  أي: ؛يكتب كتركيب خطي لعناصر القاعدة f(e1), f(e2)ولكن كل من 

f(e1) = e1 + 2e2 , f(e2) = 1e1 + 2e2  حيـث1, 2, 1, 2  مقـادير

  سلمية.



- ٢٦١ - 

 

  وبعد التعويض نجد: (b)، (a)من 

u = x1e1 + x2e2 

= x1(1e1 + 2e2) + x2(1e1 + 2e2) 

= (1x1 + 1x2)e1 + (2x1 + 2x2)e2 

  إذن:

x1 = x1 + 1x2 

x2 = 2x1 + 2x2 

  وبتحويل المعادلتين الأخيرتين إلى الشكل المصفوفي نجد:


































2

1

22

11

2

1

x

x

x

x
 

ولكـــن المصـــفوفة 












22

بالنســـبة للقاعـــدتين القـــانونيتين الـــتي  f مصـــفوفةهـــي  11

  .Aتعرفنا عليها سابقاً إذن هي 

  أي إن:












































2

1

2

1

22

11

2

1

x

x
.A

x

x
)u(f

x

x
u  

  ملاحظة:

  حيث يصبح: aijيفضل أن نرمز لعناصر المصفوفة بـ 

f(e1) = a11e1 + a21e2 

f(e2) = a12e1 + a22e2 

  .Aالعمود الأول في المصفوفة  f(e1)حيث تمثل معاملات 

  .Aالعمود الثاني في المصفوفة  f(e2)ومعاملات            

فـإن معـاملات  ،وبشكل عام كما مر معنا سابقاً عند دراسة مصفوفة تطبيـق خطـي

f(aj)  أو إحداثياته بالنسبة لقاعدة ما هي عناصر السطرj  في مصفوفة التطبيق الخطيf.  
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أي إن: 









2221

1211

aa

aa
A.  

  ـ تمهيدية: ٢ـ  ٤ـ  ٦

 R3في  A = {a1, a2, a3}، ولنأخـذ القاعـدتين المـرتبتين f  Hom (R3, R2)لـيكن 

B = {b1, b2}  فيR2 إذا كـان ،


















3

2

1

x

x

x

u  متجهـاً فيR3  وكـان













2

1

x

x
u  متجهـاً في

R2  حيثu = f(u).  

يعطى بالعلاقة  fفإن 






























3

2

1

2

1

x

x

x

.A)u(f
x

x
u  

  بالنسبة للقاعدتين المذكورتين. fمصفوفة  Aحيث 

  الإثبات:

 u = (x1,x2,x3)  R3،  فإنu = x1a1 + x2a2 + x3a3  

  إذن: u = f(u)لكن 

u = (x1, x2) = x1f(a1) + x2f(a2) + x3f(a3)                     (i) 

  فإن: ،f(a1) , f(a2) , f(a3)  R2وكون كل من 

f(a1) = a11b1 + a21b2 , f(a2) = a12b1 + a22b2 , f(a3) = a13b1 + a23b2      (ii) 

  نجد: (ii)و  (i)من جهة ثانية وبالاستفادة من 

u = x1b1 + x2b2 =  x1(a11b1 + a21b2) + x2(a12b1 + a22b2) + x3(a13b1 + a23b2) 

= (a11x1 + a12x2 + a13x3)b1 + (a21x1 + a22x2 + a23x3)b2 

  أي إن:

x1 = a11x1 + a12x2 + a13x3 

x2 = a21x1 + a22x2 + a23x3 

  بتحويل هذه إلى الشكل المصفوفي تصبح:و 
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




































3

2

1

232221

131211

2

1

x

x

x

aaa

aaa

x

x
 

والمصــــــفوفة 









232221

131211

aaa

aaa
A  هــــــي مصــــــفوفة التطبيــــــق الخطــــــيf  بالنســــــبة

  .u = f(u) = A . uللقاعدتين المذكورتين كما هو معلوم سابقاً، إذن 

  من المنطلق. uأي إن قاعدة ربط تطبيق خطي تتعين من خلال إحداثيات متجه 

  مثال:

  الذي مصفوفته: f  Hom (R2,R3)طبق المبرهنة الأخيرة لتعيين التطبيق الخطي 





















05

43

21

 

  :بالنسبة للقاعدتين

A = {a1 = (1,1), a2 = (0,-2)} , B = {b1 = (1,1,1), b2 = (1,1,0), b3 = (1,0,0)} 

  الحل:

  فإن: ، (x,y)  R2أولاً: 

(x,y) = a1 + a2   = x,  = 
2

1
 (x – y) 

  أي إن:

(x,y) = xa1 + 
2

1
 (x – y)a2 

 :هي ،Aبالنسبة للقاعدة  u (x,y)أي إن إحداثيات 







 )yx(

2

1
,x.  

  وبتطبيق المبرهنة:
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











































































x5

y2x

y

)yx(
2

1
x

05

43

21

x

x

x

3

2

1

 

  فإن: :ومنه ،Bهي الإحداثيات بالنسبة للقاعدة  (x1, x2, x3)لكن 

f(x,y) = x1b1 + x2b2 + x3b3 = yb1 + (-x-2y)b2 + 5xb3 

= y(1,1,1) + (-x-2y)(1,1,0) + 5x (1,0,0) 

= (4x-y, -x-y, y) 

  مثال:

الـذي مصـفوفته  f  Hom (R2, R2)أوجـد المـؤثر الخطـي 












43

12
بالنســبة  

وذلـك بتطبيـق المبرهنـة  R2 :(A = {a1 = (1,1) , a2 = (2,3)}للقاعدة المرتبـة (في الفضـاء 

  الأخيرة.

  الحل:

 (x,y)  R2،  فإنه يكُتب كتركيب خطي لعناصرA  :كالآتي  

(x,y) = (1,1) +  (2,3) = ( + 2,  + 3) 

  ومنه نجد:

 = 3x – 2y ,  = y – x 

  إذن:

(x,y) = (3x – 2y)a1 + (y – x)a2 

  هي:  ،Aبالنسبة للقاعدة  u = (x,y)أي إن إحداثيات 

(x1,x2) = (3x – 2y, y – x) 

  المبرهنة الأخيرة:وبتطبيق 


































2

1

3

2

1

x

x
.P)u(f

x

x

x

u  
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وحيث  fمصفوفة المؤثر  Pحيث 









2

1

x

x
u  هو متجه إحداثياتـه(x1, x2)  بالنسـبة

  Aهذه إحداثياته بالنسبة لـ  R2هو متجه من  u = f(u) = (x1,x2)وحيث:  Aللقاعدة 

إذن:  


















































y10x13

y5x7

xy

y2x3

43

12
)u(f

x

x
u

2

1  

  أي: Aوهذا يكتب كتركيب خطي لعناصر 

f(u) = (7x – 5y)a1 + (-13x + 10y)a2 

= (7x – 5y) (1,1) + (-13x + 10y) (2,3) 

= (-19x + 15y, -32x + 25y) 

  ـ مبرهنة: ٣ـ  ٤ـ  ٦

  A = {a1, a2, …., an} قاعدته المرتبة  Kفضاء على حقل  Vليكن 

  B = {b1, b2, …., bm}قاعدته نفسه و فضاء آخر على الحقل  Wوليكن 

. فـإذا كانـت f  Hom (V, W)وإذا كـان 




















n

2

1

x

x

x

Xu


مصـفوفة عمـود تمثـل  

و  u Vإحداثيات 


























m

2

1

x

x

x

X)u(fu


 u = f(u)مصفوفة عمود تمثل إحداثيات  

  .Bبالنسبة للقاعدة 

f(MP(مصفوفة التطبيق الخطي أي  Pحيث  X = P . Xعندئذ  B
A.  

  الإثبات:

يكتب بالشكل:  u = (x1, x2, …., xn)إن المتجه 



n

1i
jjaxu  
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فإن:  من ثمَّ و 



n

1j
jj )a(fx)u(f.  

  فإننا نجد: ،(1)ـ) العلاقات  ٣ـ  ٧كما ورد في (  .بما يساويه f(aj)فإذا عوضنا 

 
 











n

1j

m

1i
iijj bpx)u(f  

 
 











m

1i
i

n

1j
jij bxp  

 عـددنافـإذا 



n

1j
jiji xpx :فإننـا نحصـل علـى ،




m

1i
iibx)u(fإن  يأ ؛X = P . X 

  وهو المطلوب.

  مثال:

  إذا كانت مصفوفته: f  Hom (R3, R4)أوجد 



























132

423

011

101

P  

  .R3, R4بالنسبة للقاعدتين القانونيتين في كل من 

  الحل:

  نطبق العلاقة الأخيرة في المبرهنة السابقة:

X = P . X 

  أو ما يقابلها:





































































3

2

1

4

3

2

1

x

x

x

132

423

011

101

x

x

x

x
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























































321

321

21

31

4

3

2

1

xx3x2

x4x2x3

xx

xx

x

x

x

x

 

  بالنسبة للقاعدة القانونية، إذن: u = f(u)وهذا العمود هو إحداثيات 

f(u) = f(x1, x2, x3) = (x1 – x3)e1 + (x2 – x1)e2 + (3x1 + 2x2 + 4x3)e3 

+ (2x1 – 3x2 + x3)e4 

= (x1 – x3, x2 – x1 , 3x1 + 2x2 + 4x3 , 2x1 – 3x2 + x3) 

  وهو التطبيق الخطي المطلوب.

  ارينتم

  والمطلوب: f(x,y,z) = (x + y, x + z)المعرف بـ  f : R3  R2ـ ليكن التطبيق  ١

  خطي. f) برهن أن ١(

  ولماذا؟ ؟متباين f، هل وبعدها (النواة) kerf) أوجد قاعدة ٢(

  غامر ولماذا؟ fوهل وبعدها،  Imf) أوجد قاعدة ٣(

تطبيقـاً  f : R4  R3ولـيكن  R4القاعـدة القانونيـة في  B = {e1, e2, e3, e4}ـ لـتكن  ٢

  خطياً بحيث:

f(e1) = (1,0,-1) , f(e2) = (-1,1,0), f(e3) = (0,-1,1), f(e4) = (1,0,-1) 

  والمطلوب:

  (أي قاعدة ربطه). f) عينّ ١(

  .وبعدهما kerf ،Imf) أوجد قاعدة كل من ٢(

، ولـيكن التطبيـق (المـؤثر) xفضاء الحدوديات الحقيقية بمتغـير واحـد هـو  P3[x]ـ إذا كان  ٣

f : P3[x]  P3[x]  المعرف بالعلاقـةf(P(x)) = P(x)  حيـثP(x)  هـو مشـتق الحدوديـة

P(x):والمطلوب .  
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  خطي. f) أثبت أن ١(

  .وبعدها )kerf( f) أوجد قاعدة نواة ٢(

  .وبعدها )Imf( f) أوجد قاعدة صورة ٣(

  ليس خطياً. f(x,y) = (xy, y)، حيث f : R2  R2ـ أثبت أن  ٤

  ليس خطياً. f(x,y,z) = (x,y2,z)، حيث f : R3  R3ـ أثبت أن  ٥

  ـ فضاء التطبيقات الخطية: ٥ـ  ٦

نـــدرس هنـــا عمليــــة جمـــع التطبيقــــات الخطيـــة، والمضـــاعف الســــلمي لتطبيـــق خطــــي 

وكمــا ذكرنــا في الســابق فإننــا ســنرمز  .نتيجــة ذلــكوالحصــول علــى تطبيقــات خطيــة جديــدة 

المعــرف  Wإلى الفضــاء  Kالمعــرف علــى حقــل  �Vموعــة التطبيقــات الخطيــة مــن الفضــاء 

  .Hom (V,W)بالرمز نفسه على الحقل 

  ـ تعريف: ١ـ  ٥ـ  ٦

 والضـرب بمقـدار سـلمي f + gفإننا نعرف ا�مـوع  f , g  Hom (V, W)إذا كان 

  على النحو الآتي: .f) (المضاعف السلمي

K,Vu
)u(f)u)(f(

)u(g)u(f)u)(gf(









 

  

  ـ مبرهنة: ٢ـ  ٥ـ  ٦

  تطبيق خطي. f + g ،.fفإن كلاً من  f, g  Hom (V, W)إذا كان 

  بات:الإث

)i ( u,v  V ,  ,   K، :فإن  

(f + g) (u + v) = f(u + v) + g(u + v) 
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  وذلك بحسب تعريف مجموع تطبيقين خطيين.

  إذن:

(f + g)(u + v) = f(u) + f(u) + g(u) + g(v) (لأن كلاً منهما خطي) 

= [f(u) + g(u)] + [(f(v) +  g(v)] 

= (f + g)(u) + (f + g)(v) حسب التعريف ثانية 

  f + g  Hom (V + W)خطي أي  f + gإذن 

)ii ( u, v  V ,  ,   K ,    K  

  عندئذ:

(f) (u + v) =  f(u + v) حسب تعريف المضاعف السلمي 

=  [f(u) + f(v)] 

= f(u) + f(v) 

= (f)(u) + (f)(v) 

  .f  Hom (V,W)وهذا دليل على أن 

  ):١مثال (

  حيث: f, g  Hom (R2, R3)ليكن 

f(a,b) = (a + b, 2a, a – 2b) 

g(a,b) = (b, a, b + 2a) 

  f + g, f – g, 2f – 3g, -3fأوجد كلاً من: 

  الحل:

  حسب التعريف:

(f + g)(a,b) = f(a,b) + g(a,b) 

= (a + b, 2a, a – 2b) + (b, a, b + 2a) 

= (a + 2b, 3a, 3a – b) 

(f – g) (a,b) = f(a,b) – g(a,b) 
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= (a + b, 2a, a – 2b) – (b, a, b + 2a) 

= (a, a, -a – 3b) 

2f(a,b) = 2 (a + b, 2a, a – 2b) = (2a + 2b, 4a, 2a – 4b) 

  ويترك الباقي للتدريب.

  ـ مبرهنة: ٣ـ  ٥ـ  ٦

فضــاء متجهيــاً بالنسـبة لعمليــتي الجمــع والمضــاعف  Hom (V,W)تشـكل ا�موعــة 

  السلمي المعرفتين آنفاً.

  الإثبات:

 Hom (V,W)رأينــا في المبرهنــة الأخــيرة أن عمليــة الجمــع هــي عمليــة داخليــة علــى 

هـــو قـــانون تشـــكيل خـــارجي علـــى    Kوأن ضـــرب تطبيـــق خطـــي بمقـــدار ســـلمي 

Hom(V,W)أي إنه  ؛ f,g  Hom(V,W)،  وأياً كان  K، :فإن  

f + g  Hom (V,W)  وf  Hom(V,W)  

)a يمكن التحقق بسهولة أن (Hom (V,W) .تشكل زمرة تبديلية بالنسبة لعلمية الجمع  

)b من جهة ثانية (,   K ,  f,g  Hom(V,W)، :فإن  

)i (( + )f = f + f  

)ii ((f + g) = f + g)  

)iii (()f = (f)  

)iv (1.f = f  

  .Kعلى الحقل  اً فضاء متجهي Hom (V,W)وبذلك يكون 
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  ـ تركيب التطبيقات الخطية: ٦ـ  ٦

  Kثلاثة فضاءات متجهية على حقل  V1, V2, V3إذا كانت 

 gfعندئـذ يكـون التطبيـق  ،g  Hom (V2, V3) , f  Hom (V1, V2)ولـيكن 

  معرفاً كالآتي:

gf : V1  V3  بحيث لكلu  V1،  فإن(gf)(u) = g(f(u))  

  خطي أيضاً. gfفإن  ،خطياً  f,gالمبرهنة التالية تبين أنه إذا كان كل من 

  ـ مبرهنة: ١ـ  ٦ـ  ٦

تطبيقــين  f, gوكــان  ،Kفضــاءات متجهيــة علــى حقــل  V1, V2, V3إذا كانــت 

 V1تطبيق خطي لـ  gfفإن  ،f  Hom (V1,V2) ،g  Hom (V2,V3)خطيين حيث: 

  .gf  Hom(V1, V3)أي: ؛ V3في 

  الإثبات:

 ,   K ,  u, v  V1 ،:فإن  

(gf)(u + v) = g(f(u + v)) من تعريف تركيب تطبيقين 

= g[f(u) + f(v)] خطي f لأن 

= g(f(u)) + g(f(v)) 

= (gf)(u) + (gf)(v) 

  .gf  Hom (V1, V3)خطي، أي  gfأي إن 

  ملاحظة:

 gf  Hom(V1)وإن  ،مــؤثران خطيـان f, gفـإن ، V1 = V2 = V3إذا كـان 

بـدلاً مـن  f 2لـذلك نكتـب  gfبـدلاً مـن  gfويكتـب  ،ويصطلح على أنه جـداء التطبيقـين

ff  أوf 3  بدلاً منf 2f ..وهكذا  
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  مؤثراً جامداً. fفإننا نسمي  ،f 2 = fوفي الحالة الخاصة عندما يكون 

وهـو مـؤثر  f(a,b,c) = (a + 2b, 0, b + c)حيـث  f  Hom(R3)فمـثلاً المـؤثر 

  لأن: ؛جامد

f 2(a,b,c) = (ff)(a,b,c) = f(a+2b, 0, b + c) 

= (a + 2b, 0, b + c) = f(a,b,c) 

  جامد. fإذن 

  :الآتيةبطريقة مشا�ة للمبرهنة السابقة يتم إثبات صحة المبرهنة 

  ـ مبرهنة: ٢ـ  ٦ـ  ٦

  ، وليكن:Kفضاءات متجهية على حقل  V1, V2, V3لتكن 

f,g  Hom (V1, V2) ،, h  Hom(V2, V3) وبفرض ،  K :فإن  

(f + g) = f + g                    (1) 

( + h)f = f + hf                   (2) 

(hf) = (h)f = h(f)               (3) 

  الإثبات:

  يتم بطريقة مشا�ة. (3)و  (2)لأن إثبات  ؛(1)نكتفي بإثبات صحة 

 u  V1، :فإن  

(f + g)(u) = [(f + g)(u)] 

= [f(u) + g(u)] 

= (f(u) + (g(u)) 

= (f)(u) + (g)(u) 

= (f + g)(u) 

  (f + g) = (f) + (g)إذن: 
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  ـ تماثل فضاء المصفوفات وفضاء التطبيقات الخطية: ٧ـ  ٦

Hom(V,W)   Mmn(K) 

. Kالتي عناصرها من حقل  mnمجموعة المصفوفات ذات المرتبة  Mmn(K)لتكن 

تشـــكل هـــذه ا�موعـــة فضـــاء متجهيـــاً بالنســـبة لعمليـــة جمـــع المصـــفوفات وضـــرب مصـــفوفة 

  . وهو أحد الأمثلة التي كنا أوردناها على الفضاءات المتجهية.Kبعنصر من الحقل 

) من هذا الفصل فضاء التطبيقات الخطية الذي رمزنـا ٥ـ  ٧درسنا أيضاً في الفقرة (

  .Hom(V,W)له بـ 

تشــاكلاً تقابليــاً بــين الفضــائين المــذكورين مــن خــلال المبرهنــة الآتيــة الــتي نتنــاول الآن 

  وبعض نتائج هذه المبرهنة. ،ونكتفي بطرح أمثلة توضيحية ،نتركها دون برهان

  ـ مبرهنة: ١ـ  ٧ـ  ٦

 Hom(V,W)، ولـيكن dimV = n, dimW = mحيـث  V,Wلـيكن الفضـاءات 

عندئــــذ يوجــــد تشــــاكل تقــــابلي (تماثــــل) بـــــين  ،Wإلى  Vفضــــاء التطبيقــــات الخطيــــة مــــن 

Hom(V,W)  وMmn(K)،  ـــــــب W,V(HomM(ونكت nm .  والرمـــــــز  هـــــــو رمـــــــز

  ).isomorphismالتماثل (

  ـ ملاحظة: ٢ـ  ٧ـ  ٦

يمكـن تعيــين  f  Hom(V,W)تبـين هـذه المبرهنـة أنـه مــن أجـل كـل تطبيـق خطــي 

f(MB(مصفوفة 
A ين ءبالنسبة لقاعدتين مرتبتين في الفضاV,W.  

يمكــن تعيــين  P  Mmn(K)كمــا تبــين هــذه المبرهنــة أنــه مــن أجــل كــل مصــفوفة 

  .f  Hom(V,W)تطبيق خطي 

  ـ نتيجة: ٣ـ  ٧ـ  ٦

K(M)W,V(Hom(أن بما  nm ،:فإن بعديهما متساويان أي  

dimHom(V,W) = dimMmn(K) = m.n 
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  ـ نتيجة: ٤ـ  ٧ـ  ٦

إلى يمكــن نقــل دراســة التطبيقــات الخطيــة مــن فضــاء متجهــي إلى آخــر منتهــي البعــد 

  فضاء مصفوفات هذه التطبيقات وبالعكس.

  ـ نتيجة: ٥ـ  ٧ـ  ٦

)iأي:  ؛) مصفوفة مجموع تطبيقين خطيين تساوي مجموع مصفوفتيهما  

)g(M)f(M)gf(M B
A

B
A

B
A   

)ii أي: ؛السلمي لتطبيق خطي تساوي المضاعف السلمي للمصفوفة) مصفوفة المضاعف  

)f(M)f(M B
A

B
A   

  مثال:

  حيث: f, g  Hom(R2, R3)ليكن 

f(x,y) = (x + 2y, y, x – y) , g(x,y) = (x + y, x, 3x) 

)i احســب مصــفوفة كــل مــن (f, g, f + g  بالنســبة للقاعــدتين القــانونيتين في المنطلــق

  والمستقر.

)iiقق أن ) تحM(f + g) = M(f) + M(g)  

  الحل:

)i                                        (f(1,0) = (1,0,1) , f(0,1) = (2,1,-1)  

  إذن:





















11

10

21

)f(M  

g(1,0) = (1,1,3) , g(0,1) = (1,0,0) 

  إذن:
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

















03

01

11

)g(M  

  :f + gلنعين الآن التطبيق 

(f + g)(x,y) = f(x,y) + g(x,y) = (x + 2y, y, x – y) + (x + y, x, 3x) 

= (2x + 3y, x + y, 4x – y) 

  ومنه:

(f + g)(1,0) = (2,1,4) , (f + g)(0,1) = (3,1,-1) 

  إذن:





















14

11

32

)gf(M                               (1) 

)ii لنأخذ (M(f) + M(g) :حيث نجد  



























































14

11

32

03

01

11

11

10

21

)g(M)f(M               (2) 

  M(f + g) = M(f) + M(g)نجد  (2)و  (1)من 

  ملاحظة:

  :الآتيإذا أضفنا إلى المثال الأخير الطلب 

)iii أوجد (f  ومصفوفته وعينهما عندما = -3 ثم تحقق أن ،M(f) = M(f).  

  الحل:

f(x,y) = (x + 2y, y, x – y) 

= (x + 2y, y, x - y) 

  :من ثمَّ و 

f(1,0) = (,0,) , f(0,1) = (2,,-) 
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  ومنه:

)f(M

11

0

2

)f(M 























  وهذا يبين صحة العلاقةM(f) = M(f).  

  يكون:  = -3وعندما يكون 

f = -3f  -3f(x,y) = (-3x – 6y, -3y, -3x + 3y) 

  وعليه فإن:

-3f(1,0) = (-3,0,-3) , -3f(0,1) = (6,3,-3) 

  إذن:

























33

30

63

)f3(M  

  ولكن:













































33

30

63

11

10

21

3)f(M3  

  محققة. M(-3f) = -3M(f)أي إن العلاقة 

  ـ ضرب المصفوفات وعلاقته بتركيب التطبيقات الخطية: ٨ـ  ٦

وأن ضـرب  ،رأينا أن جمع التطبيقات الخطية يقابل جمـع مصـفوفات هـذه التطبيقـات

  ر السلمي.�ذا المقدا fيقابل ضرب مصفوفة    Kبمقدار سلمي  fتطبيق خطي 

المبرهنــة الآتيــة كيــف أن تركيــب التطبيقــات الخطيــة يقابــل ضــرب مصـــفوفات تبــين و 

  هذه التطبيقات.
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  ـ مبرهنة: ١ـ  ٨ـ  ٦

 B1, B2, B3حيـث قواعـدها المرتبـة هـي:  V1, V2, V3لـتكن الفضـاءات المتجهيـة 

  على الترتيب وأبعادها:

dimV1 = n , dimV2 = m, dimV3 = p 

  فإن: ،f  Hom (V1, V2) ،g  Hom (V2, V3)فإذا كان 

)V,V(Homfg 31  وإن)f(M).g(M)fg(M 2

1

3

2

3

1

B
B

B
B

B
B   

  والمخطط يوضح ذلك:

  
  ونقبل هذه المبرهنة دون إثبات.

  ـ ملاحظة: ٢ـ  ٨ـ  ٦

مصـفوفات هـذه  وتصـبح ،f, g  Hom (V1, V2)فـإن  ،V1 = V2 = V3إذا كـان 

  التطبيقات مربعة.

  مثال:

    f(x,y) = (2x, -y, x + y)حيث  f  Hom(R2, R3)ليكن 

  g(x,y,z) = (y,z,x,y)حيث  g  Hom (R3, R4)وليكن 

  والمطلوب:

)i احسب (gf،  واحسب كلاً منM(gf) , M(g) , M(f).  

f V1 V2 

V3 
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)ii تحقق من صحة العلاقة (M(gf) = M(g) . M(f)  

  الحل:

)i بما أن المطلـوب هـو (M(g), M(f)  فهـذا يعـني أن القواعـد المنسـوبة لهـا هـذه المصـفوفات

  هي القانونية.

  .gfوالآن نحسب أولاً 

(gf)(x,y) = g(f(x,y)) = g(2x,-y,x+y) = (-y,x+y,2x,-y) 

  :M(f)لنحسب 

f(1,0) = (2,0,1) , f(0,1) = (0,-1,1)   



















11

10

02

)f(M  

  :M(g)سب نح

g(1,0,0) = (0,0,1,0) 

g(0,1,0) = (1,0,0,1) , g(0,0,1) = (0,1,0,0)  





















010

001

100

010

)g(M  

  :M(gf)نحسب 

(gf)(1,0) = (0,1,2,0) , (gf)(0,1) = (-1,1,0,-1)  

























10

02

11

10

)fg(M   

)ii نحسب (M(g) . M(f)، :فنجد  
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)fg(M

10

02

11

10

11

10

02

.

010

001

100

010

)f(M).g(M 





























































  

  وهو المطلوب.

  نتيجة:ـ  ٣ـ  ٨ـ  ٦

  فإن: ،في الحالة العامة gf  fgبما أن 

M(gf)  M(fg)  أوM(g) . M(f)  M(f) . M(g)  وهـذا مـا قـد تعلمنـاه مـن

  .اً أن ضرب المصفوفات ليس تبديلي

  ـ ملاحظة: ٤ـ  ٨ـ  ٦

  .(f + g) = (f) + (g)) سبق أن أثبتنا أن ١(

الحقيقــة الــتي أوردناهــا حــول قابليــة وبنقــل هــذا إلى فضــاء المصــفوفات نحصــل علــى 

  أي تصبح العلاقة: ؛توزيع الضرب على الجمع في المصفوفات

M() . [M(f) + M(g)] = M() . M(f) + M() . M(g) 

  ) كذلك الأمر بالنسبة للخاصة التجميعية حيث إن:٢(

(hf)g = h(fg) 

  أي: ؛وتنقل هذه الخاصة إلى الخاصة التجميعية لضرب المصفوفات

[M(h) . M(f)] . M(g) = M(h) . [M(f) . M(g)] 

  ـ معكوس (مقلوب) مؤثر خطي ومصفوفته: ٩ـ  ٦

تماثـل خطـي فـإن لـه مقلـوب  fأي إن  ؛مـؤثراً خطيـاً وكـان تقـابلاً  fنعلم أنـه إذا كـان 

والعلاقــة  f -1, f، وفي هــذه الفقــرة ســنبحث مصــفوفة كــل مــن f -1أو معكــوس نرمــز لــه بـــ 

  بينهما من خلال المبرهنة الآتية.
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  ـ مبرهنة: ١ـ  ٩ـ  ٦

  وكانــت n، بعــد كــل منهمــا يســاوي نفســه Kفضــائين علــى الحقــل  V, Wإذا كــان 

A, B  قاعــدتين مــرتبتين فيV, W  علــى الترتيــب فــإنf  Hom (V,W)  ًيكــون تمــاثلا

f(MB() إذا وفقط إذا كانت اً تقابلي (تشاكلاً 
A :قلوبة (قابلة للقلب) وإن  

  1B
A

1B
A )f(M)f(M

   

  الإثبات:

  يكـون لـه تقابـل عكسـي هـو مـن ثمَّ تمـاثلاً فهـو تقابـل و  f  Hom (V,W)إذا كـان 

f -1  Hom (W,V) .وهو خطي  

  f -1f = IV , ff -1 = IWوعندئذ يكون: 

  وبذلك يكون: Wالتطبيق المطابق في  V ،IWالتطبيق المطابق في الفضاء  IVحيث 

nW
1B

A
B
A I)I(M)f(M).f(M   

  وهي مصفوفة الواحدة.

nوكذلك الأمر: 
B
A

1B
A I)f(M).f(M   

f(MB(وهذا يدل أن 
A  قابلة للقلب ومقلو�ا هو)f(M 1B

A
أي إن: ؛  

  )f(M)f(M 1B
A

1B
A


  

f(MH(مــن جهــة ثانيــة إذا كانــت  B
A  مصــفوفة قلوبــة ومقلو�ــاH-1 ولنفــرض أن  

g  Hom(W,V)  :1بحيثA
B H)g(M   

  H . H-1 = H-1.H = Inوكون: 

I(M)g(M).f(MIH.H(فنجد:  B
B

A
B

B
An

1   

                            )I(M)gf(M W
B
B

B
B    

I(M)f(M).g(MIH.H(ونجد أيضاً:  V
A
A

B
A

A
Bn

1   
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                            )I(M)fg(M V
A
A

B
A    

  fg = IW , gf = IVومن ثمَّ ينتج: 

تقابــل بالإضــافة لكونــه  fوأن  gيملــك مقلوبــاً هــو  fوهــذا يعــني أن التطبيــق الخطــي 

  ).isomorphismتماثل (تشاكل تقابلي) أو ( هأي إن ا؛ًخطي

  مثال:

  حيث: f  Hom (R3, R3)مؤثراً خطياً:  fليكن 

f(x,y,z) = (x + y + z, x + z , y + z) 

واحســب  ،fمصــفوفة  H، احســب f -1واحســب مقلوبــه  ،يملــك مقلوبــاً  fأثبــت أن 

H-1  مصفوفةf -1 .بالنسبة للقاعدة القانونية  

  الحل:

أي عنـــدما تكـــون نواتـــه   ؛يكـــون تمـــاثلاً إذا كـــان متباينـــاً  fفـــإن  اً،خطيـــ اً مـــؤثر  fكـــون 

kerf = {0}.  

  kerf = {(x,y,z)  R3 : f(x,y,z) = 0}لكن النواة تعطى بـ: 

  فنجد: ،f(x,y,z) = 0لنضع 

f(x,y,z) = (x + y + z, x + z, y + z) = (0,0,0)  

x + y + z = 0 , x + z = 0, y + z = 0 

  x = y = z = 0والحل الوحيد لهذه الجملة المتجانسة هو الصفر 

 kerf = {0} 

  يملك مقلوباً. fإذن 

  فنجد: ،M(f) = Hنعين 

f(1,0,0) = (1,1,0) , f(0,1,0) = (1,0,1) , f(0,0,1) = (1,1,1) 
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

















110

101

111

H  

  :الآتيةنتبع الخطوات  f -1إذا أردنا حساب 

(x,y,z) = f -1(x + y + z, x + z, y + z) 

 x + y + z = a, x + z = b, y + z = cفإذا وضعنا: 

  x = a – c, y = a – b, z = b – a + cوبالحل المشترك نجد: 

  إذن: 

f -1(a,b,c) = (a – c, a – b, b – a + c) 

 f -1(1,0,0) = (1,1,-1) , f -1(0,1,0) = (0,-1,1), f -1(0,0,1) = (-1,0,1) 

  ومنه:























 

111

011

101

)f(MH 11  

 H . H-1 = H-1 . H = Iويمكن التحقق بسهول من أن: 

  :مهمةملاحظة 

ومـن  Hالمصـفوفة أولاً مـن خـلال  H-1وذلـك بحسـاب  ،هناك طريقة ثانية f -1لمعرفة 

  ثم نكتب:

f -1(x,y,z) = H-1 . 
















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y
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  أو:
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f -1(x,y,z) = (x – z, x – y, -x + y + z) 

  .f -1الذي حصلنا عليه عند حساب نفسه وهو الجواب 

  ـ تغيير القاعدة وتشابه المصفوفات: ١٠ـ  ٦

  مصفوفة الانتقال:ـ  ١ـ  ١٠ـ  ٦

  Kفضاء متجهياً على حقل  Vليكن  تعريف:

  Vقاعدتين في  A = {a1, a2, …, an} ،B = {b1, b2, …, bn}ولتكن 

علــى أ�ــا مصــفوفة المــؤثر  Bإلى القاعــدة  Aتعُــرّف مصــفوفة الانتقــال مــن القاعــدة 

I(MP(أي إن مصفوفة الانتقال هي:  ؛I: V  Vالخطي المطابق  B
A.  

  :الآتيينتج من هذا التعريف 

  .P  Mn(K)أي  ؛ـ مصفوفة الانتقال هي مصفوفة مربعة ١

  لأ�ا تمثل مصفوفة المؤثر المطابق والذي هو قلوب بدوره. ؛قلوبة Pـ المصفوفة  ٢

I(MP(أي  Aإلى القاعدة  Bهي مصفوفة الانتقال من القاعدة  P-1ـ المصفوفة ٣ A
B

1   

  مثال:

  لتكن:

A = {a1 = (1,-1,0), a2 = (0,1,-1), a3 = (0,0,1)} 

B = {b1 = (1,0,1), b2 = (-1,1,0) , b3 = (0,0,-1)} 

  . المطلوب:R3قاعدتين في 

  .R3) القانونية في Eإلى القاعدة ( Aمصفوفة الانتقال من القاعدة  Pـ أوجد  ١

  .A) إلى القاعدة Eمصفوفة الانتقال من القاعدة القانونية ( Qـ أوجد  ٢

  ماذا تجد؟ Qوقار�ا مع  P-1ـ احسب  ٣

  .Bإلى  Aمصفوفة الانتقال من  Pـ أوجد  ٤
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  .Aإلى  Bمصفوفة الانتقال من  Qـ أوجد  ٥

  .؟ماذا تجد Qوقار�ا مع  1-(P)ـ احسب  ٦

  الحل:

علــى شــكل تراكيــب خطيــة  I(a1), I(a2), I(a3)علينــا أن نكتــب  Pـ لمعرفــة المصـفوفة  ١

  هو المؤثر المطابق: Iوحيث  E = {e1, e2, e3}لعناصر القاعدة القانونية 

I(a1) = a1 = (1,-1,0) = 1.e1 – 1.e2 + 0.e3 

I(a2) = a2 = (0,1,-1) = 0.e1 + 1.e2 – 1.e3 

I(a3) = a3 = (0,0,1) = 0.e1 + 0.e2 + 1.e3 

إذن: 

                      



















110

011

001

P 

I(MQ(أي  Aإلى  Eهــي مصــفوفة الانتقــال مــن  Qـ إن المصــفوفة  ٢ A
E   لــذلك علينــا

. ولهذه الغايـة يجـب معرفـة Aعلى شكل تراكيب خطية لعناصر  I(e1), I(e2), I(e3)كتابة 

  . حيث:Aبدلالة عناصر   R3 (x,y,z)مركبات متجه ما 

 (x,y,z)  R3 : (x,y,z) = 1a1 + 2a2 + 3a3 

= 1(1,-1,0) + 2(0,1,-1) + 3(0,0,1) 

= (1, -1 + 2, -2 + 3) 

  إذن:

1 = x , 2 = x + y , 3 = x + y + z 

  إذن:

(x,y,z) = x . a1 + (x + y)a2 + (x + y + z)a3                     (1) 

  إذن:

I(e1) = e1 = (1,0,0) = 1 . a1 + 1 . a2 + 1 . a3 

I(e2) = e2 = (0,1,0) = 0 . a1 + 1 . a2 + 1 . a3 

I(e3) = e3 = (0,0,1) = 0 . a1 + 0 . a2 + 1 . a3 
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  ومن ثمّ فإن:



















111

011

001

Q  

  فنجد: ،بالطرق المعروفة لدينا سابقاً  P-1ـ نحسب  ٣



















111

011

001

P 1  

  .P-1 = Qبالمقارنة نجد 

I(MP(أي  ؛Bإلى  Aهي مصفوفة الانتقال من  Pـ  ٤ B
Aلذلك يجب كتابة  ؛I(a1), 

I(a2), I(a3)  بدلالـة القاعـدةB  وفي هـذه الحالـة يجـب أولاً معرفـة إحـداثيات متجـه مـا مـن

R3  بالنســبة للقاعــدةBكمــا في الطلـــب الثــاني مــن هـــذه   ،لــذلك نحســـب بشــكل مشــابه ؛

  المسألة:

(x,y,z) = 1b1 + 2b2 + 3b3 

  نجد:وبعد الحساب 

1 = x + y, 2 = y , 3 = x + y – z 

  فيصبح:

(x,y,z) = (x + y)b1 + yb2 + (x + y – z)b3 

  ومنه:

I(a1) = a1 = (1,-1,0) = 0.b1 – 1.b2 + 0.b3 

I(a2) = a2 = (0,1,-1) = 1.b1 + 1.b2 + 2.b3 

I(a3) = a3 = (0,0,1) = 0.b1 + 0.b2 – 1.b3 

ومنه فإن:

               



















120

011

010

P 
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I(MQ(ـ إن  ٥ A
B  لـذلك علينـا كتابـةI(b1), I(b2), I(b3)   كتراكيـب خطيـة لعناصـرA 

  السابقة: (1)وبعد الاستفادة من العلاقة 

I(b1) = b1 = (1,0,1) = 1.a1 + 1.a2 + 2.a3 

I(b2) = b2 = (-1,1,0) = -1.a1 + 0.a2 + 0.a3 

I(b3) = b3 = (0,0,-1) = 0.a1 + 0.a2 – 1.a3 

  إذن:























102

001

011

Q  

  أو يمكن حساب: 1 = Q-(P)أي  Qفنجدها تساوي  ،1-(P)ـ نحسب  ٦



















100

010

001

P.Q  , 3I

100

010

001

Q.P 

















  

  فكل منهما مقلوب للأخرى. P . Q = Q . P = Iأي إن 

  على مصفوفة تطبيق خطي:ـ أثر تغيير القاعدة  ٢ـ  ١٠ـ  ٦

  مبرهنة:

قاعـدتين فيـه، بحيــث  A, A، وإذا كانـت Kفضـاء متجهيـاً علــى حقـل  Vإذا كـان 

 فضـــاء متجهيـــاً علـــى الحقـــل W. إذا كـــان أيضـــاً Aإلى  Aمصـــفوفة الانتقـــال مـــن  Pتمثـــل 

لنأخــذ  Bإلى  Bمصــفوفة الانتقــال مــن  Qقاعــدتين فيــه، ولــتكن  B, Bوكانــت  نفســه،

  بحيث: f : V  Wالتطبيق الخطي: 

)f(MH B
A

   ,  )f(MH B

A  

1P.H.QHعندئذ يكون:    

  الإثبات:
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I(MP(لـــدينا مـــن الفـــرض  V
A
A
  حيـــثIV  التطبيـــق المطـــابق فيV  ومـــن ثمَّ فـــإن

)I(MP V
A
A

1


 .  

I(MQ(وكذلك من الفرض لدينا  W
B
B
  حيثIW  التطبيق المطابق فيW.  

  الذي يمثل التطبيقات السابقة: الآتيلنأخذ المخطط 

)B( القاعدة

I

)B( القاعدة

f

)A( القاعدة

I

)A( القاعدة
WWVV WV


  

  f = IW  f  IVفنجد أن: 

بينمـا  A, Bلقاعدتين لالواقع في الطرف اليساري تقابله مصفوفته بالنسبة  fحيث 

f فتمثله المصفوفة بالنسبة للقاعدتين  ،الأخرىA, B  َّيكون: ومن ثم  
1B

A
B
A P).f(M.Q)f(M 
   

 H = Q . H . P-1                    أي إن:

  ملاحظات:

  .H = HP-1فإن:  ،Aإلى  Aفقط من  V) إذا تغيرت القاعدة في المنطلق ١(

  H = Q.Hفإن  ،Bإلى  Bفقط من  W) إذا تغيرت القاعدة في المستقر ٢(

f(MH(وكانــت  ،مــؤثراً خطيــاً  f : V  V) إذا كـان ٣( A
A ،)f(MH A

A

  بينمــا

 Aتمثل مصـفوفة الانتقـال مـن  P-1، ومن ثمَّ Aإلى  Aتمثل مصفوفة الانتقال من  Pبقيت 

  إن:و  Aإلى 

  

A القاعدة

I

A القاعدة

f

A القاعدة

I

A القاعدة
WVVV


  

f = IfI 

  ومن ثمَّ:

)I(M).f(M).I(M)f(M A
A

A
A

A
A

A
A 


   

f 
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 H = P.H.P-1 

  مثال:

  ليكن التطبيق الخطي:

f : R2  R3 : f(x,y) = (x + y, x, y) 

  ولتكن:

A = {a1 = (1,1), a2 = (0,-1)}  قاعدة فيR2  

B = {b1 = (1,-1,0), b2 = (0,1,-1), b3 = (0,0,1)}  قاعدة فيR3.  

  .H = M(f)بالنسبة للقاعدتين القانونيتين  fمصفوفة  Hـ أوجد  ١

A, B :)f(MHبالنسبة للقاعدتين  fمصفوفة  Hـ أوجد  ٢ B
A  

 الحل:

  {e1 = (1,0) , e2 = (0,1)}هي  R2ـ القاعدة القانونية في  ١

  {e1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1)}هي:  R3والقاعدة القانونية في 

f(e1) = f(1,0) = (1,1,0) = 1.e1 + 1.e2 + 0.e3 

f(e2) = f(0,1) = (1,0,1) = 1.e1 + 0.e2 + 1.e3 

  إذن:



















10

01

11

H  

  ـ طريقة أولى: ٢

f(a1) = f(1,1) = (2,1,1) = 2b1 + 3b2 + 4b3 

f(a2) = f(0,-1) = (-1,0,-1) = -1.b1 -1.b2 – 2b3 

  ومنه:
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























24

13

12

H  

  ثانية:طريقة 

  بطريقة ثانية بالاستفادة من المبرهنة الأخيرة: Hيمكن حساب 

H = Q.H.P-1 

  .Aإلى  R2ية في نانو مصفوفة الانتقال من القاعدة الق Pحيث 

  .Bإلى  R3مصفوفة الانتقال من القاعدة القانونية في  Qوحيث 

  :R2إلى القاعدة القانونية في  Aمصفوفة الانتقال من  P-1لذلك نحسب 

I(a1) = a1 = 1.e1 + 1.e2 ،I(a2) = a2 = 0.e1 – 1.e2 :إذن  













11

01
P 1  

  :Bإلى  R3مصفوفة الانتقال من القاعدة القانونية في  Qنحسب 

I(e1) = e1 = 1 . b1 + 1.b2 + 1.b3 

I(e2) = (0,1,0) = 0.b1 + 1.b2 + 1.b3 

I(e3) = e3 = (0,0,1) = 0.b1 + 0.b2 + 1.b3 

  إذن:



















111

011

001

Q  

  إذن:











































 

11

01
.

10

01

11

.

111

011

001

P.H.QH 1  
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





























































24

13

12

11

01

12

.

111

011

001

 

  التي حسبناها بالطريقة الأولى.نفسها  Hوهي المصفوفة 

  (تشابه المصفوفات) ـ تعريف: ٣ـ  ١٠ـ  ٦

متشــا�تين، إذا وجــدت مصــفوفة قلوبــة       A, B  Mnn(K)تكــون المصــفوفتان 

P  Mnn(K)  :بحيث  

B = P-1 . A . P 

  مثال:

  المعرف بـ: f  Hom (R3, R3)ليكن المؤثر الخطي 

f(x,y,z) = (x + y + z, x + y, z) 

  .)Aبالنسبة للقاعدة القانونية (ولتكن  fـ احسب مصفوفة  ١

  بالنسبة للقاعدة: fـ احسب مصفوفة  ٢

A = {b1 = (1,1,0), b2 = (1,0,1), b3 = (0,1,1)}  ولتكنB.  

  القابلة للقلب بحيث تحقق علاقة تشابه المصفوفات: P  M33(R)ـ أوجد المصفوفة  ٣

B = P-1 . A . P 

  الحل:

  :Aـ لنحسب المصفوفة  ١

f(e1) = f(1,0,0) = (1,1,0) = e1 + e2 + 0.e3 

f(e2) = f(0,1,0) = (1,1,0) = e1 + e2 +0.e3 

f(e3) = f(0,0,1) = (1,0,1) = 1.e1 + 0.e2 + 1.e3 

  إذن:
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

















100

011

111

A)f(M  

  :Bـ نحسب المصفوفة  ٢

f(b1) = f(1,1,0) = (2,2,0) = 2.b1 + 0.b2 + 0.b3 

f(b2) = f(1,0,1) = (2,1,1) = b1 + b2 + 0.b3 

f(b3) = f(0,1,1) = (2,1,1) = b1 + b2 + 0.b3 

  إذن:

)f(M

000

110

112

B A
A



















  

  إلى القاعدة القانونية لذلك: Aمصفوفة الانتقال من القاعدة  Pل ثـ تم ٣

I(b1) = I(1,1,0) = (1,1,0) = 1.e1 + 1.e2 

I(b2) = I(1,0,1) = (1,0,1) = 1.e1 + 0.e2 + 1.e3 

I(b3) = I(0,1,1) = (0,1,1) = 0.e1 + 1.e2 + 1.e3 

  إذن:



















110

101

011

P  

  فنجد: ،Pنحسب مقلوب 

























111

111

111

2

1
P 1  

  حيث: P-1.A.Pوبذلك يمكن حساب 



- ٢٩٢ - 

 

























































110

101

011

.

100

011

111

.

111

111

111

2

1
P.A.P 1  

B

000

110

112



















  

  متشا�تان. A, Bأي إن  ؛تحقق علاقة التشابه المطلوبة Pإذن 
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  تمارين الفصل السادس

  أمام العبارات الآتية:(×) ) أو خطأ ـ ضع علامة صح ( ١

  .( 4 3)مصفوفته من المرتبة فإن  ،تطبيقاً خطياً  f : R4  R3) إذا كان ١(

  متباين. f، فإن kerf = {0}وكان  ،تطبيقاً خطياً  f : V  W) إذا كان ٢(

 fفـإن  ،f(1u1 + 2u2) = f(u1) + a2f(u2)تطبيقـاً بحيـث:  f : V  Wن ا) إذا كـ٣(

  يكون خطياً.

  .f -1 : W  Vله مقلوب  f : V  W) كل تطبيق خطي ٤(

  مؤثر خطي.) كل تطبيق خطي هو ٥(

  المعرفان بـ: f : R4  R3 ،g : R3  R2ـ ليكن التطبيقان الخطيان:  ٢

f(x,y,z,t) = (x + y, x + z, x + t) 

g(x,y,z) = (x – y, x – z) 

  بطريقتين مختلفتين. M(gf)أوجد المصفوفة 

  ».ومن ثم المصفوفة المقابلة gf، ثم بحساب M(g).M(f)أي بحساب «

  ولتكن: ،R3 قاعدة في A = {u1, u2, u3}مؤثراً خطياً، ولتكن  f:R3  R3ـ ليكن  ٣



















013

211

101

)f(MH A
A  

  المطلوب:

قاعـدة أيضـاً  B = {b1 = u1 + u2 , b2 = u1 – u2 + u3 , b3 = u2 – u3}) أثبـت أن ١(

  .R3في 

f(MH() أوجد المصفوفة ٢( B
B  

  ».Bإلى  Aمصفوفة انتقال من  P، حيث H = P . H . P-1 توجيه:«
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 f : R2  M22(R)، ولـيكن التطبيـق {e1, e2}وقاعدتـه القانونيـة  R2ـ لـيكن الفضـاء  ٤

  حيث:















bab

bba
)b,a(f  

  خطي. f) أثبت أن ١(

  متباين؟. f) هل ٢(

  ).Imf) أوجد قاعدة صورة هذا التطبيق (٣(

  :وأن المؤثر الخطي ،R2تشكل قاعدة في  A = {(4,3), (2,-2)}ـ إذا علمت أن  ٥

f : R2  R2 :معرف بتأثيره على هذه القاعدة بالشكل  

f(4,3) = (7,5) , f(2,-2) = (1,5)  

  ).fعينّ هذا المؤثر (قاعدة ربط 

  xفضاء الحدوديات الحقيقية بمتغير واحد  P[x]ـ ليكن  ٦

التفاضلي  هو المؤثر D، حيث D : P[x]  P[x]ولنفرض المؤثر 
dx

d.  

)i إذا كان (V1 فأثبـت  3للحدوديات الحقيقية التي درجتهـا أصـغر أو تسـاوي  اً فضاء جزئي

  .P[x]فضاء جزئي أيضاً من  f(v1)أن 

)ii أثبت أن (f -1(v1)  فضاء جزئي منP[x].  

  f(x,y,) = (y,x)، حيث f  Hom (R2, R2)ـ ليكن  ٧

فضـاءين جـزئيين مـن  V1 = {(x,y) : (x – 2y = 0}، V2 = {(0,1) :   R} ولـيكن

R2:  

)i احسب (f(V1)،  وبين أنه فضاء جزئي منR2.  

)ii احسب (f -1(V2)،  وبين أنه فضاء جزئي منR2.  
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  مؤثراً خطياً معرفاً بمصفوفته بالنسبة للقاعدة القانونية: f : R3  R3ـ ليكن  ٨















 



201

110

111

)f(MH  

)i احسب كلاً من (null (f), rank(f)  وبين فيما إذا كانf .ًغامراً وفيما إذا كان متباينا  

)ii عين قاعدة (Imf  دون تعيين قاعدة ربط)f.(  

)iii أوجد قاعدة ربط (f.  

  مؤثر خطي. f(x1,x2) = (4x1 – x2, x1 + 2x2)المعرف بـ:  f:R2  R2ـ بين أن  ٩

تطبيـق خطـي حيـث:  f : R3  R2ـ اسـتناداً إلى تعريـف التطبيـق الخطـي أثبـت أن  ١٠

f(x,y,z) = (x + y – z, x – 2z).  

  تطبيقاً خطياً أم لا. fكان ما  ـ بين في كل مما يأتي إذا  ١١

)i (f : M22  M23  حيثf(A) = A.B  وحيثB  مصفوفة مثبتة مرتبتها(2  3).  

)ii (f: Mnn(R) R  :حيث  

f(A) = Tr(A) (A أثر المصفوفة) 

)iii (f : Mmn  Mnm  حيثf(A) = AT  

)iv (f : M22(R)  R  :حيثdcba3
dc

ba
f 

















  

)v (f : P2[x]  P2[x]  :حيثf(a0 + a1x + a2x
2) = a0 + a1(x + 1) + a2(x + 1)2  

)vi (f : P2[x]  P2[x] :حيث  

f(a0 + a1x + a2x
2) = (a0 + 1) + (a1 + 1)x + (a2 + 1)x2 

ترمز لفضاء الحدوديات الحقيقيـة الـتي درجـة كـل منهـا أصـغر  P2[x]في الحالتين الأخيرتين «

  ».2أو تساوي 
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  v1 = (1,1), v2 = (1,0)، حيث R2قاعدة في  S = {v1, v2}ـ نفرض  ١٢

  مؤثراً خطياً بحيث:  T: R2  R2وليكن 

T(v1) = T(1,1) = (1,-2), T(v2) = T(1,0) = (-4,1) 

  .T(-5,3)واستخدم هذه العلاقة لإيجاد  Tعين علاقة ربط 

  ، حيث:R3قاعدة لـ  S = {v1, v2, v3}ـ بفرض  ١٣

v1 = (1,2,1), v2 = (2,9,0), v3 = (3,3,4) 

  حيث: T: R3  R2وليكن 

T(v1) = (1,0), T(v2) = (-1,1) , T(v3) = (0,1) 

  .T(7,13,7)لك لإيجاد ) ثم استخدم ذT(x,y,z)(أي  Tأوجد علاقة ربط 

  مؤثراً خطياً معطى بالعلاقة: f : R2  R2ـ ليكن  ١٤

f(x,y) = (2x – y, -8x + 4y) 

  ).Imfوالمطلوب أي المتجهات الآتية يقع في (

)i ((1, -4)    )ii ((5,0)    )iii ((-3,12)  

  u1, u2, u3  Vفضاء متجهياً وكانت  Vـ إذا كان  ١٥

  تطبيقاً خطياً بحيث: f : V  R3وليكن 

f(u1) = (2,-1,4), f(u2) = (-3,2,1), f(u3) = (0,5,1) 

  .f(3u1 – 2u2 + u3)أوجد 

فـأي العناصـر  ،f(P(x)) = x P(x)تطبيقـاً خطيـاً معرفـاً بــ  f : P2[x]  P3[x]ـ ليكن  ١٦

  ):f )kerfالآتية تقع في نواة 

)i (x2      )ii (0      )iii (1 + x  

  .P2[x]ة ما من حدودي P(x) ملاحظة:

  حيث:  f,g,h  Hom (R3, R3)ـ لتكن المؤثرات الخطية  ١٧
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f(x,y,z) = (-x, -y, -z) 

g(x,y,z) = (y,z,x) 

h(x,y,z) = (x,2y,2z) 

  تطبيق مطابق). f2 = I ،g3 = I )Iأثبت أن 

  h4, fgfg, fghثم احسب كلاً من: 

  ):R2ـ أوجد مصفوفة كل من المؤثرات الخطية الآتية (على  ١٨

f(x,y) = (2y,3x-y), g(x,y) = (3x-4y, x + 5y) 

  A = {(1,3), (2,5)}ثم بالنسبة للقاعدة المرتبة  R2وذلك بالنسبة للقاعدة القانونية في 

 f -1,g-1فأوجـد  ،ـ هل المؤثرات الخطية الآتية تماثلات (تشاكل تقابلي) وإذا كان كذلك١٩

  علماً أن:

f(x,y,z) = (x + z, 2x + 4y + z, -x + 2z) 

g(x,y) = (x + y, -x + y) 

  ـ أوجد التطبيق الخطي الذي مصفوفته: ٢٠























23

12

01

21

 

  R4, R2وذلك بالنسبة للقاعدتين القانونيتين في 

  ثم بالنسبة للقاعدتين: 

A = {(1,1), (0,-1)} ،B = {(1,1,1,1), (1,1,1,0), (1,1,0,0), (1,0,0,0)}  

بالنسـبة للقاعـدة القانونيـة في   Aالـذي مصـفوفته  f : Rn  Rmـ عـين التطبيـق الخطـي  ٢١

  كل مما يأتي:

)i (




















14

21

03

A    )ii (






















1024

0104

1642

A  
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)iii (


















001

010

100

A    )iv (





















1010

0101

1010

0101

A  

  التطبيقان الخطيان:ـ ليكن  ٢٢

f(x,y,z) = (x – y, z , y, x + y) ; f  Hom (R3, R4) 

g(x,y,z) = (2x, -z, -y, 2x) ; g  Hom (R3, R4) 

  بطريقتين مختلفتين. f + gاحسب مصفوفة 

   f(x,y,z) = (x + 2y – z, 3y + z, -2z) حيث f : R3  R3ـ ليكن المؤثر الخطي  ٢٣

بالنسـبة للقاعـدة المرتبـة  f -1ثم أوجـد مصـفوفة  f -1تشـاكل تقـابلي (تماثـل) وعـين  fبرهن أن 

  .1 = M(f -1)-[M(f)]وتحقق من صحة العلاقة  {(1,0,1) ,(1,1,0-) ,(0,0,1)}

  في كل مما يأتي: Aإلى  Aأوجد مصفوفة الانتقال من ـ  ٢٤

)i (A = {(2,3), (0,1)} ،A = {(6,4), (4,8)} في الفضاء ،R2.  

)ii (A = {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} ،A = {(2,0,3), (-1,4,1), (3,2,5)}  فيR3.  

)iii (A = {t, 1, t2} ،A = {3 + 2t + t2, t2 – 4, 2 + t}  فيP2[t].  

 f(x,y,z) = (x, x – y, x + y)المعـرف بــ:  f : R3  R3ـ لـيكن المـؤثر الخطـي  ٢٥

  والمطلوب:

)i أوجد (H = M(f) ) بالنسبة للقاعدة القانونيةE في (R3.  

)ii احسب (rank(f)، .ًواستنتج إن كان غامرا  

)iii احسب (null(f)، .ًواستنتج إن كان متباينا  

)iv :أثبت أن كلاً من (  

A = {u1(1,1,1), u2 = (1,1,0), u3 = (1,0,0)} 

B = {v1 = (1,-1,-1), v2 = (-1,1,-1), v3 = (-1,-1,1)} 
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  ثم احسب المصفوفات: R3قاعدة في 

)f(MK A
E   ,  )f(ML E

A   ,  )f(MN A
A  

)f(MM B
E   ,  )f(MX B

B   ,  )f(MY B
A  

)v أوجد (P  مصفوفة الانتقال منE  إلىA.  

)vi أوجد (Q  مصفوفة الانتقال منE  إلىB.  

)viiوأياً منها خاطئة ثم صحح العلاقة الخاطئة: ،) بين أياً من العلاقات الآتية صحيحة  

K = P-1 . H 

L = H . P-1 

N = P . H . P-1 

M = Q . H  

N = P-1 . K 

X = Q . M 

Y = P-1 . M 

  

*    *    *  
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  الفصل السابع

  القيم الذاتية والمتجهات الذاتية

Eigenvalues and Eigenvectors 

نســـلط الضـــوء في هـــذا الفصـــل علـــى معـــنى القيمـــة الذاتيـــة والمتجـــه الـــذاتي لمصـــفوفة 

  مربعة.

ظهــرت فكــرة القيمــة الذاتيــة والمتجــه الــذاتي أولاً مــن خــلال الحركــة الدورانيــة، لكــن 

ولكــي تصـــف حلــول معـــادلات  ،توســعت فيمــا بعـــد لتشــمل أنواعـــاً عديــدة مــن الســـطوح

تفاضــلية معينـــة، وفي القـــرن العشـــرين اســـتخدمت في المصـــفوفات وفي التحـــويلات الخطيـــة، 

والتـدفق  ،والاهتـزاز الميكـانيكي ،الغرافيـك :وفي يومنا هذا فهي تطبق في حقول كثـيرة، مثـل

  وغير ذلك كثير.. ،الحراري

  ـ القيم الذاتية والمتجهات الذاتية: ١ـ  ٧

  ـ تعريف: ١ـ  ١ـ  ٧

متجهـاً ذاتيـاً لــ  X  Rn، نسـمي المتجـه n  nمصـفوفة مربعـة مـن المرتبـة  Aلـتكن 

A  إذا كانAX  مضاعفاً سلمياً لـX  أي إذا وجد  K )K  حقل) بحيثAX = X.  

هـو متجـه ذاتي  X، والمتجه A، في هذه الحالة، بالقيمة الذاتية للمصفوفة ويدعى 

  .يقابل 

 A0 = 0وذلـك لتجنـب الحالـة غـير المهمـة  ،متجـه غـير صـفري Xنـود التـذكير أن 

  .وكل  Aالتي تتحقق لأجل كل 

  ـ ملاحظة: ٢ـ  ١ـ  ٧

المربعـــة مـــا هـــي إلا مضـــاعف  Aالناتجـــة عـــن ضـــربه بالمصـــفوفة  Xإن صـــورة المتجـــه 

  .Xسلمي لـ 
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  ):١مثال (

بـــينّ أن المتجـــه 









2

1
X  يشـــكل متجهـــاً ذاتيـــاً للمصـــفوفة












18

03
A  يقابـــل

  . = 3القيمة 

  الحل:

X
2

1
3

6

3

2

1
.

18

03
X.A 


































  

يقابلها المتجه الذاتي:  Aقيمة ذاتية لـ   = 3أي إن 









2

1
X.  

  ـ حساب القيم الذاتية: ٢ـ  ٧

الذاتيــة لمصــفوفة مربعــة مــن نبــين فيمــا يــأتي طريقــة حســاب القــيم الذاتيــة والمتجهــات 

  ).n  nالمرتبة (

  بالشكل: A.X =  . Xنكتب المعادلة 

AX = IX                             (1) 

  .n  nمصفوفة الواحدة من المرتبة  Iعلماً أن 

  ) بالشكل:1وتكتب المعادلة (

(I – A) X = 0                       (2) 

 (2)أي إن  ؛غير صفري Xفيجب أن يكون المتجه  ،Aقيمة ذاتية لـ  لكي يكون 

حســب مــا تعلمنــاه عنــد  -، وهــذا يتطلــب Xيجــب أن تملــك حــلاً غــير صــفري بالنســبة لـــ 

  :أن يكون المحدد - مناقشة حلول الجمل الخطية المتجانسة

det(I – A) = 0                   (3) 

  .Aبالمعادلة المميزة للمصفوفة  (3)ونسمي 

  صياغة ما سبق على النحو الآتي:ويمكن 
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  ـ مبرهنة: ١ـ  ٢ـ  ٧

إذا  Aتكـون قيمــة ذاتيـة لـــ  ، فــإن n  nمصـفوفة مربعــة مـن المرتبــة  Aإذا كانـت 

  وفقط إذا كان:

det(I - A) = 0 

  ):٢مثال (

أوجد القيم الذاتية للمصفوفة السابقة 











18

03
A  

  الحل:

  det(I – A) = 0نكوّن المعادلة 

أولاً: 



































18

03

18

03

0

0
AI  

0ومنه المعادلة المميزة هي: 
18

03
)AIdet( 




  

  لنجد: ؛ونفك هذا المحدد

( - 3)( + 1) + 0 = 0  ( - 3)( + 1) = 0 

هـي   = 3وهـذه هـي القـيم الذاتيـة للمصـفوفة وفعـلاً   = -1أو   = 3ومنـه إمـا 

  كما رأينا في المثال السابق.  ،إحدى هذه القيم

  . = -1نلاحظ أننا وجدنا قيمة ذاتية جديدة هنا وهي 

، وعند فك المحدد في المثال Aمعادلة مميزة لـ  det(I – A) = 0ملاحظة: لقد سمينا 

  .2 - 2 - 3 = 0 وبفك الأقواس نجد: 0 = ( + 1)( - 3)الأخير وجدنا المعادلة 

آنفـة  Aبكثـيرة الحـدود المميـزة للمصـفوفة  P() = 2 - 2 - 3نـدعو كثـيرة الحـدود 

  الذكر.
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تكـون مـن  n  nفـإن كثـيرة الحـدود المميـزة لمصـفوفة مربعـة مـن المرتبـة  ،وبشكل عـام

  الشكل:

P() = n + c1
n-1 + c2

n-2 + … + cn 

  ):٤مثال (

أوجد القيم الذاتية للمصفوفة 



















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010

A  

  الحل:











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

















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






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
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010
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00

00

AI  

























8174

10

01

 

  ومنه فالمعادلة المميزة هي:

0
84

10
.1

817

1
.0

8174

10

01


















 

 3 - 82 + 17 - 4 = 0  ( - 4)(2 - 4 + 1) = 0 

  2 - 4 + 1 = 0أو   = 4إما 

32وحل هذه الأخيرة هو    

  المصفوفة.إذن هناك ثلاث قيم ذاتية مختلفة لهذه 

  تمرين:

  أوجد المعادلة المميزة لكل من المصفوفات:
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(a) 











20

34
A  , (b) 














910

12
A  

(c) 









04

30
A   , (d) 







 


21

72
A  

  ثم أوجد القيم الذاتية لكل منها.

  ـ تعيين المتجهات الذاتية: ٣ـ  ٧

  ـ مبرهنة: ١ـ  ٣ـ  ٧

  ، عندئذ القضايا الآتية متكافئة:n  nمصفوفة مربعة من المرتبة  Aإذا كانت 

)a (  قيمة ذاتية لـA.  

)b الجملة المتجانسة ((I – A)X = 0  تملك حلاً غير صفري (غير تافه) بالنسبة لـX.  

)c يوجد متجه غير صفري (X بحيث ،AX = X.  

)d (  يشكل حلاً للمعادلة المميزةdet(I – A) = 0  

  (نقبلها دون إثبات).

وذلـك مــن  ، الـذي يقابــل قيمـة ذاتيـة Xنـود هنـا أن نبـين طريقــة إيجـاد متجـه ذاتي 

  خلال الأمثلة التوضيحية.

  ):٥مثال (

لتكن المصفوفة 











18

03
A  

  ، ثم عين المتجهات الذاتية.Aأوجد القيم الذاتية لـ 

  الحل:

   = -1,  = 3لقد أوجدنا القيم الذاتية لهذه المصفوفة حيث كان 
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لمعرفــة المتجــه الــذاتي الــذي يقابــل كــل واحــدة مــن هــذه القــيم الذاتيــة نعــود للمعادلــة 

  X = 0(I – A) (2)الأساسية الناتجة من تعريف المتجه الذاتي وهي المعادلة 

هـو متجـه العمـود  Xفي هـذا المثـال 









2

1

x

x
Xلأن مرتبـة  ؛A  2هـو  2،  ولكـن















18

03
AI،  ) ٢كما هو في المثال.(  

إذن: 





























0

0

x

x

18

03
0X)AI(

2

1  

  تصبح المعادلة الأخيرة:  = 3فمن أجل 


























 0

0

x

x

48

00

2

1
 

  x2 = 2x1أو  8x1 + 4x2 = 0-وينتج عنها أن 

إذن المتجه: 
























2

1
x

x2

x

x

x
1

1

1

2

1  

لــذلك نقــول إن 








2

1
مــن نفســها الطريقــة وب  = 3هــو متجــه ذاتي يقابــل القيمــة  

  نجد:  = -1أجل 






























0

0

x

x

08

04

2

1
 

فهو اختياري والمتجه:  x2، أما x1 = 0والتي نجد منها 
























1

0
x

x

0

x

x
2

22

1  

إذن 








1

0
  . = -1هو متجه ذاتي يقابل  
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  ):٦مثال (

عين المتجهات الذاتية للمصفوفة 









31

22
A.  

  الحل:















31

22
AI :والمعادلة المميزة  

det(I – A) = 0  ( - 2)( - 3) – 2 = 0 
 2 - 5 + 4 = 0  ( - 1)( - 4) = 0 

   = 1,  = 4ومنه فالقيم الذاتية هي: 

   = 1  (I – A)X = 0من أجل 

تصبح: 




























0

0

x

x

21

21

2

1  

  x1 = -2x2والتي ينتج عنها: 

إذن المتجه المطلوب: 
























1

2
x

x

x2

x

x
2

2

2

2

1  

هو   = 1فالمتجه الذاتي الأول الذي يقابل 









1

2
u1  

تصبح:  X = 0(I – A)فإن  ، = 4ومن أجل 




























0

0

x

x

11

22

2

1  

  فالمتجه المطلوب: ومن ثمَّ  ،x1 = x2نها عوينتج 


























1

1
x

x

x

x

x
1

1

1

2

1
 

لذلك نقول إن 









1

1
u2  هو متجه ذاتي للمصفوفةA  يقابل = 4.  
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  ):٧مثال (

أوجد المتجهات الذاتية للمصفوفة 














 



301

121

200

A  

   3 3من المرتبة  Aلأن  ؛R3هنا من  Xملاحظة: المتجه 

  الحل:

0المعادلة المميزة: 

301

121

20









  

  فنجد: ،نفك المحدد وفق عناصر العمود الثاني

  02)3()2(0
31

2
).2( 




  

  ومنه: 

( - 2)(2 - 3 + 2) = 0 

( - 2)( - 2)( - 1) = 0 

جــذر مضــاعف للمعادلــة المميــزة وهــي القــيم   = 2جــذر بســيط،    =1إذن 

  الذاتية.

  على الشكل الآتي: X = 0(I – A)تصبح المعادلة   = 2من أجل 























































0

0

0

x

x

x

101

101

202

3

2

1

 

  فهو اختياري، إذن المتجه: x2وأما  ، x3 = -x1هذه الأخيرة ومن 

















































































































0

1

0

x

1

0

1

x

0

x

0

x

0

x

x

x

x

x

x

x

212

1

1

1

2

1

3

2

1
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  وهما: ،لأن الجذر مضاعف ؛إذن لدينا متجهان ذاتيان هنا







































0

1

0

u,

1

0

1

u 21  

  تصبح: X = 0(I – A)فإن المعادلة:  ، = 1ومن أجل 























































0

0

0

x

x

x

201

111

201

3

2

1

 

  وينتج عنها:

3132

31

321

31

x2x,xx

0x2x

0xxx

0x2x
















 

  إذن المتجه المطلوب:





















































1

1

2

x

x

x

x2

x

x

x

3

3

3

3

3

2

1

 

إذن نقول إن 


















1

1

2

u3  متجه ذاتي لـA  يقابل = 1.  

  ـ قوى مصفوفة مربعة: ٤ـ  ٧

عندئـذ يصـبح مـن  ،ومتجها�ـا الذاتيـة Aعندما نحسب القيم الذاتية لمصفوفة مربعة 

عـــدد صـــحيح  k حيـــث Akالســـهولة بمكـــان حســـاب القـــيم الذاتيـــة والمتجهـــات الذاتيـــة لــــ 

  المتجه الذاتي المقابل، فإن:  Xوكان  Aقيمة ذاتية لـ  موجب، فلو كانت 

A2X = A(AX) = A(X) = (AX) = (X) = 2X 
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هــو المتجـــه الـــذاتي  Xوأن  ،A2هـــي قيمــة ذاتيـــة لــــ  2وهــذه العلاقـــة تــدل علـــى أن 

  الموافق.

وقـــوى  Aفــإن المبرهنـــة التاليــة تبــين العلاقــة بـــين قــوى مصــفوفة مربعــة  ،بشــكل عــام

  القيمة الذاتية لها.

  مبرهنة:

المتجـه الـذاتي الموافـق لــ  Xو  Aقيمـة ذاتيـة للمصـفوفة  ، وكانـت +k  Zإذا كـان 

 عندئذ تكون ،k  قيمة ذاتية لـAk  ويبقىX  المتجه الذاتي المقابل لـ.  

  ):٨مثال (

  الواردة في ذاك المثال. Aهي قيم ذاتية للمصفوفة   = 2,  = 1) أن ٧وجدنا في المثال (

  .A7هي قيم ذاتية لـ  1 = 17وكذلك  128 = 27فإن  ،ومن خلال المبرهنة الأخيرة

وإن المتجهين 






































0

1

0

u,

1

0

1

u   . = 128هما متجهان ذاتيان يقابلان  21

والمتجه 


















1

1

2

u3  هو متجه ذاتي يقابل = 17 = 1.  

*    *    *  
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  المصطلحات العلمية

A 

 Addition  جمع أو إضافة

 Adjoint of a matrix  مصفوفة ملحقة

 Algebraic  جبري

 Algebraic Structure  بنية جبرية

 Angle  زاوية

 Area  مساحة

 Associative operation  عملية تجميعية

 Augmented Matrix  مصفوفة موسعة

B 

 Basis, Base  قاعدة أو أساس

 Ordered Basis  قاعدة مرتبة

 Standard basis  قاعدة قانونية

 Binary Operation  عملية ثنائية

 Binary Relation  علاقة ثنائية

C 

 Change of basis  تغيير القاعدة

 Cofactor  عامل مرافق
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 Column  عمود

 Complement  متمم

 Commutative  تبديلي

 Coordinates  إحداثيات

 Conjugate of a matrix  مرافق مصفوفة

 Cramer's Rule  قانون أو قاعدة كرامر

D 

 Dependent (linearly dependent)  مرتبط (مرتبط خطياً)

 Determinant  محدد

 Diagonal matrix  مصفوفة قطرية

 Dimension  البعد

 Direct Sum  مجموع مباشر

 Distributive Law  قانون توزيعي

E 

 Echelon form  الشكل المدرج

 Element  عنصر

 Elementary matrix  مصفوفة أولية

 Elementary operation  عملية أولية

 Elementary transformations  تحويلات أولية

 Empty set  مجموعة خالية



- ٣١٣ - 

 

 Equality  مساواة أو تساوٍ 

 Equivalence Relation  علاقة تكافؤ

 Equivalence Classes  صفوف تكافؤ

F 

 Field  حقل

 Finite dimensional  منتهي البعد

 Finite Set  مجموعة منتهية

G 

 General Solution  الحل العام

 General Solution set  مجموعة الحل العام

 Generators  مولدات

 Group  زمرة

H 

 Hermitian matrix  مصفوفة هرميتية

 Homogeneous  متجانس

 Homogeneous system  جملة متجانسة

 Homomorphism  تشاكل

I 

 Identity  مطابق (حيادي)

 Identity map  تطبيق مطابق
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 Identity Matrix (unit matrix)  مصفوفة واحدية (أحادية)

 Image  صورة

 Image of map  تطبيق صورة

 Injective  متباين

 Inverse  مقلوب أو معكوس

 Inverse of a map  معكوس تطبيق (التطبيق العكسي)

 Inverse of a matrix  مقلوب مصفوفة

 Invertible  قلوب (قابل للقلب) أو عكوس

 Invertible map  تطبيق عكوس

 Invertible matrix  مصفوفة عكوسة

 Isomorphism  (تماثل)تشاكل تقابلي 

K 

 Kernel  نواة

 Kernel of a map  نواة تطبيق

L 

 Linear  خطي

 Linear Algebra  جبر خطي

 Linear dependence  ارتباط خطي

 Linear Equation  معادلة خطية
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 Linear independence  استقلال خطي

 Linear map  تطبيق خطي

 Linear operator  مؤثر خطي

 Linear Space  فضاء خطي

 Linear Transformation  تحويل خطي

 Lower triangular matrix  مصفوفة مثلثية دنيا

M 

 Main  رئيس

 Main diagonal  قطر رئيس

 Mapping (map)  تطبيق

  Injective mapping  تطبيق متباين

 Inverse of a mapping  مقلوب أو معكوس التطبيق

 Linear Mapping  تطبيق خطي

 Markov Chain  سلسلة ماركوف

 Matrix  مصفوفة

 Augmented matrix  مصفوفة موسعة

 Adjoint of a matrix  ملحق مصفوفة (المصفوفة الملحقة)

 Hermitian matrix  مصفوفة هرميتية
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 Inverse of a matrix  مقلوب مصفوفة

 Minor of a matrix  صغير مصفوفة

 Matrix of a linear map  مصفوفة تطبيق خطي

 Symmetric matrix  مصفوفة متناظرة

 Transpose of a matrix  منقول مصفوفة

 Triangular matrix  مصفوفة مثلثية

 Lower Triangular matrix  مصفوفة مثلثية دنيا

 Upper Triangular matrix  مصفوفة مثلثية عليا

 Zero matrix  مصفوفة صفرية

  Maximal  أعظمي

 Multiplication  ضرب (جداء)

 Scalar multiplication  ضرب سلمي

N 

 Null Space  فضاء الانعدامية (فضاء الحلول)

 Nullity  انعدامية

 Number  عدد

 Complex Number  عدد عقدي

 Natural Number  عدد طبيعي
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 Quotient Number  عدد كسري أو نسبي

 Real Number  عدد حقيقي

 Integer  عدد صحيح

O 

 Ordered  مرتّب

 Order pair  زوج مرتب

 Ordered basis  قاعدة مرتبة

P 

 Polynomial  دود (حدودية)الحكثيرة 

 Product  جداء

 Product of matrices  جداء مصفوفات

 Projection  مسقط

R 

 Rank  رتبة

 Rank of a matrix  رتبة مصفوفة

 Rank of a linear map  رتبة تطبيق خطي

 Reduction  اختزال

 Reduction of a matrix  اختزال مصفوفة

 Reduced row echelon form  الشكل المدرج المختزل
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 Ring  حلقة

 Row  سطر

 Row of a matrix  سطر مصفوفة

 Row echelon form  الشكل المدرج

 Row operation  عملية سطرية (عملية على أسطر مصفوفة)

 Row space  فضاء الأسطر

S 

 Scalar  سلمي

 Set  مجموعة

 Empty Set  مجموعة خالية

 Similar  مشابه

 Similarity  تشابه

 Solution  حل

 Solution of a linear equation  حل معادلة خطية

 Solution of a linear system  حل جملة خطية

 Span  يولد

 Submatrix  مصفوفة جزئية

 Subspace  فضاء جزئي
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 Subset  مجموعة جزئية

 Substitution  تعويض

 Sum  مجموع

 Supplementary Subspace  فضاء جزئي مكمل (متمم)

T 

 Transpose of a matrix  منقول مصفوفة

 Triangular matrix  مصفوفة مثلثية

U 

 Upper Triangular matrix  مصفوفة مثلثية عليا

V 

 Vector  متجه (شعاع)

 Vector space  فضاء متجهي (شعاعي)

Z 

 Zero  صفر

 Zero function  تابع صفري

 Zero Matrix  مصفوفة صفرية

 Zero Map  تطبيق صفري

 Zero space  الفضاء الصفري

  Zero vector  متجه أو شعاع صفري
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  المراجع العلمية

  . ١٩٨٢، منشورات جامعة دمشق )»١الجبر الخطي («ـ الحمصي، إلهام:  ١

، منشـورات جامعـة دمشـق )»١الجـبر الخطـي («ـ هنانو، عبد اللطيف. الراشد، شوقي:  ٢

٢٠١٥ - ٢٠١٤ .  

  ، منشورات جامعة دمشق)»١الجبر الخطي («ـ هنانو، عبد اللطيف:  ٣

٢٠١٢ - ٢٠١١ .  

، منشــورات جامعــة )»١الرياضــيات العامــة («ـ الــوادي، يوســف ـ الشــماط، هــدى:  ٤

  . ٢٠٠٩ - ٢٠٠٨دمشق 

، منشورات كليـة المعلمـين ومكتبـة »أساسيات الجبر«الوادي، يوسف ـ خليفة، حسن:  ـ ٥

  .٢٠٠٣ - ٢٠٠٢الخبتي بيشة/ المملكة العربية السعودية 
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