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  تأس�س�ةتأس�س�ة    مراجعةمراجعةالفصل الأول:  الفصل الأول:  

  Basic Conceptsمراجعة تأس�س�ة عنوان الموضوع: 

 كلمات مفتاح�ة:
 ، Function، التطبیق/الدالة Mathematical Expressionالتعبیر الر�اضي  ،Numbersالأعداد 

 .Arithmatic Rulesة �، العمل�ات الحسابPercentage المئو�ةالنس�ة ، Graphالرسم الب�اني 

 :الفصل ملخص

ــ�ة، �ما یتضـــــــــمن الكثیر من الأمثلة یتناول هذا الفصـــــــــل   ــاســـــــ ــ�ة الأســـــــ مراجعة ل�عض المفاه�م والعمل�ات الر�اضـــــــ
ــاد�مدخل لفهم �عض الظواهر   ، وذلكالأول�ةوالتطب�قات  ر الر�اضـــــــي �ة والإدار�ة و��ف�ة التعامل مع التعبیالاقتصـــــ

 . هذه الظواهرمثل ل

 هداف التعل�م�ة:الأمخرجات و ال
 .، والتر�یز على الأعداد الحق�ق�ةوالتمییز بینهاتذ�ر مجموعات الأعداد   .1
 ، وص�اغة العلاقات ف�ما بینها على شكل ر�اضي، والتمییز بین المعادلة والمتراجحة. ترمیز المتغیرات .2

 دالة خصوصاً بین متغیر وحید وتا�ع له. تذ�ر مفهوم �ثیر الحدود والتطبیق أو ال .3

 لخط الب�اني لتا�ع من الدرجة الأولى. تذ�ر مفهوم الرسم الب�اني، والتمكن من رسم ا .4
  تذ�ر وفهم النسب المئو�ة، والتمكن من التعامل مع أشكال مختلفة منها. .5
 ة وترتیب إنجازها.�تذ�ر واستخدام العمل�ات الحساب�ة الأساس .6

 الأول�ة في الإدارة والاقتصاد.  تطب�قات�عض ال التعرف على .7

 مخطط الفصل:
  .Number Groups ت الأعداداجموعم 1-1
 .Mathematical Expression التعبیر الریاضي 1-2
 . Some Algebraic Rulesبعض القواعد الأساسیة في الحساب  1-3
 .Numerical Applications التطبیقات العددیة 1-4
 .Use of Percentagesالمئویة  التعامل مع النسبة 1-5
 .Primary Applications تطبیقات أولیة ذات طابع تدریبي 1-6
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 مجموعات الأعداد 1-1

 هو مبین أدناه.تُصنف الأعداد عادةً في مجموعات، و�ل مجموعة لها خصائصها واستخداماتها، �ما 

 لموجبة.القیم ا   ∞، ... ersbNatural Num: 1 ،2 ،3 الأعداد الطب�ع�ةأ) 

Nنرمز لها �الشكل  = {1, 2, 3, … , } 

 ضرب أو جمع عددین طب�عین هو دوماً عدد طب�عي.

 مضافاً إلیها الصفر. الأعداد الطب�ع�ة السال�ة والموج�ة :Integer Numbers الصح�حةالأعداد ب) 

Zنرمز لھا بالشكل  = {… ,−3,−2,−1, 0,1, 2, 3, … , } 

حیـث �مكن إ�جـاد ، ∞+و  ∞-جم�ع الأعـداد بین تشــــــــــــــمـل  :sReal Number  الأعـداد الحق�ق�ـةت) 
ــط العددین)، مما  2�مهما على  ، إذ �كفي جمع العددین وتقســـــــــ ـــبین �ل عددینعدد ثالث  (أي متوســــــــــ

 .الأعداد  الأعداد جم�ع مجموعات . تشمل هذه الفئة من یؤمن استمرار�ة المجموعة

Rنرمز لھا بشكل مجال مفتوح مستمر    = ] −∞, +∞ [ 

 .∞+إلى  ∞-محور) من  ندعوه على شكل مستق�م موجه (مجموعة الأعداد الحق�ق�ة تمثل 

 

 

 >نلاحظ أن تموضــــــــع الأعداد الحق�ق�ة على المحور ینشــــــــئ ترتی�اً تاماً ف�ما بینها وفقاً لعلاقة الأكبر  
 .b>aبین أي عددین مختلفین 

 ، لدینا:a,b,c ∈ R∀د أعدا ثلاثة ةمن أجل أ� ،R�عض خصائص مجموعة الأعداد الحق�ق�ة 

 أي عددین حق�قین هو عدد حق�قي. حاصل جمع أو طرح أو ضرب  .1

 حاصل قسمة أي عددین (شرط ألا �ساوي المقام الصفر) هو عدد حق�قي أ�ضاً. .2

 a + b = b + aتبدیل�ة �النس�ة للجمع  .3

 a . b = b . aتبدیل�ة �النس�ة للضرب  .4

 a + (b + c) = (a + b) + cتجم�ع�ة �النس�ة للجمع  .5

 a . (b . c) = (a . b) . cتجم�ع�ة �النس�ة للضرب  .6

∞ -  0 ∞ +  b a 
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 a . 0 = 0حاصل ضرب أي عدد حق�قي �الصفر هو صفر:  .7

0هو صفر:   a≠0حاصل قسمة الصفر على أي عدد حق�قي  .8
𝑎𝑎

= 0 

𝑎𝑎على الصفر غیر معرّف:  aحاصل قسمة أي عدد حق�قي  .9
0

 غیر معرف. 

    a.(b + c) = a.b + a.cقانون الضرب توز�عي �النس�ة للجمع:  .10

 :Rational Numbersالأعداد الكسر�ة ث) 
b
a   حیثa ،b   ،0 وأعداد حق�ق�ة≠b. 

ــل ). Denominator�المقام ( b) وُ�دعى  Numerator�ال�ســـــــط ( aیُدعى   ل�س �الضـــــــرورة أن نحصـــــ
 على أعداد صح�حة نت�جة قسمة حدي العدد الكسري.

التي لا �مكن �تابتها على شـــــــــكل �ســـــــــر �الأعداد غیر  مجموعة من الأعداد �مكن أ�ضـــــــــاً تصـــــــــن�ف  
 .2√أو العدد  πمثل العدد  Irrational Numbersالكسر�ة 

 �عض خصائص الأعداد الكسر�ة:

1. 𝑎𝑎
𝑏𝑏

= 𝑐𝑐
𝑑𝑑

  ⇔  𝑎𝑎.𝑑𝑑 = 𝑐𝑐. 𝑏𝑏    تعني "إذا وفقط إذا" أو "�كافؤ". ⇔الإشارة 

2. 𝑎𝑎
𝑏𝑏

± 𝑐𝑐
𝑏𝑏

 =  𝑎𝑎±𝑐𝑐
𝑏𝑏

   

3. 𝑎𝑎
𝑏𝑏

± 𝑐𝑐
𝑑𝑑

 =  𝑎𝑎.𝑑𝑑 ± 𝑐𝑐.𝑏𝑏
𝑏𝑏.𝑑𝑑

 

4. −𝑎𝑎
𝑏𝑏

= −𝑎𝑎
𝑏𝑏

 =  𝑎𝑎
−𝑏𝑏

  

5. −𝑎𝑎
−𝑏𝑏

=  𝑎𝑎
𝑏𝑏

 

6. 𝑎𝑎
𝑏𝑏

× 𝑐𝑐
𝑑𝑑

 =  𝑎𝑎.𝑐𝑐
𝑏𝑏.𝑑𝑑

   

7. 𝑎𝑎
𝑏𝑏

÷ 𝑐𝑐
𝑑𝑑

 =  𝑎𝑎.𝑑𝑑
𝑏𝑏.𝑐𝑐

 

8. 𝑎𝑎 + 𝑐𝑐
𝑑𝑑

 =  𝑎𝑎
1

+ 𝑐𝑐
𝑑𝑑

= 𝑎𝑎.𝑑𝑑+𝑐𝑐
𝑑𝑑

  

9.  𝑎𝑎 × 𝑐𝑐
𝑑𝑑

 =  𝑎𝑎.𝑐𝑐
𝑑𝑑

 

10. 𝑎𝑎 ÷ 𝑐𝑐
𝑑𝑑

 =  𝑎𝑎
1

× 𝑑𝑑
𝑐𝑐

= 𝑎𝑎.𝑑𝑑
𝑐𝑐

  

 لاحقاً.داد الكسر�ة هو النسب المئو�ة % �ما سنرى أحد أهم تطب�قات الأع

 ). �عض الأمثلة عن مجموعات الأعداد.1-1مثال (

 عامل. 15.33عدد العمال هو عدد طب�عي، ولا �مكن القول مثلاً نصف عامل أو (أ) 
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ــان   (ب) ــتودععدد القطز�ادة أو نقصــ اك ز�ادة) أو ، قد �كون موجب (هنهو عدد صــــح�ح ع في مســ
 (نقص).سالب 

لیرات الســور�ة الصــح�حة بدون �ســور، عادةً ما نســجل الخســائر في الر�ح أو الخســارة مقدرة �ال (ت)
 القیود المحاسب�ة �إشارات سال�ة، والأر�اح �ق�م موج�ة.

ألف ل.س أسـبوع�اً، فإن أجره الیومي   22إذا �ان أجر أحد العاملین �عمل �امل الأسـبوع هو   (ث).
22000  هو

7
ــري، لكن النت�جة  رغم أنه ُ�مكن   ل.س.   ــت التعبیر عن الأجر الیومي �عدد �ســـ ل�ســـ

 عدد حق�قي.عدد صح�ح بل 

 التعبیر الر�اضي 1-2

 الترمیز الر�اضي 1-2-1

ــتخدم   ــاراً لتمثیل المتغیرات اللاتین�ة   الأحرفعادةً  نســ  Variablesلتمثیل الأعداد، والرموز الأكثر انتشــ
x, y, z, t, … في حین نســــــــــتخدم عادةً الرموز ،a, b, c, …  لتمثیل الثوابتConstants وعادةً ما ،

 .Coefficientsلتمثیل المعاملات  … ,α, β, γنستخدم الرموز الیونان�ة 

 ,f(x), g(x)�الشكل   نعبر عن التوا�عو ، ةز رمّ مُ الالمتغیرات  بین  لعلاقات وتعبر الص�غة الر�اض�ة عن ا

 .… ,F(x), G(x)، وأح�اناً نستخدم الأحرف الكبیرة xهو تا�ع للمتغیر  gأو  fر أن التعبی للقول …

 .ةمطلق جب النظر إل�ه �حق�قة �مع الإشارة إلى أن هذا الترمیز هو مجرد تمثیل اصطلاحي ولا

 ، في حال وجود صـــعو�ة فيالر�اضـــ�ات تحاول اســـتخدام مواردها �الشـــكل الأمثل، �معنى�شـــكل عام،  
 A x Tمثلاً لا داعي لكتا�ة الجداء  .العمل�ات الر�اضـــــ�ةو نســـــعى لتخف�ف عدد الرموز فهم الصـــــ�غة، 

 حیث لا یوجد ل�س في فهمها. A.Tأو  ATو�مكن �تابتها م�اشرة 

 :الأكثر استخداماً  �عض الرموز الر�اض�ةنستعرض ف�ما یلي 

 �عني "یوجد على الأقل". ∃الرمز   �عني "مهما �كن".  ∀الرمز 

 �عني "یؤدي إلى". ⇐الرمز    "�كافئ".ني �ع ⇔الرمز 

 ."�عني "لا �ساوي  #الرمز   �عني "ینتمي إلى". ∋الرمز 

 .�عني "أصغر تماماً" >الرمز  �عني "أصغر أو �ساوي".  ≥الرمز 

 .عددینبین  ددةمحالأعداد الالمجالات: مجموعة 
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[a, b]  الأعداد مجال مغلق، أي جم�ع x  بینa  وb   ضمناً. �كافئa ≤ x ≤ b 

]a, b]   ،بین   الأعداد جم�ع  �شــــمل مجال مفتوح من جهةa  وb  ولا تشــــمل العددa.  المجال]a, b] 
 .a<x≤b �كافئ

]a, b[   ،بین   الأعداد جم�ع  أي مجال مفتوح من الجهتینa   وb  ولا تشـــــــملa  وb المجال .]a, b[  
 .a<x<b �كافئ

 فقط. الأعداد �عني هذه  {… ,a, b, c}ضمن أقواس �بیرة  من الأعداد مجموعة عندما نضع 

 فقط. عددینال�عني زوج/ثنائ�ة من  (a, b)ضمن أقواس صغیرة �الشكل  عددینعندما نضع 

 :xللعدد  أي الق�م الموج�ة فقط ،x ، تعني تجاهل إشارة|x :|𝑥𝑥الق�مة المطلقة للعدد 
|𝑥𝑥| = 𝑥𝑥  𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥 ≥ 0

|𝑥𝑥| = −𝑥𝑥  𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑥𝑥 < 0 

 س ( ) تجن�اً لتداخل العمل�ات الجبر�ة.قدة، عادةً ما نستخدم الأقواالأقواس: في حال وجود ص�غ مع

ندعوها   عمل�ة الجداء �ضــــــرب �ل حد من حدود القوس الأول �جم�ع حدود القوس الثاني�مكن إنجاز  
 .، ثم إجراء عمل�ة اختصار الحدود المشابهةDistributive law�قانون التوز�ع 

من الحـدود الجبر�ـة في طرفین: طرف أ�من وطرف  ع مجموعـةهو تجم� Equationمـا نـدعوه �معـادلـة 
نـدعوه �حل ح�حـة من أجـل �عض ق�م المتغیرات �جـب ال�حـث عنهـا  أ�ســــــــــــــر، وقـد تكون المعـادلـة صــــــــــ ــــ

 .المعادلة، أي ق�م المتغیرات التي تجعل المعادلة محققة

، �ة على الطرفین�مكن إجراء جم�ع العمل�ات الر�اضــــــــ�ة على المعادلة، لكن �شــــــــرط إجراء نفس العمل
 قس�م على صفر مثلاً.مع الانت�اه �طب�عة الحال على صحة تطبیق العمل�ة الر�اض�ة �الت

، وحل Inequalityإذا �ان أحد أطراف المعادلة أكبر أو أصــغر من الطرف الآخر، ندعوها متراجحة 
ــدید أثناءمع الانت�اه  المتراجحة هو إ�جاد ق�م المتغیرات التي تجعلها صـــــــح�حة أو محققة،   تطبیق   الشـــــ

 على المعادلات. تختلف عن تطب�قهاقد  فهيالعمل�ات الر�اض�ة على المتراجحات، 

 ). �عض أشكال المعادلات والمتراجحات.2-1مثال (

 .(x-3)و  (x+2)تعني جداء �ثیري الحدود  F(x) = (x+2)(x-3)(أ) الص�غة 

F(x) = (x+2)(x-3) = x(x-3) + 2(x-3) = x2 – 3x + 2x - 6 = x2 – x - 6 

 (ب) �عض أشكال المعادلات:
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1. = 10 x 2x     ولها حلان هماx=0   أوx=10. 

2. 4x + x = 20    لها حل واحد هوx=4. 

3. + 10 = 0 2x   .لا حل لها في مجموعة الأعداد الحق�ق�ة 

 :متراجحات في (ب) على شكل  ص�اغة المعادلات السا�قة(ت)  

1. < 10 x 2x     0محققة فقط عندما<x<10  

2. 4x + x < 20    صح�حة فقط عندماx<4 

3. + 10 > 0 2x   .محققة دوماً في مجموعة الأعداد الحق�ق�ة 

 الرسم الب�اني 1-2-2

ضـــمن  الب�اني لتغیرات التا�ع بدلالة متغیرات المجهول  المنحنيالرســـم الب�اني لتا�ع هو محاولة إظهار 
 شــــــــــكل العلاقة بین التا�ع ومتغیراته.�عطي التمثیل الب�اني صــــــــــورة أوضــــــــــح ل جملة إحداث�ات محددة.

 الب�اني على مستوي أي من ُ�عدین فقط: متغیر وحید وتا�ع له. المنحنيتصر حال�اً على تمثیل سنق

 �محور أفقي ندعوها جملة الإحداث�ات.  x�محور عمودي، و  y، نمثل y = F(x)ل�كن لدینا التا�ع 

 .Originمبدأ الإحداث�ات  oندعو نقطة تقاطع المحور�ن 

، حیث (x, y)من المســــــــــتوي على شــــــــــكل شــــــــــكل زوج  pنقطة  بتحدید �ل   جملة الإحداث�ات تســــــــــمح  
هي  yعلى المحور الأفقي، والإحـداث�ـة الثـان�ـة  pهي المســــــــــــــقط العمودي للنقطـة  xالإحـداث�ـة الأولى 

 ). 2-1المسقط العمودي للنقطة على المحور العمودي، �ما هو مبین في الشكل (

أ�ضـــــــاً  هالب�اني للتا�ع أشـــــــكال عدیدة �ما ســـــــنرى في هذه الأمل�ة، و�تم رســـــــم  المنحني�مكن أن �أخذ 
طر�قـة محـددة للرســــــــــــــم، ف�مكن اللجوء دومـاً إلى أخـذ  إ�جـاد �طرق مختلفـة، وفي حـال عـدم القـدرة على 

المقـابلـة لهـا، ورســــــــــــــم النقـاط في جملـة  y=F(x)وحســـــــــــــــاب ق�مـة التـا�ع  xعـدد �بیر من ق�م المتغیر
 وصل هذه النقاط ب�عضها.ات، ثم الإحداث�
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 ) تمثیل نقطة في جملة إحداث�ات مستو�ة 2-1الشكل (

 الب�اني لتا�ع من الدرجة الأولى هو دوماً مستق�م. المنحني). 3-1مثال (

 ).3-1هو المبین في الشكل (  y = 2x + 5الب�اني للتا�ع  المنحني

 
 الأولى  ) الخط الب�اني لتا�ع من الدرجة3-1الشكل (

 الب�اني لتا�ع عبر تمثیل نقاطه. المنحني). 4-1مثال (

yارسم الخط الب�اني للتا�ع  =  x
2+10x−20
x−3

 

یتم الرسم بتحدید عدد �بیر من النقاط ثم الوصل بینها، مع الإشارة إلى أن هذا الكسر غیر معرف 
ــكل x=3عند الق�مة   ــفر)، لذلك نلاحظ على الشــــ ــاوي الصــــ ــكل  (حیث المقام �ســــ تغیراً �بیراً في شــــ

 من الیمین أو الیسار. 3عند الاقتراب من القیمة  ∞ +إلى  ∞ -التا�ع وانتقاله من 

النقطة 
P 

ول المسقط على ط
 المحور العمودي

 طول المسقط على المحور الأفقي

 المحور العمودي
 Y 

 المحور الأفقي
 X 

مبدأ 
الإحداث�ات

x 

y 

o 
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 �سري معقد عبر تمثیل نقاطه) الخط الب�اني لتا�ع 4-1الشكل (

 لمعادلتین خطیتین على نفس الشكل. ةالب�ان� المنحن�ات ) رسم 5-1مثال (

 على نفس الشكل.  Y2 = -4x +29و     Y1 = 2x + 5ن للمعادلتیالمنحن�ات الب�ان�ة رسم 

   2x + 5 = -4x +29أي الحل المشترك للمعادلتین:  Y1 = Y2تقاطع المستق�مین عندما  نقطة

 ).5-1�ما هو مبین على الشكل ( Y1 = Y2 = 13و  x=4و�التالي تكون ق�مة 

 
 ) الحل المشترك لمستق�مي معادلتین خطیتین5-1الشكل (

 اعد الأساس�ة في الحسابض القو �ع 1-3

 الحساب�ة وفق الترتیب الآتي:تُنجز العمل�ات 

 أولاً) إنجاز عمل�ات حساب الرفع لقوة، ثم الجذور.

 ثان�اً) إنجاز عمل�ات حساب الضرب، ثم القسمة.

 ثالثاً) إنجاز عمل�ات حساب الجمع، ثم الطرح.
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ــاب�ة   ــابق، ثم إذا �ان هناك أقواس، تُنجز جم�ع العمل�ات الحسـ داخل �ل من الأقواس وفق الترتیب السـ
 نجز العمل�ات بین الأقواس وفق نفس الترتیب أ�ضاً.تُ 

 إذا �ان هناك �سور، تُنجز عمل�ات �ل من ال�سط والمقام �شكل مستقل، ثم ُ�حسب الكسر.
 موجب = موجب. xموجب  مع الإنت�اه إلى جداء الإشارات:

 سالب = سالب. xموجب  
 جب.= مو  سالب  xسالب  

 :Summation مجموع عدة أعداد

 �الشكل: nإلى  1من ، �مكن �تا�ة مجموع هذه الأعداد n, …, x2, x1xل�كن لدینا الأعداد الحق�ق�ة 

�𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥1 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

 .Sigmaوُ�لفظ س�غما  Σیُرمز للجمع �الرمز اللاتیني 

 :5إلى  1مثلاً، مجموع الأعداد من 

�𝑥𝑥𝑖𝑖 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15
5

𝑖𝑖=1

 

 �عض قواعد الجمع:

∑ (أ) (𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖) = ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 + ∑ 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 

∑(ب)  𝑎𝑎. 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑎𝑎 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 

 :Exponentialالرفع إلى قوة 

ــه   a�عني ضـــــرب العدد  nإلى قوة  aرفع العدد  ــكل:   nبنفســـ  aوُ�دعى العدد   𝑎𝑎𝑛𝑛مرة. و�رمز له �الشـــ
(ســنعود إلیها في الفصــل الخامس عند  �عض قواعد الرفع إلى قوةف�ما یلي   �الأس. n�الأســاس والعدد 

 :الحدیث عن التوا�ع الأس�ة)

1. 𝑎𝑎𝑛𝑛 × 𝑎𝑎𝑚𝑚 = 𝑎𝑎𝑛𝑛+𝑚𝑚  
2. (𝑎𝑎𝑛𝑛)𝑚𝑚 = 𝑎𝑎𝑛𝑛.𝑚𝑚  
3. (a × b)𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛 × 𝑏𝑏𝑛𝑛 

4. �𝑎𝑎
𝑏𝑏
�
𝑛𝑛

= 𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑏𝑏𝑛𝑛
  b # 0 شرط  

5. 𝑎𝑎−𝑛𝑛 = 1
𝑎𝑎𝑛𝑛

 a # 0شرط     
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6. 𝑎𝑎0 = 1    

 ). أمثلة عن الرفع إلى قوة: 6-1مثال (

54 = 5 × 5 × 5 × 5 = 625 

�
2
3
�
3

=
2
3

×
2
3

×
2
3

=
8
9
 

 :Rootsالجذور 

𝑎𝑎عدد حق�قي موجب و ل�كن  nعدد حق�قي، و  aل�كن 
1
𝑛𝑛  ،ًعدداً حق�ق�ا 

𝑎𝑎𝑛𝑛√فإن  = 𝑎𝑎
1
𝑛𝑛   یُدعى الجذر النوني للعددa.نلاحظ هو حالة خاصة من الرفع لقوة �شكل عام . 

 �ساوي الصفر. nفإن جذره مهما �انت  a = 0إذا �ان  .1

ــان  .2 ــان  a > 0إذا �ـــ ــإن  nو�ذا �ـــ ــدد زوجي، فـــ ــث  𝑎𝑎𝑛𝑛√عـــ ــب �حیـــ ــدد حق�قي موجـــ هو عـــ
�√𝑎𝑎𝑛𝑛 �

𝑛𝑛
= 𝑎𝑎 

 عرف.ر مغی 𝑎𝑎𝑛𝑛√عدد زوجي، فإن  nو�ذا �ان  a < 0إذا �ان  .3

𝑎𝑎𝑛𝑛√�هو عدد حق�قي �حیث  𝑎𝑎𝑛𝑛√عدد فردي، فإن  nإذا �ان  .4 �
𝑛𝑛

= 𝑎𝑎  مهما �انت إشارةa. 

 عندما نتحدث عن الجذر التر��عي. n=2جرت العادة على ألا نكتب 

 الجذور:�عض قواعد 

1. √𝑎𝑎𝑚𝑚𝑛𝑛 = �√𝑎𝑎𝑛𝑛 �
𝑚𝑚

= 𝑎𝑎
𝑛𝑛
𝑚𝑚   

2. √𝑎𝑎𝑛𝑛 × √𝑏𝑏𝑛𝑛 = √𝑎𝑎. 𝑏𝑏𝑛𝑛 

3. √𝑎𝑎𝑛𝑛

√𝑏𝑏𝑛𝑛 = �𝑎𝑎
𝑏𝑏

𝑛𝑛   

4. �√𝑎𝑎𝑛𝑛𝑚𝑚 = √𝑎𝑎𝑚𝑚.𝑛𝑛 

 ). أمثلة عن الجذور:7-1مثال (

√9 = ±3       √83 = 2    √−83 = −2   

42−√غیر معرف         �(−6)2 = 6   √10003 = 10   
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  ات العدد�ةالتطب�ق 1-4

 �ثیر الحدود 1-4-1

(نـدعوه معـامـل أو  aهو جـداء عـدد  حـد ال، الجبر�ـةهو تجمع عـدد من الحـدود �ثیر الحـدود مـا نـدعوه 
 .n :na.xهي  x إذا �ان أس المتغیر n، وندعو الحد �أنه من الدرجة x) �متغیر Scalar ثابت 

 nx n+ a 1-nx 1-n+ …+ a 2x 2x + a 1+ a 0F(x) = a �الشكل: nُ�كتب �ثیر الحدود من الدرجة 

 سالب أو موجب. F(x)التي تجعل  xتعني تحدید مجموعة ق�م  F(x)دراسة إشارة �ثیر الحدود 

 تقی�م �ثیر حدود �عني إ�جاد الق�م العدد�ة لكثیر الحدود عند ق�م محددة لمتغیراته.

  �مكن لكثیر الحدود أن �شمل عدة متغیرات، مثلاُ:

z + … 1c …+ 2y 2b+  2x 2ay +  1bx +  1+ a 0F(x) = a 

 F(x,y) = 4 + 2x - 3y�ثیر الحدود من الشكل  ).8-1( مثال

 ؟ x = 2 ،y = 3عندما  F(x,y)ما ق�مة 

 F(x,y) = 4 + 2*2 - 3*3 = -1�التبدیل نجد: 

 Functionالتطبیق  1-4-2

ــر   f  هو علاقة(یدعوه ال�عض تا�ع أو دالة)   التطبیق ــر   Eمن مجموعة   xتر�ط بین عنصــــــ  yوعنصــــــ
 المستقر. نرمز للتطبیق �الشكل: Fالمنطلق ونسمي  E. نسمي Fمن مجموعة 

 𝑓𝑓:𝐸𝐸 → 𝐹𝐹
𝑥𝑥 → 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

 

 حیث:

  كل عنصرx  من المنطلقE  جب أن �كون له صورة�y  من المستقر وفق العلاقةf(x). 

  كل عنصر �كون لل�س �الضرورة أنy  من المستقر صورة لعنصرx من المنطلق. 

  مكن أن �كون عنصر�y  من المستقر صورة لأكثر من عنصرx .من المنطلق 

 F: R → R   ق:نا التطبیل�كن لدی ).9-1( مثال
F: x → y = F(x) = 2x2 

E المنطلق F المستقر 

x y 
f  قاعدة الر�ط 
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 . أ�ضاً  F = R والمستقر هو E = Rمجموعة الأعداد الحق�ق�ة  المنطلق هو

 ونجد �عض ق�م هذا التطبیق:. 2F(x) = 2x الر�ط فهيأما قاعدة 

F(+1) = 2 (+1)2 = 2 ∈ R 

F(-1) = 2 (-1)2 = 2 ∈ R 

F(0) = 2 (0)2 = 0 ∈ R 

F(1/2) = 2 (1/2)2 = 1/2 ∈ R 

 من المنطلق.  1-، 1من المستقر هو صورة لعنصر�ن + 2نلاحظ أن العنصر 

حیث لا  ،صـورة لأي عنصـر من المنطلق F  قرمن المسـتسـالب تماماً  العدد ال  لا ُ�مثل  في حین،
 .عدداً �كون مر�عه سال�اً  R�مكن إ�جاد في 

 دراسة تغیرات تا�ع 1-4-3

الخطوط ، وسـنقتصـر حال�اً على  xبدلالة تغیرات المجهول  F(x)تا�ع    دراسـة تغیرات غال�اً ما نلجأ إلى 
ــة ل ــول اللاحقة إلیها في نعود ، على أن توا�ع من متغیر وحید العر�ضـــــ ــب طب�عة �ل تا�ع،   الفصـــــ حســـــ

 ولدراسة تغیرات التا�ع نت�ع المراحل الآت�ة:

 .fDتحدید مجموعة تعر�ف التا�ع  .1

 التا�ع عند أطراف مجموعة التعر�ف. دراسة مقار�ات التا�ع، أي تحدید نها�ة .2

 .F'(x)دراسة إشارة المشتق الأول  .3

 ول.تحدید تزاید وتناقص التا�ع حسب إشارة المشتق الأ .4

 تحدید �عض النقاط المرجع�ة المساعدة في تحدید شكل التا�ع. .5

 الب�اني للتا�ع. المنحنيرسم  .6

وتحدید نقاط الانعطاف  F''(x)اني  ُ�مكن في �عض الحالات وحســب الحاجة، دراســة إشــارة المشــتق الث
 أو تغیرات المشتق الأول.

 واستمرار�ة التا�ع مجموعة التعر�ف) 1(

 xوالتي �ـأخـذ فیهـا المتحول  Rوهي مجموعـة جزئ�ـة من  مثـل مجموعـة المنطلقتُ مجموع تعر�ف التـا�ع 
 .fD ق�مه، نرمز لمجموعة التعر�ف �الرمز
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 :لتوا�عض ا�ع تعر�ف). أمثلة عن مجموعة 10-1مثال (

 .R fD = معرف على   2F(x) = x -  1 التا�ع .1

𝑓𝑓(𝑥𝑥)التا�ع   .2 = 2𝑥𝑥2−1
𝑥𝑥+1

 .R/{ fD =-{1 معرف على 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) التا�ع .3 = 𝑥𝑥
√𝑥𝑥2+1

 .R fD =  معرف على   

 .R معرف على F(x) = sin(2x)  التا�ع .4

 ذا تحقق الشرطان:إ  0x أنه مستمر عند النقطة fنقول عن 

   fD ∈ 0xمن مجموعة التعر�ف:  0xأن تكون  .1

0x:  limتساوي ق�مة التا�ع عند  0xإلى  xعندما تسعى  f(x)نها�ة التا�ع  .2
𝑥𝑥→∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) 

 ا�ع:و ت�عض الأمثلة عن استمرار�ة ). 11-1مثال (

 لأن:  0x 1 = مستمر عند النقطة 2f(x) = 2x - 1 التا�ع أ)

 R fD ∈=10x =مجموعة التعر�ف: تنتمي ل

lim  تساوي ق�مة التا�ع عندها:  1إلى    xعندما تسعى    f(x)نها�ة التا�ع  
𝑥𝑥→1

(2𝑥𝑥2 − 1) = 1 = 𝑓𝑓(1) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)التا�ع   ب)  = 2𝑥𝑥2  𝑥𝑥 ≥ 0
         𝑥𝑥 − 1  𝑥𝑥 < 0

 ، لأن:00x= مستمر عند النقطةغیر   

  تنتمي إل�ه، الشرط الأول محقق. 00x=، و Rمجموعة التعر�ف هي 

) فإننا نطبق الصــــــ�غة 0xإلى الصــــــفر من ال�مین (�ق�م أكبر من  xعندما تســــــعى    الشــــــرط الثاني:
إلى الصــــفر  xعندما تســــعى  في حین،   .f(x=0) = 0الأولى، و�التالي التا�ع �ســــعى إلى الصــــفر: 

:  -1) فإننا نطبق الصــ�غة الثان�ة، �التالي التا�ع �ســعى إلى الق�مة  0xمن ال�ســار (�ق�م أصــغر من  
1-f(x=0) = 0 . 00=  عنـد الق�مـةx ،التي تســــــــــــــاوي ق�متـه    نلاحظ أن نهـایتي التـا�ع مختلفتین عن

، رغم �ونه معرف وله 00x=الصــفر من تطبیق الصــ�غة الأولى، و�التالي التا�ع غیر مســتمر عند  
 عندها.  ق�مة محددة

𝑓𝑓(𝑥𝑥)التا�ع ت)  = 𝑥𝑥2−1
2𝑥𝑥−1

 . 0x 1/2 = مستمر عند النقطةغیر  

عدا الق�م التي تجعل المقام �ساوي الصفر، ونجد أن  Rجم�ع ق�م    تا�ع هيمجموعة تعر�ف ال
 fD [ =-∞  ]1/2 ,∪ + , 1/2[∞]  :و�التالي 1/2عند الق�مة  المقام �ساوي الصفر

 .0x 1/2 = و�التالي التا�ع غیر مستمر عند النقطة  fD ∉1/2الق�مة أن  نلاحظ
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 ات المقار�(ال�حث عن) ) تحدید 2(

تأخذ   من ق�مـة محـددة دون أن x�قترب منـه عنـدما تقترب   F(x)التـا�ع  المقـارب" أن �عني مصــــــــــــــطلح "
 إلى ق�مة ما. xعندما تسعى  F(x)هذه الق�مة تماماً، ال�حث عن نها�ة التا�ع 

ــوم في جملة متعامدة نظام�ة y = f(x) الخط الب�اني للتا�ع العددي L  ل�كن . یوجد ثلاثة oxy  والمرســـــ
 :fي للتا�ع للخط الب�ان ن المقار�ات أنواع م

lim�ان  إذا    oxالمحور    مستق�م مقارب یوازي  .1
𝑥𝑥→±∞

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎  حیث  a∈R  فإن المستق�م  y=a  

 .ox یدعى مستق�م مقارب یوازي 

ــتق�م مقارب یوازي  .2 lim إذا oy مســـــ
𝑥𝑥→𝑏𝑏

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ــتق�م  b∈Rحیث    ∞± یدعى   x=b  فإن المســـــ

 .oy مستق�م مقارب یوازي 

lim ئل إذامستق�م مقارب ما .3
𝑥𝑥→±∞

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  . Dإمكان�ة وجود مستق�م مقارب مائل  فهناك  ∞±

مســــــــتق�م مقارب مائل للخط الب�اني  Dمعادلة هذا المســــــــتق�م, نقول إن  Y = ax + b �فرض 
تا�ع �ســــــــــعى إلى الصــــــــــفر عندما  ε(x)حیث    ε(x) = f(x) – Y الفرق   إذا �ان f(x)  للتا�ع

 إلى اللانها�ة. xتسعى 

نحدد مجموعة التعر�ف ونكتبها على شــــكل مجالات ثم   ،ق�مات المقار�ة �شــــكل عامن المســــتلل�حث ع
ــل الرا�ع عنــد الحــدیــث عن  ن�حــث عن النهــا�ــات عنــد أطراف المجــالات  (ســــــــــــــنعود إلیهــا في الفصـــــــــــــ

 .المتتال�ات)

 مقار�ات:أمثلة عن ال�حث عن ). 12-1مثال (

𝑓𝑓(𝑥𝑥)لتا�ع ا ات مقار�أ)  = 1
√1−𝑥𝑥

+ 1 

 fD [ =-∞ ]1+ ,: تعر�فهمجموعة 

lim إلى اللانها�ة  xعندما تسعى   1تساوي  f(x)نها�ة التا�ع 
𝑥𝑥→−∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =    y=1 و�التالي 1

 .ox مستق�م مقارب یوازي هو 

limكذلك 
𝑥𝑥→1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  .oy مستق�م مقارب یوازي هو   x=1 و�التالي ∞+

𝑓𝑓(𝑥𝑥)لتا�ع ا ات قار�مب)  = 3𝑥𝑥−1
𝑥𝑥−2

 

   fD [ =-∞  ]2+ ,∪ + , 2+[∞]: مجموعة تعر�فه
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limالمقارب الأول 
𝑥𝑥→±∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  .ox مستق�م مقارب یوازي هو  y=3 و�التالي 3

lim   المقارب الثاني
𝑥𝑥→2

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  .oy مستق�م مقارب یوازي هو  x=2التالي �و  ∞±

 ) دراسة إشارة المشتق الأول3(

إذا  0x   أنه قابل للاشــــــتقاق عند النقطة fنقول عن  ، fD  هحیث مجموعة تعر�ف  تا�ع حق�قي f(x)ل�كن  
 تحقق الشرطان الآت�ان:

   fD ∈ 0xتنتمي إلى مجموعة التعر�ف   0xالشرط الأول: أن تكون  .1

ــرط الثاني: أن تكون النها�ة .2 lim  الشــــــــ
𝑥𝑥→𝑥𝑥0

𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

𝑥𝑥−𝑥𝑥0
ــمموجودة، و   ق�مة التا�ع النها�ة  هذه  ي  نســــــــ

ــتق عند النقطة ــتق، ونرمز لx'f)0(  ها �الرمزمز لونر  0x  المشــــــــــ   xعند جم�ع ق�م    لتا�ع المشــــــــــ
 .  f'(x)�الشكل 

ــتقاق عند النقطة f  ملاحظة: �ل تا�ع ــتمر عند النقطة  ،أو على مجال 0x  قابل للاشـــــــ أو  0x  فهو مســـــــ
 .اً صح�حفل�س �الضرورة  على هذا المجال، أما العكس

 :ع�عض التوا� أمثلة أول�ة عن حساب مشتقات ). 13-1مثال (

 .0x 0 = قابل للاشتقاق عند النقطة  2f(x) = 2x -1 برهن أن التا�ع أ)

تنتمي  00x=والق�مة  R fD =مجموعة الأعداد الحق�ق�ة    التا�ع معرف ومســـتمر علىالشـــرط الأول: 
 ، محقق.لهذه المجموعة

 :x→ 0الشرط الثاني: حساب النها�ة 

lim
𝑥𝑥→0

2𝑥𝑥2 − 1 − (−1)
𝑥𝑥 − 0

= lim
𝑥𝑥→0

2𝑥𝑥2

𝑥𝑥
= lim

𝑥𝑥→0
2𝑥𝑥 = 0 ≠ ∞ 

 .00x= قابل للاشتقاق عند  إذاً فالتا�ع الشرط الثاني محقق أ�ضاً، و�التالي نجد أنها تساوي الصفر، 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)هل التا�ع  ب) = 𝑥𝑥2−1
𝑥𝑥+2

 ؟ 0x  =-2 وعند النقطة 0x 1 = قابل للاشتقاق عند النقطة 

𝐷𝐷𝑓𝑓 :مجموعة تعر�ف التا�ع هي =] − ∞,−2[ ∪ ] − 2, +∞[ 

 .هاالتا�ع غیر قابل للاشتقاق عند لا تنتمي لمجموعة التعر�ف، و�التالي  0x=-2الق�مة 

 تنتمي لمجموعة التعر�ف، لنتحقق عندها من الشرط الثاني: 10x=الق�مة 
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lim
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥2 − 1
𝑥𝑥 + 2 − 0

𝑥𝑥 − 1
= lim

𝑥𝑥→1

𝑥𝑥2 − 1
(𝑥𝑥 − 1)(𝑥𝑥 + 2)

= lim
𝑥𝑥→1

𝑥𝑥2

𝑥𝑥2 = 1 ≠ ∞ 

 .10x= بل للاشتقاق عند النقطةالتا�ع قاو�التالي 

عند الحدیث  السادسسنكتفي حال�اً بهذا القدر عن المشتقات على أن نعود إلیها �التفصیل في الفصل  
 .ضل والاشتقاق عن التفا

 .تزاید وتناقص تا�ع) 4(

 تا�ع مستمر وقابل للاشتقاق على مجال ما من مجموعة تعر�فه: f(x) ل�كن

موج�ـاً  f'(x)مشــــــــــــــتقـه  تزایـد (متزایـد تمـامـاً) على هـذا المجـال إذا �ـانه مأن ـ f(x) نقول عن .1
 (موج�اً تماماً) على هذا المجال.

سـال�اً  f'(x)مشـتقه   متناقص (متناقص تماماً) على هذا المجال إذا �ان  هأن f(x)نقول عن   .2
 (سال�اً تماماً) على هذا المجال.

 .) تحدید �عض النقاط المساعدة5(

 لتا�ع: والحد الأدنىالحد الأعلى 

  ∀ M ≤, f(x)  fD∈x إذا �ان:) ت حد أعلى لتا�ع (إن وجد أنها  Mنقول عن  .1

  ∀ m ≥, f(x)  fD∈xأنها حد أدنى لتا�ع (إن وجدت) إذا �ان:  mنقول عن  .2

نقول عن تـا�ع أنـه محـدود من الأعلى إذا �ـان لـه حـد أعلى، ونقول عن تـا�ع أنـه محـدود من و  .3
 أدنى، ونقول عن تا�ع أنه محدود فقط إذا �ان له حد أعلى وحد أدنى.الأدنى إذا �ان له حد 

 f(x)لتا�ع   )Stationarty Points(یدعوها ال�عض نقاط اســـــــــتقرار  Local Points  الق�م الموضـــــــــع�ة
 ما من مجموعة تعر�فه: مستمر وقابل للاشتقاق على مجال

مشـــــــــتقه معدوم   نجال إذا �امن هذه الم  0x  ق�مة موضـــــــــع�ة عند النقطة f(x)  نقول أن للتا�ع .1
 .00f'(x = (عند هذه النقطة 

إشــــــــــارته من الموجب إلى  f'(x)المشــــــــــتق    یرنقول عن الق�مة الموضــــــــــع�ة أنها عظمى إذا غ .2
 .0x السالب عند النقطة

إشـــــــارته من الســـــــالب إلى  f'(x)المشـــــــتق   نقول عن الق�مة الموضـــــــع�ة أنها صـــــــغرى إذا غیر .3
 .0x الموجب عند النقطة
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 ا�ع:و تل�عض الأمثلة عن الحدود الأدنى والأعلى ). 14-1مثال (

 : f(x) = 2sin x + 1/2 حدود التا�عأ) 

إلى الطرفین، ُ�ص�ح التا�ع  1/2و�إضافة     2sin x ≤ +2 ≥ 2-  فإن    sin x ≤ +1 ≥ 1-حیث أن  
 .  2sin x +1/2 ≤ +5/2 ≥ 3/2-�حد أعلى:  5/2+�حد أدنى و  3/2-محدود بین 

  4x + 1 - 2f(x) = x :حدود التا�ع) ب 

 �ما یلي:  4�إضافة وطرح نفس المقدار إلى مر�ع �امل  f(x) نتمم ع�ارة التا�ع
f(x) = x2 - 4x + 4 – 4 + 1 
f(x) = (x -2)2 - 3 

هي مر�ع مقدار و�التالي فهي دوماً أكبر أو تسـاوي الصـفر(موج�ة)، أي  x)-(22حیث أن الع�ارة  
ــاف ــفر، و�إضــ ــغر ق�مة لها هي الصــ ــغر ق�مة للمجموع   -3ة المقدار أصــ   x)-(22 – 3، فإن أصــ

 . 3-الق�مة لتا�ع السابق هو الحد الأدنى لأي أن ، 3-تُص�ح 

 تحدید �عض نقاط التا�ع. ).15-1مثال (

الب�اني للتا�ع   المنحنيلنر أي من النقاط الآت�ة تقع على ،  2x – 3F(x) = 2x 20 +ل�كن لدینا التا�ع  
 ع:تُحقق ص�غة التا�و 

 تحقق/لا تحقق الص�غة؟ 0x )0F(x النقطة
A 3 65 تحقق الص�غة 
B - 3 - 65 لا تحقق الص�غة 
C - 5 - 255 تحقق الص�غة 
D 0 0 لا تحقق الص�غة 

في صــــــــ�غة التا�ع، فإن   0xلمعرفة ف�ما إذا �انت النقطة تقع على الخط الب�اني، �كفي اســــــــتبدال ق�مة 
ــلنا على الق�مة المقابلة لها  الب�اني) و�لا   المنحنيتكون تحقق الصـــــــ�غة (النقطة تقع على   x)0F(حصـــــ

 .�هفإنها لا تقع عل

 تتمات في تعر�ف التوا�ع العدد�ة:ال�عض 

 .F(-x) = F(x)إذا �ان  Even�أنه زوجي  F(x)أ) ندعو التا�ع 

 .)F(x) 2x) = x-F =فإن  -xبـ  x، إذا استبدلنا  2F(x) = xمثال: 

 .F(-x) = -F(x)إذا �ان  Odd�أنه فردي  F(x)) ندعو التا�ع ب 
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 .)F(x)-=  3x-=  3x)-x) = (-Fفإن  -xبـ  x، إذا استبدلنا  3F(x) = xمثال: 

الـــدورة مجـــال  T. حیـــث F(x+nT) = F(x)إذا �ـــان  Periodic�ـــأنـــه دوري  F(x)التـــا�ع ت) نـــدعو 
 عدد الدورات. nالواحدة للتا�ع و 

 .F(x+nπ) = F(x)، فإن x+nπبـ  xا ، إذا استبدلن F(x) = Sin(x)مثال: 

 .yللتا�ع  Inverse التا�ع العكسي� 1-x=F(y)فإننا ندعو  =F(x)yتا�ع من أجل أي ث) 

 .x = 1/y1-F = (y)فإن ،  = xF(x) = y/1 مثال: 

ــا�عین  ــا�ع z = g(x)و  y = F(z)ج) من أجــــل أي تــ ــا�ع المر�ــــب  y = f(g(x))، نــــدعو التــ ــالتــ �ــ
Composite. 

 .y = 2(3x) = 6x،  فإن z = 3x، و  y = F(z) = 2zمثال: 

 التعامل مع النسب المئو�ة 1-5

�اسـتخدام رمز النسـ�ة ، و�مكن التعبیر عنها  100النسـ�ة المئو�ة % هي �اختصـار العدد مقسـوماً على  
60شـــكل �ســـر ، أو على  0.6شـــكل أرقام عشـــر�ة  على % أو  60المئو�ة مثلاً 

100
وُ�عامل معاملة الكســـر  

 صائص وعمل�ات الأعداد الكسر�ة.التالي ُ�طبق عل�ه جم�ع خو�

ــلي  B�مقدار  Aدة أو النقص في مقدار ما التعبیر عن الز�ا  و�جري  ــ�ة مئو�ة من المقدار الأصــــــ �نســــــ
Aكما یلي: 

𝐵𝐵
× 100 = 𝑡𝑡%. 

ــمون ق�م الظاهرة  ــل عن مضـــ ــكل أفضـــ ــاد مهم للغا�ة، و�عبر �شـــ ــتخدام النســـــب المئو�ة في الاقتصـــ اســـ
 د�ة، سنستعرض ف�ما یلي العدید من الأمثلة التطب�ق�ة.الاقتصا

 الأمثلة عن حساب النسب المئو�ة.�عض  .)16-1مثال (

% من الراتب الشــــــهري، فإذا �ان راتب أحد العاملین 5.5إعادة إعمار    فرضــــــت الحكومة ضــــــر��ة(أ). 
 ل.س: 2310 الضر��ة �ساوي  ، فإنه مبلغشهر�اً  ألف ل.س 42هو 

5.5% × 42000 = 2310. 

%، 7ل.س للقطعة، بنس�ة    1400  حال�اً   أحد منتجاتها ال�الغ  ب�ع  رقررت إدارة الشر�ة ز�ادة سع .)(ب 
 ل.س: 1498 فإن السعر الجدید �ساوي 
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7% × 1400 + 1400 = 1498. 

ــهر�اً، تم ز�ادته �مقدار   40یبلغ راتب أحد العاملین   .)(ت  ــ�ة   10ألف ل.س شـــ آلاف ل.س، فإن النســـ
 تبلغ: tالمئو�ة للز�ادة 

𝑡𝑡 = 10
40

× 100 = 25%. 

ألف ل.س شــهر�اً، تم إضــافة تعو�ض محروقات شــهري   50یبلغ الدخل الشــهري لأحد العاملین   .)(ث 
 دخل الشهري تبلغ:ف ل.س، فإن النس�ة المئو�ة لز�ادة الأل 11�مقدار 

𝑡𝑡 = 11.000
50.000

× 100 = 22%. 

%، فإن 10لقطعة �مقدار .س لل  4000قررت إدارة الشــر�ة تخف�ض ســعر أحد منتجاتها ال�الغ   .)ج(
 حسب �ما یلي:ل.س و�ُ  3600�ساوي السعر الجدید للمنتج 

4000 − 4000 × 10% = 4000 − 400 = 3600. 

مختلفة، و�التالي متســاو�ة أو و�نســب تال�ة  فترات زمن�ة مت خلال  تال�ةكون التغیرات في المقادیر متتقد 
ــتقل في �ل  فنحصـــــل في نها�ة جم�ع فترة،  نها�ة �ل �جب حســـــاب ق�مة ونســـــب التغیرات �شـــــكل مســـ

 . الفترات على تراكم التغیرات الحاصلة، وهو ما نلاحظه في حالة التغیرات في سعر سهم في البورصة 

، ولدینا عدة تغیرات على سعر السهم ولتكن نسب  A�ة السنة هو ذا �ان لدینا سعر السهم في بداإ
ن موج�ة (ارتفاع  قها، و�مكن لهذه النسب أن تكو على آخر سعر الفترة التي تس�   n, …, t3, t2, t1tالتغیر  

 في السعر) أو سال�ة (انخفاض في السعر) فإن سعر السهم في نها�ة السنة ُ�حسب �ما یلي: 

𝐴𝐴1ترة الأولى: سعر السهم في نها�ة الف  = 𝐴𝐴 + 𝑡𝑡1𝐴𝐴 = 𝐴𝐴(1 + 𝑡𝑡1). 

𝐴𝐴2سعر السهم في نها�ة الفترة الثان�ة:   = 𝐴𝐴1 + 𝑡𝑡2𝐴𝐴1 = 𝐴𝐴1(1 + 𝑡𝑡2) = 𝐴𝐴(1 + 𝑡𝑡1)(1 + 𝑡𝑡2). 

 �ما یلي:  nAوهكذا... و�تم حساب السعر في نها�ة �ل فترة، لُ�ص�ح في نها�ة السنة 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴(1 + 𝑡𝑡1)(1 + 𝑡𝑡2) … (1 + 𝑡𝑡𝑛𝑛). 

 سهم.تغیرات متتال�ة في سعر ال .)17-1( مثال

ة الســــهم ل.س، وتناقصــــت ق�م  200بلغت ق�مة ســــهم ما في البورصــــة في بدا�ة الســــنة الماضــــ�ة  
في النصـــــــف الثاني %  15% في النصـــــــف الأول من الســـــــنة، ثم ارتفعت ق�مته �مقدار 10�مقدار 

 عما هو عل�ه في نها�ة النصف الأول، فما هي ق�مة السهم في نها�ة السنة؟
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200ق�مة السهم في نها�ة النصف الأول من السنة:   − 200 × 10% = 200 − 20 = 180. 

180السنة:   ق�مة السهم في نها�ة النصف الثاني من + 180 × 15% = 180 + 27 = 207. 

 �مكن حساب السعر �عد تغیر�ن اثنین في نها�ة السنة �ما یلي:  أو

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 200(1 − 0.1)(1 + 0.15) = 200 × 0.9 × 1.15 = 207. 

المفیدة للنســـــب المئو�ة هو حســـــاب مؤشـــــرات تزاید/تناقص الأســـــعار أو الاســـــتهلاك أو أحد التطب�قات  
ة إلى ســنة مرجع�ة محددة. و�مكن تمثیل الق�م الناتجة على شــكل الناتج المحلي أو غیره، وذلك �النســ�

 .أو غیرها سلاسل زمن�ة سنو�ة أو شهر�ة أو فصل�ة

 ؤشر التضخم.حساب مؤشر تغیر الأسعار سنو�اً، م .)18-1مثال (

من المعروف أن أســعار المواد تتغیر من ســنة إلى أخرى، لذلك یتم اخت�ار ســلة من المواد المعبرة عن 
الاســـتهلاك في الســـوق وتقی�م أســـعار هذه الســـلة ســـنو�اً، وذلك لتقدیر معدل تغیر الأســـعار أو ما  حالة

 .)1(عدل التضخمندعوه �م

بین ق�مـة ســــــــــــــلـة مرجع�ـة (ســــــــــــــنـة الأســــــــــــــاس) من المنتجـات الـذي ی  )1-1المبین أدنـاه (لـدینـا الجـدول 
، فما هو 2010مؤشـر الأسـعار هي الاسـتهلاك�ة �الأسـعار الجار�ة، ولتكن السـنة المرجع�ة في متا�عة  

 ؟الأساس نةس�النس�ة ل 2012، و 2011، 2009في السنوات مؤشر الأسعار 

، ثم نقوم بنسـب ق�مة السـلة في %100) هو  2010نعتبر أن معدل الأسـعار في السـنة المرجع�ة (أي 
 .)1-1( الجدولفي بین هو م�ما  2010لى ق�مة هذه السلة في العام كل سنة إ

 ب مؤشر تغیر الأسعار سنویاً، مؤشر التضخم) حسا1-1الجدول (
 2012 2011 2010 2009 السنة 

 1400 1100 1000 950 سعر السلة المرجعیة
مؤشر الأسعار بالنسبة 

 الأساسإلى سنة 
950

1000
= 95% 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏% 1100

1000
= 110% 1400

1000
= 140% 

 مؤشر التضخم السنوي
  بالنسبة للسنة السابقة

1000 − 950
950

= 5.26% 

1100 − 1000
1000

= 10% 

1400 − 1100
1100

= 27.27% 
مؤشر التضخم السنوي 
 بالنسبة إلى سنة الأساس

950 − 1000
1000

= −5% 

1000 − 1000
1000

= 0% 

1100 − 1000
1000

= 10% 

1400 − 1000
1000

= 40% 

 
،  Paasche، مؤشـر Laspeyresالقیاسـیة والأسـعار لا مجال لذكرھا حالیاً، منھا مؤشـر  . ھناك العدید من طرق حسـاب مؤشـرات الأرقام1

 طریقة المتوسط الھندسي، ... وغیرھا.
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 تدر�بيتطب�قات أول�ة ذات طا�ع  1-6

 مقاهي.عدد العاملین في سلسلة  ):1-1تطبیق (

�تا�ع لعدد المقاهي المفتتحة (عاملین في ُ�قدر عدد العاملین في شـــــــــر�ة تُدیر ســـــــــلســـــــــلة من المقاهي  
 المقهى المفتتح، إدار�ین، نقل، ...)، وُ�عطى �الص�غة الآت�ة:

Y = 10 n + 40 

 العدد الكلي للعاملین في الشر�ة. والمطلوب: Yعدد المقاهي المفتتحة،  و  nحیث 

 العاملین بدلالة عدد المقاهي. الب�اني لعدد أ) رسم الخط 

 مقهى. 12ب) حساب العدد اللازم من العاملین في حال افتتاح 

 .عامل 200ت) حساب عدد المقاهي الممكن افتتاحها في حال �ان عدد العاملین 

 الحل:

 لاحظ أن عدد المقاهي یبدأ من الصفر ولا �مكن أن �أخذ ق�ماً سال�ة.. أ) الخط الب�اني

ــاً أن الحـد الأدنى لعـدد العـاملین في حـال عـدم افتتـاح أي مقهى لا عـاملاً وهو  40هو   n=0حظ أ�ضــــــــــــ
 .y = 10*0 + 40 = 40نقطة التقاطع مع المحور العمودي: 

 
 العاملین بدلالة عدد المقاهي (مثال خطي).) عدد 6-1الشكل (

 عاملاً: 160اوي �س، n=12مقهي، أي  12ب) العدد اللازم من العاملین في حال افتتاح 

Y(n=12) = 10*12 + 40 = 160 

 16هو  y=200عــامــل أي  200عــدد المقــاهي الممكن افتتــاحهــا في حــال �ــان عــدد العــاملین ت) 
 n +40   ⇐   n = 16 10 = 200مقهى:  
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 .في سعر منتج نس�ة الز�ادة :)2-1تطبیق (

ل.س، ما مقدار   500 �ســـــــعر ل.س العام الماضـــــــي، و�تم ب�عه حال�اً   400بلغ ســـــــعر أحد المنتجات  
 الز�ادة والنس�ة المئو�ة للز�ادة؟

 ل.س 100=  400  –  500مقدار الز�ادة: 
𝑡𝑡نس�ة الز�ادة:   = 100

400
=  الماضي. على سعر العام التقس�م   25%

 .السعر قبل الضر��ة )3-1تطبیق (

ــتهلاك ال�الغة   600یبلغ ســـــعر ب�ع أحد المنتجات   ــمناً ضـــــر��ة الاســـ ما هو ســـــعر   %،13ل.س متضـــ
 التكلفة قبل الضر��ة؟

مضافاً  Pل.س هو سعر التكلفة  600، فإن سعر الب�ع Pل�كن سعر التكلفة قبل الضر��ة هو 
   P + 0.13 P = 600: ، أيP 0.13إل�ه ضر��ة الاستهلاك أي 

𝑃𝑃ل.س:  531أي أن سعر التكلفة قبل الضر��ة �ساوي  = 600
1+0.13

= 531 

 .قبل التخف�ضحساب السعر  )4-1تطبیق (

% على السعر الأصلي، فما هو 50ل.س �عد التخف�ض بنس�ة    300ی�اع أحد المنتجات حال�اً �سعر  
 السعر الأصلي قبل التخف�ض؟

   P - 0.5 P = 300، ولدینا: P 0.5، فتكون ق�مة التخف�ض Pل�كن السعر قبل التخف�ض هو 

𝑃𝑃ل.س:  600أي أن السعر الأصلي قبل التخف�ض �ساوي   = 300
1−0.5

= 600 

 .موازنة الدعا�ة): 5-1تطبیق (

ــر�ات   2018بلغت موازنة الدعا�ة للعام  ــر�ة ز�ادة 5في إحدى الشـ هذه  ملیون ل.س، وأقرت إدارة الشـ
 ؟2019، فما هي موازنة الدعا�ة لعام 2019% لهذا العام 20الموازنة �مقدار 

 2018الموازنة عام  x% 20+  2018= الموازنة لعام  2019موازنة الدعا�ة لعام 

       =5  +0.2 x 5  =6 .ملیون ل.س 

المئو�ة للز�ادة في هذه ة  النســــــــــ� إنألف فقط، ف  600لنفترض أن إدارة الشــــــــــر�ة قررت ز�ادتها �مقدار 
 %12ملیون =  5 ÷ألف  600نس�ة الز�ادة% =   الحالة هي:
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 ): حساب السعر من نس�ة التخف�ضات.6-1تطبیق (

% على جم�ع منتجاته، قام أحد ال�ائعین 40بنســــــــ�ة  فروشــــــــات عن تخف�ضــــــــات  أعلن أحد محلات الم
 ؟Pل.س على سعر طاولة، �م یبلغ سعر الطاولة  1200بتخف�ض مبلغ 

  P = 1200 0.4ل.س، أي  1200تساوي  P% من السعر الأصلي 40حیث أن نس�ة التخف�ض 

𝑃𝑃ل.س :  3000�ساوي  Pو�التالي فإن سعر الطاولة  = 1200
0.4

= 3000 

 ): مؤشر تغیر أسعار مواد أول�ة.7-1تطبیق (

الأسعار لنفترض أن الشر�ة تشتري سنو�اً نفس الكم�ات من المواد الأول�ة لتصن�ع أحد منتجاتها، لكن  
 أسعار المواد الأول�ة �شكل عام. تختلف من سنة إلى أخرى، ف�مكن حساب مؤشر تغیر

 2018أسعار  2017أسعار  الكم�ة   المواد الأول�ة
 A 20 10 12مادة 
 B 15 8 7مادة 
 C 30 6 8مادة 

 20x10 + 15x8 + 30x6 = 500هو:  2017فتكون تكلفة المنتج �أسعار 

 20x12 + 15x7 + 30x8 = 585هو:  2018وتكون تكلفة المنتج �أسعار 

 و:ه 2017�النس�ة إلى  2018و�كون مؤشر تكلفة أسعار المواد الأول�ة الداخلة في المنتج لعام 
585
500

= 117% 

 ق�مة مدخرات �عد مدة من الزمن. :)8-1تطبیق (
في نها�ة  S، فإن المبلغ المدخر tسـنة و�معدل فائدة سـنو�ة   nمن المال لمدة  Aفي حال ادخار مبلغ  

𝑆𝑆 المدة ُ�حسب �الص�غة الآت�ة: = 𝐴𝐴(1 + 𝑡𝑡)𝑛𝑛 

 ؟ A=1000 ،t=10% ،n=5ما ق�مة المدخرات في حال �ان  .1

 .A=1000 ،n=5، حیث tبدلالة معدل الفائدة  Sتا�ع الب�اني للارسم الخط  .2

 الحل:

 5S = 1000(1+0.1) 1610.51 =أ) نطبق الص�غة: 
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هو نســــ�ة مئو�ة أي ق�مه تترواح بین الصــــفر  tب) الخط الب�اني. تجدر الإشــــارة إلى أن معدل الفائدة 
د�ة واحدة (ل.س ر وحدة نقق�مة ادخا  ) شـكل العلاقة بین7-1نجد في الشـكل الب�اني (  %.100و

 سنوات. 5مثلاً) ومعدل الفائدة وذاك �عد فترة محددة تساوي 

 
 سنوات 5لمدة و ، بدلالة معدل الفائدة لوحدة نقد�ة واحدة) الخط الب�اني 7-1الشكل (

 
 .موازنة الدعا�ة والمب�عات) 9-1تطبیق (

موازنـة و  Vبین ق�مـة المب�عـات  تُقـدر إدارة التســــــــــــــو�ق في إحـدى شــــــــــــــر�ـات ب�ع البرادات أن العلاقـة
 V = 5000 + 10 P   هي علاقة خط�ة ولها الشكل الآتي: Pالدعا�ة 

 مقدرة �آلاف اللیرات السور�ة، والمطلوب: Vو  Pحیث 

 المب�عات المتوقعة؟أ) في حال لم تنفق الشر�ة أي مبلغ على الدعا�ة، ما ق�مة 

 المتوقعة؟ ة، ما ق�مة المب�عات ألف ل.س على الدعا� 500ب) في حال أنفقت الشر�ة 

 ملیون ل.س؟ 20ت) �م �جب أن تنفق الشر�ة على الدعا�ة �ي تصل ق�مة مب�عاتها إلى 

دة  ألف ل.س ســــــنو�اً، فما هي الز�ا  100زادت الشــــــر�ة الم�الغ المنفقة على الدعا�ة �مقدار  ث) إذا 
 في ق�مة المب�عات؟

 ب�عات وموازنة الدعا�ة؟ج) ما هو الشكل الب�اني للعلاقة بین ق�مة الم

 الحل:

ملیون   5تكون المب�عـات تســــــــــــــاوي  P=0أ) إذا لم تنفق الشــــــــــــــر�ـة أي مبلغ على الـدعـا�ـة، أي ق�مـة 
 V(P=0) = 5000 + 10*0 = 5000  ل.س:

 10تكون المب�عات تســــاوي   P=500�ة أي ألف ل.س على الدعا 500إذا أنفقت الشــــر�ة مبلغ   ب)
 V(P=500) = 5000 + 10*500 = 10.000 ملیون ل.س:
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ــل ق�مة المب�عات إلى  �جب أن تكون موازنة  V(P) = 20.000ملیون ل.س، أي   20ت) �ي تصــــــ
 الدعا�ة مبلغ ملیون ونصف الملیون ل.س:

20.000 = 5000 + 10 P    ⇐  P = (20.000-5000)/10 = 1500 

ــنو�اً،    100موازنة الدعا�ة �مقدار  ز�ادة ث) في حال قررت الشـــــــــر�ة  فإن الز�ادة في ألف ل.س ســـــــ
 :ق�مة المب�عات تُحسب �ما یلي

 هو دوماً ثابت: همافإن الفرق بین P2و  P1ل�كن لدینا موازنتي الدعا�ة لسنتین متتالیتین 

 P2 - P1 = ∆P = 100 

 المقابل لفرق الموازنتین �ساوي: F∆لمب�عات فإن الفرق في ا

∆F = F(P2) – F(P1) 

∆F = (5000 + 10*P2) – (5000 + 10*P1) 

∆F = 10*P2 – 10*P1 = 10 (P2 – P1) = 10 ∆P 

∆F = 10 * 100 = 1000 

 أي أن الز�ادة في ق�مة المب�عات تساوي ملیون ل.س.

، وهي في الحق�قة معدل تزاید 10هي دوماً ثابتة وتســـــــــاوي   F/∆P∆نلاحظ أ�ضـــــــــاً أن النســـــــــ�ة  
دار لیرة ســــــــــــــور�ـة واحـدة فـإن ، أي �لمـا زادت الـدعـا�ـة �مق ـP�ـالنســــــــــــــ�ـة إلى تزایـد المتغیر Fالتـا�ع  

 هي المشتق الأول للتا�ع. 10ل.س، وسنرى لاحقاً أن هذه الق�مة  10لمب�عات تزداد �مقدار ا

 المب�عات وموازنة الدعا�ة ج) الشكل الب�اني للعلاقة بین ق�مة

ملیون ل.س   5، و�أن المب�عات لا تقل عن  ) أن العلاقة خط�ة7-1ل الب�اني (نلاحظ من الشـــــــــــك
 حال �انت موازنة الدعا�ة معدومة.أي في 

 
 ) شكل العلاقة بین ق�مة المب�عات وموازنة الدعا�ة (مثال)7-1الشكل (
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 تأس�س�ة.أسئلة واخت�ارات الفصل الأول: مراجعة 

 True/False ) أسئلة صح / خطأ1

 خطأ صح السؤال   

   ة للضرب ل�ست تبدیل�ة �النس�ة للجمع أو �النس� Rمجموعة الأعداد الحق�ق�ة  1

   حاصل قسمة عددین �سر�ین هو جداء الأول في مقلوب الثاني 2

 a.  �ما فیها العدد   bو  aجم�ع الأعداد بین  [a, b[ُ�قصد �المجال  3

   ، تعني تجاهل الإشارة أي الق�م الموج�ة فقط للعدد. |a  |𝑎𝑎الق�مة المطلقة للعدد  4

   على طرفي المعادلة دون قیود. �مكن إجراء جم�ع العمل�ات الر�اض�ة 5

   سالب أو موجب. F(x)التي تجعل  xتحدید ق�م  F(x)ُ�قصد بدراسة إشارة �ثیر الحدود   6

   الخط الب�اني لتا�ع من الدرجة الأولى هو دوماً مستق�م. 7

   .60هو الق�مة  300% من العدد 20نس�ة  8

   الحساب�ة �أي ترتیب.لا فرق على الإطلاق في إنجاز العمل�ات  9

   مرة. nبنفسه  a�عني ضرب العدد  nإلى قوة   aرفع العدد  10

 n.  ق�ماً عدیدة حسب ق�مة  0𝑛𝑛√   الجذر النوني للعدد صفر�أخذ  11

   مجموعة تعر�ف تا�ع هي الق�م التي �أخذها التا�ع من مجموعة الأعداد الحق�ق�ة.  12

   عند هذه النقطة. عند نقطة ما، فهو مستمركل تا�ع قابل للاشتقاق  13

   موج�اً على المجال  للاشتقاق عل�ه إذا �ان مشتقهنقول عن تا�ع أنه متزاید على مجال قابل  14

 Multiple Choicesأسئلة خ�ارات متعددة ) 2

 هو: a=5عندما  𝑎𝑎2 4√ق�مة الع�ارة الجبر�ة  -1
 25±ب)        10±أ) 

 خاطئةد) جم�ع الأجو�ة       100±ج) 

 حاصل جداء أو جمع عددین طب�عین هو دوماً: -2
 ب) عدد طب�عي       عدد سالبأ) 

 خاطئةد) جم�ع الأجو�ة     حق�قي سالب/موجبج) 

𝑐𝑐حاصل قسمة �سر على عدد من الشكل   -3
𝑑𝑑

÷ 𝑎𝑎  حیثa≠0 :هو 

𝑐𝑐.𝑎𝑎أ) 
𝑑𝑑

  a.c.dب) هو         
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𝑐𝑐ج) 
𝑑𝑑.𝑎𝑎

 خاطئةالأجو�ة م�ع د) ج      

 :�كافئ ]x∈]a, bالكتا�ة على شكل مجال مفتوح من الجهتین  -4
   a ≤ x ≤ bب)        x=bأو  x=aأ) 

 خاطئةد) جم�ع الأجو�ة      a < x < bج) 

 :هي |5−|الق�مة المطلقة للعدد  -5
  5ب) العدد         5-أ) العدد 

 ةخاطئد) جم�ع الأجو�ة      5-أو  5العددین ج) 

 :هي Rفي  2x - 0 = 4 المعادلة حلول  -6
 x = +2أو  x = -2ب)        Rل�س لها حلول في أ) 

 خاطئة السا�قةد) جم�ع الأجو�ة      x = 4أو  x = 0ج) 

 :هي Rفي  4x < 20 المتراجحة حلول  -7
   x > 5ب)        Rل�س لها حلول في أ) 

 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة      x < 5ج) 

 هي: 2x 0 < 1 +المتراجحة  -8
 xمحققة وغیر محققة حسب ق�م ب)        Rأ) غیر محققة في 

 خاطئة السا�قةد) جم�ع الأجو�ة      Rج) دوماً محققة في 

 هي:ألف ل.س  40% من الراتب، فإن ق�مة هذه الضر��ة لموظف رات�ه 12إذا �انت ضر��ة الدخل هي  -9
 سابهان ح�مكب) لا         ل.س 12000أ) 

 خاطئةد) جم�ع الأجو�ة      ل.س 4800ج) 

فإن نســـــــــ�ة المكافأة من ل.س،  10000على مكافأة مقدارها ل.س، وحصـــــــــل   50000یبلغ راتب أحد العاملین   -10
 الراتب تبلغ:

 %10ب)          %20أ) 
 خاطئةد) جم�ع الأجو�ة       %50ج) 

23حاصل جداء  -11 ×  :و الق�مةه 32
  36ب)        72أ)  
 خاطئةد) جم�ع الأجو�ة      لا �مكن حسابهاج) 

 :هو F(x) = 2 sin x + 4الحد الأعلى للتا�ع  -12
 6ب)        2أ) 

 خاطئة السا�قةد) جم�ع الأجو�ة      غیر معرفج) 
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 للمناقشةقضا�ا  \مسائل ) 3

 ). 1-1( مسألة

ــ�ارات �ســـاوي  ــ�ارة  �بلغ%، و 10ل�كن معدل الاهتلاك الســـنوي لإحدى السـ ملیون ل.س،   20ســـعر الشـــراء لهذه السـ
 والمطلوب:
 ما ص�غة سعر الس�ارة بدلالة عدد سنوات الاستهلاك؟ -أ
 ما سعر الس�ارة في نها�ة السنة العاشرة؟ -ب

 ) 2-1(توجیهات للإجا�ة: معادلة خط�ة. الفقرة 

 ). 2-1( مسألة

ــنو�اً، تقدر إدارة الش ـــ 100یُنتج و�ب�ع أحد المعامل  ــ�كون هناك ر ألف قطعة سـ ــل إلى ر�ة أن العام القادم سـ �ود �صـ
 % من الإنتاج والمب�عات، فما هو مستوى الإنتاج الواجب التخط�ط له للعام القادم؟60

 ) 5-1، 2-1(توجیهات للإجا�ة: معادلة خط�ة. الفقرة 

 ). 3-1( مسألة

 عر وحجم مب�عات أحد منتجاتها: لمب�عات في نها�ة السنة التغیرات الآت�ة عن بدا�ة السنة على سرصدت إدارة ا

 %. 10% خلال السنة، وتناقص حجم المب�عات �مقدار 8تزاید سعر الب�ع �مقدار 

 فما هي نس�ة التغیر الإجمالي في الإیرادات بین بدا�ة ونها�ة السنة؟
 )5-1. الفقرة ضرب نسب مئو�ة(توجیهات للإجا�ة: 

 ). 4-1( مسألة

 هر، لاحظنا ما یلي:أش 4خلال تت�ع لسعر سهم على مدى 
 % عن سعره في بدا�ة الشهر.2تزاید سعر السهم في نها�ة الشهر الأول �مقدار 

 .% عن سعره في نها�ة الشهر الأول5تناقص سعر السهم في نها�ة الشهر الثاني �مقدار 
 % عن سعره في نها�ة الشهر الثاني.3تناقص سعر السهم في نها�ة الشهر الثالث �مقدار 

 % عن سعره في نها�ة الشهر الثالث.9نها�ة الشهر الرا�ع �مقدار  السهم في تزاید سعر

 فما هي نس�ة التغیر في سعر السهم بین بدا�ة الشهر الأول ونها�ة الشهر الرا�ع؟
 )5-1. الفقرة نسب مئو�ة ضرب(توجیهات للإجا�ة: 

 ) x+5) (x-F(x) = x-(6 ). أوجد جداء الأقواس الآت�ة:5-1السؤال (

 K – 2F(K,L) = L 20.25 ). حلل إلى عوامل أول�ة:6-1ال (السؤ 
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الفصل الثاني: التوا�ع الصح�حة من الدرجتین الأولى  الفصل الثاني: التوا�ع الصح�حة من الدرجتین الأولى  
  والثان�ةوالثان�ة

 

 الأولى والثان�ةالتوا�ع الصح�حة من الدرجتین عنوان الموضوع: 

 Functions of first and Second Orders  

 كلمات مفتاح�ة:
   . Quadratic Equationمعادلة من الدرجة الثان�ة  . Linear Equationمعادلة من الدرجة الأولى 

 . Simultaneous Linear Equationsجملة معادلات خط�ة 

 . Revenue, Cost, and Profit Functionتوا�ع الإیرادات، التكال�ف، والر�ح 
 . Market Equilibrium، توازن السوق Supply & Demand Functionsتوا�ع العرض والطلب 
-ISLM (Investmentنقد�ة -ادخار وسیولة -، نموذج استثمارNational Income Equilibriumتوازن الدخل القومي 

Saving, Liquidity-Money) . 

 :الفصل ملخص

مقدمة مفیدة للغا�ة للتعامل مع الظواهر الاقتصــاد�ة والصــ�غ الر�اضــ�ة، �ونه من ناح�ة �ســتخدم هذا الفصــل  ُ�عتبر 
ل مع ظواهر اقتصـــاد�ة یبدو �عضـــها معقداً، إذ �طة أي توا�ع من الدرجتین الأولى والثان�ة للتعامأدوات ر�اضـــ�ة �س ـــ

ــ�ة، �ما تم توضــــ�ح  ــ�ة المناســ ــتخدام الأداة الر�اضــ ــ�اغتها وحلها �اســ ــار على حالات محددة للظاهرة وصــ تم الاقتصــ
 . لتطب�قات العمل�ةومحاولة تفسیر العدید من المشكلات الاقتصاد�ة عبر العدید من الأمثلة وا

 هداف التعل�م�ة:الأمخرجات و ال
 �ستط�ع الطالب ص�اغة �عض الظواهر الاقتصاد�ة على شكل ص�غ ر�اض�ة من الدرجة الأولى والثان�ة. .1

 �حل معادلات من الدرجتین الأولى والثان�ة، و�رسم خطوطها الب�ان�ة. .2

 ع. �جد توا�ع الر�ح و�جد الر�ح الأعظمي عبر دراسة هذه التوا� .3
 لتوا�ع من الدرجتین الأولى والثان�ة. �جد سعر و�م�ة توازن سلعة في السوق  .4

 یتمكن من إ�جاد مستو�ات توازن الدخل القومي في حالة توا�ع خط�ة.  .5

 مخطط الفصل:
 .Linear Functions التوابع العددیة من الدرجة الأولى 2-1
2-2  ً  .Simultaneous Solution of Linear Equations حل جملة معادلات خطیة بیانیاً وجبریا
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 .Quadratic Functions التوابع من الدرجة الثانیة 2-3
 .Revenue, Cost, and Profit Function توابع الإیرادات، التكالیف، والربح 2-4
 .Supply & Demand Functions توابع العرض والطلب 2-5
 Linear Equations of National Income توابع توازن الدخل القومي من الدرجة الأولى 2-6

Equilibrium . 
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 مقدمة

كثیراً ما نهتم لدى دراســـــــــة الظواهر الاقتصـــــــــاد�ة، �صـــــــــ�اغة العلاقة بین متغیرات الظاهرة، وحیث أن 
الصـــ�اغة الر�اضـــ�ة هي ترمیز مجرد، �قع على عاتق الاقتصـــادي تحمیل المعنى/المفهوم الاقتصـــادي 

 الاقتصاد�ة، أي ما هو المتغیر التا�ع؟ وما هو المتغیر المستقل؟قات للمتغیر وتفسیر اتجاه العلا

، ندعو الص�غة الأولى x = 0.5y + 3هي مكافئة تماماً للص�غة     y = 2x + 6مثلاً الص�غة الر�اض�ة  
 ، أو العكس.Inverse Functionوالص�غة الثان�ة التا�ع العكسي  Functionالتا�ع 

، في x�عد معرفة  y، أو �مكن حســاب xتا�ع لــــــــــــــــ  yة الأولى �عني أن التفســیر الاقتصــادي في الحال
 في الص�غة الثان�ة.  yتا�ع لـ  xحین أن 

ســـــــعر التكلفة"، تعني أن الر�ح یتحدد �نت�جة للفرق بین ســـــــعر   –مثلاً، التعبیر "الر�ح = ســـــــعر الب�ع  
 السوق الحر.  ، وهو أحد م�ادئ عمل اقتصاد الب�ع في السوق وتكلفة المنتج لدى الشر�ة

التعبیر "ســـعر الب�ع = ســـعر التكلفة + الر�ح"، تعني أن ســـعر الب�ع یتحدد �عد معرفة التكلفة و�إضـــافة 
 هامش الر�ح، وهو أحد م�ادئ الاقتصاد الاشتراكي المخطط (التسعیر الإداري). 

ــ�ة لا تمیز بین التعبیر�ن، � ــ�اغة الر�اضــــ ــ�ات تنظر إلىفي حین أن الصــــ المتغیرات  معنى أن الر�اضــــ
 معنى، وعلى الدارس الاقتصادي تحمیل هذه الرموز المعنى المناسب وتفسیرها.�شكل مجرد من ال

من الضـروري أثناء صـ�اغة العلاقات الر�اضـ�ة توضـ�ح المتغیر التا�ع والمتغیر المسـتقل، ولذلك نكتب 
ــكل  ــتقل ه، وذلك yبدلاً من   F(x)عادةً التا�ع على شـــ و�أن المتغیر التا�ع  xو  للقول أن المتغیر المســـ

y=F(x)  هو المتغیر التا�ع لـx.وهذا ما سنعتمده لدي الحدیث عن الص�غ الر�اض�ة �شكل عام ، 

 x, y، ولكن التا�ع قد �كون لمتغیر�ن فقط مثلاً  x, y, z, tقد نجد في الصــ�غة الر�اضــ�ة عدة متغیرات  
ــا  ــا �ثوابـــت ظهرت المتغیرات الأخرى في  حتى و�ن F(x,y)فنكتـــب حینهـ ــة فیُنظر إلیهـ أو  الصــــــــــــــ�غـ

تعني أن  F(x,y) = 2x + 3y -5z +t +15، مثلاً: Fلا یتــأثر بهــا التــا�ع  Parametersمعــاملات 
 معاملة الثوابت. zو  tفقط، وتعامل  x, yالتا�ع للمتغیر�ن 

ــمن إطار  ــك مفید للغا�ة، و�دخل ضـــــ ــ�ة هو ولا شـــــ ــ�غ ر�اضـــــ ــاد�ة إلى صـــــ إن تحو�ل الظاهرة الاقتصـــــ
ــاد�ة  الر� ــاد وندعوه �النمذجة الاقتصــــــ ــ�ات التطب�ق�ة في الاقتصــــــ أو نماذج   Economic Modellingاضــــــ

جأ ، ولن �كون الموضـوع  الرئ�س في الأمل�ة الحال�ة بل سـنلEconometrics Modelsالاقتصـاد الق�اسـي  
 إلى أدواته حسب الحاجة.
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 الدرجة الأولى التوا�ع من 2-1

ــا�قاً أن   ــكل�كتب �ى  لدرجة الأولر حدود من ای�ثرأینا سـ أعداد ثابتة  a, bحیث   ،F(x) = a x + b  الشـ
 .a # 0لا �ساوي الصفر  aحق�ق�ة و 

 ، نقوم �ما یلي:من الدرجة الأولى F(x)إشارة �ثیر الحدود لإ�جاد 

  ax + b = 0أي    F(x) = 0  من الدرجة الأولى: حل المعادلةأ) 

𝑥𝑥0  للمعادلة حل/جذر وحید هو = − 𝑏𝑏
𝑎𝑎

   

 �عد الجذر. aقبل الجذر وموافقة لإشارة  aمخالفة لإشارة  F(x)تكون إشارة ب) 

 ت) نضع جدول إشارة �ثیر الحدود �ما یلي:

- ∞                             x0 = −b
a
 xق�م  ∞ +                            

 F(x)إشارة  aلإشارة  مخالف            a                0موافق لإشارة          

(محور  xُ�مثل �ثیر الحدود من الدرجة الأولى هندسـ�اً في فضـاء ثنائي ال�عد (مسـتوي) محوره الأفقي  
 (محور العینات) �شكل مستق�م. F(x)السینات) ومحوره العمودي 

 ات.مع محور السین المستق�موُ�مثل ظل الزاو�ة التي �صنعها  Slobe �میل التا�ع aیُدعى الثابت 

أي نقطـــة تقـــاطع الخط الب�ـــاني للتـــا�ع مع محور  x=0عنـــدمـــا  F(x)ق�مـــة  b في حین �مثـــل الثـــابـــت 
  .Intercept العینات 

 
 
 
 
 
 

 من الدرجة الأولى لتوا�عالخط الب�اني  �عض أشكال )1-2الشكل (

  F(x) = 2x - 4 ادرس إشارة ).1-2مثال (
 .  F(x):  F(x) = 2x – 4 = 0  ⇒ x = 2التي تعدم  xنحسب ق�مة 

   ]x∈]-∞, +2 أو  x<2أي من أجل  2أي سالب قبل الجذر  a=2مخالفة لإشارة  F(x)إشارة 

F(x) 

x 

b F(x) = b 

F(x) 

x 

F(x) = ax 

F(x) 

x 

b الزاویة α 

F(x) = ax + b 
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  ]∞+ ,x∈]+2  أو x>2أي من أجل  2أي موجب �عد الجذر  a=2وموافقة لإشارة                

  F(x) = 2x ادرس إشارة ).2-2مثال (

 F(x):  F(x) = 2x = 0  ⇒ x=0التي تعدم  xنحسب ق�مة 

 . x، �اختصار له نفس إشارة هأي سالب قبل الصفر وموجب �عد  ،aمخالفة لإشارة  F(x)إشارة 

 .2ومیله �ساوي  (5 ,1)أوجد المعادلة لمستق�م �مر �النقطة  ).3-2مثال (

 .  a, b�عني إ�جاد ق�م ثوابت المعادلة   F(x) = a x + b إ�جاد معادلة المستق�م

 ،  a = 2المیل:  

ــ�ح:  x = 5من أجل  F(x) = 1نبدل ق�م النقطة : bق�مة      2x1 + b = 5في المعادلة فتصــــــــــ
 ، b  :b = 5-2 = 3و�التالي تحسب ق�مة 

 . F(x) = 2 x + 3فتص�ح معادلة المستق�م: 

 رسم مستق�م �مر من نقطتین. ).4-2مثال (

حاول   بهاتین النقطتین.والمطلوب: رسم المستق�م الذي �مر  (3- ,2)و   (3 ,5)ل�كن لدینا النقطتین:  
 إ�جاد معادلة المستق�م.

نرســــــــــــــم جملة إحداث�ات من محور�ن، ونمثل النقطتین علیها، ثم نصــــــــــــــل بین النقطتین، ف�كون هو 
 المستق�م المطلوب.

  

 

 

 

 

 رسم مستق�م �مر من نقطتین )2-2الشكل (

ثوابت الق�م  ونجد   نالنقطتی، نبدل y = a x + bهو    معادلة المسـتق�مل  المسـتق�م: الشـكل العاممعادلة 
a, b   . 

 5a + b = 3، نجد: (3 ,5)من النقطة الأولى 

مر مستق�م �
 من نقطتین

y 

x 

(5, 3) 

(2, -3) 
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 2a + b = 3-، نجد: (3- ,2)من النقطة الثان�ة 

ســـــنرى في الفقرة اللاحقة ��ف�ة  .a, bنحصـــــل على معادلتین من الدرجة الأولى �مجهولین هما  
 إ�جاد الحل المشترك لهاتین المعادلتین.

 ب�ان�اً وجبر�اً  خط�ةلات حل جملة معاد 2-2

ــكل لدینا عدة معادلات �عدة متغیرات، و�جب ال�حث عن  ــاد�ة، یتشـــــــــ في الكثیر من الظواهر الاقتصـــــــــ
 حلول مشتر�ة لهذه المعادلات، هناك طرق عدیدة لإ�جاد هذه الحلول. 

 حالات: 3لدینا 

 عدد المعادلات �ساوي عدد المتغیرات.الحالة الأولى: 

 عدد المتغیرات.المعادلات أكبر من د عد الحالة الثان�ة: 

 عدد المعادلات أصغر من عدد المتغیرات.الحالة الثالثة: 

ســـــنهتم حال�اً �الطرق ال�ســـــ�طة لمعالجة الحالة التي �كون فیها المعادلات خط�ة حیث عدد المعادلات 
عن ، �مــا ســــــــــــــنعود إلیهــا عنــد الحــدیــث Simultaneous Linear Equations�ســـــــــــــــاوي عــدد المجــاهیــل 

 سنتعرض للحالتین الأخر�تین في مواضع مختلفة من هذه الأمل�ة حسب الحالة.  المصفوفات، في حین

 الحل الب�اني 2-2-1

ســنقتصــر في هذه الفقرة على التمثیل الب�اني لمعادلتین �مجهولین فقط، إذ �صــعب رســمها هندســ�اً إذا  
 .2كان عدد المجاهیل أكبر من 

 ا یلي:یتم ال�حث عن الحل المشترك �م

 لب�انین للمعادلتین على نفس جملة الاحداث�ات.نرسم الخطین ا .1

نوجـد على الشــــــــــــــكـل الب�ـاني نقـاط تقـاطع الخطین (إن وجـدت)، فتكون هي الحـل المشــــــــــــــترك  .2
 للمعادلتین.

نوجد المساقط لهذه النقاط على المحور�ن الأفقي والعمودي، فتكون ق�م المساقط هي ق�م الحل   .3
 المشترك. 

 :x, yن �مجهولین المعادلتیل�كن لدینا ) 5-2مثال (
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 y = 2x + 14المعادلة الثان�ة     y = 5x – 4المعادلة الأولى     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ) الحل الب�اني لجملة معادلتین خطیتین3-2الشكل (

للتقـاطع بینهمـا ولا في �عض الحـالات، قـد �كون الخطین الب�ـانیین متواز�ین، و�ـالتـالي لا یوجـد إمكـان�ـة 
 الحالة عندما �كون للمستق�مین نفس المیل.جد حل مشترك، تقع هذه یو 

 :x, y) ل�كن لدینا المعادلتین �مجهولین 6-2مثال (

 0.5y - x = 2المعادلة الثان�ة       y - 2x = 10المعادلة الأولى   

ي لا یوجد ) أن الخطین الب�انیین متواز�ان، و�التالي لا یوجد تقاطع بینهما أ3-2نلاحظ من الشــــــــكل (
 .2حل مشترك للمعادلتین. ونلاحظ أن للمعادلتین نفس المیل و�ساوي 

�ما  Isocost�مكن أن تعبر هذه الحالة على ظواهر اقتصــــــــــــــاد�ة ندعوها الخطوط متســــــــــــــاو�ة التكلفة 
هذه الظاهرة عندما تتغیر التكال�ف الثابتة مثلاً وت�قى التكال�ف المتغیرة للقطعة   ســــنرى لاحقاً. تحصــــل

ــتوى إلى الو  ــتق�م) ثابتة، أي ینتقل الخط الب�اني �املاً من مســـــ ــتوى احدة (المعبر عنها �میل المســـــ مســـــ
 أعلى أو أقل حسب الحالة.

 

 الحل المشترك
26 

6 
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 الب�انیین متواز�ین (لا یوجد حل مشترك) الخطین ) 4-2الشكل (

ب�ان�اً و��جاد  وفي حالات أخرى، قد تكون إحدى المعادلتین أو الاثنتین غیر خط�ة، ف�مكن أ�ضاً حلها
 الحل المشترك على الشكل الب�اني.

 ) لتكن لدینا المعادلتین:7-2مثال (

  4x + 5y =المعادلة الثان�ة         2x + 5- 2y = xالمعادلة الأولى  

 )، یتقاطع الخطان الب�ان�ان في نقطتین (الحل المشترك) هما:5-2نجد من الشكل (

 x=6, y=29طة الثان�ة: عندما نقال  x=0, y=5النقطة الأولى: عندما 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل المشترك لجملة معادلتین إحداهما غیر خط�ة) 5-2الشكل (
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 الجبري �طر�قة التعو�ضالحل  2-2-2

رأینا أعلاه طر�قة حل ب�ان�ة، وهي مفیدة في حالات خاصـة، سـنرى حال�اً طر�قة الحل �التعو�ض وهي 
ــل في حال �ان عدد المتغیرات  ــتر�ة بین المعادلات أكثر من اثنین ندعوها طر�قة   �التأكید أفضـــــ المشـــــ

على الحالة التي �كون فیها عدد ، �ما ســـــنقتصـــــر  Elimination Methodالحل �التعو�ض أو �الحذف  
 المجاهیل �ساوي عدد المعادلات.

 تعمل الطر�قة �ما یلي:

 ) حساب أحد المجاهیل من إحدى المعادلات بدلالة المجاهیل الأخرى.1(

 ) في المعادلات الأخرى.1استبدال المجهول المحسوب من () 2(

ج حتى نحصـــــــل في آخر عمل�ة اســـــــتبدال ) للمجاهیل المت�ق�ة �التدر�2) و (1) تكرار الخطوتین (3(
 على معادلة واحدة �مجهول واحد.

 رج. ) ثم العودة للمعادلات السا�قة و��جاد ق�م المجاهیل �التد 3) یتم حل المعادلة الناتجة من (4(

 وسنوضحها على عدد من الأمثلة.

فقط، �ما یلي. ل�كن   �مكن دوماً اللجوء إلى الشـــــــــــــكل العام لحل معادلتین من الدرجة الأولى �متغیر�ن
 لدینا المعادلتین:

 dx + ey = fالمعادلة الثان�ة      ax + by = cالمعادلة الأولى  

 تین.ثوابت المعادل a, b, c, d, e, fمجهولین، و  x, yحیث 

 ثم طرح المعادلتین: bوضرب الثان�ة بـ  eوذلك �ضرب المعادلة الأولى بـ  yأ) حذف المجهول 

  eax + eby = ec 
-   bdx + bey = bf 

   (ae – bd) x = ec - bf     
x  :𝑥𝑥ومنه نجد ق�مة  = 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑎𝑎𝑎𝑎−𝑏𝑏𝑏𝑏
 

 ثم طرح المعادلتین: a�ة بـ وضرب الثان dوذلك �ضرب المعادلة الأولى بـ  xب) حذف المجهول 

  dax + dby = dc 
-   adx + aey = af 

   (db – ae) y = dc - af     
y  :𝑦𝑦ومنه نجد ق�مة  = 𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑎𝑎𝑎𝑎
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حیث لا �مكن التقس�م على صفر،  db-ae=0نلاحظ أن هذه الطر�قة لا �مكن استخدامها عندما �كون  
 لتین (أو هناك عدد لا نهائي من الحلول).أي أنه لا یوجد حل مشترك للمعاد 

 حل معادلتین خطیتین �مجهولین. )8-2مثال (

 ل�كن لدینا المعادلتین:

 2x + 3y = 15الثان�ة      4x + 5y = 20الأولى 

 الحل: 
 ونجمع المعادلتین: 2-نضرب المعادلة الثان�ة �العدد 

4x  + 5y  =  20  
* -2  -4x + -6y = -30 

 0   –   y  = -10  ⇒  y = 10 

 .x=-7.5مما یؤدي إلى  4x + 5*10 = 20�إحدى المعادلتین ولتكن الأولى:  y=10نستبدل 

 x = -7.5  ,  y = 10ف�كون الحل المشترك:  

 یُنصح دوماً �التأكد من الحل المشترك، خصوصاً إذا �ان عدد المعادلات �بیراً:

 صح�حة.   20 = 10*5 + (7.5-)*4الأولى 

 أ�ضاً صح�حة.  15 = (10)*3 + (7.5-)*2الثان�ة  

 ) حل معادلتین �مجهولین إحداهما خط�ة والأخرى تر��ع�ة.9-2مثال (

 )7-2لنحاول إ�جاد الحل المشترك للمعادلتین المذ�ورتین في المثال (

 y = 4x + 5المعادلة الثان�ة    2x + 5- 2y = xالمعادلة الأولى  

 الحل:

 ،y=4x+5من المعادلة الثان�ة نجد 

 2x + 5 - 24x + 5 = xفي المعادلة الأولى:   yنستبدل 

     x2 - 6x = 0�الاختصار نجد 

 x (x-6) = 0خارج قوسین نجد  x�إخراج عامل مشترك 

 62x=أو   01x=إما  xف�كون ق�م 
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 : yنستبدل هاتین الق�متین في المعادلة الثان�ة (أو الأولى) لإ�جاد ق�م 

  x=0, y=5لحل (النقطة) الأول: ا  1y = 5 = 5 + 0*4نجد    01x=من أجل 

 x=6, y=29الحل (النقطة) الثاني:  2y 29 = 5 + 6*4 =نجد    62x=من أجل 

 نلاحظ أنه نفس الحل الب�اني الذي حصلنا عل�ه.

 ) حل معادلتین خطیتین �مجهولین �استخدام الص�غة العامة.10-2مثال (

 ):8-2لنأخذ المعادلتین في المثال (

 2x + 3y = 15الثان�ة      4x + 5y = 20ولى لأا
 الحل: 

   a=4,  b=5, c=20ق�م ثوابت المعادلة الأولى:  
   ,d=2,  e=3, f=15ق�م ثوابت المعادلة الثان�ة:  

x  :𝑥𝑥ق�مة  = 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎−𝑏𝑏𝑏𝑏

= 3∗20−5∗15
4∗3−5∗2

 = -7.5 

y  :𝑦𝑦ق�مة  = 𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑎𝑎𝑎𝑎

= 2∗20−4∗15
2∗5−4∗3

= 10 

 الحل الذي حصلنا عل�ه سا�قاً.نجد أنه نفس 

ــاً، لكن إذا �ــان عــدد  إذا �ــان لــدینــا أكثر من مجهولین اثنین، ف�مكن تطبیق طر�قــة التعو�ض أ�ضـــــــــــــ
المجاهیل �بیراً تُصـ�ح الطر�قة معقدة ولا ننصـح بها، بل ننصـح �اللجوء إلى المصـفوفات. لنحاول حل 

 ).11-2ل الآتي (ثة متغیرات فقط في المثاجملة ثلاث معادلات خط�ة بثلا

 ) حل جملة معادلات خط�ة بثلاث متغیرات.11-2مثال (

 ل�كن لدینا المعادلات الثلاث الآت�ة:

  x - 3y + 4z = 5  [1] 
2x +   y  +  z = 3  [2] 
4x + 3y  + 5z = 1 [3] 

 لنحاول إ�جاد الحل المشترك لهذه المعادلات �طر�قة التعو�ض.

 : y, z�متغیر�ن فقط  [4]ا للثان�ة، فنحصل على المعادلة ونجمعه 2-بـ  [1]معادلة نضرب ال

y – z = -1   [4] 

 : y, z�متغیر�ن فقط  [5]ونجمعها للثالثة، فنحصل على المعادلة  4-بـ  [1]نضرب المعادلة 
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15y – 11z = -19  [5] 

 طر�قة:�مجهولین، نحلهما بنفس ال [5]و  [4]ف�كون لدینا المعادلتین 

 : z �متغیر فقط  [6]ونجمعها للخامسة، فنحصل على المعادلة  15-بـ  [4]نضرب المعادلة 

4z = -4  [6] 

 y=-2  :y – (-1) = -1، فنجد ق�مة [4]، نستبدلها في المعادلة z=-1منها، نجد ق�مة 

 x=3  :x – 3*(-2) + 4*(-1) = 5فنجد ق�مة  [1]في المعادلة  z=-1و  y=-2نستبدل 

 :x=3, y=-2, z=-1ح دوماً �التحقق من الأجو�ة نصیُ 

 صح�حة  5 = (1-)*4 + (2-)*3 – 3:  [1]المعادلة 

 صح�حة  3 = (1-) + (2-) + (3)*2:  [2]المعادلة 

 صح�حة 1 = (1-)*5 + (2-)*3 + (3)*4:  [3]المعادلة 

 (التوا�ع التر��ع�ة) الدرجة الثان�ة التوا�ع من 2-3

 أعداد حق�ق�ة و a, b, c  حیث ، bx + c 2F(x) = ax +العام:  له الشـكلالثان�ة   كثیر حدود من الدرجة
a عندما �كون . غیر معدومa=0 .فإن �ثیر الحدود �ص�ح من الدرجة الأولى 

 إشارة �ثیر حدود من الدرجة الثان�ة 2-3-1

 ا یلي:سالب أو موجب، ولذلك نقوم �م F(x)تي تجعل ال xتعني تحدید ق�م  F(x) دراسة إشارة

 F(x) = 0اعت�ار �ثیر الحدود �معادلة من الدرجة الثان�ة أي  .1

 .إن وجدت)(إ�جاد جذور المعادلة  .2

 .بین الجذر�ن، وخارج الجذر�ن F(x)دراسة إشارة المقدار  .3

 وجذور المعادلة. F(x)وق�م �ثیر الحدود  xوضع جدول مساعد لتغیرات ق�م  .4

 .F(x)�اغة مجالات إشارة ص .5

     bx + c =0 2ax  ⇒F(x)=0 +  ر الحدود:نعدم معادلة �ثی 

 ، هناك ثلاث حالات ممكنة: ∆  =4a.c – 2b الممیزنحسب 



46 
 

 للمعادلة جذران حق�ق�ان. 0 < ∆ الحالة الأولى:

 للمعادلة جذر مضاعف. 0 = ∆ الحالة الثان�ة:

 ل�س للمعادلة جذور.  0 > ∆الحالة الثالثة:

 الشكل الآتي:لة �، نحسب جذرا المعاد  0 < ∆ الحالة الأولى

a
bx

a
bx

22 21
∆−−

=
∆+−

= 

 : aوخارج الجذر�ن موافق لإشارة  aبین الجذر�ن مخالف لإشارة  F(x)نضع جدول فتكون إشارة 

∞ + 2x  1x ∞ - x 
  F(x) إشارة  aموافق لإشارة  a 0مخالف لإشارة  a 0موافق لإشارة 

ــاوي : 0 = ∆  الحالة الثان�ة ــاعف �ســـ x0  للمعادلة جذر مضـــ = −b
2a

ــارة   قبل و�عد  F(x)وتكون إشـــ
 .aالجذر موافقة لإشارة 

 . a، وتكون إشارته موافقة لإشارة  F(x): لا یوجد جذور حق�ق�ة لـ   0 > ∆الحالة الثالثة

   = x + 3 – 22x-F(x) ادرس إشارة المقدار .)12-2مثال (

    x + 3 = 0 – 22x-  ⇒F(x) = 0     :الحل

a = -2 , b = -1 , c = 3     ∆ = b2 – 4a.c = 1- 4*(-2)*3 = 25 > 0 

𝑥𝑥1 = 1+5
2𝑥𝑥(−2)

= −1.5  𝑥𝑥2 = 1−5
2𝑥𝑥(−2)

= +1 
 

∞ + +1  -1.5 ∞ - x 
أي   aموافق لإشارة 
 سالب 

أي  aمخالف لإشارة  
 موجب 

أي   aموافق لإشارة  
 سالب 

  F(x)إشارة  

 تماماً،   سالب  �كون  F(x)فإن    ]∞+ ,x∈]-∞, -1.5[ ∪ ]+1  من أجل ق�م

 �كون موجب تماماً. F(X)فإن  ]x∈]-1.5, +1 ومن أجل ق�م

  6x + 9 – 2F(x) = x  ادرس إشارة ).13-2مثال (

    6x + 9 = 0 – 2x  ⇒F(x) = 0     :الحل

a = 1 , b = -6 ,  c = 9       ∆ = b2 – 4a.c = 36- 4*1*9 = 0 

00
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x0 = -b/2a = 6/2 = +3 
∞ + +3 ∞ -  

 F(x)إشارة   أي موجب  aموافق لإشارة  0 أي موجب  aشارة موافق لإ

  x + 1 – 2F(x) = 3x ادرس إشارة  ).14-2مثال (

    x + 1 = 0 – 23x  ⇒F(x) = 0             :الحل

a = 3 , b = -1 ,  c = 1       ∆ = b2 – 4a.c = 1- 4*3*1 = -11 < 0 

 أي موجب دوماً. aتوافق إشارة  F(x)شارة حیث أن الممیز سالب فلا یوجد جذور للمعادلة، و�

 وضع �ثیر حدود من الدرجة الثان�ة على شكل جداء 2-3-2

�تـابتـه  ه ُ�مكنفـإن ـ 2x و 1x جـذران bx + c 2F(x) = ax +  الثـان�ـةإذا �ـان لكثیر الحـدود من الـدرجـة 
    2x-)(x1x-F(x) = a(x(  :على الشكل على شكل جداء

  0x-F(x) = a(x(2  ت�ه على الشكل:كن 0x  جذر مضاعفو�ذا �ان له 

 على شكل جداء.  = 2x + 2 – 24x-F(x) ضع �ثیر الحدود  ).15-2مثال (

 :F(x) = 0نحسب جذور المعادلة 
F(x) = 0  ⇒  -4x2 – 2x + 2 = 0 

∆ = 4 – 4*(-4)*2 = 36 > 0 

𝑥𝑥1 =
+2 + 6

2 × (−4)
= −1 𝑥𝑥2 =

+2 − 6
2 × (−4)

= 0.5 

 . F(x) = 2(x+1)(x-0.5) :�ما یلي جداء شكلعل  F(x) و�التالي �كتب 

 على شكل جداء 6x + 9- 2F(x) = x ضع �ثیر الحدود  ).16-2مثال (

 : F(x) = 0نحسب جذور المعادلة 
F(x) = 0  ⇒  x2 – 6x + 9 = 0 

∆ = 36 – 4*1*9 = 0 
x0 = -b/2a = 6/2 = 3 

 . F(x) = (x-(23  :�ما یلي على شكل جداء F(x)و�التالي �كتب 

 .على شكل جداء  2x –F(x) = 9 ضع �ثیر الحدود  ).17-2مثال (

x
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 : F(x) = 0نحسب جذور المعادلة 
F(x) = 0  ⇒  -x2 + 9 = 0 

x2 = 9  ⇒  x1 = +3 , x2 = -3     

 F(x) = -(x+3)(x-3) = (3+x)(3-x) على شكل جداء: F(x)و�التالي �كتب 

 منها: لكتا�ة �ثیر الحدود على شكل جداء، هناك طرق أخرى 

 أمثلة:  .أ) إخراج عامل مشترك

F1(x) = 3x2 – 6x = 3x (x-2) 
F2(x) = x2 + 4x = x (x+4) 
F3(x) = 1/4 x2 – x = 1/4 x (x-4) 

 ب) المطا�قات الشهیرة:

(a+b)2 = a2 + 2ab + b2 
(a-b)2 = a2 - 2ab + b2 
a2 - b2 = (a+b)(a-b) 

تساوي   2xحیث أمثال  bx + c 2x + من الشكلج) التحلیل الم�اشر، إذا �ان لدینا �ثیر حدود 
 ثلة:أم .cوجداؤهما  bن�حث عن عددین مجموعهما الواحد، 

F1(x) = x2 – x -2 = (x-2) (x+1) 
F2(x) = x2 – x – 30 = (x-6) (x+5) 

 دراسة إشارة �ثیر الحدود �شكل عام 2-3-3

 نت�ع الخطوات الآت�ة:

) �ثیرات حدود جزئ�ة من الدرجة الأولى أو كانقدر الإموضع �ثیر الحدود على شكل جداء ( .1
 .الدرجة الثان�ة والتي سبق أن تم دراستهامن 

 .دراسة إشارة �ل واحد من �ثیرات الحدود الجزئ�ة على حدة  .2

 .تنظ�م جدول ووضع إشارة �ل منها في سطر مستقل  .3

 جزئ�ة.تتحدد إشارة �ثیر الحدود �إجراء جداء (أو قسمة) إشارات �ثیرات الحدود ال  .4

  )xF = (12x – 2+ 4x 3x  ادرس إشارة �ثیر الحدود  ).18-2مثال (

 الحل:
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 ) نضع �ثیر الحدود �شكل جداء: 1

F(x) = x3 + 4x2 – 12x = x (x2 + 4x – 12) = x (x+6) (x-2) 

 :ندرس إشارة �ل منها x, (x+6), (x-2)�ثیرات حدود جزئ�ة هي  3) هناك 2

 x = 0    ،x = -6     ،x = 2الجذور هي 

الحدود الثلاث، ونت�جة ضـرب الإشـارات لنحصـل على إشـارات �ثیرات  ) وضـع جدول نضـع ف�ه  3
 :F(x)إشارة �ثیر الحدود 

 ق�م  ∞ - 6-  0  2 ∞ +
  xكثیر الحدود  - - - 0 + + +
 x + 6كثیر الحدود  - 0 + + + + +
 x - 2كثیر الحدود  - - - - - 0 +
 F(x)إشارة  - 0 + 0 - + +

 .]2 , ∞-[أي على المجال   2قبل الق�مة  ةسال� F(x) �ثیر الحدود إشارة أي أن 

 .]∞+ , 2[أي على المجال  2�عد الق�مة  ةوموج�   

 وا�ع الإیرادات، التكال�ف، والر�حت 2-4

الأر�اح، كثیراً ما نهتم في العلوم الاقتصـــــــــــاد�ة �ال�حث عن أفضـــــــــــل الإیرادات، وأقل التكال�ف، وأعلى 
 جداً ال�حث عن ص�اغة ر�اض�ة لمثل هذه التوا�ع، ثم ال�حث عن أفضل ق�مها.ك من المفید لذل

تمثل الإیرادات الم�الغ الناتجة عن المب�عات الم�اشـرة من منتجاتها، و�ذلك المب�عات الهامشـ�ة (خردة، 
 ات.نشاطاتها من إیراد منتجات ثانو�ة، خدمات ص�انة، ...)، أي جم�ع ما تُحققه الشر�ة من 

في حین تمثل التكال�ف جم�ع النفقات ســــواء الم�اشــــرة على المنتجات (مواد أول�ة، عمالة، طاقة، ...) 
ــاطات والأر�اح، و�ذلك التكال�ف الثابتة مثل إ�جار  ــوم على النشـــــ ــرائب ورســـــ ــرة مثل ضـــــ وغیر الم�اشـــــ

لثـابتـة یز بین التكـال�ف ائمین. عـادةً مـا نمأراضــــــــــــــي أو أبن�ـة أو الرواتـب الثـابتـة للعـاملین الإدار�ین الـدا
FC (Fixed Costs)  والتكــال�ف المتغیرة(Variable Costs)  أي تكلفــة إنتــاج القطعــة الواحــدة دون الأخـذ

ــا  ــة نرمز لهـ ــابتـ ــال�ف الثـ ــار للتكـ ــالاعت�ـ ــال�ف  xحیـــث  V(x)�ـ ــا�ع التكـ ــة، ف�كون تـ ــدد القطع المنتجـ عـ
 .C(x) :C(x) = FC + V(x)الإجمال�ة 

 الفرق الصافي بین جم�ع الإیرادات وجم�ع التكال�ف.  Profit التالي �مثل الر�حو�

x
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تـا�ع الإیرادات النـاجم عن المب�عـات، ول�كن  R(x) عـدد القطع التي تب�عهـا الشــــــــــــــر�ـة، ول�كن xل�كن 
C(x)  تا�ع التكال�ف الكل�ة (الثابتة والمتغیرة)، ف�كون تا�ع الر�حF(x) :له شكل الفرق بینهما 

F(x) = R(x) – C(x) 

 F(x) = R(x) – FC – V(x) وأ

 لنستعرض �عض الأمثلة التطب�ق�ة.

 ). التكال�ف الكل�ة تا�ع خطي.1- 2تطبیق ( 

ل.س شهر�اً، �ما تبلغ تكلفة إنتاج الحذاء الواحد  2000تبلغ التكال�ف الثابتة لأحد مصانع الأحذ�ة 
 ل.س. والمطلوب:  50

 .  C(x)رمز لها بـ التكال�ف الكل�ة ولن، فما هي ص�غة تا�ع xلنرمز لعدد القطع المنتجة بـ   .1
 .C(x)رسم الخطي الب�اني للتا�ع  .2

 الحل:

 * تكلفة القطعة الواحدة)التكال�ف الثابتة + (عدد القطع . التكال�ف الكل�ة = 1

  C(x) = 2000 + 50 xفتص�ح ص�غة تا�ع التكال�ف الكل�ة:        

 لتا�ع والوصل ف�ما بینها. ن من انقطتی   تحدید . رسم الخط الب�اني: أ�سط طر�قة هي 2

  (2000 ,0)تكتب �شكل و   C(x=0)=2000فتص�ح     x=0النقطة الأولى: لتكن 

 (2500 ,10)تكتب و   C(x=10)=2000 + 50*10=2500فتص�ح   x=10النقطة الثان�ة: لتكن 

 . xل.س لكل واحدة إضاف�ة من  50نلاحظ أن التا�ع یتزاید �معدل ثابت، أي    

 

 

 

 
 
 

 لتا�ع تكلفة من الدرجة الأولى ) الخط الب�اني 6-2شكل (لا

2 4 6 8 10 12 

500 
1000 
1500 
2000 
2500 
3000 

 التكالیف الكلیة
  C(x) 

 القطععدد 
x 

(0, 2000) 
(0, 2500) 

C(x) = 200 + 50 x 
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 ). اهتلاك آلة.2- 2تطبیق ( 

 ألف ل.س، و�ستهلكها �شكل خطي على عشر سنوات. 20اشترى أحد التجار آلة �ق�مة 

 .x�تا�ع لسنوات الاستعمال  F(x)اكتب معادلة اهتلاك الآلة  .1

 سنوات من الاستعمال.  4ما هي ق�مة الآلة �عد  .2

 .F(x)�اني لتا�ع الاهتلاك خط البرسم ال .3

 الحل:

 :x�تا�ع لسنوات الاستعمال  F(x)) معادلة تا�ع اهتلاك الآلة 1

 ل.س 2000 = 20.000/10 الاهتلاك السنو�ة:سنوات و�التالي ق�مة  10تستهلك الآلة على 

اً أي قسط الاهتلاك السنوي مضرو� x   :F(x) = 2000xوُ�ص�ح الاهتلاك �تا�ع لعدد السنوات 
 سنوات. 10تلك الآلة �ل�اً �عد �عدد السنوات، و�التالي تُه

 سنوات من الاستعمال: 4) ق�مة الآلة �عد 2

 F(4) = 2000 * 4 = 8000الاهتلاك خلال السنوات الأر�عة �ساوي: 

 ل.س. 12000 = 8000 – 20000و�ص�ح ق�مة الآلة �عد طرح ق�مة الاهتلاكات:  

 ثم الوصل بینهما.دید نقطتین من الخط الب�اني ) رسم الخط الب�اني: �كفي تح3

  (2000 ,1): النقطة  F(1) = 2000ف�كون  x = 1لنأخذ النقطة الأولى من أجل 

  (10.000 ,5): النقطة  F(5) = 10.000ف�كون  x = 5ن أجل لنأخذ النقطة الثان�ة م
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 تا�ع اهتلاك خطي) الخط الب�اني ل7-2الشكل (

1 2 3 4 5 6 

2000 

4000 

6000 

8000 

10000 

12000 

 F(x) الاھتلاك

 سنوات الاستعمال

x 

(1, 2000) 

(5, 10000) 

F(x) = 2000 x 
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 .له ص�غتانتكال�ف تا�ع ). 3-2تطبیق (

ل.س إذا �ان عدد النسـخ   50�قدر أحد الناشـر�ن تكلفة ط�اعة النسـخة الواحدة من أحد الكتب �حوالي 
 1000ل.س إذا تجاوز عدد النسـخة المطبوعة    40نسـخة، وتتناقص إلى   1000المطبوعة لا یتجاوز  

 نسخة. والمطلوب:

 .xنسخ بدلالة عدد ال F(x)ما هو تا�ع تكلفة الط�اعة  .1

 رسم الخط الب�اني للتا�ع. .2

 الحل:

 �ما یلي: xص�غتان حسب ق�م  F(x)) �أخذ تا�ع الط�اعة 1

 F(x) = 50 x�أخذ التا�ع الشكل   x ≤ 1000إذا �ان 

  F(x) = 40 x�أخذ التا�ع الشكل   x > 1000إذا �ان 

 حظ أن التا�ع غیر مستمر عن النقطة ) الخط الب�اني للتا�ع: نلا2
x = 1000  40إلى  50وذلك �سبب تغیر المیل من. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 تا�ع خطي له ص�غتان مختلفتین) الخط الب�اني ل8-2الشكل (

 ). الر�ح تا�ع للكم�ة.4-2تطبیق (

 أجرى أحد مصانع الطاولات �حثاً عن مدى استعداد المستهلك لشراء منتجاته من الطاولات، تبین له 

 P(x) = 50 – 0.3 xلطاولات الممكن ب�عها وله الشكل: أن سعر ب�ع الطاولة هو تا�ع لعدد ا

 تكلفة الطباعة

 F(x) ألف ل.س 

200 400 600 800 1000 1200 

10000 

20000 

30000 

40000 

50000 

60000 

 عدد النسخ

x (0, 0) 

(1000, 50000) 

F(x)   = 50 x 

1400 

F(x) = 40 x 
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 طاولة. xسعر الب�ع من أجل  P(x)عدد الطاولات و  xحیث 

 4x + 60 2C(x) = 2.3 x +فكان لها الص�غة الآت�ة:  C(x)اج وقام المصنع بتقدیر تكال�ف الإنت

 والمطلوب:
 F(x)الر�ح  ا�ع، تR(x)، تا�ع الإیرادات D(x)) تحدید ص�غ: تا�ع سعر الطلب 1

 ) التي �كون فیها المصنع را�حاً.x) تحدید مجال عدد الطاولات (ق�م 2

 الحل:

 دفعه، و�التالي له نفس ص�غة سعر ب�ع الطاولة أي:) تا�ع الطلب هو السعر المستعد المستهلك 1

D(x) = P(x) = 50 – 0.3 x 

 أي: R(x) = x D(x)تا�ع الإیرادات هو الكم�ة الم�اعة مضرو�اً �سعر الب�ع 
20.3 x –0.3x) = 50 x  –R(x) = x (50  

 أي: F(x) = R(x) – C(x)تا�ع الر�ح هو الفرق بین الإیرادات والتكال�ف 

60 -+ 46x  22.6x-+ 4x + 60)  =  2(2.3 x –) 20.3x –F(x) = (50x  

 أي: F(x) > 0) �كون المصنع را�حاً عندما �كون تا�ع الر�ح أكبر من الصفر 2

60 >0 –+ 46x  22.6x- F(x) = 

 ونقبل الق�م التي تجعله موج�اً: F(x)ندرس إشارة �ثیر الحدود  

 ونحل هذه المعادلة: F(x) = 0نضع 

∆ = b2 – 4 a c = 1492   و�كون√∆= 38.63 

𝑥𝑥1هي:   F(x) = 0جذور المعادلة  = −46+38.63
2𝑥𝑥(−2.6)

𝑥𝑥2و   1.42 =  = −46−38.63
2𝑥𝑥(−2.6)

 = 16.27 

 
 16.27  1.42 0 x 
  F(x)إشارة   ، خاسر سالب 0 ، را�ح موجب 0 ، خاسر سالب

 �كون سالب تماماً،   F(x)فإن  ]∞+ ,16.27[ ∪ ]1.42 ,∞-[من أجل ق�م 

�كون موجب تماماً، أي أن المصنع ُ�حقق أر�اح على   F(X)فإن  ]x∈ ]1.42, 16.27ومن أجل ق�م 
 ني أدناه. و�أن الر�ح الأعظمي �قع ضمن هذا المجال.هذا المجال فقط، �ما یوضح الخط الب�ا

نلاحظ �جب أن �كون عدداً طب�ع�اً �ونه �مثل عدد طاولات، و  xمن المفید الإشـــــارة إلى أن ملاحظة: 

∞+
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في هــذه الحــالــة �مكن أ�ــة قیود.  xلم نفرض على �وننــا  ه ل�س �ــذلــك عنــد �عض الق�م،أن ــ
ــح�حة مع ــر�ة إلى أعداد صــــ ــرورة تحقق الر�ح تقر�ب الأعداد العشــــ ــكل  الانت�اه إلى ضــــ وشــــ

 .طاولة 2قرب إلى ت 1.42مثلاً  التا�ع.

 

 

 

 

 

 

 

 
 تا�ع ر�ح من الدرجة الثان�ة تا�ع للكم�ة الب�اني ل) الخط 9-2الشكل (

 ): تا�ع الر�ح �تا�ع لسعر الب�ع. 5- 2تطبیق ( 
 الدفتر./$ 2لواحد یُنتج أحد المعامل دفاتر مدرس�ة بنوع�ة جیدة، حیث تبلغ تكلفة الدفتر ا

 سنو�اً.دفتر  4000الدفتر، و�مكن ب�ع بهذا السعر /$ 5�مكن ب�ع الدفتر الواحد �سعر 
دولار، سیؤدي إلى خسارة   1تُخطط إدارة المعمل لز�ادة سعر الب�ع، وتقدر أنه من أجل �ل ز�ادة �مقدار  

 دفتر من المب�عات. والمطلوب: 400
 . pر الب�ع لة سعبدلا F) عبر عن ص�غة تا�ع الر�ح 1
 ) ارسم الخط الب�اني لتا�ع الر�ح.2
 لمعمل را�ح؟  ) ما مجال عدد الدفاتر التي �كون فیها ا3
 ) استنتج من الخط الب�اني الق�مة التقر�ب�ة لعدد الدفاتر المتوقع ب�عها حیث الر�ح أكبر ما �مكن.  4

 الحل:

 : pبدلالة سعر الب�ع  F) ص�غة تا�ع الر�ح 1

 اعة مضرو�اً بر�ح الدفتر الواحدالدفاتر الم�الر�ح = عدد 

 الدفتر/$ 5دفتر �سعر ب�ع �ساوي   4000نعلم أنه �مكن ب�ع  

 على سعر الدفتر الواحد  $ 1دفتر مع �ل ز�ادة  400تنقص هذه الكم�ة الم�اعة �مقدار 

 

 F(x)=143.462الربح الأعظمي 
 x ≈ 8.5عندما  

F(x)=-2.6x2+46x–60 
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  400تؤدي إلى نقص الكم�ة  (p-5)أي  5فكل ز�ادة عن  pإذا �ان سعر ب�ع الدفتر الواحد هو 

 :Q(p)و�التالي ُ�ص�ح تا�ع �م�ة المب�عات بدلالة السعر أي 

 Q(p) = 4000 – 400 (p-5) 
Q(p) = 4000 – 400 p + 2000 = 6000 – 400 p 

 للدفتر الواحد  (p – 2)�اعت�ار أن الر�ح هو الفرق بین المب�عات وتكال�ف الكم�ة الم�اعة أي �ساوي  

F(p) = Q(p) x (p – 2) 
F(p) = (6000 – 400 p).(p – 2) 
F(p) = - 400 p2 + 6800 p - 12000 

 :  pبدلالة سعر الب�ع  F(p)) الخط الب�اني لتا�ع الر�ح 2

 

 

 

 

 

 

 

 
 تا�ع ر�ح من الدرجة الثان�ة تا�ع للسعر) الخط الب�اني ل10-2الشكل (

 مجال عدد الدفاتر التي �كون فیها المعمل را�ح: ) 3

 �م التي تجعله موج�اً:ل القونقب F(p)ندرس إشارة �ثیر الحدود 

=∆√و�كون  27.040.000 = ∆، ف�كون F(p) = 0نحل هذه المعادلة نضع  5200 

𝑝𝑝1هي:   F(p) = 0جذور المعادلة  = −6800+5200
2𝑥𝑥(−400)

𝑝𝑝2و   2 =  = −6800−5200
2𝑥𝑥(−400)

 = 15 

 15  2 0 p 
  F(p)إشارة   ، خاسر سالب 0 ، را�ح موجب 0 ، خاسر سالب

�كون موجب تماماً،   F(p)  الر�ح  فإن  ]15 ,2[  $ أي على المجال15$ و  2سعر بین  من أجل  
 كما یوضح الخط الب�اني أعلاه.

∞+

 

  F(p)=16900الربح الأعظمي 
 p = 8.5عندما  

F(p)=-400p2 6800p-12000 
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 ) الق�مة التقر�ب�ة لعدد الدفاتر المتوقع ب�عها حیث الر�ح أكبر ما �مكن: 4

فتر دولار للد  8.5یوضح الخط الب�اني أن أعلى ر�ح ممكن هو عندما �كون السعر حوالي 
 . $ F(p=8.5) = 16.900، وتكون ق�مة الر�ح الواحد 

 دفتر، وتحسب من تا�ع الكم�ة بدلالة السعر: 2600كما تكون الكم�ة المتوقع ب�عها تساوي  

= 2600 2400 x (8.5) –Q(p=8.5) = 6000  

 لعرض والطلبتوا�ع ا 2-5

ــعر الب�ع للمنتج �لما غالب�ة المنتجات تت�ع ما ندعوه قانون العرض والطلب، �معنى أنه �ل ما ارتفع ســــــ
ــاري)   كان هناك نزعة للمُنتِج (ال�ائع) ــتهلك (الشــــــ لأن �عرض �م�ات أكبر للب�ع، في حین �كون للمســــــ

اقتصـاد�ة وتُدرس إحصـائ�اً ولا تهتم   نزعة لتقلیل الكم�ات المشـتراة، تبدو هذه النزعة أو السـلوك �ظاهرة
�عینه. فعندما نقول "ســـــــــلوك المُنتِج" ُ�قصـــــــــد �ه الســـــــــلوك كثیراً �الســـــــــلوك الفردي لمســـــــــتهلك أو لمنتج  

ن الذین �عرضـون منتجهم في السـوق ول�س سـلوك منتج �عینه، وعندما نقول الإحصـائي لمجتمع ال�ائعی
المشـتر�ن الذین �شـترون هذا المنتج ول�س سـلوك   "سـلوك المسـتهلك" نقصـد السـلوك الإحصـائي لمجتمع

 مستهلك �عینه.

ما �كون تا�ع للكم�ات المعروضـة من ال�ائع وللكم�ات المطلو�ة من عر الب�ع غال�اً  نلاحظ أ�ضـاً أن س ـ
المســتهلك، فما هو الســعر المناســب لكل من ال�ائع والمشــتري على الســواء؟ �معنى ما هو الســعر الذي 

 على اســــتعداد لب�ع منتجه عنده؟ وما هو الســــعر المســــتعد المســــتهلك لدفعه؟ وعند أ�ة�كون ف�ه ال�ائع  
 ي هذه الفقرة.كم�ة یتحقق تساوي السعر�ن: سعر ال�ائع وسعر المشتري؟ هذا ما سنحاول دراسته ف

 Supply Functionتا�ع سعر العرض  sP(q)ل�كن 

 Demand Functionتا�ع سعر الطلب  DP(q)ل�كن 

تا�ع یث ، حPوالسـعر  q�ة الر�اضـ�ة و�أنها حل مشـترك لمعادلتین بنفس المتغیرات: الكم�ة  تبدو العمل
 Equilibriumله صـ�غتان تمثلان صـ�غة العرض وصـ�غة الطلب، وما ندعوه بنقطة التوزان  Pالسـعر 

ــترك لهاتین المعادلتین. ــوق ل�س إلا الحل المشــ ــوق منتج ما   في الســ ــل التوازن في ســ عندما إذاً، �حصــ
 D(q) = PsP(q)  نصل إلى تساوي سعري العرض والطلب:

في إحـدى  *qبتبـدیـل   *Pونجـد ســــــــــــــعر التوازن  *qالتوازن ونرمز لهـا  �حـل هـذه المعـادلـة، نجـد �م�ـة
 .DP(q)أو  SP(q)المعادلتین السا�قتین 
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 .لها الشكل الخطي ) تا�عي العرض والطلب6-2تطبیق (

 :الكم�ة المعروضة أو المطلو�ة qحد المنتجات �ما یلي، حیث ل�كن لدینا تا�عي العرض والطلب لأ
  S(q) = 10q تا�ع سعر العرض له الشكل

 D(q) = -10q + 240تا�ع سعر الطلب له الشكل 

 المطلوب:  

 ؟q ≥ 0، ولماذا �جب أن تكون q) رسم الخطین الب�انیین لتا�عي العرض والطلب بدلالة الكم�ة 1

وحساب �ل من  *qوالكم�ة  S(q) = D(q)) حساب إحداث�ات نقطة التقاطع بین الخطین أي عندما  2
 تصادي لهذه النقطة.ند هذه النقطة، تفسیر المعنى الاقسعري العرض والطلب ع

 �النس�ة للعارض و�النس�ة للمستهلك. q=0ى الاقتصادي عندما ) تفسیر المعن3

 .D(q)=0و  S(q)=0) تفسیر المعنى الاقتصادي عندما 4

 الحل:

 :q) الخطین الب�انیین لتا�عي العرض والطلب بدلالة الكم�ة 1

 �ونها تعبر عن �م�ة الطلب أو استهلاك المنتج.�ة ن تكون ساللا �مكن أ qق�م المتغیر 

صــــــــــــ�غتي التا�عین هي من الدرجة الأولى، و�التالي تمثل �ل منهما مســــــــــــتق�ماً في  نلاحظ أن
 جملة إحداث�ات ب�عدین، و�تم رسم الخط �معرفة نقطتین من الخط والوصل بینهما:

 

 

 

 

 

 

 

 

 خطیین وطلب ) الخط الب�اني لتا�عین عرض11-2الشكل (

 

 تا�ع العرض
S(q) = 10q 

 الطلبتا�ع 
D(q) = -10q + 240 

 نقطة التوازن 
q*=12, P*=120 

P*=120 

q*=12 
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 S(q) = D(q)إحداث�ات نقطة التقاطع بین الخطین أي عندما ) 2

وهي  q*=240/20=12نجد  و�حل هذه المعادلة ، و 10q = 10q – 240�مســـــــــاواة المعادلتین، نجد  
الكم�ة التي یتســــــاوى عندها العرض مع الطلب، لذلك ندعوها نقطة توازن الســــــوق، و�كون ســــــعري 

 دها، ونجد السعر المشترك عند هذه النقطة وفق ص�غتي التا�عین:العرض والطلب متساو�ین عن

 S(q*) = 10*12 = 120سعر العرض:  

 D(q*) = 240 – 10*12 = 120سعر الطلب:  

 :q=0الاقتصادي عندما ) تفسیر المعنى 3

 عن تقاطع �ل من تا�عي سعر العرض والطلب مع المحور العمودي: q=0تعبر 

، �طب�عة 240، أي أقصـى سـعر �مكن أن یدفعه المسـتهلك هو  D(q=0)=240�كون سـعر الطلب 
الحال هذه حالة وهم�ة، إذ لا �مكن إ�جاد مســــــــــتهلك عقلاني یدفع أي مبلغ مقابل لاشــــــــــيء، لكن 

 .240الظاهرة عندما تقترب الكم�ة من الصفر فإن السعر �قترب من الق�مة  �مكن تخیل

ــعر العرض  ــتعد لعرض ب�ع �أي أن العارض/المُن S(q=0)=0و�كون ســ ــعر تج مســ ــفر �ســ م�ة صــ
صـــــــفر، وهي أ�ضـــــــاً حالة وهم�ة، لكن �مكن تخیل الظاهرة عندما تقترب الكم�ة من الصـــــــفر فإن 

 سعر العرض �قترب من الصفر.

 :D(q)و  S(q)=0یر المعنى الاقتصادي عندما ) تفس4

 :عن تقاطع تا�عي سعر العرض والطلب مع المحور الأفقي D(q)=0أو  S(q)=0تعبر 

، أي أن أقصـــى �م�ة �مكن شـــرائها (حتى لو مجاناً) لن q=24تكون ق�مة  D(q)=0ســـعر الطلب 
عنى لا �مكن للطلب في ، �مMarket Saturationقطعة وندعوها أح�اناً طاقة الســـــــــــــوق  24تتجاوز  

 قطعة. 24قطعة أو لا یوجد مستهلكین تستهلك أكثر من  24السوق أن یتجاوز 

ــها �ســـــعر q=0ق�مة تكون   S(q)=0ســـــعر العرض  ، أي أن أقصـــــى �م�ة �مكن للمُنتج أن �عرضـــ
 صفر هي صفر، �معنى لا یوجد عارض مستعد أن یب�ع �سعر مجاني.

 المنتج.  سخطیین لنف طلب): تا�عي 7- 2تطبیق ( 

أطلق أحــد المعــامــل نوعــاً جــدیــداً من البرادات، وتُقــدر إدارة المعمــل أن المب�عــاتهــا خلال العــام القــادم 
 وذجین ول�ست متأكدة منهما، �ما یلي:ستأخذ نم

  S2 = 0.9 n + 2 :النموذج الثاني S1 = 0.6 n + 5 :النموذج الأول
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 رقم الشهر خلال السنة القادمة. والمطلوب: nهو المب�عات الشهر�ة �آلاف القطع، و   Siحیث 
 .S1, S2أ) رسم الخط الب�اني لكل من النموذجین 

 قتصاد�اً؟المحور العمودي، وماذا تعني ا ب) تحدید ق�مة نقاط التقاطع مع
 ت) تحدید میل �ل من المستق�مین، وماذا تعني اقتصاد�اً؟

 تتساوى ق�مة المب�عات للنموذجین، وق�مة المب�عات في هذا الشهر. ث) تحدید متى

 الحل:

 ).12-2في الشكل ( S1, S2أ) الخط الب�اني لكل من النموذجین 

 لعمودي:ب) نقاط التقاطع مع المحور ا

 :n=0نقطة التقاطع مع المحور العمودي أي عندما 

 .S1=0.6*0 + 5براد:  500في النموذج الأول تُص�ح المب�عات تساوي 

 .S1=0.9*0 + 2براد:  200في النموذج الثاني تُص�ح المب�عات تساوي 

لنموذج الأول، براد وفق ا  500تعني اقتصاد�اً، أنه �مكن للمعمل ب�ع م�اشرة (لحظة إقلاع الإنتاج)  
یــل الحــالــة أنــه �مكن إجراء عقود ب�ع �ــاعت�ــار أنــه لا براد وفق النموذج الثــاني. �مكن تخ 200أو 

 یوجد إنتاج فعلي في اللحظة صفر (ولا یوجد مخزون سابق)، على أن تتم عمل�ة التسل�م لاحقاً.

 

 

 

 

 
 
 
 

 ) الخطوط الب�ان�ة لنموذجي مب�عات لنفس المنتج12-2الشكل (

 المستق�مین: میلت) 
 0.6و�ساوي  nهو ق�مة أمثال  S1میل مستق�م النموذج الأول 
 0.9و�ساوي  nهو ق�مة أمثال  S2میل مستق�م النموذج الثاني 

 

 نقطة تقاطع الخطین
(10, 11) 
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ألف) قطعة  0.6( 600�عني اقتصـــــــاد�اً، في النموذج الأول: �ل شـــــــهر تز�د ق�مة المب�عات �مقدار 
 ل شهر في النموذج الثاني.�عة قط 900عن الشهر السابق، في حین تزداد �مقدار 

 ت) نقطة تقاطع المستق�مین حیث تتساوي المب�عات:

 تمثل نقطة تقاطع المستق�مین، الشهر الذي تتساوى ف�ه المب�عات وفق النموذجین:
S1 = S2       0.6أوn + 5 = 0.9n + 2 

الشهر    جین فيالنموذ ، أي تتساوى المب�عات وفق  S1=S2=11و     n=10�حل هذه المعادلة، نجد:  
 ألف قطعة. 11العاشر و�كون عدد البرادات المتوقع ب�عها حینها �ساوي 

 ): تا�ع الطلب له شكل غیر خطي.8- 2تطبیق ( 

 ُ�قدر أحد مستوردي الشاي أن الاستهلاك (الطلب) س�كون خلال الفترة القادمة له الشكل الآتي: 

𝑄𝑄(𝑝𝑝) =
5000
𝑝𝑝2

 

 الكم�ة الممكن استهلاكها �تا�ع للسعر. Q(p)هو سعر �غ �الدولار، و  pحیث 

 هو الزمن مقدراً �الأساب�ع:   tكما یتوقع المستورد أن یتطور سعر الكغ أسبوع�اً وفق الص�غة الآت�ة، حیث  

+ 0.5 t + 10 2p(t) = 0.1 t 

 والمطلوب:

 ) عبر عن تا�ع الطلب (الاستهلاك المتوقع) بدلالة الزمن.1

 ، وما الطلب المتوقع على الشاي حال�اً؟ t=0ظة الحال�ة أي ) ما سعر �غ الشاي في اللح2

 ، وما الطلب المتوقع حینها؟ t=10) ما السعر المتوقع للكغ الواحد في الأسبوع العاشر أي 3

إلى اللانها�ة)، وما الطلب المتوقع  t) ما السعر المتوقع �عد فترة طو�لة جداً (عندما تنتهي 4
 ها؟ حین

 م الخطوط الب�ان�ة لتطور السعر والطلب بدلالة الزمن.رسل MS Excel) استخدام  5

 الحل:

 ) تا�ع الطلب (الاستهلاك المتوقع) بدلالة الزمن  1

𝑄𝑄(𝑝𝑝)تا�ع الطلب حسب السعر هو   = 5000
𝑝𝑝2

 

 t + 10 2p(t) = 0.1 t 0.5 +تا�ع السعر حسب الزمن هو 
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 الزمن:  تا�ع الطلب بدلالةالطلب للحصول على في ص�غة تا�ع  p(t)�كفي استبدال ص�غة 

𝑄𝑄(𝑡𝑡) =
5000
𝑝𝑝(𝑡𝑡)2

=
5000

(0.1𝑡𝑡2 + 0.5𝑡𝑡 + 10)2
 

 و�ما نلاحظ أن المقام من الدرجة الرا�عة.

 :t=0) السعر والطلب في اللحظة الحال�ة أي عندما 2

 كغ: /$ 10في تا�ع السعر ف�كون السعر حال�اً �ساوي  t=0لحساب السعر، نستبدل 

  + 0.5 x 0 +10 = 10 2x 0 p(t=0) = 0.1 

 �غ:  50في تا�ع الطلب بدلالة الزمن، نجد أنه �ساوي   t=0لحساب الطلب، نستبدل 

𝑄𝑄(𝑡𝑡 = 0) =
5000

(0.1 𝑥𝑥 02 + 0.5 𝑥𝑥 0 + 10)2
=

5000
100

= 50 

 :t = 10) السعر والطلب في الأسبوع العاشر أي عندما 3

 كغ:/$ 25السعر حال�اً �ساوي  في تا�ع السعر ف�كون  t = 10لحساب السعر، نستبدل 

  + 0.5 x 10 +10 = 25 2p(t=10) = 0.1 x 10 

 �غ:  8في تا�ع الطلب بدلالة الزمن، نجد أنه �ساوي  t = 10لحساب الطلب، نستبدل 

𝑄𝑄(𝑡𝑡 = 10) =
5000

(0.1 𝑥𝑥 102 + 0.5 𝑥𝑥 10 + 10)2
=

5000
(25)2

= 8 

 إلى اللانها�ة): t (عندما تنتهي ) السعر والطلب المتوقع �عد فترة طو�لة جداً 4

 ، فنجد أنه ینتهي إلى اللانها�ة: ∞ → tعندما  p(t)لحساب السعر، نحسب نها�ة تا�ع السعر 

  ∞ →+10  ∞+ 0.5 x  2∞10) = 0.1 x →p(t 

 في تا�ع الطلب بدلالة الزمن، نجد أنه �ساوي الصفر: ∞ = tالسعر ولحساب الطلب، نستبدل 

𝑄𝑄(𝑡𝑡→ ∞) =
5000
(∞)2

→ 0 

 أي عندما یرتفع السعر �شكل �بیر جداً، یتناقص الاستهلاك (الطلب) إلى الصفر.

 ) الخطوط الب�ان�ة لتطور السعر والطلب بدلالة الزمن:5
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 تطور السعر والطلب لنفس المنتج بدلالة الزمن) الخطوط الب�ان�ة ل13-2الشكل (

 السوق.): ال�حث عن سعر توازن سلعة في 9- 2تطبیق ( 

، و�أن نفس الكم�ة ستطلب  p=S(x)من مادة ما عندما �كون السعر  xم�ة � ینالمنتج�عرض أحد 
 ، حیث ُ�عطى تا�عي الطلب والعرض �ما یلي: P=D(x)من المستهلك عندما �كون السعر 

 2S(x) = x 14 +تا�ع العرض:                 x-D(x) = 174 6تا�ع الطلب:   

 والمطلوب:
 عندما یتوازن السوق؟ �ة والسعر معرفة الكم .1
 نفس جملة الإحداث�ات، والتعلیق عل�ه.  رسم الخطوط الب�ان�ة للعرض والطلب على .2

 الحل:

  S(x) = D(x)) یتوازن سوق المادة عندما �كون العرض �ساوي الطلب أي 1

  x-174     =+ 14 2x 6أي:  

   x  2x 6 +-0 = 160نكتب هذه المعادلة �شكل نظامي فتص�ح:  

  x = 10و   أ  x = -16و�التالي فجذور المعادلة تكون:     0 = (x+6) (x-10)أو �الشكل:  

 x = 10هي �م�ة من واحدات الإنتاج فهي ق�مة موج�ة، أي أن الحل المقبول هو  xوحیث أن 
 لأنه سالب.  x = -16ونرفض الحل 

 �م�ة التوازن،  وهيهي �م�ة الإنتاج التي تساوي العرض �الطلب   x* = 10إذاً 

 

 p(t)تابع السعر 

 Q(t)تابع الطلب 
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) �التبدیل في أي من معادلتي العرض أو *P سعر عند هذه الكم�ة (سعر التوازن و�التالي �كون ال
 . P* = D(10) = 174 – 6 (10) = 114الطلب:  

 ) رسم الخطوط الب�ان�ة: 2

 : )14-2على الشكل (  نلاحظ من الخطوط الب�ان�ة

 واحدة. 114ل.س، والكم�ة تساوي  10 التوازن بین العرض والطلب عند سعر �ساوي  �حصل .1

ل.س أي نقطة تقاطع تا�ع العرض مع محور    14لن �عرض المنتج أ�ة �م�ة �سعر أقل من    .2
 .x=0العینات 

 ل.س.  29لسلعة عندما یتجاوز السعر  الطلب �ص�ح صفر أي لا أحد س�شتري ا  .3

10x0من أجل �م�ة   .4 أن �م�ة  یبین الشكل  فإن هناك نقص في عرض السلعة، �ما ≥≥
 العرض أقل من �م�ة الطلب.

فإن هناك فائض في عرض السلعة، �ما یبین الشكل أن �م�ة العرض   x ≤ 29 ≥ 10  من أجل  .5
 أكبر من �م�ة الطلب.

 

 

 

 
 
 
 

 

 سعر التوازن لتا�ع طلب خطي وتا�ع عرض تر��عي) 14-2الشكل (

 .اثنین) توازن في سوق منتجین 10-2تطبیق (

 مرت�طین أحدهما �الآخر: A, Bب والعرض الآت�ة لمنتجین ا�ع الطللدینا تو 

   A  :10 +  B+ P A2P–=  ADتا�ع الطلب للمنتج 

   B  :+ 5 B2P - A= 2P BDتا�ع الطلب للمنتج 

 

 نقطة التوازن

 تابع العرض
+ 14 2S(x) = x 

 الطلبتابع 
D(x) = 174 – 6x 
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   A  :3 - A= 2P ASتا�ع العرض للمنتج 

   A  :2 - B= 3P BSتا�ع العرض للمنتج 

 .Bمنتج سعر ال BPو  Aهو سعر المنتج  APحیث 

 والمطلوب: تحدید أسعار و�م�ات التوازن للمنتجین.

 الحل:

 منتج �ساوي �م�ة العرض من نفس المنتج.عند التوازن، �كون لدینا �م�ة الطلب من �ل 

 A3 + 2P- = B+ P A2P –10   [1]أو    A= S ADأي عند التوازن �كون  

 B3P2 + - = B2P - A5 + 2P   [2]أو    B= S BDكذلك للمنتج الثاني 

 ، نحل هاتین المعادلتین.B, PAPكما نلاحظ، نحصل على معادلتین �مجهولین فقط هما 

 المعادلتین:نعید ترتیب 

 B+ P A4P-  [1']  =-13المعادلة الأولى تكتب �الشكل:  

 B5P - A2P   [2']  =-7المعادلة الثان�ة تكتب �الشكل:  

 B9P-    [3]  =-27نجد:  ['1]وجمعها للأولى  2بـ  ['2]ضرب 

 BP ) =-/27-3 = (9:  3ومنها نجد سعر المنتج الثاني �ساوي 

PA: 4فنجد سعر المنتج الأول �ساوي  ['2]في المعادلة  BPنستبدل  = −7+5∗3
2

= 4 

 في معادلتي الطلب فنحصل على �م�ة الطلب لكل من المنتجین: B, PAPنستبدل 

   AD  =-5 = 10 + 1*3 + 4*2  :5عند التوازن �ساوي  Aكم�ة الطلب للمنتج 

   BD  4*2 =– 7 = 5 + 3*2:  7عند التوازن �ساوي  Bكم�ة الطلب للمنتج 
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 .من الدرجة الثان�ة ): تا�ع استهلاك11- 2تطبیق ( 

 x = - 200 p + 12000 الشكل:  منتا�ع حجم المب�عات حسب السعر لمنتج معین  لدینا

 سعر ب�ع القطعة الواحدة. pن ب�عها، و عدد القطع الممك xحیث 

 هو المبلغ الإجمالي المصروف من قبل المستهلك خلال الشهر الواحد.  Fول�كن 

 والمطلوب:

 بدلالة سعر الب�ع.  F) عبّر عن مصروف المستهلك 1

 .F(p) = 0) ناقش المعنى الاقتصادي عندما �كون المصروف 2

 مصروف ممكن للمستهلك صرفه.بر أك F(p)) بین على الخط الب�اني للتا�ع 3

 الحل:

 بدلالة سعر الب�ع هو عدد القطع المستهلكة مضرو�اً �السعر: F) مصروف المستهلك 1

 
-4

1

6

11

16

012345

DA(PB=0) SA DB(PA=0) SB 
-4

1

6

11

16

012345

DA(PB=0) SA DB(PA=0) SB

توازن السوق كل من المنتجین بشكل مستقل 
 عندما یكون سعر المنتج الآخر یساوي الصفر

مستقل  توازن السوق كل من المنتجین بشكل
 3عندما یكون سعر المنتج الآخر یساوي 

 

 بنفس الوقت حیث:  A, Bتوازن سوق المنتجین 
 7، وكمیة توازنة تساوي 3بساوي  Aسعر الأول 
 5، وكمیة توازنة تساوي 4بساوي  Bسعر الثاني 

 Aتوازن 
 Bتوازن  
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F(p) = x . p = (-200 p + 12000) . p  
F(p) = -200 p2 +12000 p 

 F(p) = 0) المعنى الاقتصادي عندما �كون المصروف معدوماً أي 2

F(p) = 0 
-200 p2 + 12000 p = 0 
p . (-200 p + 12000) = 0 

 .p = 60أي  p + 12000 = 0 200-أو    p = 0إما  

عندما �كون السعر في أدنى مستو�اته أي �ساوي الصفر، نلاحظ أن المستهلك مستعد 
 قطعة مجان�ة (سقف الاستهلاك)، حیث المصروف �ساوي الصفر. 12000ستهلاك  لا

مصروف المستهلك أص�ح صفراً، ، نلاحظ أن ل.س/القطعة 60عندما �كون السعر �ساوي 
 ل.س للقطعة الواحدة.  60أي أنه غیر مستعد لشراء أ�ة قطعة �سعر أكبر من 

 : pحیث المحور الأفقي هو سعر الب�ع  F(p)) الخط الب�اني للتا�ع 3

نلاحظ على الخط الب�اني لتا�ع المصروف بدلالة السعر، أن أعلى مصروف ممكن �ساوي  
 ل.س/القطعة. 30سعر الب�ع �ساوي  ندما �كون ل.س ع  180000

 

 

 

 

 

 

 

 

 استهلاك تر��عيالخط الب�اني لتا�ع ) 15-2الشكل (

 ). ال�حث عن معادلة مستق�م.12-2تطبیق (

 ل�كن لدینا جدول المب�عات الآتي بدلالة عدد مندو�ي المب�عات المستخدمین:

 

 الحد الأعلى للمصروف
180.000 

30 
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عدد 
 x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12المندوبین 

 y 104 107 112 117 120 123 130 132 136 142 143 147ت المبیعا

 المطلوب:  
 الب�اني لتطور المب�عات بدلالة عدد المندو�ین.) رسم الخط 1
 ) محاولة إ�جاد معادلة الخط الب�اني الناتج (یبدو �مستق�م).2

 الحل:

 عدد المندو�ین.ثل �م X�مثل المب�عات، والمحور الأفقي  Y) الخط الب�اني حیث المحور العمودي 1

 
 سلسلة مب�عات نقط�ة) الخط الب�اني ل16-2الشكل (

 محاولة ال�حث عن المعادلة) 2

 نلاحظ من شكل الخط الب�اني الناتج، یبدو و�أنه مستق�م، لذلك سنفترض أن �مثل مستق�م.

 a, bثابتین ، والمطلوب إذاً تحدید ق�م الY = a x + bمعادلة المستق�م لها ص�غة من الدرجة الأولى 

 ولى وحل مشترك لهاتین المعادلتین.�مكن إ�جاد ق�متي الثابتین عبر تشكیل معادلتین من الدرجة الأ

نفترض أن جم�ع النقاط تقع على الخط الب�اني، و�التالي تحقق صــ�غة المعادلة (من الدرجة الأولى) 
 جاد الحل المشترك:التي ن�حث عنها، �كفي إذاً أخذ أي نقطتین وتبدیلهما في الص�غة و��

  a + b = 104لة الأولى: ) ف�كون لدینا المعاد x=1, y=104لنأخذ النقطة الأولى (

  a + b 12 = 147) ف�كون لدینا المعادلة الثان�ة: x=12, y=147والنقطة الأخیرة مثلاً (

 و�التالي نحصل على معادلتین �مجهولین من الدرجة الأولى، نقوم �إ�جاد الحل المشترك:

a = 3.91      وb = 100.09 

، لذلك �مكن تجر�ب عدد a, bق�م مختلفة للثابتین    ط�عاً، إذا أخذنا نقطتین أخر�تین، قد نحصل على
 الناتجة للنقاط المأخوذة �الاعت�ار. bالناتجة ووسطي ق�م  aمن النقاط ومن ثم أخذ وسطي ق�م 
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ــاوي  aقمنا بتجر�ب عدة نقاط، و�ان وســــطي ق�م   ــاوي  b، ووســــطي ق�م  تقر��اً  4�ســ تقر��اً،   100�ســ
 .y = 100 + 4 xفتكون الص�غة المقترحة للمعادلة لها الشكل: 

 الكم�ة المثلى للإنتاج. ): 13- 2تطبیق ( 

ع للكم�ة أو ُ�صـــــ�ح تا� P(�مئات القطع)، فإن الســـــعر  xُ�قدر أحد المنتجین أنه إذا أنتج �م�ات �بیرة  
المنتج ط�عاً بتعظ�م إیراداته، فما هي الكم�ة المثلى   �رغب . و  P = 60 – x  الطلب وُ�عطى �الشـــــــــــكل

 التي تجعل إیراداته أكبر ما �مكن؟  

 الحل:

 نت�ع الخطوات التقلید�ة لدراسة تا�ع الإیرادات وال�حث عن الق�مة أو النها�ة العظمى لهذا التا�ع. 

    x* الكم�ة  pالسعر =  R(x)الإیرادات 

 P = 60 – xر ول�س ثابتاً: السعر هو تا�ع للكم�ة أي متغی

 وهو تا�ع من الدرجة الثان�ة     - R(x)  =x) –x (60   =+ 60 x 2xإذاً، الإیرادات 

   = x 2x -R(x) 60 +التا�ع المطلوب إ�جاد نهایته العظمى إذاً هو:  

ي  ن إلا أن تكون موج�ة، و�التال تمثل عدد القطع المنتجة فلا �مك x) مجموعة التعر�ف: حیث أن 1(
 . [∞+ ,0]الموج�ة  التا�ع معرف على جم�ع الق�م

 ) النها�ات الحد�ة عند أطراف مجال التعر�ف: 2(

  = R(x)-(0)2 0 = (0) 60 +�أخذ الق�مة   x=0عند الحد الأصغر أي الصفر 

    ∞-إلى  فإن الإیرادات تنتهي إلى  xعندما تنتهي 

  R’(x) = -2 x + 60�ع:   ) المشتق الأول للتا 3(

   R’(x) = 0لنها�ة، نعدم المشتق الأول: اد الإ�ج

  x = 60/2 = 30و�التالي   x + 60 = 0 2-أي  

  = R (x)-(30)2 900 = (30) 60 +نجد الإیرادات تساوي    x=30من أجل 

 هي نها�ة للتا�ع، علینا التأكد أنها نها�ة عظمى.  (900 ,30)إذاً تبدو النقطة 

 ) نضع جدول التحولات: 4(
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 xالكم�ة  0 30 ∞ +
 R’(x)المشتق  +  +  +  موجب 0 سالب   -   -   -

 R(x)التا�ع  0متزاید              900 متناقص             ∞ -

ثم یتناقص اعت�اراً من هذه النقطة،   x=30حتى نقطة النها�ة  0الق�مة طالما أن التا�ع یتزاید من 
 ، ورسم الخط الب�اني للتا�ع. فإن النها�ة عظمى. وللتأكد �مكن حساب المشتق الثاني

وهو سالب دوماً أي التقعر نحو العینات السال�ة    R’’(x) = -2المشتق الثاني لتا�ع الإیرادات:  
 أي أن النها�ة عظمى. 

 ) �عض النقاط المساعدة  5(

 : x=0نقطة التقاطع مع محور العینات أي من أجل  

 وهي مر�زالمحاور  (0 ,0)،  النقطة الأولى  = R(x) :+ 60 (0) = 0  2(0)-R(x)نجد ق�مة       

 : x، نسحب ق�م R(x)=0نقاط التقاطع مع محور السینات أي 

+ 60 x = 0 2x -R(x) =    اء: �مكن �تابته على شكل جدx + 60) = 0-x(    و�التالي نجد أن
 x = 60و    x = 0التا�ع یتقاطع مع محور السینات في نقطتین هما:  

   (0 ,60)النقطة الثالثة و  وهي نفس النقطة التي حصلنا علیها أعلاه، (0 ,0)النقطة الثان�ة 

لات التا�ع، �مكن رسم  �الاستعانة �النقاط المحسو�ة أعلاه، و�جدول تحو .  ) الخط الب�اني للتا�ع6(
  ).17- 2(  الخط الب�اني للتا�ع و�أخذ الشكل الآتي

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ت الخط الب�اني لتا�ع إیرادا) 17-2الشكل (

 

 یراداتالق�مة المثلى للإ
900 

30 

 تا�ع الإیرادات:
R(x) = -x2 +60x 
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عندما �كون عدد القطع المنتجة   900و�النت�جة، فإن الإیرادات تصل الحد الأقصى لتبلغ  
 قطعة، وهي الكم�ة الواجب إنتاجها.   30�ساوي 

 توا�ع توازن الدخل القومي من الدرجة الأولى 2-6

  ، تهتم الدول بتحدید توازن بین حجم الدخل القومي Macroeconomicsعلى مستوى الاقتصاد الكلي 
National Income    وحجم الإنفاق الكليExpenditure  وتقدیر الاستهلاك الكلي ،Consumption  والادخار ،

 ، ...الخ. سنرى ف�ما یلي �عض التطب�قات ال�س�طة لتحدید التوازن الكلي.Savingsالكلي 

 الدخل القومي، ف�كون لدینا:  Yل�كن 

 .S=g(Y)خار ع الاد ، وتا�C=f(Y)ا�ع الاستهلاك بدلالة الدخل القومي ت

عادةً ما یتزاید الاستهلاك والادخار مع تزاید في ق�مة الدخل الإجمالي، لنأخذ حال�اً حالة �كون فیها  
الحد الأدنى للاستهلاك   b. تمثل a, b>0. حیث C = aY + bالاستهلاك تا�ع خطي �النس�ة للدخل: 

معدل تغیر الاستهلاك    aدخل، وتمثل  ن الدخل �ساوي الصفر أي الاستهلاك المستقل عن العندما �كو 
 .a<1>0عندما یتغیر الدخل �مقدار وحدة نقد�ة واحدة، عادةً ما تكون 

 :الحالة ال�س�طة حیث الدخل القومي موزع بین الاستهلاك والادخار

 Y = C + S�كون تا�ع الدخل القومي في هذه الحالة: 

 فإن:  C = aY + b، ول�كن S = Y – Cو�التالي �مكن حساب الادخار الكلي �ما یلي 

S = Y – aY – b = (1-a) Y - b 

 ،  MPC: Marginal Propensity to Consumptionالنزعة الهامش�ة للاستهلاك  aتُدعى الق�مة 

 .MPS: Marginal Propensity to Saveالنزعة الهامش�ة للادخار  a-1كما تُدعى الق�مة  

 �ع غیر خط�ة. حتى في حالة توا MPC + MPS = 1نجد دوماً 

 ، *Y = C + Iفإن الدخل القومي ُ�ص�ح  *Iفي حال وجود حجم محدد من الاستثمارات 

 .C, Yق�م  ، یتم حلهما إ�جاد C, Y، �كون لدینا معادلتین �مجهولین C = aY + bوحیث أن 

 .IS (Investment-Saving)استثمار -یُدعى النموذج في هذه الحالة بنموذج ادخار 

 للاستهلاك وللادخار.نزعة الهامش�ة ) ال19-2مثال (
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 .C = 0.8Y + 5000ل�كن تا�ع الاستهلاك 

 ؟MPS؟ وما ق�مة النزعة الهامش�ة للادخار MPCما ق�مة النزعة الهامش�ة للاستهلاك 

 C = aY + bالشكل العام لتا�ع الاستهلاك بدلالة الدخل 

 .a=0.8تساوي  MPCفتكون النزعة الهامش�ة للاستهلاك 

 .a=0.2-1تساوي  MPSلهامش�ة للادخار لنزعة اوتكون ا

  :حالة وجود إنفاق حكومي

، Government Expenditure (G)ل�كتمل النموذج الاقتصـــــــــــــادي الكلي، علینا إدخال الإنفاق الحكومي 
  Y = C + I + G�أخذ الشكل:  Y، و�التالي تا�ع الدخل القومي Taxation (T)والضرائب 

 *Y = C + I* + Gُ�ص�ح النموذج:  *Iواستثمارات ثابتة  *G من أجل إنفاق حكومي ثابت 

ف�صـــــــ�ح الدخل القومي الجاهز  Tأ�ضـــــــاً علینا أن نخفض الدخل القومي للعائلات �مقدار الضـــــــرائب  
Disposable Income  لإنفاق العائلات ولنرمز له �الرمزdY : 

+ b dC = aY    حیثT –= Y  dY 

 tحیث   T=tY، أو متغیرة مع جزء من الدخل القومي *Tاً ولتكن عادةً ما تكون الضــــرائب ثابتة أ�ض ــــ
 .*T=tY + Tهي نس�ة الدخل القومي الخاضع للضر��ة، أو تكون تر�ی�ة خط�ة من الاثنین: 

  استثمارات مرت�طة �فوائد:حالة وجود 

ثمار تا�ع ، ل�كن الاســـــــــتInterest Rate (r)مرت�ط �معدلات الفائدة  Iعادةً ما �كون حجم الاســـــــــتثمارات  
. ولنضــــــ�ف هذه العلاقة للنموذج c<0, d>0حیث  I = c.r + dي لمعدل الفائدة أي من الشــــــكل: خط

 المبین أعلاه والمؤلف من قطاعي الاستثمار والادخار فقط، فنحصل على:

Y = C + I  [1] 
C = aY + b  [2] 
I = c.r + d   [3] 

، و�التالي لا �مكن تحدید التوازن Y, C, I, rنلاحظ أنه مكون من ثلاث معادلات �أر�عة مجاهیل هي  
 :rبدلالة معدل الفائدة  Yومي �طر�قة وحیدة. لذلك سنلجأ إلى تحدید حجم الدخل القومي للدخل الق

 I = (1-a)Y – b   [4]فنجد:   [1]في  [2]نستبدل 
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بین الدخل  ومنه نحصـــــل على العلاقة  Y – b = c.r + d(a-1)نجد:  [4]و  [3]�مســـــاواة المعادلتین  
 :ISأو نموذج  IS Scheduleى وتُدع [5]الفائدة وفق الص�غة  القومي ومعدل

𝑌𝑌 = 𝑐𝑐
1−𝑎𝑎

𝑟𝑟 + 𝑑𝑑+𝑏𝑏
1−𝑎𝑎

    [5] 

 أي �ختلف حجم التوازن للدخل القومي من أجل مستو�ات مختلفة لحجم الفوائد.

ــیولة التي یدیره ــ�غة في حالة توازن الكتلة النقد�ة أو الســـــــــــ ــرف لنرى تطبیق هذه الصـــــــــــ ا عادةً المصـــــــــــ
 .dMب والحجم المطلو  sMالمر�زي، بین الحجم المعروض 

 s= M dMفي حالة التوازن �كون لدینا 

 حجم الكتلة النقد�ة الثابت الذي قدر المصرف المر�زي أن السوق �حاجة له. s=MsM*ل�كن 

لاحت�اطي الطلب على الســـــــــیولة له علاقة �عدة عوامل هي المعاملات الاقتصـــــــــاد�ة، والمضـــــــــار�ة، وا
 القومي:لحالات الطوارئ، و�ل منها له علاقة �حجم الدخل 

 01k<حیث   Y1= k 1Lل�كن حجم الطلب على الكتلة النقد�ة للمعاملات والاحت�اطي  

 k2k ,0>03<حیث  3r + k2= k 2Lل�كن حجم الطلب على الكتلة النقد�ة للمضار�ة  

 أو: L 1= L dM +2ف�كون الطلب الإجمالي على الكتلة النقد�ة 

Md = k1Y + k2r + k3 

فإنه �كون لدینا علاقة إضـــــــــــاف�ة تر�ط بین الدخل  s=MsM*وحیث  s= M dMفي حالة التوازن لدینا 
 : LM (Liquidity-Money)وُ�دعى بنموذج السیولة والنقد�ة  rوحجم الفوائة  Yالقومي 

Ms* = k1Y + k2r + k3  [6] 

، وُ�دعى بنموذج الســــــیولة والنقد�ة والاســــــتثمار Y, rلین هما  معادلتین �مجهو  [5]وتشــــــكل مع العلاقة 
. و�حـــــل هـــــاتین ISLM (Investment-Saving, Liquidity-Money)والادخـــــار المعروف تحـــــت اســــــــــــــم 

 ، نجد حجم التوازن من أجل �تلة نقد�ة ما.[6]و  [5]المعادلتین 

، وذلـك sM*د�ـة الكتلـة النق ـ و حجم العرض من Yكمـا ُ�مكن إ�جـاد العلاقـة بین حجم الـدخـل القومي 
 :[7]، فنحصل على الص�غة [6]من المعادلة 

𝑌𝑌 = −𝑘𝑘2
𝑘𝑘1
𝑟𝑟 + 𝑀𝑀𝑠𝑠∗−𝑘𝑘3

𝑘𝑘1
     [7] 

لا یتعلق �حجم الكتلـة  )-1k/2k(أي المقــدار  LMنلاحظ من هـذه الصــــــــــــــ�غــة، أن میــل الخط الب�ــاني 
هو الـــذي یتغیر �ـــالز�ـــادة أو  k2k-*s(M/(1، في حین أن الجزء الثـــابـــت sM*النقـــد�ـــة المعروضــــــــــــــــة 
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، �معنى أنه ســــــنحصــــــل على مســــــتق�مات متواز�ة (كون المیل لا sM*�النقصــــــان مع تزاید أو تناقص  
ــتوى  ــتوى إلى مسـ ــتق�مات متواز�ة من مسـ یتغیر) مع تغیر العرض من الكتلة النقد�ة، أي ننتقل بین مسـ

 .)2(آخر دون تعدیل في میلها

 راسة توازن الدخل القومي في حالات حیث التوا�ع خط�ة فقط.لاحقة د سنحاول في التطب�قات ال

 حالة ادخار واستهلاك فقط. : ): توازن الدخل القومي14- 2تطبیق ( 

 ، ف�كون تا�ع الادخار بدلالة الدخل:C = 0.9Y + 25ل�كن  

S = Y – C = Y - (0.9Y+25) = (1-0.9)Y – 25  
S = 0.1Y - 25   

 ).18-2خط�اً �ما یبین الشكل ( �كون لهذا التا�ع شكلاً 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 الخط الب�اني لتا�ع استهلاك خطي بدلالة الدخل القومي) 18-2الشكل (

 حالة ادخار واستهلاك واستثمارات فقط. : توازن الدخل القومي )15- 2تطبیق ( 

 .I*=10، ول�كن حجم الاستثمارات المقررة C = 0.7Y + 20ل�كن 

بین الـدخـل الإجمـالي والإنفـاق الإجمـالي لإجمـالي الـذي �حقق التوازن مـا ق�مـة الاســــــــــــــتهلاك والـدخـل ا
 (استهلاك واستثمار)؟

 الحل: 

Y = C + I*  مما �عطيY = C + 10   [1] 
 

 من التفسیر الاقتصادي. المزیدینُصح دوماً بالعودة إلى المراجع الاقتصادیة من أجل . 2

 

 Sالادخار 
 تا�ع الادخار:

S(Y) = 0.1Y - 25 

 Yالدخل القومي 
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 C = 0.7Y + 20 [2]ولدینا معادلة الاستهلاك 

 لهاتین المعادلتین:الحل المشترك 

Y = (0.7Y+20) + 10 = 0.7Y + 30   ممـا �عطيY=100الي عنـد لـدخـل الإجم ـوهي ق�مـة ا
 .C=90أ�ضاً نجد  [1]حالة التوازن. ومن 

 الحل الب�اني: 

 نضع جملة إحداث�ات من محور�ن: حیث المحور الأفقي الدخل، والمحور العمودي الإنفاق.

تســـــاوى فیها الدخل الكلي مع الإنفاق الكلي، ف�كون منصـــــف الر�ع نرســـــم الخط الب�اني للحالات التي ی
 ب�اني المُعبر عن هذه الحالة.الأول هو الخط ال

 مقابل الإنفاق. F(Y)=0.7Y+30نرسم الخط الب�اني لمستو�ات مختلفة من الدخل الإجمالي: التا�ع 

�ما هو مبین في  Y=100نوجد إحداث�ات نقطة تقاطع المســتق�مین الســا�قین، ف�جب أن نحصــل على  
 ).19-2الشكل (

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 فاقخل القومي والإنالتوازن بین الد) 19-2الشكل (

 القومي: حالة وجود إنفاق حكومي.) توازن الدخل 16-2تطبیق (

 G = 15   ،I = 10   ،+ 90 dC = 0.7Y   ،T = 0.1Y + 40ل�كن 

 ولتكن الم�الغ �مل�ارات اللیرات السور�ة، المطلوب حساب مستوى التوازن للدخل القومي.

 

100 

 تا�ع الدخل القومي:
F(Y) = 0.7Y + 30 

 تا�ع الدخل = الإنفاق
F(Y) = E 

100 

 نقطة التوازن 

 محور الإنفاق

 محور الدخل
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 الحل:

 لدینا ستة معادلات خط�ة �ستة مجاهیل:

Y = C + I + G     [1] 
G = 15    [2] 
I = 10    [3] 
C = 0.7Yd + 90    [4] 
T = 0.1Y + 40   [5] 
Yd = Y – T   [6] 

 Y = C + 10 + 15 = C + 25  [7]فنجد:   [1]في المعادلة  Iو  Gنستبدل ق�م 

 :[8]فنجد المعادلة  Tو  Yالمجهولین  [6]نستبدل في المعادلة 

Yd = Y – (0.1Y + 40) = 0.9Y – 40  [8] 

 :[9]نحصل على المعادلة  [4]في المعادلة  [8]�استبدال الص�غة 

C = 0.7(0.9Y – 40) + 90 = 0.63Y + 118   [9] 

 بنفس المجهولین: [9]و  [7]�حل المعادلتین 

Y = C + 25 = (0.63Y + 118) + 25 = 0.63Y + 143 [10] 

الـــذي �حقق التوازن مع  ة الـــدخـــل القوميق�م ـــ وهي Y=386.486نجـــد  [10]�حـــل المعـــادلـــة الأخیرة 
 الإنفاق.

 ) توازن الدخل القومي: حالة وجود استثمارات مرت�طة �فوائد.17-2تطبیق (

 لدینا المعط�ات الآت�ة عن حالة السوق:

 C = 0.7Y + 200  [1]       تا�ع الاستهلاك

 I = -25r + 2000  [2]       تا�ع الاستثمار

 sM  [3] 2500 =    النقد�ة حجم العرض من الكتلة

 0.2Y 1L  [4] =   حجم الطلب على الكتلة النقد�ة للمعاملات 

 30r + 2900-=  2L  [5]حجم الطلب على الكتلة النقد�ة للمضار�ة   

وعلى حجم  Yوالمطلوب دراســـــــة تأثیر العرض من الكتلة النقد�ة على مســـــــتوى التوازن للدخل القومي  
 .rالفوائد 
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 الحل:

 :ISنجد نموذج  [2]و  [1]جمع المعادلتین و� Y = C + I  نعلم أن

 IS    :0.3Y + 25r = 2200   [6]نموذج 

 s= M dM، وفي حالة التوازن �كون لدینا L 1= L dM +2كما نعلم أن 

 :LMنجد نموذج  [3]ومساواتهما للمعادلة  [5]و  [4]أي �جمع المعادلتین 

0.2Y -30r + 2900 = 2500   

 LM  : 0.2Y – 30r = -400    [7]نموذج 

 .Y, r. �حل هاتین المعادلتین نجد ق�م Y, r�مجهولین فقط هما  [7]و  [6]نحصل على معادلتین 

 ثم جمعهما: 0.3-بـ  [7]وضرب المعادلة  0.2بـ  [6]ضرب المعادلة 

x 0.2 0.3Y + 25r = 2200 
x -0.3 0.2Y – 30r = -400 

   14r = 560 ⇒    r = 40 

 :4000تساوي  Yنجد ق�مة  [6]معادلة في ال r=40مة بتبدیل ق�

𝒀𝒀 =
2200 − 25𝑟𝑟

0.3
=

2200 − 25 ∗ 40
0.3

= 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 

 ).21-2. �ما هو مبین على الشكل (r = 40و  Y = 4000ف�كون مستوى التوازن 

ــتوى من التوازن، �جب إعادة حل  ــة تأثیر تغیر حجم العرض من الكتلة النقد�ة على هذا المســــــــ لدراســــــــ
 تلفة من حجم العرض.ت لكن من أجل ق�م مخالمعادلا

 تأخذ الشكل الآتي: sM*و  Yرأینا أعلاه أن العلاقة بین 

𝑌𝑌 = −𝑘𝑘2
𝑘𝑘1
𝑟𝑟 + 𝑀𝑀𝑠𝑠∗−𝑘𝑘3

𝑘𝑘1
  

 :Yومنه نجد معادلة  0.21k   ،30-=2k  ،=29003k=حیث 

𝑌𝑌 = −(−30)
0.2

𝑟𝑟 + 𝑀𝑀𝑠𝑠
∗−2900
0.2

= 150𝑟𝑟 + 5𝑀𝑀𝑠𝑠
∗ − 14500   

 .r=40، و Y=4000نجد أن التوازن �حصل عند  2500sM=*جل أ من

 نجد أن معادلة الدخل: 3500sM=*من أجل 

Y = 150r + 5*3500 – 14500 = 150r + 3000 
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 .r=18.571، و Y=5786، نجد أن التوازن �حصل عند [6]وفق المعادلة  ISو�حلها مع نموذج 

نلاحظ �أنه مع تزاید الكتلة النقد�ة، فإن الخط )،  20-2وهو ما تُظهره الخطوط الب�ان�ة على الشــــــــكل (
الب�اني ینتقل �ل�اً إلى مســـــتوى أعلى و�شـــــكل موازي للســـــابق، و�التالي ینتقل مســـــتوى التوازن إلى ق�مة 

 جدیدة للدخل ولحجم الفوائد.

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 sMالتوازن من أجل مستو�ات مختلفة من عرض الكتلة النقد�ة ) 20-2الشكل (

 

ــئلة  ــل واخت�اأســـ ــح�حة من الدرجة  الثانيرات الفصـــ : التوا�ع الصـــ
 الأولى والثان�ة

 True/False ) أسئلة صح / خطأ1

 خطأ صح السؤال   

 x∈R  ∀هي دوماً سال�ة  F(x) = -5xإشارة �ثیر الحدود  1

   ∆إشارة �ثیر حدود من الدرجة الثان�ة هي دوماً من إشارة الممیز  2

  4a.c – 2b=  ∆ �الشكل  bx + c =0 2ax +لة ُ�حسب الممیز للمعاد 3

   لمعادلة من الدرجة الثان�ة سالب، ف�كون للمعادلة جذران  ∆ في حال �ان الممیز 4

 

من أجل  LMتا�ع 
Ms*=3500 

من أجل  LMتا�ع 
Ms*=2500 

4000 

40 

5786 

18.571 

 حجم الفوائد

 الدخل القومي

 :ISتا�ع 
0.3Y+25r=2200 
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   هي دوماً موج�ة 2F(x) = x 4 +إشارة �ثیر الحدود  5

   التكال�ف المتغیرة –التكال�ف الكل�ة = التكال�ف الثابتة  6

   ا، هو حل مشترك لمعادلتي العرض والطلب ازن في سوق منتج محل مشكلة سعر التو  7

   تا�عي العرض والطلب هي دوماً توا�ع خط�ة وتمثل �مستق�مات مهما �انت طب�عة المنتجات 8

   عادةً ما یتزاید الاستهلاك والادخار على المستوى الكلي مع تزاید الدخل القومي 9

  a  تساوي  MPC، فإن النزعة الهامش�ة للاستهلاك C=aY+bلدینا تا�ع الاستهلاك الكلي  10

11 
�ساوي دوماً   MPCوالنزعة الهامش�ة للاستهلاك   MPSمجموع النزعة الهامش�ة للادخار  

 1الواحد 
  

   0.3تساوي  MPS، فإن النزعة الهامش�ة للادخار C=0.7Y+200لدینا تا�ع الاستهلاك  12

 ُ�ص�ح نموذج الدخل الكلي �الص�غة:  *Iواستثمارات ثابتة  *Gمن أجل إنفاق حكومي ثابت  13
    Y = C + I* + G* 

  

   لا �ختلف حجم التوازن للدخل القومي من أجل مستو�ات مختلفة لحجم الفوائد 14

15 
لا یتعلق �حجم  LM، فإن میل المستق�م LMلدینا نموذج خطي للتوازن الكلي وفق نموذج 

 . sM*روضة  الكتلة النقد�ة المع
  

 

 Multiple Choicesأسئلة خ�ارات متعددة ) 2

 :تكافئ الص�غة 8y=4x+4الص�غة الر�اض�ة  -1
     x=y+1ب)        x=2y-4أ) 

 خاطئة السا�قة الأجو�ةد) جم�ع       x=2y-1ج) 

 :هي x = -2عندما  F(x) = 4x + 4إشارة �ثیر الحدود  -2
   موج�ةب)        سال�ةأ) 

 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة      هارة للا إشج) 

 :هي 2y = 4x - 10میل المستق�م المشكل من التا�ع  -3
     2ب)        4أ) 

 خاطئة السا�قةد) جم�ع الأجو�ة       5-ج) 

 :هو  y = 6x - 10و    y = xالحل المشترك لجملة المعادلتین:  -4
   x=0, y=2ب)       x=2, y=2أ) 

 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة     x=2, y=0ج) 
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 :هي  2x =F(x) 8 +إشارة �ثیر الحدود  -5
 دوماً سال�ة ب)      أ) دوماً موج�ة 

 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة      إشارة لهلا ج) 

 :سالب هي ∆إذا �ان الممیز   a# 0حیث  bx+c2F(x) = ax+إشارة �ثیر الحدود  -6
  aموافقة لإشارة ب)       bأ) موافقة لإشارة 

 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة     cموافقة لإشارة ج) 

 :هي 2x3 – 0 = 27حلول المعادلة  -7
     x1x ,9=2=-9ب)       x1x ,3+=2=-3أ) 

 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة      حل لهالا ج) 

 :�مكن رسم مستق�م تا�ع من الدرجة الأولى وذلك �معرفة -8
     میل المستق�مب)        منه تیننقطأ) 

 ةصح�ح �ة السا�قةد) جم�ع الأجو      معادلة المستق�مج) 

 :هو  y = 5x + 4و     2x + 2x =yالحل المشترك لجملة المعادلتین:  -9
    x- = 1x ,21 4=ب)        x = 1x ,20 = 2أ) 
 السا�قة خاطئةد) جم�ع الأجو�ة      لا حل مشترك لهما ج)

 :�شكل مختلف �ما یلي 22ab + b – 2a�مكن التعبیر عن الص�غة  -10
  a)-(2bب)        (a+b)2أ) 

 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة     (a-b)(a+b)ج) 

 :�ما یلي x  – 2F(x) = x- 2�مكن �تا�ة �ثیر الحدود  -11
 x)-(22ب)        x)-(21أ) 

 طئةخا السا�قة د) جم�ع الأجو�ة     (x+5)(x-6)ج) 

عن تا�ع الإیرادات من ســــــلعة ما، ف�مكن التعبیر  ةقطع xهو تا�ع ســــــعر الطلب من أجل   D(x) = 20 - xل�كن   -12
 :�ما یلي R(x)الكل�ة 

  = 20x 2x-R(x) +ب)        D(x)(x) = Rأ) 
 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة     x 2R(x) = x +ج) 

 :، فإنه �مكن تحقیق ر�ح عندما)10q – 2) = qxP الشكل لدینا تا�ع الر�ح من مب�عات سلعة ما له -13
 فقط q > 10ب)       فقط q ≤ 10أ) 

 خاطئةالسا�قة د) جم�ع الأجو�ة     لا �مكن تحقیق أر�اح أبداً ج) 



80 
 

، فإن حالة التوازن بین العرض 2D(q) = q 50 +وتا�ع سـعر الطلب   5q  -S(q) = 200لدینا تا�ع سـعر العرض   -14
 :ع عند النقطةوالطلب تق

 یوجد نقطة توازن أصلاً ب) لا      S(q)=D(q)=150، و q = 10أ) 

 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة   S(q)=D(q)=200و  q = 0ج) 

 C = aY + bول�كن تا�ع الاســـــتهلاك له الشـــــكل   Y = C + Sلدینا تا�ع الدخل القومي لقطاعین فقط له الشـــــكل   -15
 :تيالشكل الآ�كون له  Sفإن تا�ع الادخار 

 S = (1-a)Y - bب)      S = -aY + Cأ) 

 خاطئةالسا�قة د) جم�ع الأجو�ة     لا �مكن حسا�ه أصلاً ج) 

 

 للمناقشةقضا�ا  \مسائل ) 3

 G(x) = -7 x + 35 الحدود: ادرس إشارة �ثیر). 1-2السؤال (

 اد معادلة مستق�م �مر من نقطتین.). رسم و��ج2-2السؤال (
 ، ثم أوجد معادلته، وما هو میل المستق�م؟(7- ,2-)و  (10 ,5)ر �النقطتین اني لمستق�م �مارسم الخط الب�

 )1-2. الفقرة تبدیل النقطتین في الص�غة العامة لمعادلة من الدرجة الأولى(توجیهات للإجا�ة: 

 3x + 4y = 12  x + 4y = 8 حل �ل من جملة المعادلتین:). 3-2السؤال (

   التقاطع بین المستق�مین، هندس�اً وجبر�اً:نقطة أوجد ). 4-2السؤال (

F(x) = 3x – 10              G(x) = -2 x + 5 

𝑅𝑅(𝑥𝑥) :�ثیر الحدودادرس إشارة ادرس إشارة ). 5-2السؤال ( = 𝑥𝑥−2
𝑥𝑥2+1

 

  x)- (28 25 = الآت�ة: ةحل المعادل). 6-2لسؤال (

 والطلب.). توا�ع العرض 7-2السؤال (

 x + 22 2= x S(x) 14 +ض ا�ع سعر العر ل�كن لدینا ت

 x + 150 – 2x -=  D(x) 10وتا�ع سعر الطلب:  

 والمطلوب: رسم تا�عي العرض والطلب السا�قین، و��جاد �م�ة وسعر التوازن هندس�اً وجبر�اً.
 )3-2. الفقرة الحل المشترك لتقاطع المعادلتین(توجیهات للإجا�ة: 

 ). تا�ع ر�ح.8-2السؤال (

 ل.س/قطعة. 1ل.س، والتكلفة المتغیرة تساوي  4ف الثابتة لمنتج ما تساوي لتكال�لتكن ا
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 P = 10 – 2 xولدینا تا�ع سعر الطلب 

 والمطلوب:

 ؟ xبدلالة عدد القطع المنتجة  TC) ما هي ص�غة تا�ع التكال�ف الكل�ة 1

 ؟ xبدلالة عدد القطع الم�اعة  TR) ما هي ص�غة تا�ع الإیرادات الكل�ة 2

 ؟ xبدلالة عدد القطع الم�اعة  Fما هي ص�غة تا�ع الر�ح الكلي  )3
 )4-2. الفقرة التكال�ف  -الر�ح = الإیرادات (توجیهات للإجا�ة: 

 C = 0.95 Y + 40 :الاستهلاك الآت�ة�فرض لدینا معادلة ) اكتب ص�غة تا�ع الادخار 9-2السؤال (

 دخل حكومي.حساب التوازن لسوق مغلق وعدم وجود ت) 10-2السؤال (

 . والمطلوب:I*=120، ول�كن الاستثمار المخطط له ثابت C = 0.6 Y + 20ل�كن تا�ع الاستهلاك له الشكل   

 . S، والادخار C، الاستهلاك Yحساب مستو�ات التوازن لكل من: الدخل القومي 
 )6-2. الفقرة العودة للص�غة العامة مع وجود حجم استثمار ثابت(توجیهات للإجا�ة: 
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  وتطب�قاتهاوتطب�قاتها    المتراجحاتالمتراجحات    الفصل الثالث:الفصل الثالث:

  Inequalities and its Applicationsالمتراجحات وتطب�قاتها عنوان الموضوع: 

 كلمات مفتاح�ة:

ــة  ــة  .Inequalityالمتراجحـ ــل متراجحـ ــاني Inequality Solutionحـ ــل ب�ـ ــة Graphic Solution. حـ ــة خط�ـ . متراجحـ
Linear Inequality متراجحــة تر��ع�ــة .Quadratic Inequality ــادي . برنــامج Economic Constraint. قیــد اقتصـــــــــــــ

. Profit Maximization. تعظ�م الر�ح  Breakeven Point. نقطة التعادل  Simple Linear Programخطي �ســــــــــــ�ط 
 .Cost Minimizationتقلیل التكلفة 

 :الفصل ملخص

ــل مفاه�م ــكل التحلی  المتراجحات، و��ف�ة ال�حث عن حل یتناول هذا الفصــــــ ــكل لمتراجحة أو أكثر �الشــــــ لي أو �الشــــــ
الب�اني، سـ�كون التر�یز على المتراجحات الخط�ة، �ما سـنرى �عض التطب�قات الاقتصـاد�ة خصـوصـاً تلك المتعلقة 

ــیتم التعرض لمفاه�م البرمجة الخط�ة ال�ســـــــــ ــــ ــاد�ة، �ما ســـــــــــ �طة �أعداد حق�ق�ة بتمثیل القیود على الموارد الاقتصـــــــــــ
ســـــنرى �عض التطب�قات المتعلقة �ال�حث عن أعلى ر�ح ممكن أو أقل یر�ن اثنین فقط وحلها ب�ان�اً، و وتطب�قات �متغ
 تكلفة ممكنة.

 هداف التعل�م�ة:الأمخرجات و ال
 .یتمكن الطالب من فهم أساس�ات المتراجحة .1
 منهما. �میز بین المتراجحة والمعادلة والعمل�ات الر�اض�ة على �ل .2

 �ع�ة �متغیر وحید.�حل متراجحة خط�ة أو تر� .3

 �حل عدة متراجحات خط�ة �متغیرات عددها �ساوي عدد المتراجحات. .4
 �ستخدم التمثیل الب�اني لحل جملة متراجحات خط�ة وتر��ع�ة. .5

 �ستخدم التمثیل الب�اني لحل مسألة برمجة خط�ة �س�طة �متغیر�ن اثنین فقط. .6

 تعادل بین التكال�ف والإیرادات.یتمكن من إ�جاد نقطة ال .7

 مخطط الفصل:
 .Inequality Defifnition & Characteristics تعریف وخصائص المتراجحة 3-1
 .Inequality Solution حل المتراجحات 3-2
 .Economic Constraints as Inequalities تمثیل القیود الاقتصادیة على شكل متراجحات 3-3
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  المتراجحة وخصائصتعر�ف  3-1

 وتكتب �الشكل: a, b ∈ Rحق�قیین  عددي �ل مقارنة بیني ه Inequality المتراجحة

a ≤ b   وتقرأa  أصغر أو �ساويb   أو)b ≤ a( 

  .0 < 1،   0 > 100- ، 8- > 3- ،  0.5 < 2 ). �عض المتراجحات: 1-3( مثال

 b�عــد العــدد  aعلى محور الأعــداد الحق�ق�ــة، حیــث �قع العــدد  a > b�مكن تمثیــل طرفي المتراجحــة 
 الموجب للمحور، �الشكل الآتي:تجاه �الا

 

 

 فإن:    a > b ل�كن لدینا المتراجحة�عض خصائص المتراجحات. 

 a + c > b + c �غیر اتجاه المتراجحة:إلى طرفي المتراجحة لا  c ∈ R) إضافة عدد حق�قي 1

 المتراجحة:لا �غیر اتجاه  إلى طرفي المتراجحة c=4العدد  فإن إضافة  4- < 2). لدینا 2-3( مثال

 .0<6 �عطي   <4+4-2+4

  24-4- < 2-2 إلى طرفي المتراجحة تص�ح  2- العدد السالب  أو إضافة      

c ) الضرب �عدد موجب تماماً 2 ∈ R+∗ :لا �غیر اتجاه المتراجحة  a.c > b.c 

  .12<18أي  3*4 < 3*6  مثلاً  3لنضرب الطرفین �العدد  4 < 6). ل�كن 3-3( مثال

  0.5*4 < 0.5*6  فتص�ح المتراجحة 1/2 نصف دد الضرب �العأو        

c  ) الضرب �عدد سالب تماماً 3 ∈ R−∗  :غیر اتجاه المتراجحة� a.c < b.c 

  8- > 12-أي   (2-)*4 > (2-)*6  فتص�ح 2-نضرب �العدد  4<6 ).4=3( مثال

 2- > 3-أي  (1/2-)*4 > (1/2-)*6  فتص�ح   1/2- أو نضرب �العدد        

 لهما نفس الإشارة  �غیر اتجاه المتراجحة:و  a, b ≠ 0حیث  a, b) إن قلب العددین 4

        1 > 1/2 الطرفینتص�ح �عد قلب ،  1<2 ). لدینا المتراجحة5-3مثال (

- ∞ - ∞ 0 

a b 
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 من نفس الاتجاه، فإن متراجحة المجموع تحافظ على نفس الاتجاه. جمع المتراجحات ) 5

  a+c > b+dفإن   c>dو  a>bل�كن ، و a, b, c, d ∈ R �فرض 

  10- < 8-و   1- < 2). لدینا المتراجحتان 6-3( مثال

 11- < 6-أي   1-10- < 2+8-�كون لدینا  الجمععد �

,a ضرب المتراجحات، �فرض ) 6 b, c, d ∈ R+∗  ،ول�كن أعداد موج�ةa>b  وc>d فإن ،a.c>b.d. 

 حة الناتجة تتعلق بهذه الإشارات.في حین إذا �انت الأعداد مختلفة في الإشارات، فإن المتراج

 صح�حة. 2*3 < 3*4  �عد الضرب   3<4و  2<3). ل�كن 7-3( مثال

 یلي: ب�ان�اً �ما F(X)�مكن تمثیل المتراجحة 

نقل �افة حدودها إلى طرف واحد �حیث نحصــــــــــــل في أحد الطرفین على الصــــــــــــفر، و�التالي  .1
 .F(x)≤0أو  F(x)≥0نحصل على متراجحة من الشكل 

 .F(x)=0ني للمعادلة ط الب�ارسم الخ .2

الحل الب�اني للمتراجحة هو جم�ع النقاط تحت الخط الب�اني إذا �انت المتراجحة من الشــــــــــكل  .3
F(x)≤0 أو فوق الخط الب�اني إذا �انت المتراجحة من الشكل .F(x)≥0. 

 حل المتراجحات 3-2

 التي تحقق المتراجحة. x�عني إ�جاد ق�م  F(x) ≥ (≤) 0 متراجحةالحل 

للمتراجحـة، �جـب الانت�ـاه �ثیراً في حـال التعـامـل معهـا �معـادلـة من حیـث إجراء أثنـاء ال�حـث عن حـل 
العمل�ات الر�اضـ�ة علیها، مثلاً الضـرب �عدد سـالب أو القسـمة عل�ه، قلب طرفي المتراجحة، اختصـار 

 حد من طرفي المتراجحة، ...، الخ.

حل ،  من أشـــــــكال مختلفة  المكونة للمتراجحة قد نضـــــــطر لدراســـــــة إشـــــــارة �ثیرات الحدود   ،�شـــــــكل عام
 .المتراجحة �عني �اختصـــار دراســـة إشـــارة �ثیرات حدود والأخذ �الإشـــارة الجبر�ة التي تحقق المتراجحة 

 وُ�نصح �شدة �التحقق من صحة الحل �عد الحصول عل�ه.

 حل متراجحة خط�ة �متغیر وحید 3-2-1

 .a≠0و   a, b∈R، حیث F(x) = ax + b ≥ (≤) 0المتراجحة الخط�ة �متغیر وحید لها الشكل 
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ــارة �ثیر حـدود من الـدرجـة الأولى، ثم أخـذ ق�م   F(x)یتم حـل المتراجحـة  ــة إشــــــــــــ التي تُحقق  xبـدراســــــــــــ
 المتراجحة أي أكبر (أو أصغر) من الصفر.

   F(x) = 2x + 6 > 0الآت�ة:   الخط�ة حل المتراجحة ).8-3مثال (

 .   x = -3فنجد  F(x) = 0نضع 

 x<-3عندما  F(x) < 0و     x>-3عندما تكون   F(x) > 0ن �كو 

 .]∞+ ,x∈]-3 لمجالل تنتميالتي تحقق المتراجحة  xأي أن ق�م 

على  F(x)) أو تمثیــل التــا�ع xُ�مكن تمثیــل الحــل الب�ــاني للمتراجحــة على محور واحــد (محور 
ــل على نفس النت�جة   xالمحور العمودي و   ــح على ه �ما x>-3المحور الأفقي، نجصــــ و موضــــ

 ).1-3الشكل (

 

 

 

 

 

 

 

 تمثیل متراجحة خط�ة �متغیر وحید ب�ان�اً ) 1-3الشكل (

 بنفس المنطق، ُ�مكن حل متراجحتین �متغیر وحید عبر التمثیل الب�اني. 

 جملة المتراجحتین �مجهول وحید.حل  .)9-3مثال (

 3x +12 > 0الثان�ة   2x – 4 < 0الأولى 

 ]x∈]-∞, +2وٌ�كتب �شكل مجال  2x<4 ⇐ x<2حل المتراجحة الأولى:  

 ]∞+ ,x∈]-4وُ�كتب �شكل مجال  3x>-12 ⇐ x>-4حل المتراجحة الثان�ة:  

 :]2+ ,4-[الحل المشترك هو مجال تقاطع المجالین السا�قین أي المجال 

]-∞, +2[ ∩ ]-4, +∞[ = ]-4, +2[ 

 

F(x) 

 منطقة تحقق المتراجحة
 الحلول المقبولة

x - ∞ + ∞ 0 - 3 

x > -3 
 حل المتراجحة

 على محور واحد لتمثیل الح

 عدم تحققطقة من
 المتراجحة

 -3 

 F(x) > 0 على محورین لتمثیل الح
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 ).2-3حلّین �ما یوضح الشكل (نمثل ب�ان�اً حلول المتراجحتین، ونأخذ مجال التقاطع بین ال

 

 

 

 �متغیر وحید ) الحل المشترك ب�ان�اً لمتراجحتین خطیتین2-3الشكل (

 حل متراجحة تر��ع�ة �متغیر وحید 3-2-2

، bx + c  2F(x) = ax +0 (≥) ≤المتراجحة التر��ع�ة أو من الدرجة الثان�ة �متغیر وحید لها الشــــــكل 
 .a≠0و   a, b, c∈Rحیث 

ــارة �ثیر حـدود من الـدرجـة الثـان�ـة، ثم أخـذ ق�م  F(x)تراجحـة یتم حـل الم ــة إشــــــــــــ التي تُحقق  xبـدراســــــــــــ
 المتراجحة أي أكبر (أو أصغر) من الصفر.

  x ≥1 -+ 3x  2x+2التر��ع�ة  حل المتراجحة .)10-3مثال (

 الناتج: F(x)ننقل جم�ع الحدود إلى طرف واحد وندرس إشارة �ثیر الحدود 

0 ≥3 -+ 2x  2F(x) = x 

 .x=-3و  x=1، و�التالي جذورها 0 = (x+3)(x-1)، نجد ونحلها �معادلة F(x) = 0 ل�كن

+∞ +1  -3 -∞ X 

  x2+2x-3إشارة  + + +  0 -   - - 0 + + + 

 . ]∞+,x∈]-∞, -3]∪[+1المجالات  التي تحقق المتراجحة هي xأي أن ق�م 

 �اني لهذه المتراجحة.) التمثیل الب3-3�مثل الشكل (

- ∞ 

ول المتراجحة حل
 الأولى

+ ∞ 0 

حلول المتراجحة 
 تینلمتراجحل الحل المشترك الثان�ة

2 -4 
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 تمثیل متراجحة تر��ع�ة ب�ان�اً ) 3-3الشكل (

 �متغیر�ن اثنین  حل جملة متراجحات  3-2-3

 لل�حث عن الحل ب�ان�اً.سنقتصر على متراجحات �متغیر�ن اثنین على الأكثر، تسهیلاً 

 جملة متراجحتین خطیتین �مجهولین اثنین.حل  .)11-3مثال (

 ل�كن لدینا المتراجحتین:

 3x +2y ≥ 30الثان�ة   4x + y ≥ 20الأولى 

 �مكن إ�جاد الحل المشترك للمتراجحتین عبر التمثیل الب�اني �ما یلي:

 .3x+2y=30و  4x+y=20) تمثیل مستق�مي المعادلتین 1(

 ) تحدید منطقة القبول حسب اتجاه �ل من المتراجحین.2(

 هذه المنطقة هي الحل المشترك.ول للمتراجحتین معاً، فتكون ) تحدید تقاطع منطقتي القب3(

 ) ما یلي:4-3نلاحظ من الشكل الب�اني (

 .x = 2 , y = 12 نقطة تقاطع مستق�مي المعادلتین هي  .1

 .x≤2، عندما 4x + y ≥ 20جزء من الحل المشترك یتحقق عبر المتراجحة الأولى  .2

 .x≥2، عندما 3x + 2y ≥ 30تراجحة الثان�ة والجزء الآخر من الحل المشترك یتحقق عبر الم .3

 

F(x) 
F(x) = 

 x2 + 2x -3 

منطقة تحقق 
 المتراجحة

 

المتراجحة غیر 
 x -3 1 محققة

منطقة تحقق 
 ةالمتراجح
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 ب�ان�اً �متغیر�ن اثنین ) حل جملة متراجحتین خطیتین 4-3الشكل (

 �مكن بنفس الطر�قة الب�ان�ة، حل عدة متراجحات خط�ة أو غیر خط�ة �متغیر�ن اثنین.

 خط�ة. والأخرى جملة متراجحتین �مجهولین اثنین، إحداهما تر��ع�ة حل  .)12-3مثال (

 ل�كن لدینا المتراجحتین:
  6x  –y≥ 10+ 0الثان�ة    2x -y  64 +≤ 0الأولى 

) أن الحل المشــــترك هو المنطقة/المســــاحة المحصــــورة بین مســــتق�م المعادلة 5-3نلاحظ من الشــــكل (
ــة  ــان�ـ ــة الثـ ــا 6x+10=0-yمن المتراجحـ ــدمـ ــة الأولى عنـ ــاني من المتراجحـ ، 642x-y+=0، والخط الب�ـ

 . y=0فقي محور الأوال

 

 

 

 

 

 

 

 ب�ان�اً  ة والأخرى تر��ع�ةخط��متغیر�ن اثنین إحداهما ) حل جملة متراجحتین 5-3الشكل (

 

منطقة قبول 
 المتراجحتین معاً 

منطقة رفض 
 الأولىالمتراجحة 

 منطقة رفض المتراجحة الثان�ة

 

 yمحور 

 xمحور 

منطقة قبول 
 المتراجحتین معاً 
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 ) موازنة الحواسیب والطا�عات. 1-3تطبیق (

ألف ل.س لشـراء حواسـیب وطا�عات شـخصـ�ة، تبلغ تكلفة شـراء الحاسـب   900خصـصـت إدارة الشـر�ة 
ــراء ال  200الواحد  ــیب هو   100طا�عة الواحدة ألف ل.س، وتكلفة شـ ألف ل.س، فإذا �ان عدد الحواسـ

x  وعدد الطا�عات هوy:المطلوب . 

 طا�عة. yحاسب و  xالعلاقة بین مبلغ الموازنة وتكال�ف شراء  ) ص�اغة المتراجحة التي تبین1

) ما الحد الأقصـــــى لعدد الحواســـــیب التي ُ�مكن شـــــرائها؟ وما الحد الأقصـــــى لعدد الطا�عات التي 2
 مكن شرائها؟�

 طا�عات، �م حاسب �مكن للشر�ة شراءه في هذه الحالة؟ 4) في حال قررت الإدارة شراء 3

 .x,y�متراجحة في فضاء من �عدین ) مثل قید الموازنة 4

 الحل:

  x + 100 y ≤ 900 200) المتراجحة المطلو�ة لها الشكل:  1

 ) الحد الأقصى لعدد الحواسیب التي ُ�مكن شرائها:2
ــیب و�التالي عدد الطا�عات ه الحفي هذ  ــتخصــــص للحواســ ، ف�كون عدد y=0الة، �امل الموازنة ســ

 هو حل المتراجحة: xالحواسیب 
200 x + 100*0 ≤ 900   200أو x ≤ 900   ف�كونx ≤ 900/200=4.5 

 xو�التالي تكون ق�مة   4.5أن تســاوي  xحیث أن عدد الحواســیب هو عدد طب�عي فلا �مكن لــــــــــــــــ 
ــاالمقبول ــراءه. و�كون فائض الموازنة في هذه الحالة   x=4وي  ة تســــــ  100وهو العدد الذي مكن شــــــ

 ألف ل.س.
الحد الأقصـى لعدد الطا�عات التي �مكن شـرائها: بنفس الطر�قة نجد عدد الطا�عات، وذلك �فرض 

x=0  فتكونy  100 + 0*200المطلوب هو حل للمتراجحة y ≤ 900 

 ى.ا�عات �الحد الأقصط 9أي �مكن شراء  y ≤ 900/100 = 9أي 

 400 = 100*4، �كون تكال�فها y = 4طا�عات أي  4) في حال شراء 3
  x ≤ 500 200أو  x + 400 ≤ 900 200تُص�ح المتراجحة 

𝑥𝑥:  2.5و�التالي �كون عدد الحواسب أقل أو �ساوي من  ≤  500
200

= 2.5 
�كون فائض لأقصــى، و �الحد ا 2اســیب وحیث أنه لا �مكن شــراء نصــف حاســوب، �كون عدد الحو 

 ألف ل.س. 100الموازنة في هذه الحالة 
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) التمثیل الب�اني. یبین الشـــــــكل أنه تم تمثیل المنطقة المقبولة في فضـــــــاء الق�م المســـــــتمرة للمتغیر�ن 4
x,y ،لكن حیث هذه الق�م أعداد طب�ع�ة، �جب أخذ نقاط التقاطع بین الإحداث�ات �أعداد طب�ع�ة ،

 �ما یلي: yو  xمن المقبولة �زوج لي تمثل الق�م و�التا

(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), (0, 5), (0, 6), (0, 7), (0, 8), (0,9) 
(1, 0), (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (1, 7) 
(2, 0), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5) 
(3, 0), (3, 1), (3, 2), (3, 3) 
(4, 0), (4, 1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تمثیل قید موازنة خط�ة لموردین اثنین �أعداد طب�ع�ة) 6-3الشكل (

 على شكل متراجحات قیود الموارد الاقتصاد�ةتمثیل  3-3

 تمثیل مشكلة القیود على شكل برنامج ر�اضي 3-3-1

د  أحـد التطب�قـات المهمـة للجبر الخطي هو المســــــــــــــاعـدة في صــــــــــــــ�ـاغـة وحـل مشــــــــــــــكلـة محـدود�ـة الموار 
 . عبر جملة من المعادلات أو المتراجحات  Resources's Scarcityالاقتصاد�ة 

 ؛  : رؤوس الأموال، المواد الأول�ة، التجهیزات، الأفراد، الوقت، ...د �الموار ُ�قصد 

ــارة، او�ــالأهــداف أو  ،لانحراف عن التوقعــات، المخــاطرة: تخف�ض التكلفــة، الزمن، المخزون، الخســـــــــــــ
 ؛ النفسي ... اضلفعال�ة، وحتى الر خل، ا، الد المب�عات تحسین 

 y طا�عات
الحلول المقبولة: جمیع نقاط تقاطع الإحداثیات التي تقع 

  200x + 100y = 900تحت مستقیم المعادلة: 

تماماً تقع على المستقیم ستنفد الموازنة ت تيالحلول ال
 المؤشرة باللون الأسود.و

 : غیر مقبولة.x=4.5 ،y=0النقطة 

أعداد حقیقة، فالمنطقة المقبولة ھي  x,yفي حال كانت 
 جمیع نقاط المساحة الملونة بالأزق الفاتح.

 xحواسیب 
0 

0 

1 

7 

1 3 4.5 

3 

5 

9 

2 4 



91 
 

 ..، .�شر�ة �ة، تجار�ة، مال�ة، س�اس�ة أو: محدود�ة الموارد، قانون�ة، فن�القیود كما ُ�قصد 

�عد تحدید الأهداف، ��ف �مكن اســـتخدام الموارد �شـــكل أمثلي؟ أو ��ف �مكن توز�ع الموارد �الشـــكل 
 الاعت�ار القیود المفروضة؟الأمثل لتحقیق الهدف المطلوب مع الأخذ �عین 

 وتُص�ح المشكلة الاقتصاد�ة �ما یلي:
لتـــا�ع هـــدف محـــدد  Minimizationأو أصــــــــــــــغر ق�مـــة  Maximizationال�حـــث عن أكبر  .1

Objective Function، 
 تحد من الوصول للهدف المرجو، Constraintsهناك قیود  .2
 للفعل أو للقرار، Alternativesوجود خ�ارات متعددة  .3
ــة ال .4 ــاغـ ــا�ع اله ـــصــــــــــــــ�ـ ــات تـ ــادلات أو متراجحـ ــل معـ  Equations orدف والقیود على شــــــــــــــكـ

Inequalities.وأغلب الأح�ان تكون خط�ة ، 

  Minimizeأو تقلیـل  Maximizeتعظ�م و�ـأخـذ الشــــــــــــــكـل العـام للنموذج وفقـاً لنهج �حوث العمل�ـات: 
 .Constraintsالقیود مجموعة من  تحت التا�ع الهدف، 

ثلي إذا حقق جم�ع القیود، ونقول عنــه أنــه حــل أم Feasibleابــل للتنفیــذ نقول عن حــل النموذج أنــه ق ــ
Optimal .(أكبر ق�مة أو أصغر ق�مة) إذا �ان أفضل الحلول المقبولة  

ــاطـات الممكنـة �مثـال عن  ،عنـدمـا نتحـدث عن توز�ع الموارد، �جـب التحـدیـد: توز�ع الموارد بین النشــــــــــــ
أو منتجات، أي نوع من الآلات، أ�ة فئة من الأفراد ... نشـــاطات الشـــر�ة نذ�ر: اخت�ار أي فئة من ال

موارد تســـتهلك الالنشـــاطات التي مســـتو�ات إ�جاد   ، و�ذلكتجة عن تر�ی�ة من الفئات الســـا�قةاأ�ة فئة ن
 .)7-3، �ما یوضح الشكل (من أجل تحقیق هدف محدد �شكل أمثلي ضمن مجموعة من القیود 

 

 

 

 

 

 

 النشاطات ارد علىتوز�ع المو /تخص�ص )7-3( الشكل

 قیود

R1 R2 R3 

A1 A2 A3 A4 A5 

 هدف محدد

 موارد

 نشاطات

 توز�عات ممكنةتخص�ص أو 
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ــعب  من الحالات العمل�ة،  عدید في ال ــادي و�ین ما یترجم لقید �صـ إذ  ،التمییز بین ما یترجم لتا�ع اقتصـ
، و�عتمد تحدید التا�ع الهدف على ما �مكن تحو�ل التا�ع الاقتصـادي إلى قید والقید إلى تا�ع اقتصـادي

 قد ، مثلاً   ات تمو�ل الاســــــــــــتثمار  حالةفي    )؛2017تُر�ز عل�ه أو �ســــــــــــعى لتحق�قه متخذ القرار (عبود، 
% من 10) �شــــــــــــــرط ألاّ تتجاوز النفقات المال�ة الهدفتا�ع  الطلب إ�جاد الق�مة العظمى للســــــــــــــیولة (�

�ع الهدف) �حیث أو قد �طلب إ�جاد الحد الأدنى من النفقات المال�ة (التا ،قید)الالم�الغ المقترضــــــــــــــة (
 تقل عن مبلغ محدد.  �كون هناك دوماً حد أدنى من السیولة لا

�جب على أي و   ،ما نر�ده وتترجم القیود ما لا نر�ده أو ما لا نستط�عه الهدف�شكلٍ عام، یترجم التا�ع  
 ت�ة:أن �حقق الشروط الآ (X, Y, Z) ر�اضي نموذج

 إلاّ ق�ماً عدد�ة.  X لا تأخذ متغیرات القرار  .1

مة العظمى (أو �حث عن الق�حیث یتم ال ،تحلیلي X للمتغیرات تا�ع ر�اضي  Z أن �كون   .2
 الصغرى) للتا�ع. 

،  أو الأدنىومحدودة من الأعلى  X للمتغیرات مجموعة من التوا�ع الر�اض�ة  jYأن تكون   .3
 الموارد.  ود تعبر هذه الحدود عن قیو 

 n, ...,c2, c1c    ،nj, ..., a2j, a1ja  �م�ةعن طر�ق معاملات    xالمجاهیل  �  jZ , Yالتوا�ع    ترت�ط .4
  ،jb  )2, ..., mj=1,   (،    أو تحسب من المعط�ات الخام ول�ست مجهولة  معلومة وهي معط�ات، 

 الحل النهائي.  استقرار مدىو بهدف دراسة حساس�ة النموذج   تعدیلهاولكن �مكن 

 : تي�الشكل الآ Mathematical Program ُ�مثَّل البرنامج الر�اضيو 

  n, ..., x2, x1X = (x(  ق�م متغیرات القرارأوجد 

 أكبر (أو أصغر) ما �مكن  n, ...,c2, c1, cn, ...,x2, x1Z = f(X) = f(x( �كون �حیث 

 j = 1, 2, ..., m     jb ≥≤ )nj, ..., a2j, a1j, an, ...,x2,x1(xj(X) = Fj= F jYتحت القیود 

، وهي جزء Linear Programmingالتقن�ة الأكثر انتشــــــــاراً في �حوث العمل�ات هي البرمجة الخط�ة 
هي جزء من نماذج ، وهذه الأخیرة  Mathematical Programmingج البرمجة الر�اضــــــــــــــ�ة اذ نممن  

العمل�ــات فئــة فئــة من نمــاذج �حوث العمل�ــات، حیــث تُعتبر نمــاذج �حوث هي  بــدورهــاالتــأو�ج والتي 
حســــــب طب�عة البرمجة الر�اضــــــ�ة  نماذج    مهمة من الأســــــالیب المســــــاعدة على اتخاذ القرارات. تختلف

 ).8-3�ما هو مبین في الشكل ( Z, Yوشكل التوا�ع  Xالقرار متغیرات 
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 ) فئات البرمجة الر�اض�ة8-3الشكل (

ــنهتم ف�ما یلي �البر  ــ�طة اســـــــــ الأكثر   �ونهافقط  Simple Lineare Programmingمج الخط�ة ال�ســـــــــ
، �ما ولبق�شــــكل مرار الظاهرة الاقتصــــاد�ة القمن الحالات تمثیل   عدید و�مكنها في ال  ،انتشــــاراً وتطب�قاً 

 . 3یتوفر العدید من البرمج�ات المعلومات�ة المساعدة على استخدامها �سهولة

ــ�ة، �ي نتمكن من معالجتها عبر البرمجة ــاسـ ــ�ات أسـ ــكلة خمس فرضـ الخط�ة  �جب أن تتوفر في المشـ
 ال�س�طة:

 : �افة متغیرات ومعاملات المسألة محدودة ومؤ�دة.Certaintyالتأكد التام  .1

: �عني أن المقادیر المستخدمة تتناسب خط�اً مع ق�م المتغیرات. Proportionalityب�ة نسال .2
قطع من   10وحدات من أحد الموارد، فإن  3مثلاً، إذا �ان القطعة الواحدة من المنتج تحتاج 

 وحدة من المورد. 30المنتج �حتاج  

حاصل جمع الكم�ات : النشاطات مستقلة، مع�ار الإنجاز الإجمالي هو Additiveالجمع  .3
 الر�ح مثلاً هو مجموع الأر�اح من جم�ع المنتجات. الناتجة عن النشاطات الفرد�ة،

اء من المنتج.  : متغیرات القرار هي ق�م حق�ق�ة و�مكن قبول أجز Divisibilityقابل�ة التجزئة  .4
مثل   طاولة، وهذا مستحیل و�مكن في هذه الحالة اللجوء إلى طرق أخرى  10.15مثلاً، إنتاج 

 البرمجة الخط�ة �أعداد طب�ع�ة. 

: لا �مكن لمتغیرات القرار أن تأخذ ق�ماً سال�ة انسجاماً مع  Non-Negativityاللاسلب�ة  .5
 طاولات!   10  –طب�عتها. مثلاً، لا �مكن قبول إنتاج  

 
ام، یُ 3 ل عـ ات بشـــــكـ ات بحوث العملیـ ة وتقنیـ ة الخطیـ د عن البرمجـ ات:  . للمزیـ دكتور أدیـب كولو "بحوث العملیـ اب الـ مكن العودة إلى كتـ

 .2006التقینات الكمیة في الإدارة". دمشق، الطبعة الثانیة، 

 خط�ة غیر خط�ة

 طب�عة المعاملات

 البرمجة الر�اض�ة

 البرمجة الأكیدة البرمجة الاحتمال�ة
 أكیدة احتمال�ة

 برمجة خط�ة برمجة غیر خط�ة

 شكل التوا�ع

 مستمرة مختلطة
 برمجة خط�ة �س�طة برمجة خط�ة مختلطة

 طب�عة المجاهیل
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) �عض أشـكال تمثیل قیود من صـ�غ ر�اضـ�ة مختلفة، حیث یبین الشـكل منطقة 9-3نجد في الشـكل (
 دوماً. x≥0المقبولة ومنطقة الحلول المرفوضة، مع الأخذ �الاعت�ار أن الحلول 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 تمثیل القیود على شكل متراجحات) 9-3الشكل (

 

 .ال�حث عن نقطة التعادل بین الإیرادات والتكال�ف): 3-3تطبیق (

بلغ تكلفـة إنتـاج القطعة ل.س یوم�ـاً. �مـا ت  5000محلات الحلو�ـات  تبلغ التكـال�ف الثـابتـة الیوم�ـة لأحـد  
 ل.س/القطعة. 150س/قطعة. و�مكن ب�ع القطعة الواحدة بـ ل. 100الواحدة 

تـــا�ع الإیرادات  R(x)تـــا�ع التكـــال�ف الكل�ـــة، ول�كن  C(x)عـــدد القطع المنتجـــة یوم�ـــاً ول�كن  xل�كن 
 تا�ع الر�ح، والمطلوب: F(x)الإجمال�ة، و

 ؟ C(x)) ما هي ص�غة تا�ع التكال�ف الكل�ة 1

 ؟ R(x)) ما هي ص�غة تا�ع الإیرادات 2

 

 منطقة   قبول

F(x) 

x 

 3x  – 22x-0 ≤ 20(ب) قید تربیعي 
 x≥4محقق عندما 

ض
 رف

قة
نط

م
 

 

ض
لرف

ة ا
طق

من
 

 منطقة القبول

F(x) 

x 

 3x - 6 ≥ 0د خطي (أ) قی
 x≥2محقق عندما 

 

F(x) 

 منطقة القبول
x 

 5ln(x) ≥ 0 + 4-(ج) قید لوغاریتمي 
 x≥2.2255محقق عندما 

ض
 رف

قة
نط

م
 

 

F(x) 

x 

ض
رف

 

 F(x) = 2 -10Sin x ≥ 0(د) قید جیبي 
 محقق على عدة مجالات

ض
رف

 

ض
رف

 

ول
قب

ول 
قب

ول 
قب

 



95 
 

 ، ومتى �كون المحل را�حاً ؟F(x)) ما ص�غة تا�ع الر�ح 3

 ) �م عدد القطع الواجب ب�عها �ي �ستط�ع المحل تغط�ة تكال�فه الثابتة؟4

 ) بین �المخططات نقاط التعادل لتغط�ة التكال�ف الثابتة والتكال�ف الكل�ة. 5

 الحل:

 : التكال�ف الكل�ة = التكال�ف الثابتة + التكال�ف المتغیرةC(x)تكال�ف الكل�ة ) ص�غة تا�ع ال1

C(x) = 5000 + 100 x 

 ع القطعة الواحدةسعر ب� x: الإیرادات = عدد القطع الم�اعة R(x)) ص�غة تا�ع الإیرادات 2

R(x) = 150 x 

 ل�ف تكاال –) عدد القطع التي �كون فیها المحل را�حاً: الر�ح = الإیرادات 3

F(x) = R(x) – C(x) 
F(x) = 150 x – [5000 + 100 x]  
F(x) = 50 x – 5000 

 F(x) > 0�كون المحل را�حاً عندما �كون 

 x > 100و�التالي تكون   x – 5000 > 0 50أي 

 قطعة یوم�اً. 100دأ المحل بتحقیق الأر�اح عندما یب�ع أكثر من أي یب

 ع المحل تغط�ة تكال�فه الثابتة) عدد القطع الواجب ب�عها �ي �ستط�4

 أي: 5000، و�التالي �جب أن �حقق إیرادات أكبر أو تساوي 5000التكال�ف الثابتة تساوي 

R(x) = 150 x ≥ 5000 

 xقطعـة (�ـاعت�ـار أن  34أن �كون عـدد القطع لا �قـل عن   أي �جـب   x ≥ 5000/150 ≥ 33.33أو 
 هي عدد طب�عي �مثل عدد القطع).

ر نقطـة التعـادل بین افیرادات مع التكـال�ف الثـابتـة والتكـال�ف الكل�ـة، �مـا لب�ـان�ـة لإظهـا) المخططـات ا5
)، حیث تتقاطع الخطوط الب�ان�ة بین الإیرادات من جهة والتكال�ف 10-3هو مبین في الشــــــــــــكل (

 الثابتة والمتغیرة من جهة أخرى. 
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 ) نقطة التعادل بین الإیرادات والتكال�ف10-3الشكل (

 الحل الب�اني لمشكة تعظ�م الر�ح �متراجحات خط�ة 3-3-2

 Maximization) مشكلة تعظ�م الر�ح 2-3تطبیق (

 . L، ساعات عمل K، و�ستخدم المنتجان نفس الموارد ولتكن رأس مال A, Bتُصنع شر�ة منتجین 

 .Lوحدة من  120، و Kوحدة من  124یتوفر لدى الشر�ة 

 .B، ودولار�ن اثنین لكل قطعة من  Aعة من $ من ب�ع �ل قط5تر�ح الشر�ة 

 .Lواحدات من  4، و Kواحدات من  3إلى  A�حتاج إنتاج �ل قطعة من 

 .Lواحدات من  3، و Kواحدات من  5إلى  Bكما �حتاج إنتاج �ل قطعة من 

 لر�ح؟التي �مكن للشر�ة ب�عها لتعظ�م ا Bومن  Aوالمطلوب: ما الكم�ات من 

 الحل:

عـدد القطع التي �مكن ب�عهـا من  B، ول�كن  Aكن ب�عهـا من المنتج الأول ع التي �معـدد القط Aل�كن 
 .Bالمنتج الثاتي 

 Max(P = 5A + 2B)تا�ع الر�ح 

 K  :3A + 5B ≤ 120ید المورد ق القیود:
 L  :4A + 3B ≤ 94قید المورد 

 B ≥ 0 و  B :A ≥ 0ومن  Aقیود عدم السلب�ة على عدد القطع من 

 

ادل مع نقطة التع
 الثابتةالتكال�ف 

15000 

 الثابتةالتكال�ف  تا�ع
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100 33.33 

5000 

نقطة التعادل مع 
 التكال�ف الكل�ة
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مثلاً، فتتحدد لدینا منطقة الحلول المقبولة وهي المنطقة المحصــــــــورة بین  Aبدلالة  Bد یتم رســــــــم القیو 
النقــاط                     حیــث تمثــل �ــل منهــا نقطــة تقــاطع بین قیــدین اثنین على الأقــل �مــا هو 

 ).11-3موضح على الشكل (

هي ق�مة  Pحیث   P = 5A + 2Bفي حین أن رسم التا�ع یبدو أكثر صعو�ة، نلاحظ أن معادلة الر�ح  
ــ�ح A, Bمحددة للر�ح من أجل ق�م محددة لكل من المنتجین   ، �مكن إعادة صـــ�اغة هذه المعادلة لتصـ

B  بدلالةA  ومن أجل ر�ح ماP :B = (-5/2) A + (P/2) 

، فالمســـتق�م Pوتتغیر نقطة تقاطعه مع المحور العمودي حســـب ق�م   (5/2-)إذاً میل هذا المســـتق�م هو  
، إذاً �مكن رسم عدة مستق�مات متواز�ة حسب Pثابت دوماً مهما �انت ق�م الر�ح  لر�ح له میل  الممثل ل

 ، أي أن مستوى الر�ح ینتقل من ق�مة إلى أخرى.Pق�م 

ــتق�م بنفس  ــم مســـ ــم التا�ع الهدف �أخذ میل التا�ع وال�حث عن ق�مة الزاو�ة المعبرة عنه، ثم رســـ یتم رســـ
ــم  A=0, B=0تكن النقطة  و�مر من نقطة أخرى من التا�ع ول ــفر، ثم یتم رســـ ــاوي الصـــ حیث الر�ح �ســـ

ــتق�م لكن من أجل ق�م أكبر للر�ح، وآخر نقطة یتقاطع فیها ا ــتق�مات مواز�ة لهذا المســـ ــتق�مات مســـ لمســـ
الممثلـة للر�ح مع نقـاط المنطقـة المقبولـة تكون هي نقطـة الر�ح الأعظمي، نســــــــــــــقط هـذه النقطـة على 

 المقابلة لأكبر ر�ح ممكن. A, B�م المنتجین المساقط هي ق، فتكون هذه A, Bالمحور�ن 

ــتق�مات الر�ح مع المنطقة المقبولة هي النقطة   نلاحظ من الشـــــــكل أن آخر نقطة یتقاطع فیها أحد مســـــ
 Lوهي في الحق�قة نقطة التقاطع بین مســــــــــــــتق�م المورد  A=23.5و  B=0، وعند هذه النقطة �كون  3

 .P = 5*0 + 2*23.5 = 117.5:  117.5ندها �ساوي والمحور الأفقي، و�كون الر�ح ع

 

 

 

 

 

 

 

 

 ) حل مشكلة برمجة خط�ة �قیدین اثنین12-3(الشكل 
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 �عدة خ�ارات Maximization) مشكلة تعظ�م الر�ح 4-3تطبیق (

وتب�ع جم�ع مـا تنتجـه، حیـث تر�ح من ب�ع �ـل قطعـة من �لا  A, Bتنتج إحـدى الشــــــــــــــر�ـات منتجین  
 قطعة.ل.س/ال 200المنتجین 

 �ما یلي: K، والطاقة L، والعمالة Rكما �ستخدم المنتجین نفس المواد الأول�ة 

 . Kوحدة من  15، وLساعات من  R ،10�غ من  12تستهلك  Aكل قطعة من 

 . Kوحدة من  6، وLن ساعات م R ،10�غ من  21تستهلك  Bكل قطعة من 

 .Kحدة طاقة و  80ساعة عمل، و  150، و R�غ من  252یتوفر لدى الشر�ة 

 �حیث �كون الر�ح أعظم ما ُ�مكن؟ A, Bما الكم�ات التي ُ�مكن إنتاجها من 

 الحل:

 .Bعدد القطع التي تب�عها من  y، و Aعدد القطع التي تب�عها من  xل�كن 

 Z = 200x + 200 yتا�ع الر�ح: 

 لقیود:ا
 R : 12x + 21y ≤ 252قید المواد الأول�ة 

 L : 10x + 10y ≤ 150قید ساعات العمل 

 K : 15x + 6y ≤ 180قید وحدات الطاقة 

 x≥0   ،y≥0قید عدم السلب�ة على عدد القطع: 

ــا�قـة، هي  نلاحظ على الشــــــــــــــكـل الب�ـاني أن منطقـة الحلول المقبولـة أي التي تحقق جم�ع القیود الســــــــــــ
 ، 4، 3، 2، 1والنقاط  0المنطقة المحصورة بین مبدأ الإحداث�ات 

المقبولــة، هنــاك نقطــة واحــدة على الأقــل (حــل ل مقبول) داخــل المنطقــة نعلم من أجــل أي نقطــة (ح ــ
ضــــــــــــــل منه، لذلك فالحل الأمثل متواجد على حدود المنطقة، و�ون هذه مقبول) على حدود المنطقة أف

ــل من النقاط (الحلول) الواقعة بین �ل نقطتي  المنطقة محد�ة، فإن نقاطع التقاطع بین القیود هي أفضـ
أن الحـل الأمثـل هو أحـد نقـاط تقـاطع القیود، تتحـدد هـذه النقطـة الممثلـة للحـل الأمثـل تقـاطع، ومنـه نجـد 

 تا�ع الهدف.حسب میل ال

  y = x + (Z/200)على الشكل Zمیل التا�ع الهدف ُ�حسب �إعادة ص�اغة معادلة 
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 45�ســــــــاوي الواحد، و�التالي الزاو�ة التي �صــــــــنعها مع المحور الأفقي تســــــــاوي   yأي میل المســــــــتق�م  
 درجة.

، ونســــتمر Zح  من أجل ق�م مختلفة للر� yنرســــم المســــتق�مات متســــاو�ة المیل (متواز�ة) والممثلة للتا�ع  
ــتق�مات مع المنطقة المقبولة، فتكون  Zبز�ادة ق�مة الر�ح   حتى آخر نقطة یتقاطع فیها أحد هذه المســــــــــ

 هذه النقطة هي الحل الأمثل.

لتي تُحقق أكبر ر�ح ثلــة للتقــاطع بین القیود، ونــأخــذ النقطــة اأو نقــارن بین أر�ــاح النقــاط الأر�عــة المم
 ممكن، �ما یلي:

 و�كون الر�ح �ساوي الصفر: x=0, y=0نقطة تقاطع قیدي عدم السلب�ة، فنجد  مبدأ الإحداث�ات:

Z = 200*0 + 200*0 = 0 

 :2400، و�كون الر�ح �ساوي x=0, y=12فنجد  xمع قید عدم سلب�ة  R: تقاطع القید 1النقطة

Z = 200*0 + 200*12 = 2400 

 :3000�ساوي ، والر�ح x=8, y=8فنجد  Rو  L: تقاطع القیدین 2النقطة

Z = 200*7 + 200*8 = 3000 

 :3000، والر�ح �ساوي x=10, y=5ونجد  Kو  L: تقاطع القیدین 3النقطة

Z = 200*10 + 200*5 = 3000 

 :2400، والر�ح �ساوي x=15, y=0 ، ونجد yمع قید عدم سلب�ة  K: تقاطع القید 4النقطة

Z = 200*12 + 200*0 = 2400 

ــاً أ�ة نقطة تقع على خط القید 3000قان نفس الر�ح الأعظمي  تحق 3و  2نجد أن النقطتین    L، وأ�ضـــ
 .3000تُحقق نفس ق�مة الر�ح 

ما عند ، و y�ســـــاوي الواحد، أي أنه یوازي مســـــتق�م الر�ح  L�مكن أن نلاحظ أن میل مســـــتق�م هذا القید 
�مة الواصـلة بین فإنه ینطبق تماماً على القطعة المسـتق 3و   2�صـل مسـتق�م الر�ح إلى نقطتي التقاطع  

 .3000النقطتین، �التالي جم�ع النقاط الواقعة على هذه القطعة المستق�مة تحقق نفس الر�ح 

ــادي أن المُنتج لد�ه خ�ارات عدیدة بین الخ�ار�ن   لذي ق نفس الر�ح اوجم�عها تُحق 3و  2�معنى اقتصــــ
 .3000�ساوي 
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 Max ) الحل الب�اني لمشكلة تعظ�م ر�ح �عدة خ�ارات9-3الشكل (

 �متراجحات خط�ةالحل الب�اني لمشكلة تقلیل التكال�ف  3-3-3

  Minimizationتقلیل التكال�ف ) مشكلة 5-3تطبیق (

�ما  X, Y, Zخدم نفس المواد ، و�ل من المنتجین �ســــــتA, Bتُصــــــنع إحدى الشــــــر�ات منتجین اثنین  
 یلي:

 Zغرام من  15، و Yغرام من  10، و Xغرام من  50تحتاج  Aكل قطعة من 

 Zغرام من  50، و Yم من غرا 10، و Xغرام من  20تحتاج  Bكل قطعة من 

 .Zغرام من  75، و Yغرام من  30، و Xغرام من  100لا �مكن شراء/استهلاك أقل من 

 ل.س 6تكلف  Bطعة من .س، و�ل قل 2تكلف  Aكل قطعة من 

 �حیث �كون التكال�ف أقل ما �مكن؟ A, Bما الكم�ات الواجب إنتاجها من 

 الحل:

 .Bعدد القطع التي تنتجها من  B، و Aعدد القطع التي تنتجها من  Aل�كن 

 .Min (Z)والمطوب أصغر ق�مة أي  Z = 3A + 6Bتا�ع التكلفة: 

 X  : 50A + 20B ≥ 100قید المادة   القیود:

 Y  : 10A + 10B ≥ 30قید المادة 

 Z  : 15A + 50B ≥ 75قید المادة 

 

1 

2 
3 

4 

Z = 0 

 y عدد القطع

 x عدد القطع

Z =3000 

منطقة الحلول 
 المقبولة

 منطقة الحلول المرفوضة
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 B≥0   ،A≥0قیود عدم السلب�ة على عدد القطع: 

  B = (3/6) A + (Z/6)، تعید ص�اغته لُ�ص�ح Z = 3A + 6Bلحساب میل تا�ع التكلفة 

المثلث�ة عن الجداول  ، ن�حث في0.5) �ســاوي  Aفالمیل (ظل الزاو�ة التي �صــنعها مع المحور الأفقي  
) �ـاعت�ـارها معروفـة وهي حل 0 ,0درجـة، انطلاقـاً النقطـة ( 27ق�مـة الزاو�ـة فنجـد أنهـا تســــــــــــــاوي حوالي 

- 3درجة مع المحور الأفقي �ما یبین الشكل ( 27غیر مقبول، �استخدام المنقلة، نرسم مستق�م بزاو�ة  
 .Z=0) حیث 10

(التكال�ف) حتى أول  Z، �حیث تزداد ق�مة  Z=0للمستق�م  لإ�جاد الحل الأمثل نرسم مستق�مات موزا�ة  
عنـد هـذه النقطـة أقـل التكـال�ف الممكنـة وهي الحـل  Zلـة، فتكون  نقطـة �مر بهـا من منطقـة الحلول المقبو 

الأمثل. أو ننطلق من أي مســـتق�م في منطقة الحلول المقبولة ونرســـم مســـتق�مات مواز�ة له �حیث تقل 
 لمستق�مات مع نقاط حدود المنطقة المقبولة.یتقاطع فیها أحد ا ، ثم نأخذ أول نقطةZق�مة 

ــكلة التعظ�م   ــرنا في حل مشـــــ ، فإن الحل الأمثل �قع على حدود منطقة الحلول المقبولة، Maxكما أشـــــ
عند النقاط الأر�عة  Z، لذلك �كفي حسـاب ق�مة تا�ع التكال�ف  4 ,3 ,2 ,1وهو أحد نقاط تقاطع القیود: 

 تي تُحقق أقل تكلفة:أو أخذ النقطة ال

 Z:  30، والتكلفة تسـاوي  B=5و  A=0، فتكون 50A+20B=100و   A=0: تقاطع القیدین  1النقطة  

= 3*(0) + 6*(5) = 30. 

، �حـل هـاتین المعـادلتین 50A+20B=100و  10A+10B=30أي  Yو  X: تقـاطع القیـدین 2النقطـة 
 .Z = 3*(4/3) + 6*(5/4) = 11.5: 11.5، والتكلفة تساوي B=5/4و  A=4/3نجد: 

، �حــل هــاتین المعــادلتین 15A+50B=75و  10A+10B=30أي  Yو  Z: تقــاطع القیــدین 3النقطــة 
 = Z = 3*(15/7) + 6*(6/7): 11.57، والتكلفــة تســـــــــــــــاوي B=6/7و  A=15/7نجــد: 

11.57. 

، والتكلفة تساوي B=0و   A=5، نجد:  15A+50B=75و    B=0أي    Yو    Z: تقاطع القیدین  4النقطة  
15 :Z = 3*(5) + 6*(0) = 15. 
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و  A=4/3حیـث  2عنـد النقطـة   Z=11.5وأخـذ الأقـل بینهـا، نجـد أن أقـل ر�ح ممكن هو  Z�مقـارنـة ق�م  
B=5/4 .وُ�مثل الحل الأمثل 

 

 

 

 

 

 

 
 Min لمشكلة تقلیل التكلفة) الحل الب�اني 10-3الشكل (

 

 أسئلة واخت�ارات الفصل الثالث: المتراجحات وتطب�قاتها

 True/False ح / خطأئلة ص) أس1

 خطأ صح السؤال   

   ضرب طرفي المتراجحة �عدد حق�قي موجب تماماً لا �غیر اتجاه المتراجحة. 1

   .المتراجحةضرب طرفي المتراجحة �عدد حق�قي لا �غیر اتجاه  2

   قلب طرفي المتراجحة �غیر اتجاه المتراجحة.  3

   .ي متراجحة جدیدة لها نفس الاتجاهجمع متراجحین من نفس الاتجاه �عط 4

   ضرب متراجحین من نفس الاتجاه �عطي متراجحة جدیدة لها نفس الاتجاه. 5

   المتراجحة.حل متراجحة �عني إ�جاد ق�م متغیراتها التي لا تحقق  6

   هي محققة دوماً. 22x 0 < 5 +المتراجحة  7

 x > 4.  هو  3x – 12 < 0حل المتراجحة  8

   �مكن تمثیل قیود الموارد الاقتصاد�ة على شكل متراجحات أو معادلات. 9

   متغیراتها.�مكن عبر التمثیل الب�اني إ�جاد جم�ع أنواع المتراجحات مهما �ان عدد  10

 

 B قطع

1 

Z = 0 

2 

3 

4 

 A قطع

مناطق 
 مرفوضة

 اطق الحلول المقبولةمن

Z = 15 
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 Multiple Choicesأسئلة خ�ارات متعددة ) 2

 :یؤدي إلى cإن ضرب طرفي المتراجحة �عدد حق�قي  -1
 ب) لا �غیر اتجاه المتراجحة        اه المتراجحةأ) تغییر اتج

 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة     cج) حسب إشارة العدد 

 :یؤدي إلىإلى طرفي المتراجحة  cإن إضافة عدد حق�قي  -2
 ب) لا �غیر اتجاه المتراجحة      أ) تغییر اتجاه المتراجحة  

 لسا�قة خاطئةد) جم�ع الأجو�ة ا     cج) حسب إشارة العدد 

 :هي   2x – 3 > x + 5حلول المتراجحة  -3
   x < 8ب)         x = 8أ) 

 جم�ع الأجو�ة خاطئةد)       x > 8ج) 

 :هي  2x  0 <حلول المتراجحة  -4
   x > 1 و x = 0ب)    أ) مجموعة الأعداد الحق�ق�ة عدا الصفر  

 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة      x = 0ج) 

 : x = 2فإن الق�مة   3x  22x +- 0 < 7متراجحة  نا اللدی -5
 ب) لا تُحقق المتراجحة      أ) تُحقق المتراجحة  

 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة    ∆ج) حسب إشارة الممیز 

 : x = 4فإن الق�مة   x > 20 2x +لدینا المتراجحة   -6
 ب) لا تُحقق المتراجحة      أ) تُحقق المتراجحة  

 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة    ∆سب إشارة الممیز ح ج)

𝑥𝑥2−9𝑥𝑥لدینا المتراجحة   -7
2𝑥𝑥+1

<  : x = 1فإن الق�مة   0
 ب) لا تُحقق المتراجحة      أ) تُحقق المتراجحة  

 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة    ∆ج) حسب إشارة ممیز المقام 

 : x = -2فإن الق�مة   (2x < 4)و   (x – 1 > 0)لدینا جملة المتراجحتین  -8
 ب) لا تُحقق المتراجحتین معاً      أ) حل مشترك للمتراجحتین   
 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة    ج) حسب اتجاه المتراجحتین

 : x = 6فإن الق�مة    x)- (0 > 3و   x)2 - (0 ≤ 9لدینا جملة المتراجحتین  -9
  ب) لا تُحقق المتراجحتین معاً      أ) حل مشترك للمتراجحتین  
 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة    ج) حسب اتجاه المتراجحتین
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 للمناقشةقضا�ا  \مسائل ) 3

𝑥𝑥2 :ة الآت�ةمتراجحالحل  )1-3السؤال ( − 1 ≥ 2𝑥𝑥 − 2 

𝑥𝑥+1− :ة الآت�ةمتراجحالحل  )2-3السؤال (
2𝑥𝑥2−4𝑥𝑥+1

≤ 1 

𝑥𝑥2|  :ةة الآت�متراجحالحل  )3-3السؤال ( − 1| ≥ 0 

 x4 < 1 -x 5الثان�ة:    2x - 4 ≤ 0 لأولى:ا  :متراجحتینالحل جملة ) 4-3السؤال (

 تطبیق مساحة إعلان�ة.). 5-3السؤال (

 المطلوب: و  .2ل.س لكل سم 100آلاف ل.س �الإضافة إلى  10تبلغ تكلفة الإعلان في أحد المجلات المرموقة 

 .بدلالة التكلفة 2سم  xه ) �تا�ة ص�غة تكلفة إعلان مساحت1

ألف ل.س، ما هي حجم المســـــــــــــاحات  60ألف ل.س، و  50) لدینا شـــــــــــــر�ة موازنة الإعلان لدیها محددة بین 2
 الإعلان�ة التي �مكن للشر�ة حجزها؟ 

 )2-3. الفقرة ص�اغة وحل متراجحة من الدرجة الأولى(توجیهات للإجا�ة: 

 الإیرادات والتكال�ف.): ال�حث عن نقطة التعادل بین 6-3السؤال (

 ألف 50اً. �ما تبلغ تكلفة إنتاج القطعة الواحدة  شـــــــهر�ل.س   ألف  100 معامل المفروشـــــــاتتبلغ التكال�ف الثابتة لأحد  
ــ   C(x)عدد القطع المنتجة یوم�اً ول�كن  xل�كن    ل.س/القطعة.  ألف 75ل.س/قطعة. و�مكن ب�ع القطعة الواحدة بــــــــــــــــ

 تا�ع الر�ح، والمطلوب: F(x)تا�ع الإیرادات الإجمال�ة، و R(x)تا�ع التكال�ف الكل�ة، ول�كن 

 ؟ C(x)) ما ص�غة تا�ع التكال�ف الكل�ة 1

 ؟ R(x)) ما ص�غة تا�ع الإیرادات 2

 را�حاً ؟المعمل ، ومتى �كون F(x)) ما ص�غة تا�ع الر�ح 3

 عدد القطع الواجب ب�عها �ي �ستط�ع المحل تغط�ة تكال�فه الثابتة؟) �م 4
 ) 2-3. الفقرة ص�اغة التوا�ع، حل متراجحة الر�ح أكبر من الصفرللإجا�ة:  یهات(توج
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  وتطب�قاتهاوتطب�قاتها    المتتال�ات العدد�ةالمتتال�ات العدد�ة  الفصل الرا�ع:الفصل الرا�ع:
 

  Series and its Applicationsالمتتال�ات العدد�ة وتطب�قاتها عنوان الموضوع: 

 كلمات مفتاح�ة:

 Serie'sنها�ة متتال�ة  ،Geometric Serieالمتتال�ة الهندســـــــــ�ة  ،Numerical Serieالمتتال�ة العدد�ة   ،Serieالمتتال�ة 

Limit،  مجموع متتال�ةSum of Serie's ، متتال�ة متقار�ةConvergent Serie ، ــتقبل�ة ، Future Valueالق�مة المســـــــــــ
 .Present Valueالق�مة الحال�ة 

 :الفصل ملخص

�قاتها المتنوعة في العلوم الاقتصــاد�ة والإدار�ة، لعدد�ة وقواعدها وتطبالرئ�ســة للمتتال�ة ا یتناول هذا الفصــل المفاه�م
لمتتال�ات الخاصـــة مثل الحســـاب�ة أو الهندســـ�ة، وتعر�ف  حیث ســـیتم تعر�ف المتتال�ة �تطبیق عددي، والتعامل مع ا

ت الإدار�ـة تقـارب متتـال�ـة، و��ف�ـة ال�حـث عن مجموع ونهـا�ـة المتتـال�ـة، �مـا ســــــــــــــیتم اســــــــــــــتعراض عـدد من التطب�قـا
 . الاقتصاد�ة من مجالات عدیدةو 

 هداف التعل�م�ة:الأمخرجات و ال
 . العلوم الاقتصاد�ةیتذ�ر مفاه�م المتتال�ة العدد�ة وأهمیتها في  .1
 �میز بین المتتال�ة الحساب�ة والهندس�ة و�وجد ص�غتها ونهایتها. .2

 یتمكن من ال�حث عن نها�ة متتال�ة عدد�ة من أشكال مختلفة.  .3
 متتال�ة عدد�ة.وع حدود �حسب مجم .4

 �حسب الق�مة الحال�ة والق�مة المستقبل�ة لسلسلة تدفقات مال�ة.  .5

 �ستخدم مفاه�م وقواعد المتتال�ات العدد�ة لشرح �عض الظواهر الاقتصاد�ة.   .6

 مخطط الفصل:
 .Concepts of Series ھیم المتتالیات العددیةافم 4-1
 .Numerical Serie المتتالیة الحسابیة 4-2
 .Geometric Serie  المتتالیة الھندسیة 4-3
 .Serie's Limit نھایة متتالیة 4-4
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 مفاه�م المتتال�ة العدد�ة 4-1

ــلة العدد�ة ــلســــــ ــتقره   Nهي تطبیق منطلقه مجموعة الأعداد الطب�ع�ة   )4(المتتال�ة/المتســــــ مجموعة ومســــــ
 الشكل:أو أ�ة مجموعة جزئ�ة منها. نرمز للمتتال�ة � R الحق�ق�ةالأعداد 

U: N → R 

N → Un = U(n)  

 .nالحد العام للمتتال�ة من المرت�ة  nUندعو 

 nU  الحد العام للمتتال�ة  ضــعحیث نبین حدودها المتجاورة،  �مكن التعبیر عن المتتال�ة �علاقة تدر�ج�ة  
 .nU-1 بدلالة الحد الذي �س�قه

 . ∀n> U n+1N, U∈nأنها متزایدة إذا تحقق الشرط التالي:  nU نقول عن متتال�ة

 .∀n< U n+1, UN∈nإذا تحقق الشرط التالي:  متناقصةأنها  nU نقول عن متتال�ة

 أمثلة عن �عض المتتال�ات:)، 1-4مثال (

، ... تشـكل متتال�ة عدد�ة، قد یراها ال�عض الأرقام الزوج�ة أو 8،  6، 4،  2(أ) سـلسـلة الأعداد  
 . 2كل عدد هو العدد الذي �س�قه مضافاً إل�ه 

 تأخذ ق�مها �ما یلي: 2n nU =2 1 + المتتال�ةب) 

U1 = 2*(1)2 + 1 = 3  U2 = 2*(2)2 + 1 = 9 
U3 = 2*(3)2 + 1 = 19  … 
U10 = 2*(10)2 + 1 = 201 … 

ومســـتقرها  N، ... تشـــكل �حد ذاتها متتال�ة، منطلقها  4، 3، 2، 1ت) ســـلســـلة الأعداد الطب�ع�ة  
N  ً1 +. حدها العام 1إل�ه العدد حیث �ل حد هو الحد السابق مضافا n= U n+1U. 

ــكل متتال�ة عدد�ة، و� ــ�قه تشـ ــعف العدد الذي �سـ ــلة الأعداد حیث �ل عدد هو ضـ ــلسـ مكن ث) سـ
 .n= 2U n+1Uكتا�ة حدها العام على الشكل 

 إ�جاد أحد الحدود الناقصة من متتال�ة.) 2-4مثال (

 �ما یلي: xتجة یوم�اً بدلالة عدد القطع المن C(x)ل�كن لدینا جدول التكال�ف 

 
ــلة عددیة للتعبیر عن نفس مفھوم المتتالیة العددیة 4 ــلس ــتخدم بعض المؤلفین مصــطلح متس ــوف لن نمیز بین  Serie, Sequence. یس ، س

 المصطلین في ھذه الأملیة.
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 من ال�سار 14من الحد  xتقترب  →  ← من ال�مین 14 دالح من xتقترب 
18 17 16 15 14 13 12 11 10 x 
 C(x) 50 55 60 65 ؟؟  75 80 85 90

من   14من الق�مة   xســــواء اقتر�ت   70تســــاوي    x=14عند   C(x)�مكن أن نســــتنتج أن التكال�ف  
 .14من  xعندما تقترب  70تساوي  C(x)الي نعتبر أن نها�ة ال�مین أو من ال�سار، و�الت

 مب�عات الأسبوع�ة.ال) سلسلة 3-4مثال (

 الأخیرة تسجیل حجم المب�عات الأسبوع�ة، فحصلنا على الجدول الآتي:تم خلال الأشهر 

 

 

 

 

 

 

 
 مب�عات أسبوع�ة متتال�ة عدد�ة تمثل) 1-4الشكل (

المهمة من المتتال�ات العدد�ة �شــكل خاص �عض الأشــكال   هذا الفصــل إلىملاحظة: لن نتعرض في 
 السلاسل الزمن�ة، حیث لاحظنا أنه یتم دراستها �شكل موسع في مقررات أخرى.

 المتتال�ة الحساب�ة 4-2

ــاب�ة  nUنقول عن متتال�ة عدد�ة  ــتنتاج أي حد من حدودها  Arithmatic Serie  أنها حســ إذا أمكن اســ
 ثابت. عدد  من الحد الذي �س�قه �إضافة

ــكل ــاس المتتال�ة ندعوهثابت  عدد  qحیث  q n= U n+1U +  ونكتبها �الشــــــ موجب أو  q، قد �كون  أســــــ
 سالب أو حتى �أخذ الصفر وفي هذه الحالة الأخیرة تص�ح المتتال�ة هي نفسها.

 qو   الأولالحد هو    1Uحیث  n.q 1= U nU + تال�ة الحســاب�ة �الشــكلالحد العام للمتكما �مكن �تا�ة  
  أساس المتتال�ة.هو 

 

 المبیعات رقم الأسبوع
1 110 
2 105 
3 115 
4 112 
5 120 
6 123 
7 116 
8 125 
9 122 
10 130 
11 128 
12 135 
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من الضـــــروري الانت�اه إلى ترق�م الحد الأول �الرقم صـــــفر أو الواحد، إذا بدأ الترق�م �الصـــــفر �عني أن 
مثلاً  n=3قد لا ُ�فهم منه المصــــــــــطلح اللغوي "الحد الأول"، وفي هذه الحالة عندما نقول الحد  0الرقم 

حین إذا بـدأ الترق�م  . فيn=3مـا ُ�شــــــــــــــیر العـدد � 3فهـذا �عني أن عـدد الحـدود هو أر�عـة حـدود ول�س 
 ، لذلك یُنصح بدء الترق�م �الواحد. n=3للحد الأولى، �كون الحد الثالث هو عندما  1�العدد 

 :�عض خصائص المتتال�ة الحساب�ة

ــاوي  nU – n+1(U() الفرق بین أي حـدین متتـالیین 1( . لمعرفـة إذا �ـانـت المتتـال�ـة qهو ثـابـت و�ســــــــــــ
بین �ل حدین متتالیین، فإذا �ان الفرق دوماً ثابت نســـــتنتج  لا، �كفي أن نأخذ الفرق حســـــاب�ة أم 

  �ساوي هذا الفرق. qأن المتتال�ة حساب�ة، و�أن أساس المتتال�ة 

) أي حد من حدود المتتال�ة الحساب�ة هو متوسط الحدین المجاور�ن له (الحد السابق له والحد التالي)  2(
Unأي   = Un−1+Un+1

2
. 

 اسها موجب تكون متزایدة.ساب�ة أس�ل متتال�ة ح) 3(

 �ل متتال�ة حساب�ة أساسها سالب تكون متناقصة.) 4(

 ُ�عطى �الص�غة الآت�ة: NSحد لمتتال�ة حساب�ة  N) مجموع أول 5(

SN = �Ui = U1 + U1 + ⋯+ UN = n.
U1 + UN

2
= n.

2U1 + (N − 1)q
2

N

i=1

 

 :nnU=ة طب�ع�حد من متتال�ة الأعداد ال Nل مجموع أو ) 6(

1 + 2 + 3 + ⋯+ N =  
N(N + 1)

2
 

 :2nnU=ة زوج�ة الطب�ع�حد من متتال�ة الأعداد ال Nمجموع أول ) 7(

2 + 4 + 6 + ⋯+ 2N = N(N + 1)  

 تبدأ من الصفر: nو  2n+1nU=ة فرد�ال ةطب�ع�حد من متتال�ة ال Nمجموع أول ) 8(

1 + 3 + 5 + ⋯+ (2N − 1) = N2  

 متتال�ة حساب�ة. ة عن أمثل ).4-4مثال (

 الأسبوع�ة �ما یلي: المب�عات  (أ) لدینا

 ، ...11000الرا�ع  ،8000الثالث:  ،5000 الثاني:  ،2000الأسبوع الأول: 

 .n= U n+1U 3000 +. حدها العام q=3000أساسها متتال�ة حساب�ة  تشكل هذه المب�عات 
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 q = 11000 + 3000 = 14000 + 4= U 5U�مكن إ�جاد مب�عات الأسبوع الخامس �ما یلي: 

لات الواردة إلى مقســـم الاســـتعلامات في الشـــر�ة فكانت لدینا ســـجلنا على مدى عدة أ�ام الاتصـــا(ب) 
 ، ...25، الرا�ع 30، الثالث 35، الثاني 40عدد الاتصالات الآت�ة: الیوم الأول 

 .n= U n+1U -5و وحدها العام ه =q-5تبدو هذه المتتال�ة حساب�ة حیث أساسها سالب و�ساوي 

ســــم، وذلك �حســــاب ق�م حدود المتتال�ة �التدرج كما �مكن معرفة متى تنعدم الاتصــــالات إلى المق
حتى نصــل إلى الق�مة صــفر، مع الإشــارة إلى أنه لا �مكن أن �كون هناك اتصــالات ســلب�ة أي 

0≥nU  0=، و�الحســـاب نجد أنه في الیوم التاســـع تكونnU   الشـــر�ة أي تنعدم الاتصـــالات لمقســـم
 وتحسب �ما یلي:

+nq 0= U nU .مع الانت�اه إلى أن الحد الأول رقم ترتی�ه هو الصفر 

 وهو الحد التاسع، بدء التعداد من الصفر ول�س الواحد. n=8نجد 5q = 0 - 40 �حل المعادلة 

  n  2= 2n nU +-10العدد�ة الآت�ة  ةلمتتال�الأولى لحدود الاكتب ) ت (
 ؟ة أم لاواستنتج إن �انت حساب�

 ... n 1 2 3 4 5رقم الحد 
 ... Un -7 0 11 26 45ق�مة المتتال�ة 

 ... nU – nU  7 11 15 19-1الفرق 

 نلاحظ أن الفرق بین �ل حدین متتالیین ل�س ثابتاً، فالمتتال�ة ل�ست حساب�ة.

 :الآت�ةحساب�ة ال ةلمتتال�العام لحد ال استنتج) ت (

 ،... ،8- ، 6- ،  4- ، 2- ، 0المتتال�ة:  

نلاحظ أن المتتال�ة تتناقص �شكل منتظم، أي أن الفرق بین �ل حدین متتالیین هو دوماً ثابت  
 .q = -2ف�كون هو أساس المتتال�ة  2-و�ساوي 

 .n= U n+1U -2و�التالي الحد العام ُ�كتب �الشكل: 

 حد لمتتال�ة حساب�ة. N). مجموع أول 5-4مثال (

خلال الأ�ام التســـــــعة   ، ب) لحســـــــاب مجموع الاتصـــــــالات 4-4(أ) لنأخذ ب�انات المثال الســـــــابق (
 :1809S=اتصال  180الأولى، بتطبیق الص�غة أعلاه، نجد أنها تساوي 
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S9 = �Ui = 40 + 35 + ⋯+ 0 = 9 ∗
40 + 0

2
= 180

9

i=1

 

ــابق ( ــة الأولى، بتطبیق 4-4(ب) لنأخذ ب�انات المثال الســــ ، ث) لحســــــاب مجموع الحدود الخمســــ
 :5S  =-40أنها تساوي لص�غة أعلاه، نجد ا

S5 = �Ui = 0 − 2 + ⋯− 8 = 5 ∗
0 − 8

2
= −40

5

i=1

 

 المتتال�ة الهندس�ة 4-3

إذا أمكن استنتاج أي حد من حدودها من الحد  Geometric Serie  أنها هندس�ة  nUنقول عن متتال�ة  
قي عدد حق�  qحیث   n= q.U n+1U �الشـــكلالعالم  ها حد   نكتب و . q  ثابت عدد الذي �ســـ�قه �الضـــرب �

 .أساس المتتال�ة هندعو 

 .موجب أو سالب أو حتى الصفر، وفي هذه الحالة الأخیرة تنعدم حدود المتتال�ة qقد �كون 

ــكل  الحد العام  ة�ا�تكما �مكن   ــ�ة �الشــــــ  qالحد الأول و  هو    1U حیث   UnUn = q.1 للمتتال�ة الهندســــــ
 أساس المتتال�ة.

 �عض خصائص المتتال�ة الهندس�ة:

. لمعرفة ف�ما qهو دوماً ثابت و�ساوي أساس المتتال�ة   nU/n+1(U( ل حدین متتالیین) ناتج قسمة �1(
إذا �انت المتتال�ة هندس�ة، �كفي أن نأخذ ناتج القسمة فإن �ان ثابتاً دوماً نستنتج أن المتتال�ة  

 �ساوي هذا الناتج.  qهندس�ة، و�أن أساس المتتال�ة 

 ر من الواحد تكون متزایدة. �ل متتال�ة هندس�ة أساسها موجب وأكب) 2(

 صغر من الواحد تكون متناقصة.�ل متتال�ة هندس�ة أساسها موجب وأ) 3(

 �ل متتال�ة هندس�ة أساسها سالب تكون غیر متزایدة وغیر متناقصة.) 4(

ــاوي جداء الحد الثاني   nU�الحد الأخیر    1U) جداء الحد الأول 5( ، nU-1�الحد ما قبل الأخیر   2U�سـ
وهكذا نجد أن ، ... nU-2�الحد الذي �ســبق ما قبل الأخیر    3Uد الثالث وي جداء الحو�ذلك �ســا

 .i+1-n.Ui= U 1-n.U2= U n.U1Uالص�غة الآت�ة محققة دوماً: 
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 nU-1هو الجذر التر��عي لجداء الحدین الذي �ســــــــــــ�قه   nU) أي حد من حدود المتتال�ة الهندســــــــــــ�ة  6(
Unدوماً:  ، والص�غة الآت�ة محققةn+1Uوالذي یل�ه  = �Un−1. Un+1. 

 �الص�غة: qوأساسها  1uحدها الأول  nUحد لسلسة هندس�ة  N) مجموع أول 7(

SN = ∑ Ui
N
i=1 = u1 �

qN−1
q−1

� = q.UN−U1
q−1

 q # 1حیث      

جموع فـإن محـد من حـدودهـا،  nمجموع أول  nSمتتـال�ـة هنـدســــــــــــــ�ـة غیر منته�ـة، ول�كن  nU) لتكن  8(
Sالمتتال�ة   = lim

n→∞
Sn = U1

1−q
 .q|<1|إذا �ان  إلى اللانها�ة nمتقارب عندما تسعى  

 :n→∞عندما  n=(1/2)Un+1U) مجموع المتتال�ة الهندس�ة 9(

1 +
1
2

+
1
4

+
1
8

+ ⋯+
1

2n
+ ⋯ = 2  

 �عض الأمثلة عن متتال�ات هندس�ة. .)6-4مثال (

 ... ، 16، 8، 4، 2، 1 متتال�ة الأعداد (أ) لدینا 

متتال�ة هندســـ�ة حدها نلاحظ أن �ل عدد هو ضـــعف الذي �ســـ�قه، �التالي تشـــكل هذه الأعداد 
 .n= 2U n+1Uوحدها العام  .q=2 وأساسها 11U= الأول

1 متتال�ة الأعداد (ب) 
2

,−1
6

, 1
18

,− 1
54

,  هي متتال�ة هندس�ة   …

 حـدهـا الأول�قـه، �ـالتـالي فهي متتـال�ـة هنـدســــــــــــــ�ـة  نلاحظ أن �ـل عـدد هو ثلـث العـدد الـذي �ســــــــــ ــــ
=1/21U 1/3 وأساسها)-q=(  والحد العامn1/3) U-= ( n+1U 

 ) �عض الأمثلة عن مجموع متتال�ة هندس�ة.7-4مثال (

 ، أ) أعلاه:6-4حدود للمتتال�ة في المثال ( 5(أ) مجموع أول 

1= 1+2+4+8+16 = 3 5S   أو حسب الص�غةS5 = 1 �2
5−1
2−1

� = 31 

 ، ب) أعلاه:6-4حدود للمتتال�ة في المثال ( 5(ب) مجموع أول 

S5 =
1
2

+ �−
1
6
� +

1
18

+ �−
1

54
� +

1
162

=
61

162
= 0.3765 

S5 =
1
2

.�
(− 1

3)5 − 1

(− 1
3) − 1

� = 0.3765 
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 �متتال�ة هندس�ة.متساو�ة دور�ة مال�ة دفعات  الق�مة المستقبل�ة لجملة): 1-4تطبیق (

فترة، و�فائدة مر��ة   n، ولمدة A�ان لدینا جملة من الدفعات الدور�ة المتساو�ة ولتكن ق�مة الدفعة ا إذ 
t  ثابتة في جم�ع الفترات، فإنه �مكن مقار�ة حساب الق�مة المستقبل�ةFurure Value  لهذه الدفعات

 الدور�ة �متتال�ة عدد�ة تتمیز �ما یلي: 

  ،A = 0Aلدینا دفعة أولى ق�متها  .1

 A (1+t) 1FV =الق�مة المستقبل�ة للدفعة في نها�ة الفترة الأولى:   .2

  1FV = 2= A (1+t) 2FV (t+1)الق�مة المستقبل�ة للدفعة الثان�ة:   .3

 .(t+1)مضرو�اً بـ  1FVأي هي الق�مة المستقبل�ة للدفعة الأولى 

  2FV = 3= A (1+t) 2FV (t+1)الق�مة المستقبل�ة للدفعة الثالثة:   .4

 .(t+1)مضرو�اً بـ   2FVالمستقبل�ة للدفعة الثان�ة  الق�مةأي هي 

هي الق�مة المستقبل�ة للدفعة التي  iFVأي  i�شكل عام، الق�مة المستقبل�ة للدفعة في الفترة  .5
 1-i= FV i= A (1+t) iFV  (1+t):   (t+1)مضر�اً بـ  iFV-1تس�قها 

، وعدد الدفعات A، وحدها الأول  q=(1+t)اسها  نلاحظ أن هذه الق�م المستقبل�ة تشكل متتال�ة هندس�ة أس 
 :FV، و�التالي فإن مجموع الق�م المستقبل�ة لهذه الدفعات nمنتهي و�ساوي 

n+ … + A(1+t) 3+ A(1+t) 2FV = A + A(1+t) + A(1+t) 

FV = �A(1 + t)i
n

i=1

 

S�مكن حساب هذا المجموع بتطبیق ص�غة مجموع متتال�ة هندس�ة:   = U1 �
qn−1
q−1

� 

 من حدودها.  n: أول n.  و q = (1+t)، وأساس المتتال�ة  A 1U =حیث الحد الأول هو 

 بتطبیق هذه الص�غة على مجموع الق�م المستقبل�ة لسلسلة دفعات متساو�ة:

S = A �
(1 + t)n − 1
(1 + t) − 1

� = A �
(1 + t)n − 1

t
� 

 :FVت الدور�ة هو الق�مة المستقبل�ة لجم�ع الدفعا Sالص�غة حیث �إعادة ترتیب 

FV = �A(1 + t)i
n

i=1

= A �
(1 + t)n − 1

t
� 
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أشـــــــهر،  6ألف ل.س ولمدة   100مثال عددي: لنفترض أنك حصـــــــلت على قرض قســـــــطه الشـــــــهري 
 %، فما الق�مة المستقبل�ة لهذا القرض؟ 2و�فائدة شهر�ة 

 t=0.02معدل الفائدة الشهري  ،n=6، عدد الفترات A=100لدینا الدفعة الشهر�ة 

ألف هي في الحق�قة محســـو�ة في بدا�ة الشـــهر، في حین   100الشـــهر�ة المفترض أنها تســـاوي   فعةالد 
ــهر واحد �جب أن  ــادس و�أن هناك فوائد شــ ــهر الســ ــد بها في نها�ة الشــ ــهر ُ�قصــ ــتة أشــ عندما نقول ســ

هر، أي �جب إضــافة فوائد شــهر تضــاف للدفعة، لذلك �جب إعادة حســاب الدفعة لتكون في نها�ة الش ــ
 n. أي عدّاد الأشــــــــهر 102=0.2*100+100: 100ل�س ألف و   102على هذه الدفعة لتصــــــــ�ح   واحد 

 یبدأ من الواحد ول�س من الصفر.

 ل.س: 630.812بتطبیق الص�غة أعلاه، نجد الق�مة المستقبل�ة المكافئة للقرض تساوي 

FV = A �
(1 + t)n − 1

t
� = 102�

(1 + 0.02)6 − 1
0.02

� = 102 ∗ 6.30812 = 643.428 

رة إلى أنه في حال حســـاب مبلغ الفائدة الشـــهر�ة و�ضـــافتها إلى القســـط الشـــهري ثم ضـــرب الإشـــاتجدر 
ــاوي  ــتقبل�ة تســـــــ ــتة أشـــــــــهر، نحصـــــــــل على ق�مة مســـــــ  = 6*(100+0.2*100)ألف:  612الناتج �ســـــــ

 هو فوائد الفوائد. FV، والفرق بین هذه الق�مة والق�مة التراكم�ة السابق 612.000

 �متتال�ة هندس�ة.متساو�ة دور�ة مال�ة دفعات  ال�ة لجملةالق�مة الح): 2-4تطبیق (

 Present) لاســتخراج صــ�غة الق�مة الحال�ة 1-4�مكن اســتخدام نفس المحاكمة في التطبیق الســابق (

Value  :لجملة من الدفعات الدور�ة المتساو�ة، �ما یلي 

 ، A = 0Aلدینا دفعة أولى ق�متها  .6

PV1لى: لفترة الأو في نها�ة االق�مة الحال�ة لدفعة  .7 = A
(1+t)

 

PV2الق�مة الحال�ة للدفعة الثان�ة:  .8 = A
(1+t)2

=
A

(1+t)

(1+t)
= PV1

(1+t)
= PV1

1
(1+t)

 

1مضرو�اً بـ  1PVأي هي الق�مة الحال�ة للدفعة الأولى 
(1+𝑡𝑡)
 . 

PV3الق�مة الحال�ة للدفعة الثالثة:  .9 = A
(1+t)3

=
A

(1+t)2

(1+t)
= PV2

(1+t)
= PV2

1
(1+t)

 

1مضرو�اً بـ   2PVالحال�ة للدفعة الثان�ة  أي هي الق�مة
(1+𝑡𝑡)
 . 
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هي الق�مة الحال�ة للدفعة التي  iPVأي  i�شكل عام، الق�مة الحال�ة للدفعة في الفترة  .10
1مضر�اً بـ  iFV-1تس�قها 

(1+𝑡𝑡)
 : 

PVi =
A

(1 + t)i
=

A
(1 + t)i−1

(1 + t)
=

PVi−1
(1 + t)

= PVi−1
1

(1 + t)
 

1نلاحظ أن هذه الق�م الحالي تشكل متتال�ة هندس�ة أساسها 
(1+t)

، وعدد الدفعات A، وحدها الأول  

 :PV، و�التالي فإن مجموع الق�م الحال�ة لهذه الدفعات nمنتهي و�ساوي 

PV = A +
A

(1 + t)
+

A
(1 + t)2

+ ⋯+
A

(1 + t)n = �
A

(1 + t)i = A.�
1

(1 + t)i

n

i=1

n

i=1

 

Sهندس�ة:  �مكن حساب هذا المجموع بتطبیق ص�غة مجموع متتال�ة  = U1 �
qn−1
q−1

� 

q: هو الحد الأول للمتتال�ة. وأساس المتتال�ة A=1Uحیث   = 1
(1+t)

 حد من حدودها.  n: أول n. و 

 سلسلة دفعات متساو�ة:بتطبیق هذه الص�غة على مجموع الق�م الحال�ة ل

PV = A�
� 1

1 + t�
n
− 1

� 1
(1 + t)� − 1

� = A�
� 1

1 + t�
n
− 1

� −t
(1 + t)�

� 

)، نجـد الق�مـة الحـال�ـة لـدفعـات  1-4مثـال عـددي: لنـأخـذ نفس ب�ـانـات المثـال في التطبیق الســـــــــــــــابق (
 ل.س: 571.346القرض تساوي 

PV = 100�
� 1

1 + 0.02�
6
− 1

� −0.02
(1 + 0.02)�

� = 100 ∗ 5.71346 = 571.346 

لمدة ســتة أشــهر  PV=571.346من المنطقي التســاؤل، ف�ما لو تم اســتثمار �امل مبلغ الق�مة الحال�ة 
 ؟ FV=630.812ة دون سحب الفوائد، فهل سنحصل على نفس الق�مة المستقبل�ة متتال�

 ُ�حسب �ما یلي: لمدة ستة أشهر، PVهو الق�مة المستقبل�ة الناتج استثمار الق�مة الحال�ة  FV2ل�كن  

= 643.428 6= 571.346*(1+0.02) 6FV2 = PV(1+t) 

متســـــــــاو�تان، وهذا منطقي، إذا لا �جب أن �كون هناك  FV, FV2نلاحظ أن الق�متین المســـــــــتقبلیتین  
للقرض وتم اســـتثمارها لســـتة أشـــهر، أو الاســـتثمار للقرض  PVفرق ســـواء ســـحبنا �امل الق�مة الحال�ة  

 على شكل دفعات شهر�ة.
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 نها�ة متتال�ة 4-4

ا�ة، أو إلى إلى اللانه nعندما تســـــــعى   nU  لمتتال�ةهو دراســـــــة ســـــــلوك ا Serie's Limitنها�ة متتال�ة  
limق�مة محددة مس�قاً، ونرمز لها �ما یلي: 

n→∞
Un = L. 

 مجموع حدود متتال�ة:

 Sا، و حدوده  حد من nمجموع أول  nS، ول�كن  q، وأســــــــــــــاســــــــــــــها 1Uمتتال�ة، حدها الأول   nUلتكن  
Sمجموع المتتال�ة، فإنه ُ�عبر عن مجموع متتال�ة غیر منته�ة �الشــــــــــــكل  = ∑ Un

∞
n=1 ما �عبر عن� ،

S𝑁𝑁حد من حدودها �الشكل  Nمجموع أول  = ∑ Un
N
n=1. 

 متتال�ة منته�ة، ف�مكن إ�جاد مجموع �عض المتتال�ات الشهیرة �ما یلي: nUإذا �انت 

12عدد طب�عي:   nمجموع مر�عات أول  .1 + 22 + 32 + ⋯+ n2 =  n(n+1)(2n+1)
6

 

1عدد طب�عي فردي:   nمجموع مر�عات أول  .2 + 32 + ⋯+ (2n − 1)2 =  n(4n2−1)
3

 

n→∞  :1عندما  .3
1.2

+ 1
2.3

+ 1
3.4

+ ⋯+ 1
n(n−1)

+ ⋯ = 1  

n→∞  :1دما عن .4 + 1
1!

+ 1
2!

+ 1
3!

+ ⋯+ 1
n!

+ ⋯ = e  

 :Convergent Seriesتقارب متتال�ة 

إذا أمكن إ�جاد ق�مة عدد�ة محددة للمتتال�ة عندما تسـعى  Convergentنقول عن متتال�ة أنها متقار�ة  
n  إلى اللانها�ة. وفي حال عدم وجود مثل هذه الق�مة نقول أنها غیر متقار�ةDivergent. 

lim�ان إذا تقارب متتال�ة غیر منته�ة:  .1
n→∞

Sn = L   فإنS = ∑ Un = L∞
n=1 

∑غیر منته�ـة: إذا �ـان مجموع المتتـال�ـة  اخت�ـار تقـارب متتـال�ـة .2 Un
∞
n=1  متقـارب، فـإن نهـا�ـة

ــعى   ــفر عندما تســـــــ ــعى إلى الصـــــــ lim إلى اللانها�ة  nالحد الأخیر �ســـــــ
n→∞

qn =  �ذا �ان  ، و 0
lim
n→∞

qn ≠  .Divergenetفإن المتتال�ة غیر متقار�ة  ،0

∑حیـث مجموع الأولى  n, VnUتین  لیتین غیر منتهیل�كن لـدینـا متتـا .3 Un = L∞
n=1  ومجموع الثـان�ـة

∑ Vn = M∞
n=1  :فـإن مجموع حـاصـــــــــــــــل جمع حـدود المتتـالیتین هو حـاصـــــــــــــــل جمع المجموعین

∑ (Un + Vn) = ∑ Un + ∑ Vn = L + M∞
n=1

∞
n=1

∞
n=1 

∑حیـث مجموعهـا   nUلـدینـا المتتـال�ـة   .4 Un = L∞
n=1 ول�كن  c عـدد حق�قي  R∈c  مجموع جـداء ، فـإن

ــد من حــــدود  ــال�ــــة كــــل حــ ــدد  المتتــ ــالعــ ــدد  c�ــ ــداء العــ ــل جــ ــاصـــــــــــــــ ــة: cهو حــ ــال�ــ  �مجموع المتتــ
∑ c. Un = c.∑ Un

∞
n=1 c. L∞

n=1 
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limلى اللانها�ة إذا �ان  إ nعندما تســعى   Lنقول عن متتال�ة أنها تســعى نحو  
n→∞

Un → Lونقول أن ، 
L هي نها�ة المتتال�ة nU. 

، L، فإنه �كاد �ســـــــتحیل أن نصـــــــل إلى الق�مة الفعل�ة للنها�ة ولتكن  nUلدى ال�حث عن نها�ة متتال�ة  
ــتخدم مصـــــــطلح "�ســـــــعى إلى"، ولإ�جاد نها�ة المتتال�ة �فرق صـــــــغیر جداً لا یتجاوز   (یُلفظ  εلذلك نســـــ

ــلون) بین الق�مة الحق�ق�ة للنها�ة والق�مة التي نقبل عندها هذا الفرق،  ــة متراجحة هذا إی�ســـــــــ یتم دراســـــــــ
� یتجاوز عدد صغیر جداً: الفرق �حیث لا lim

n→∞
Un − L� ≤ ε . 

 نها�ة �عض المتتال�ات الشهیرة:

Un = 𝑛𝑛 ,    lim
n→∞

Un = ∞     Un = 1
n

 ,    lim
n→∞

Un = 0   

Un = n2 ,    lim
n→∞

Un = ∞     Un = 1
n2

 ,    lim
n→∞

Un = 0   

Un = √𝑛𝑛  ,    lim
n→∞

Un = ∞     Un = 1
√n

 ,    lim
n→∞

Un = 0   

0 < 𝑎𝑎 < 1 ,    lim 𝑛𝑛 .𝑎𝑎𝑛𝑛
n→∞

= 0    Un = (n)
1
𝑛𝑛  ,    lim

n→∞
Un = 1   

0 < 𝑎𝑎 < 1 , lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 0        Un = (1 + n)
1
𝑛𝑛  ,    lim

n→∞
Un = e   

 العمل�ات على النها�ات:

lim  نها�ة �ل منهما �ما یلي:حیث  n, VnUل�كن لدینا المتتالیتین 
n→∞

Un = L  و lim
n→∞

Vn = M 

 الحساب�ة على النها�ات �ما یلي: �مكن إجراء عمل�ات 

limین هو مجموع النهایتین  نها�ة مجموع المتتالیت .5
n→∞

(Un + Vn) = L + M 

limنها�ة فرق المتتالیتین هو فرق النهایتین   .6
n→∞

(Un − Vn) = L − M 

limنها�ة جداء المتتالیتین هو جداء النهایتین   .7
n→∞

(Un. Vn) = L. M 

limنها�ة قسمة المتتالیتین هو قسمة النهایتین   .8
n→∞

�Un
Vn
� = L

M
 

Unمتتال�ة ): حساب نها�ة ال8-4مثال ( = √n−1
n−1

 .1إلى الق�مة  nعندما تنتهي  

�ســــــاوي الصــــــفر، لذلك  (n-1)�الصــــــ�غة أعلاه �ونها تجعل المقام   1نلاحظ أنه لا �مكن تبدیل الق�مة  
من ال�مین (�ق�م أكبر من الواحد) ومن ال�سار  1سنلجأ إلى حساب النها�ة �التقرب تدر�ج�اً من الق�مة  

ــلوك المتتال�ة ��ف یتغیر �لما 0.01احد) و�قفزات صـــــغیرة من مرت�ة  (�ق�م أصـــــغر من الو  ، ونراقب ســـ
 اقتر�نا من الواحد، یُنصح بوضعها ضمن جدول �ما یلي:
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 من ال�سار  1من  nتقترب  →  ← من ال�مین 1من  nب تقتر 
1.04 1.03 1.02 1.01 1 0.99 0.98 0.97 0.96 n 
0.495 0.496 0.498 0.499 0.5 0.501 0.503 0.504 0.505 nU 

ــاني  ــل الب�ــ ــا �مكن اللجوء إلى التمثیــ كمــ
ــلوك، حیث  لهذه المتتال�ة لمراق�ة هذا السـ

ــكل ( ) انقطاع المتتال�ة 2-4ُ�ظهر الشــــــــــ
(عدم تعیین)، في حین أن  1عند الق�مة  

ق�م المتتال�ة (من ال�مین ومن ال�ســـــــــــــار) 
 . 0.5تقترب من الق�مة 

 

 ا�ة متتال�ة متقار�ة) التمثیل الب�اني لنه2-4الشكل (

 ) أمثلة عدد�ة عن نها�ة متتال�ات.9-4مثال (

Un  لتكن المتتال�ة ذات الحد العام:(أ)  = 1 + (−1)n

2n
  

تبدو المتتال�ة و�أنها ل�ســـت حســـاب�ة أو هندســـ�ة، لذلك من الأفضـــل في مثل هذه الحالات أن نلجأ 
 :بینها لاص نمط أو شكل التغیرات ف�ماحدودها الأولى، ومراق�ة ق�م الحدود لاستخب احسإلى 

U1 = 1 + (−1)1

2∗1
= 1

2
      U2 = 1 + (−1)2

2∗2
= 5

4
 

U3 = 1 + (−1)3

2∗3
= 5

6
      U4 = 1 + (−1)4

2∗4
= 9

8
 

نلاحظ أن ق�م المتتــال�ــة تتزایــد من الحــد الأول إلى الثــاني، ثم تننــاقص إلى الثــالــث، ثم تتزایــد إلى 
، و�ـأن 1را�ع، ... وهكـذا، �مـا نلاحظ أن هـذه الحـدود تترواح �ـالز�ـادة أو �ـالنقصــــــــــــــان حول الق�مـة ال

ــتنتاج أن المتتالnعن الواحد یتناقص مع تزاید   ndمقدار الفرق  �ة متقار�ة �اعت�ار ، إذاً �مكن الاســــــــــ
متتال�ة تتقارب إلى اللانها�ة، و�مكن الاســـتنتاج ال nیتناقص إلى الصـــفر عندما تســـعى    ndأن الفرق 
 وهو نها�ة هذه المتتال�ة. 1إلى العدد 

فإن  10ε=-3 أقل من عدد صـــــــــــــغیر جداً ول�كن L المفترضـــــــــــــة  والنها�ة nU  الفرق بین لنفترض أن
Un|لمتراجحة ا − L| <  یتحقق هذا الفرق.  nجاد اعت�اراً من أي حد ، تسمح �إ�10−3

 :L=1في المثال أعلاه، نتوقع أن تكون النها�ة 

�1 + (−1)𝑛𝑛

2𝑛𝑛
− 1� < 𝑛𝑛(1−)�أو  10−3

2𝑛𝑛
� < 1أو  10−3

2𝑛𝑛
< ــه  10−3 ــنــــــ ، أي 2n>1000ومــــــ

n>500. 
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 .n>500، �جب أن �كون nUوالحد  L=1مما �عني أنه من أجل فرق بین النها�ة المتوقعة 

𝑈𝑈𝑛𝑛 نها�ة المتتال�ةبرهن أن  .)(ب  = 3𝑛𝑛+1
2𝑛𝑛−1

3 هي 
2
. 

 ، نحسب الفرق:10ε=-3  نفرض أن

�3𝑛𝑛+1
2𝑛𝑛−1

− 3
2
� < 6𝑛𝑛+2−3(2𝑛𝑛−1)�أو   10−3

2(2𝑛𝑛−1)
� < 5أو   10−3

2(2𝑛𝑛−1)
< 10−3 

من أجـل أن �كون الفرق بین نهـا�ـة المتتـال�ـة  n≥1251�حـل هـذه المتراجحـة، نجـد أنـه �جـب أن �كون 
3أنها تساوي  ول نها�ة المتتال�ة، و�التالي �مكن قب3−10لا یز�د عن واحد من ألف  nوالحد رقم 

2
. 

lim: 2تنتهي إلى الق�مة  nعندما  أوجد نها�ة المتتال�ة(ت) 
n→2

Un = 3n2 − 4n + 8  

 :�ل منها وتطبیق العمل�ات على نها�ات �مكن النظر إلى هذه المتتال�ة �ثلاث متتال�ات 

lim
n→2

Un = 3n2 − 4n + 8 = lim
𝑛𝑛→2

3𝑛𝑛2 + lim
𝑛𝑛→2

(−4𝑛𝑛) + lim
𝑛𝑛→2

(8) = 12 − 8 + 8 = 6 

 ): دور التكال�ف الثابتة. 3- 4تطبیق ( 

ألف ل.س شهر�اً، والتكال�ف  500الثابتة للمصنع تساوي تقدر إدارة أحد المصانع أن التكال�ف 
ل�كن عدد القطع التي ینتجها المصنع  ل.س/القطعة،  50الم�اشرة لإنتاج القطعة الواحدة �ساوي 

 ، المطلوب:xهو شهر�اً 

 ؟A(x)؟ وما ص�غة تا�ع التكلفة الوسط�ة للقطعة الواحدة T(x)أ) ما ص�غة تا�ع التكال�ف الكل�ة 

إلى اللانهـا�ـة، مـا ق�مـة  xتنتهي یُنتج المصــــــــــــــنع حجمـاً �بیراً جـداً من القطع أي عنـدمـا عنـدمـا ب) 
 لفة القطعة الواحدة؟وسطي تك

 ؟ما التفسیر الاقتصادي لهذه النت�جةت) 

 الحل:

 أ) التكال�ف الكل�ة = التكال�ف الثابتة + التكال�ف المتغیرة 

 ل.س. T(x) = 50 x + 500.000  قطعة الشكل الآتي: xلإنتاج تا�ع التكال�ف الكل�ة  �أخذ 

 هو التكال�ف الكل�ة مقسومة على عدد القطع أي: A(x)وسطي تكلفة إنتاج القطعة الواحدة 

A(x) =
T(x)

x
=

50x + 500000
x

 

 :   A(x)وسطي التكلفة تذهب إلى اللانها�ة، ندرس نها�ة تا�ع  xب) عندما 
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lim
x→∞

A(x) = lim
x→∞

�
50x + 500000

x
� = lim

x→∞

50x
x

+ lim
x→∞

500000
x

 

50𝑥𝑥نلاحظ أن الحد الأول  
𝑥𝑥

ینتهي إلى اللانها�ة. و�نتهي الحد  xعندما   50ي إلى الق�مة ینته  
500000الثاني  

𝑥𝑥
ینتهي إلى اللانها�ة. و�التالي، تكون نها�ة وسطي تكلفة   xعندما    0إلى الق�مة  
 ل.س/القطعة. 50تساوي  A(x)القطعة الواحدة 

 

 

 

 

 

 لتا�ع تكلفة خطيواحدة ) نها�ة وسطي تكلفة إنتاج قطعة 3-4الشكل (

فإن مساهمة التكال�ف   �بیرة جداً،إلى �م�ات    xالتفسیر الاقتصادي: مع تزاید عدد القطع المنتجة  ت)  
تص�ح مهملة وتقترب من الصفر عندما   في تكلفة القطعة الواحدة  ل.س)  500000الثابتة (مبلغ  

ل.س) هو   50تأثیر التكال�ف المتغیرة �القطعة الواحدة (أي  ، و��قى فقط∞تقترب الكم�ة من 
 الحاسم في حساب التكال�ف الكل�ة.

 ث. ): تكال�ف التلو 4- 4تطبیق ( 

إزالة تلوث النفط المتسرب لدى غرق إحدى ناقلات النفط، ترغب إدارة الشر�ة المالكة بتقدیر تكال�ف 
س�ة المئو�ة  ة، بناءً على دراسات ذات مصداق�ة، تم تقدیر هذه التكال�ف �تا�ع للنناقلالفي ال�حر من 

F(p)  الشكل الآتي: له  ال�قعة الملوثة من مساحة = 12p
100−p

 

 والمطلوب:. �ملایین اللیرات السور�ة F(p)، و من حجم ال�قعة الملوثة مئو�ة�ة الالنس pحیث 

 .p=90%وحتى  p=10%% بدءاً من 10ضع جدول یوضح تكال�ف التنظ�ف لكل أ) 

 رسم الخط الب�اني لتا�ع التكلفة.ب) 

 ؟ لإجراء، ما التكلفة التقدیر�ة لهذا ا%100ت) في حال �ان على الشر�ة إزالة �امل التلوث أي 

 الحل:

 %:90% إلى 10من  المنظفة وتكال�فها ) جدول یبین النس�ة المئو�ة أ
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T(x) تكالیف كلیة A(x)  وسطي القطعة
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90 80 70 60 50 40 30 20 10 p % 
108 48 28 18 12 8 5.143 3 1.333 F(p) 

 نلاحظ أن التكال�ف تزداد �شكل �بیر جداً �لما اقتر�نا من تنظ�ف �امل المساحة الملوثة.

ستناد  ) الخط الب�اني: �مكن الا ب 
لرسم الخط إلى الجدول السابق 

الب�اني، إذ أنه �حتوي على عدد 
 مقبول من النقاط. 

 

 

 إزالة % من تلوث �قعة نفطف �لاكتا�ع أسي �مثل ت ) 3-4الشكل (

إلى ق�م  جنون�ة ، نلاحظ من الخط الب�اني أن التكال�ف تسعى �سرعة %100من  p) عندما تقترب ت 
 التكال�ف:  تا�عها�ة  ن�قة ل�س إلاهو في الحق، و ∞نحو كبیرة جداً 

lim
p→∞

F(p) =
12p

100 − p
→ ∞ 

 �ون التكال�ف تص�ح لا نهائ�ة.عمل�اً، مستحیل هو �معنى أن إزالة �امل التلوث 

لـذلـك تقوم أغلـب الشــــــــــــــر�ـات في مثـل هـذه الحـالات �ـالموازنـة بین تكـال�ف إزالـة المخـالفـة، والعقو�ـات 
التكال�ف، تتحمل الشـــــــر�ة لحالات، فإن �انت تكلفة العقو�ات أقل من  القانون�ة المقرة في مثل هذه ا

 العقو�ات، و�لا تقوم �إزالة المخالفة.

 . لشر�ة صناع�ة دارةالإ): تكال�ف 5- 4تطبیق ( 

الطاقة من   %pتشـــــــــــــغیل خطوط الإنتاج �معدل  أنه إذا تم  ات الصـــــــــــــناع�ة  الشـــــــــــــر�إحدى تقدر إدارة 
افقـة لهـذه النســــــــــــــ�ـة من المر  ال�ف الكل�ـة للعمل�ـات الإدار�ةالتك ـ ، فإنالقصــــــــــــــوى لهـذه الخطوط  الإنتـاج�ـة

  مقدرة �آلاف اللیرات تُعطى �التا�ع الآتي:الطاقة الإنتاج�ة 

T(p) =  
8p2 − 636p − 320

p2 − 68p − 960
 

 .�ملایین ل.س التكال�ف الإدار�ة T(p)، و  هي النس�ة المئو�ة المستعملة من الطاقة الإنتاج�ة pحیث  

ــد � ــ�ة، أجور ف الإدار�ة النفقات غیر المرت�طة �التكال�ف االتكال�ُ�قصــــ ــرة للإنتاج، مثل القرطاســــ لم�اشــــ
 والمطلوب: الإدار�ین، المراسلات، ...الخ.
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 ؟ p=0%أي  أي من خطوط الإنتاجعدم تشغیل الإدار�ة في حال كال�ف ق�مة الت) ما أ

 ؟ p=100% تها القصوى أيطاق�  الإدار�ة في حال تشغیل خطوط الإنتاجتكال�ف ال ق�مة) ما ب 

من الطاقة الإنتاج�ة وذلك من  شغلةبدلالة النس�ة الم دار�ة التكال�ف الإیبین  جدولاً  ضع) ت 
p=0%  إلىp=100%  ماذا تلاحظ عندما %. 10و�قفزاتp=80%؟ 

 ؟ بدلالة النس�ة المئو�ة لتشغیل خطوط الإنتاج  دار�ة) رسم الخط الب�اني لتا�ع التكال�ف الإث 

، فما تقدیرك للتكال�ف %80وط الإنتاج بنس�ة �ما لو فرضنا أنه لسبب ما، �مكن تشغیل خطف ج)
 الإدار�ة عند هذه النس�ة؟ 

 الحل:

 ل.س، �ما یلي: 333.333تساوي حوالي  p=0%التشغیل أي  الإدار�ة لعدمتكال�ف ال) أ

𝑇𝑇(𝑝𝑝 = 0%) =  
8(0)2 − 636 ∗ 0 − 320

(0)2 − 68 ∗ 0 − 960
=
−320
−960

= 0.333333 

 ل.س: 7.178.571تساوي حوالي  p=100%أي  �الطاقة القصوى  تشغیلالإدار�ة للتكال�ف ال) ب 

𝑇𝑇(𝑝𝑝 = 100%) =  
8(100)2 − 636 ∗ 100 − 320

(100)2 − 68 ∗ 100 − 960
=

16080
2240

= 7.178571 

 %: 100% إلى  0من   الإدار�ةجدول یبین النس�ة المئو�ة للتشغیل مع التكال�ف ) ت 
100 90 80 70 60 50 40 30 20 10 0 p % 

غیر  7.098 7.179
 معرف

6.878 6.722 6.516 6.231 5.810 5.125 3.818 0.333 T(p) 

�ساوي  p68 – 2p – 960 المقام، وذلك لأن p%80=نلاحظ أن التكال�ف غیر قابلة للحساب عند 
 .p=80الصفر عندما 

 .p=80%دما منقطع عنتا�ع  النلاحظ من المخطط أن ) الخط الب�اني للتا�ع: ث 
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، فإنه یتوجب حسـاب نها�ة تا�ع التكال�ف %80إذا فرضـنا أنه �مكن تشـغیل خطوط الإنتاج بنسـ�ة  ج) 
في صــ�غة التا�ع ســنحصــل  p=80، إذا حاولنا اســتبدال %80إلى  pعندما تســعى  F(p)الإدار�ة 

 :F(p)، ولنراقب سلوك المتتال�ة p=80 دول في جوارى حالة عدم تعیین، لنضع جعل
80.04 80.03 80.02 80.01 80 79.99 79.98 79.97 79.96 p % 

7.00043 7.00032 7.00021 7.0001  6.99989 6.99978 6.99967 6.99956 T(p) 

لذلك �مكن أو من ال�سار،  سواء من ال�مین 7الإدار�ة تقترب من الق�مة نلاحظ أن التكال�ف 
 .%80إلى    pملیون ل.س عندما تنتهي    7تنتهي إلى الق�مة    F(p)الاستنتاج أن نها�ة متتال�ة التا�ع  

 .إحدى المدن تطور عدد سكانمعدل  ): 6- 4تطبیق ( 

 تم تقدیر تطور عدد السكان (ملیون نسمة) لإحدى المناطق فحصلنا على تا�ع له الشكل:

P(t) = 50 −
10

t + 1
 

 عدد السكان بدلالة عدد السنوات. والمطلوب: P(t)عدد السنوات، و  tث یح

 سنوات؟ 5أ) ما العدد المتوقع السكان �عد 

 ب) ما معدل تزاید عدد السكان سنو�اً خلال السنوات الخمسة القادمة؟ 

 ة؟ إلى اللانها�  tت) ما العدد المتوقع للسكان �عد فترة طو�لة جداً أي عندما تذهب 

 الحل:

 سنوات: 5دد السكان المتوقع �عد  ع أ)

 ملیون نسمة:    48.3في ص�غة المعادلة أعلاه، ف�كون �ساوي حوالي  t = 5�كفي تبدیل 

𝑃𝑃(𝑡𝑡) = 50 −
10

5 + 1
= 48.333 

 ب) معدل تزاید عدد السكان سنو�اً خلال السنوات الخمسة القادمة:

وسطي معدل التطور  تقر�بي�شكل  نضع جدول تطور عدد السكان سنو�اً (ملیون نسمة)، ونأخذ 
 للسنوات الخمسة:
 السنة 

t 
 عدد سكان السنة 

P(t) 
 الفرق عن السنة السابقة 

P(t) – P(t-1) 
 معدل التطور السنوي % 
[P(t) – P(t-1)]/P(t) 

   40 بدایة السنة  0

1 45.000 5 12.500% 

2 46.667 1.667 3.704% 
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3 47.500 0.833 1.786% 

4 48.000 0.500 1.053% 

5 48.333 0.333 0.694% 
 % 3.947 وسطي معدل التطور خلال السنوات الخمس (تقریبي) 

 %0.69في نها�ة السـنة الأولى إلى حوالي  %12.5نلاحظ أن معدل التطور یتناقص �شـكل �بیر من  
 %3.947)، و�معدل وســــــــطي 5-4في نها�ة الســــــــنة الخامســــــــة، �ما یبین الخط الب�اني في الشــــــــكل (

 س.للسنوات الخم

في حین، ُ�مكن حســــــــاب وســــــــطي معدل التطور 
الســـــــنوي بین بدا�ة الســـــــنة الأولى ونها�ة الســـــــنة 

ــة (لاحظ لدینا في الحق�قة   ــنوات   6الخامســــــــــ ســــــــــ
40−48.333)، فــإن المعــدل ُ�صــــــــــــــ�ح 5ول�س 

40
=

، أي أكبر من الوســـطي الســـابق، وهذا  4.166%
منطقي �ون الوســــطي �عدل بین الق�م الكبیرة في 

ي النها�ة، في حین أن المعدل صـغیرة فالبدا�ة وال
بین أول وآخر ســــــنة هو أكثر منطق�ةً �ونه �أخذ 

 ضمن�اً التطور الداخلي للمعدل.

 ت) عدد السكان المتوقع �عد فترة طو�لة جداً:

 إلى اللانها�ة:  tعندما تذهب  P(t)أي ما نها�ة متتال�ة عدد السكان 

lim
𝑡𝑡→∞

𝑃𝑃(𝑡𝑡) = Lim �50 −
10
𝑡𝑡 + 1

� = 50 − 0 = 50 

ملیون نســــــمة �عد فترة طو�لة جداً من الزمن، ولن  50نلاحظ أن عدد الســــــكان ســــــ�ســــــتقر عند  
 یتزاید عدد السكان حینها.

 ): تطور أسعار العقارات.7- 4تطبیق ( 

ــاوي ملیون ل.س عام  ــنوات، لدینا عقار ق�مته تســ تتضــــاعف ق�مة العقارات في القطر �ل عشــــر ســ
 ، والمطلوب:1980

 ؟ 2020توقعة عام  ر المأ) ما ق�مة العقا

 سنوات، هل ق�مة العقارات متتال�ة حساب�ة أم هندس�ة؟  10ب) إذا �انت وحدة الزمن هي 

 
المعدل السنوي لتزاید سكان ) 5-4الشكل (

 إحدى المدن
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 سنة القادمة.  50ت) ارسم الخط الب�اني لتطور أسعار العقارات خلال 

 الحل:

 :nهي ق�مة العقار في الفترة رقم  nUمتغیر الفترات الزمن�ة مقدر �عشرات السنین، و  nأ) ل�كن 

 … ,n = 1, 2, 3حیث    n= 2 U nU-1فتكون ص�غة المتتال�ة 

 16تســــــاوي    2020، یتبین من الجدول ق�مة العقار المتوقعة عام  1980نضــــــع جدولاً یبدأ من عام  
 ملیون ل.س.

 (ملیون ل.س)  nUق�مة  nق�مة  السنة
1980 1 1 
1990 2 2 
2000 3 4 
2010 4 8 
2020 5 16 
2030 6 32 
2040 7 64 
2050 8 128 

  10المتتال�ة �ما یوضح الجدول أنها متتال�ة هندس�ة، إذ تتضاعف ق�مة العقار �ل ب) شكل 
 … ,3 ,2 ,1تأخذ الق�م  nمع الانت�اه إلى أن   سنوات،

 سنة: 50ت) الخط الب�اني لتطور أسعار العقارات خلال 

 
 
 

 

 
 

 

 ) سنة (مثال 50لـ العقارات خلال االخط الب�اني لتطور أسعار ) 6-4الشكل (
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 ): الق�مة المستقبل�ة لجملة دفعات دور�ة متساو�ة.8-4تطبیق (

% 10ل.س، و�معدل فائدة   100لدینا قرض یدفع على شــكل دفعات ســنو�ة متســاو�ة، ق�مة �ل دفعة 
 سنوات. 5سنو�اً، ولمدة 

 أ) ما الق�مة المستقبل�ة لهذا القرض في السنة الخامسة؟

 هذا القرض؟لق�مة الحال�ة لب) ما ا

 الحل:

 :n = 5،  و t = 0.1،  و A = 100أ) الق�مة المستقبل�ة: تطبیق ص�غة جمع متتال�ة هندس�ة، حیث 

𝐹𝐹𝐹𝐹 = 100�
(1 + 0.1)5 − 1

0.1
� = 610.51 

 أو حسابها دفعة دفعة ثم حساب المجموع:
 4 3 2 1 0 السنة 

 (0.1+1).100 100 ق�مة الدفعة 
= 110 

 2100.(1+0.1)
= 121 

 30.1)100.(1+
= 133.10 

 4100.(1+0.1)
= 146.41 

 و�التالي ُ�ص�ح مجموع الدفعات المستقبل�ة:

FV = 100 + 110 + 121 + 133.10 + 146.41 = 610.51 

 :n = 5،  و t = 0.1،  و A = 100ب) الق�مة الحال�ة: تطبیق ص�غة جمع متتال�ة هندس�ة، حیث 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 100�
� 1

1 + 0.1�
5
− 1

� −0.1
(1 + 0.1)�

� = 416.99 

 أو حسابها دفعة دفعة ثم حساب المجموع:
 4 3 2 1 0 السنة 

 (0.1+1)/100 100 ق�مة الدفعة 
= 90.91 

 2100/(1+0.1)
= 82.65 

 3100/(1+0.1)
= 75.13 

 4100/(1+0.1)
= 68.30 

 و�التالي ُ�ص�ح مجموع الدفعات المستقبل�ة:

FV = 100 + 90.91 + 82.65 + 75.13 + 68.30 = 416.99 

حظ، إذا �ان عدد الفترات �بیراً، فإن حســـــــاب الق�مة الحال�ة أو المســـــــتقبل�ة دفعة دفعة ســـــــ�كون لان
 هندس�ة. مرهقاً، لذلك من الأفضل تطبیق ص�غة جمع متتال�ة
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 ): التخط�ط للتقاعد. 9-4تطبیق (

ــنة �حیث �كون لد�ك في بدا�ة تقاعدك ملیون ل.س، لد�ك حال  50تخطط منذ الآن لتقاعدك �عد  �اً ســــــ
 ل.س، فما هو معدل الفائدة الذي تقبل �ه و�جعل رصیدك �حقق حلمك؟ 10.000رصید 

 الحل:

 .FV = 1.000.000  ،n = 50، الق�مة المستقبل�ة  PV = 10.000الق�مة الحال�ة 

   (t+1) 10.000 = 501000.000 أي  nFV = PV (1+t) :نطبق معادلة الق�مة المستقبل�ة

1)أو        + t)50 = 1.000.000

10.000
= tمما �عطي   100 = √10050 − 1 = 0.096479 

  :% 9.65�ســـــــــــــــاوي تقر��ـاً �ـالتجر�ـب أو �ـاســــــــــــــتخـدام تحو�ـل لغـار�تمي، نحصـــــــــــــــل على معـدل فـائـدة 
t=9.65%  . 

 .IRR): حساب معدل المردود الداخلي 10-4تطبیق (

في الســنة الأولى،   100ل.س في بدایته، ثم تدفقات ســنو�ة �ما یلي:   435.44لدینا مشــروع اســتثمار  
 :في السنة الثالثة. والمطلوب  300في السنة الثان�ة،  200

 %، فهل س�كون المشروع مر�ح؟ 18أ) إذا طلبنا معدل مردود داخلي �ساوي 

 %، فهل س�كون المشروع مر�ح؟12ب) إذا طلبنا معدل مردود داخلي �ساوي 

 ت) ما معدل المردود الداخلي لهذا الاستثمار؟

 الحل:

 ل تدفقات المشروع �ما یلي:جدو  لنضع
 التدفق المحین التدفق الجاري  الفترة

 % 12من أجل 
 التدفق المحین

 % 18من أجل 
0 - 435.44 - 435.44 - 435.44 
1 100 89.29 84.75 
2 200 159.44 143.64 
3 300 213.53 182.89 

 24.48 - 26.82 164.56 الق�مة الحال�ة الصاف�ة

 أي المشروع خاسر. 24.48-ة الصاف�ة تساوي فإن الق�مة الحال� %18أ) من أجل معدل 

 أي المشروع را�ح. 26.82% فالق�مة الحال�ة الصاف�ة تساوي 12معدل �ساوي ب) ومن أجل 
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ــفر، �جب أن �كون معدل المردود الداخلي  ــاوي الصـ ــاف�ة تسـ ت) من أجل أن تكون الق�مة الحال�ة الصـ
 �ب عدد من الق�م.%، ولحسا�ه نقول بتجر 18% و 12بین 

المشروع لا را�ح ولا خاسر، إذا �ان   % فإن15أنه عند معدل �ساوي تقر��اً  )  -4نجد من الشكل (
 أكبر فإن الق�مة الحال�ة الصاف�ة تص�ح سال�ة، وق�مة أقل �ص�ح المشروع را�ح.

 

 

 

 

 

 

 بدلالة معدل التراكم) الق�مة الحال�ة الصاف�ة 7-4الشكل (

 

 المتتال�ات وتطب�قاتهاالفصل الرا�ع:  أسئلة واخت�ارات

 True/False ) أسئلة صح / خطأ1

 خطأ صح السؤال   

 n< U n+1N, U∈n∀.  نقول عن متتال�ة أنها متزایدة إذا تحقق الشرط:  1

  n< U n+1N, U∈n∀. نقول عن متتال�ة أنها متناقصة إذا تحقق الشرط:  2

   .3... هي متتال�ة حساب�ة أساسها  ،15-، 12-، 9-، 6-المتتال�ة الآت�ة  3

4 
نقول عن متتال�ة عدد�ة أنها حساب�ة إذا أمكن استنتاج أي حد من حدودها من الحد الذي  

 �س�قه �إضافة عدد ثابت.
  

5 
، نقول أن المتتال�ة  qهو ثابت و�ساوي  nUإذا الفرق بین أي حدین متتالیین من المتتال�ة 

 .qحساب�ة وأساسها �ساوي 
  

6 
، نقول أن المتتال�ة qهو ثابت و�ساوي  nUإذا حاصل قسمة أي حدین متتالیین من المتتال�ة 

 .qهندس�ة وأساسها �ساوي 
  

   كل متتال�ة هندس�ة أساسها موجب وأصغر من الواحد تكون متزایدة. 7

 الق�مة الحال�ة الصاف�ة  المعدل 
13% 17.60 
14% 8.66 
15 % 0.00 
16% - 8.40 
17% - 16.56 
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  q=2. ، ... هي متتال�ة هندس�ة أساسها 32، 16، 8، 4المتتال�ة  8

 q=2.  ، ... هي متتال�ة هندس�ة أساسها 1/32، 1/16، 1/8، 1/4ة المتتال� 9

10 
 tلسلسلة تدفقات مال�ة ثابتة سنو�اً و�معدل فائدة سنوي ثابت و�ساوي  FVالق�مة المستقبل�ة 

 .q=(1+t)هي متتال�ة هندس�ة أساسها 
  

Unنها�ة المتتال�ة  11 = 1
√n

   . 0فر إلى اللانها�ة هو الص nعندما تسعى  

Unنها�ة المتتال�ة  12 = �√9�
𝑛𝑛

   . 0إلى اللانها�ة هو الصفر  nعندما تسعى  

 Multiple Choicesأسئلة خ�ارات متعددة ) 2
 هي متتال�ة: n nU =2 2 +المتتال�ة  -1

 ب) هندس�ة      أ) حساب�ة  
 د) جم�ع الإجا�ات السا�قة خاطئة    ج) حساب�ة وهندس�ة بنفس الوقت

 : ... هو، 25، 16، 9، 4 ،1 :لمتتال�ة الآت�ةل الحد العام -2
  n nU 4 =ب)      n= U nU-1 5 +أ) 

 د) جم�ع الإجا�ات السا�قة خاطئة      n nU =2 ج) 

n 3 نها�ة المتتال�ة  -3
3n2

 :هي   ∞ → nعندما   
 ∞لانها�ة ب)       1 واحدأ) 
 سا�قة خاطئةد) جم�ع الإجا�ات ال        0 صفر ج)

Un  نها�ة المتتال�ة -4 = 8n2+n
n2

 :هي  ∞ → nعندما   
  ∞لا نها�ة ب)        8أ)  
 د) جم�ع الإجا�ات السا�قة خاطئة        5 ج) 

 :، ...  هو27، 22، 17، 12الآت�ة  الشهر�ة الحد العام لمتتال�ة الأر�اح  -5
 n= U n+1U 5 +ب)      n= U n+1U - 5أ) 
 جم�ع الإجا�ات السا�قة خاطئةد)      n= 5 U n+1U  ج)

 : ... فإن الحد العام لهذه المتتال�ة هو، 3،  9  ،27  ،81لدینا المتتال�ة الآت�ة   -6
 n= 1/2 U n+1Uب)      n= U n+1U 3 +أ) 

 د) جم�ع الإجا�ات السا�قة خاطئة     n= 1/3 U n+1U ج) 

 :هو n nU =ع�ة الأعداد الطب� حد من متتال�ة Nول لأ Sالمجموع  -7

Sأ)  =  N(N+1)
2

Sب)       =  2N(N−1)
4

 

Sج)  =  N
2

2
 د) جم�ع الإجا�ات السا�قة خاطئة       

 :i+1-n.Ui= U 1-n.U2= U n.U1U، الص�غة الآت�ة Unالهندس�ة المتتال�ة  في -8
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 دوماً محققةب)    محققة للحدین الأول والأخیر فقطأ) 
 د) جم�ع الإجا�ات السا�قة خاطئة   المتتال�ة متناو�ةإذا �انت  محققة فقط ج)

 ، فإن هي:سنو�اً  %10�ساوي معدل فائدة مر�ب � سنتینل.س �عد  10.000الق�مة المستقبل�ة لمبلغ  -9
 ل.س 12.100ب)       ل.س 12.000أ)   
 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة      ل.س 2000ج)  

�معدل تراكم ســــنوي و  ة،ســــن nلمدة  Aســــلســــلة تدفقات مال�ة قســــطها الســــنوي ثابت �ســــاوي ل PV  الحال�ةالق�مة   -10
 :�ساوي  qتُحسب �مجموع متتال�ة هندس�ة أساسها  tمر�ب 

qأ)   = (1 + 𝑡𝑡)         (بq = 1
t

  

qج)   = 1
(1+t)

 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة       

𝑈𝑈𝑛𝑛نها�ة المتتال�ة  -11 = 8𝑛𝑛+6
4𝑛𝑛−7

 :هي ∞إلى اللانها�ة  nتسعى  دماعن 
 8الق�مة ب)       2الق�مة أ)  

 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة      4الق�مة ج)  
 

 للمناقشةقضا�ا  \مسائل ) 3

Un  متتال�ة الآت�ة:ال أوجد نها�ة) 1-4السؤال ( = −2𝑛𝑛2+1
𝑛𝑛3−1

 

un  متتال�ة الآت�ة:ال نها�ةأوجد ) 2-4السؤال ( = 6n−4
√3n2+4

 

 ) حساب الق�مة الحال�ة والق�مة المستقبل�ة. 3-4السؤال (

% ســــــــنو�اً، 10ألف ل.س في المصــــــــرف، �معدل فائدة  100) لنفرض أنك تضــــــــع في بدا�ة �ل ســــــــنة مبلغاً مقداره 1
 والمطلوب:

 سنوات؟ 5لهذه الم�الغ �عد  FVأ) ما الق�مة المستقبل�ة 
 سنوات متتال�ة؟ 5الم�الغ إذا ادخرت ذه له PVلق�مة الحال�ة ب) ما ا

ســـــــــــــنوات و�نفس معدل الفائدة، ما  5من (ب) لمدة  PVت) لنفترض أننا اســـــــــــــتثمرنا مبلغ الق�مة الحال�ة الناتج  
 الق�مة المستقبل�ة لهذا المبلغ في نها�ة السنة الخامسة؟ ماذا تستنتج؟

من (أ)، ما الق�مة الحال�ة لهذا  FVمســــتقبل�ة الناتج  ســــنوات مبلغ الق�مة ال 5ث) لنفترض حال�اً أنه ســــ�أت�ك �عد 
 نتج؟المبلغ �اعتماد نفس معدل الفائدة؟ ماذا تست

 )3-4. الفقرة �مكن معالجتها سنة سنة، أو تطبیق مجموع متتال�ة هندس�ة(توجیهات للإجا�ة: 

 ) حساب نقطة التعادل.  5-4السؤال (

قطعة �ل ســنة لكي آلاف   10% ســنو�اً، وتحتاج إلى أن تب�ع 5معدل تُقدر إدارة الشــر�ة أن حجم مب�عاتها ســیرتفع �
 آلاف قطعة. 8آلاف)، تبلغ مب�عاتها الحال�ة  10نقطة التعادل = تبدأ بتحقیق الأر�اح (�عني 
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 والمطلوب: �م سنة تحتاج الشر�ة لتصل إلى نقطة التعادل حیث تبدأ بتحقیق الأر�اح؟
 )3-4. الفقرة ة و�م�ة التعادل �متتال�ة هندس�ةالمب�عات الحال� معالجة الفرق بین(توجیهات للإجا�ة: 

 الق�مة المستقبل�ة ومعدل فائدة ُ�ضاعف المبلغ.) 6-4السؤال (

 تُعطي أحد المستثمر�ن ضعف المبلغ المستثمر لد�ه �ل سنتین. والمطلوب:

 ما هي الفائدة السنو�ة المط�قة في هذه الحالة؟ -أ

 ؟Aسنوات بدلالة المبلغ المستثمر  n�عد  FVل�ة ما هي الق�مة المستقب -ب
 ) 3-4. الفقرة  2من ص�غة الق�مة المستقبل�ة تساوي (توجیهات للإجا�ة: 

 ) حساب الق�مة الحال�ة لقرض.7-4( السؤال

 تم الاتفاق بین أحد المستثمر�ن وأحد المصارف على شروط خاصة لمنح المصرف قرضاً للمستثمر، �ما یلي:
 سنوات. 5مدة القرض 

 ة سنو�اً. و�تم احتساب الفوائد شهر�اً.نقط 0.5% خلال السنة الأولى، وتزداد �معدل 10فائدة القرض: 
ألف ل.س شـــهر�اً خلال الســـنوات   200ألف ل.س شـــهر�اً خلال الســـنتین الأولى والثان�ة،  100دفعات القرض:  

 الثلاث المت�ق�ة.

 مستثمر الحصول عل�ه حال�اً؟والمطلوب: ما هي ق�مة مبلغ القرض الذي �مكن لل
 ) 3-4. الفقرة من ص�غة الق�مة الحال�ة مع تغییر في معدل الفائدة (توجیهات للإجا�ة: 

 حساب ق�مة أصل المبلغ. )8-4( السؤال

ــع مبلغ  ــ�طة  xتم وضـــ ــرف �فائدة �ســـ ــنة، و  220، فبلغت ق�مة المبلغ مع الفوائد tفي المصـــ لیرة �عد  240لیرة �عد ســـ
 ؟ t، وما هو معدل الفائدة xة أصل المبلغ ي ق�مفما ه سنتین.

 ) 2-4. الفقرة من ص�غة الق�مة المستقبل�ة �مدل فائدة �س�ط(توجیهات للإجا�ة: 

 .المفاضلة بین خ�ارات استثمار�ة )9-4السؤال (

 ألف ل.س یرغب بتوظ�فه لمدة عام، ولد�ه الخ�ارات الآت�ة: 100�ملك مستثمر مبلغاً قدره  
 %.15ائدة قدرها لمصرف �فالمبلغ في االأول: وضع 

% سنو�اً، ثم توظ�ف الحصیلة لأر�عة أشهر أخرى 10الثاني: توظ�ف المبلغ لمدة أر�عة أشهر �فائدة مر��ة تساوي 
 % سنو�اً.20% سنو�اً، وتوظ�ف الحصیلة الناتجة أ�ضاً لمدة أر�عة أشهر �فائدة مر��ة 15�فائدة مر��ة 

% على 1% سنو�اً في الشهر الأول و�تزاید �ل شهر �مقدار 10فائدة یبدأ بـــــــ �اً �معدل الثالث: توظ�ف المبلغ شهر 
 أساس سنوي، أي یتم توظ�ف حصیلة المبلغ مع الفوائد في نها�ة �ل شهر للشهر اللاحق.

 والمطلوب: أي من الخ�ارات الثلاث هو الأفضل؟
 ) 3-4، 2-4. الفقرة رمعالجة �ل خ�ار �شكل مستقل ثم أخذ الأكب(توجیهات للإجا�ة: 
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  الفصل الخامس: التوا�ع اللغارت�مة والأس�ةالفصل الخامس: التوا�ع اللغارت�مة والأس�ة

 

 Logarithmic & Exponential Functionsالتوا�ع اللغار�تم�ة والأس�ة عنوان الموضوع: 

 كلمات مفتاح�ة:

-nالجذر النوني  ،Exponential Functionsالتا�ع الأسي   ،Logarithmic Functionالتا�ع اللغار�تمي 
Square ــار�تم ــاس لغـ ــدد النیبري Logarithm Base، أســــــــــــــ ــادي ، e، العـ ــا�ع النمو الاقتصــــــــــــــ  Growthتـ

Economic Function تا�ع إنتاج �وب دوغلاس ،Cobb-Douglas Function. 

 :الفصل ملخص

ــ�ة، نظراً لأهمیتها وارت�اطها العضـــوي �أشـــكال التوا�ع اللغار�تم�ة ــا�قة �عض أشـــكال التوا�ع الأسـ   رأینا في فصـــول سـ
فقد خصــــصــــنا لها فصــــلاً مســــتقلاً، هي في النها�ة توا�ع عدد�ة، لكن تطب�قاتها الاقتصــــاد�ة والإدار�ة تتمتع �أهم�ة 

 . خاصة

 هداف التعل�م�ة:الأمخرجات و ال
 .�میز التا�ع اللغار�تمي والأسي و�فهم الارت�اط وقواعد الانتقال بینهما .1
 نوني. والجذر الیتعامل مع أشكال مختلفة من الرفع لقوة  .2

 یتعامل مع التا�ع اللغار�تمي �أساس مختلف.  .3

 �طبق قواعد التا�ع الأسي على توا�ع إنتاج من نمط �وب دوغلاس. .4

 وأهمیته التطب�ق�ة. eیتعرف على العدد النیبري  .5
 ُ�طبق قواعد التوا�ع الغار�تم�ة والأس�ة على ظواهر النمو الاقتصادي. .6

 مخطط الفصل:
 Exponential Expression التعبیر الأسي 5-1
 Logarithmic Expressionالتعبیر اللغاریتمي  5-2
 .Logarithmic & Exponential Expressions العلاقة بین التوابع اللغاریتمیة والأسیة 5-3
 .Applications: Growth Economic Functions تطبیقات: توابع النمو الاقتصادي 5-4
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 التعبیر الأسي 5-1

فنقصـد بذلك   2aالأسـ�ة دون أن نعلن عنها صـراحةً، مثلاً عندما نقول   ض أشـكال التوا�عرأینا سـا�قاً �ع
a x a  أيa  ًمضــــــروب بنفســــــه مرتین، ُ�مكن تعم�م هذه القاعدة �القول مثلاnM=a  أيa  مضــــــروب

القوة، أن �كون موجب أو ســـالب، صـــح�ح أو �ســـري، وندعوه �الأس أو  nمرة، ُ�مكن للعدد  nبنفســـه  
 .M�الص�غة الأس�ة للعدد  nM=a�الأساس، وندعو  aعدد وندعو ال

 8143 = 3*3*3*3 =،  32 8 = 2*2*2 =مثلاً، 

 صح�ح وموجب، لكن ��ف نتعامل مع أس سالب؟ nقد �كون من السهل التعامل مع أس 

 :2لنأخذ المتتال�ة الآت�ة �مضاعفات للعدد 

2-2  2-2 2-1 20 21 22 23 24 … 
?  ? ? ? 2 4 8 16 … 

، نلاحظ أن �ل حد هو ضـــــعف الحد الذي �ســـــ�قه، �التالي الحد العام لهذه المتتال�ة 212=أ �العدد بد لن
Unأو   n= 2U n+1U�ســاوي   = Un+1

2
، 2أي �مكن اســتنتاج الحد الســابق بتقســ�م الحد الذي یل�ه على   

 ومنه ُ�مكن �تابتها �شكل أسي �ما یلي:

20نجد   2على  2له أي بتقس�م الحد الذي قب 02ق�مة  = 1 . 

1−2فنجد  2على  1بتقس�م الحد الذي قبله أي  2-1ق�مة  = 1
2

= 1
21

 . 

2−2فنجد   2على  1/2بتقس�م الحد الذي قبله أي  2-2ق�مة  = 1
4

= 1
22

. 

𝑀𝑀وهكذا ...، ُ�مكن �تا�ة الص�غ الأس�ة �أس سالب �ما یلي:   = 𝑎𝑎−𝑛𝑛 = 1
𝑎𝑎𝑛𝑛

 

 عدد صح�ح. nموج�ة أو سال�ة، حیث  nأي ص�غة أس�ة سواء �انت كن �تا�ة وهكذا ُ�م

nفي حال �نت عدد �سري من الشكل  nك�ف یتم التعامل مع  = p
q

 ؟ 

ــه  الذي إ a، �أنه العدد Mلنبدأ بتعر�ف الجذر النوني للعدد  رب بنفســ ــُ ــل على العدد   nذا ضــ مرة نحصــ
M  ونرمز له �الشكل .M

1
n   أيp=1  وq=n:وٌ�كتب �ما یلي ، 

M
1
n = √Mn = a        أوan = M 

9وُ�كتب �الشكل  9هو الجذر التر��عي للعدد  3مثلاً، العدد 
1
2 = √92 = 3 

125وُ�كتب �الشكل  125هو الجزر التكعیبي للعدد  5أو العدد 
1
3 = √1253 = 5 
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n، أي p≠0حیث  ُ�مكن تعم�م تعر�ف الجذر النوني السابق إلى أي عدد �سري  = p
q

 .q≠0وط�عاً  

𝑎𝑎لنأخذ مثالاً توض�ح�اً، ��ف نتعامل مع   = 81
3
 ؟ 4

nعند الرفع إلى قوة، ُ�مكن �تا�ة الأس  = 3
4

3�ما یلي:  
4

= �1
4
�
3

= (3)
1
4   

a�التالي ُ�مكن الكتا�ة  = 81
3
4 = �81

1
4�

3
= (813)

1
4   

nع الجذر یتم التعامل م = 3
4

 �طر�قتین وعلى مرحلتین في الحالتین �ما یلي:  

 ، �ما یلي:3، ثم النت�جة نرفعه للقوة 81إما نأخذ الجذر الرا�ع للعدد 

81المرحلة الأولى: 
1
4 =  33 27 =المرحلة الثان�ة:      3

𝑎𝑎فنجد   = 81
3
4 = �81

1
4�

3
= 27 

 ر الرا�ع للنت�جة، �ما یلي:ثم نأخذ الجذ  ،3للقوة  81أو نرفع العدد العدد 

531441المرحلة الثان�ة     381 531441 =المرحلة الأولى:  
1
4 = 27  

𝑎𝑎فنجد   = 81
3
4 = (813)

1
4 = 27 

nیبین هذا المثال أنه �مكن التعامل مع أي أس من الشــــــــــــــكل الكســــــــــــــري   = p
q

، ونكتب q≠0حیث    

 الص�غة العامة �الشكل:

M
p
q = (Mp)

1
q = �M

1
q�

p

 

حتى لو �ان الأس ســــــال�اً، فقد رأینا ســــــا�قاً ��ف�ة التعامل مع الأس الســــــالب، لنأخذ نفس المثال أعلاه 
−81�جذر سالب، ما جذر 

3
 ؟ 4

81−
3
4 =

1

81
3
4

=
1

27
 

 �عض الخصائص والنصائح لتنفیذ العمل�ات الحساب�ة على القوى:

 . 2-أو  2+هو  4دد مكن أن �كون للعدد أكثر من جذر نوني. مثلاً، الجذر التر��عي للع�ُ  .1

غیر مُعرّف، لأنـــه لا �مكن  4-�عض الأعـــداد ل�س لهـــا جـــذر نوني، الجـــذر التر��عي للعـــدد  .2
ــاوي   ــه �ســــ ــر�ه بنفســــ ــل ضــــ ــاوي 4-إ�جاد عدد �كون حاصــــ ، إذ أن تر��ع أي عدد أكبر أو �ســــ

 الصفر.
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أولاً في حالة الأس  (q/1)ر�ده، لكن من الســهل تنفیذ الجذر لات �أي ترتیب ن�مكن تنفیذ العم .3
. �اعت�ار الجذر ُ�عطي ق�م صـــــــــــغیرة، في حین أن الرفع للقوة pالكســـــــــــري، ثم الرفع إلى القوة 

 �عطي ق�ماً �بیرة، و�التالي نتجنب حساب جذور الأعداد الكبیرة.

ــد الجـذر اMعنـدمـا نقول جـذر العـدد  .4 جود ل�س في فهم لتر��عي في حـال عـدم و ، فـإننـا نقصــــــــــــ
 جب التصر�ح بذلك.الع�ارات، و�لا �

 .na/1، والجذر النوني a :naللعدد  nمعظم الآلات الحاس�ة مزودة بوظائف حساب القوة  .5

في التطب�قات الإدار�ة والاقتصــــــــاد�ة، نقتصــــــــر أغلب الأح�ان على الجذور الموج�ة، لكن مع  .6
 التي نتعامل معها. الانت�اه إلى طب�عة المتغیرات 

 امل مع الرفع لقوة:�عض القواعد الأساس�ة لتسهیل التع .7

 n+m= a m. a naجداء القوى لنفس العدد   .1

𝑎𝑎𝑛𝑛قسمة القوى لنفس العدد   .2

𝑎𝑎𝑚𝑚
= 𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑚𝑚 

𝑚𝑚(𝑎𝑎𝑛𝑛)الرفع لقوة   .3 = 𝑎𝑎𝑛𝑛.𝑚𝑚 

 nb . n= a n(a.b)قوة جداء عددین   .4

𝑎𝑎�رفع حدي �سر لنفس القوة   .5
𝑏𝑏
�
𝑛𝑛

= 𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑏𝑏𝑛𝑛
 

𝑎𝑎التعبیر عن الجذر �قوة   .6
𝑚𝑚
𝑛𝑛 = √𝑎𝑎𝑚𝑚𝑛𝑛 

𝑎𝑎−𝑛𝑛التعبیر عن الأس السالب �قوة   .7 = 1
𝑎𝑎𝑛𝑛

 

 ) أمثلة عن التعامل مع القوة والجذور.1-5مثال (

1  ((4)3 = 64     2  ((−4)3 = −64 

3  (�3
4
�
3

= 33

43
= 27

64
    4(  �−4

5
�
2

= (−4)2

52
= 16

25
 

5  ((64)
1
2 = √64 = ±8    6  ((625)

1
2 = √625 = ±25 

7  ((27)
1
3 = √273 = 3    8  ((−27)

1
3 = √−273 = −3  

9  ((4)
5
2 = �√4�

5
= 32    10  ((1)−

7
9 = 1

1
7
9

= 1 
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11  (32. 34 = 32+4 = 729   12  (47

45
= 47−5 = 16 

13  ((−4)3. (−4)2 = (−4)5 = −1024 14  (43

4−3
= 43−3 = 40 = 1  

15  ((52)3 = 56 = 15625   16  ((52)
1
2 = 52.12 = 51 = 5  

 كما �مكن استخدام الرفع لقوة وقواعدها لت�س�ط �عض الص�غ الر�اض�ة.

 ة.لرفع القوة لت�س�ط الص�غ الر�اض�ثلة استخدام ا) أم2-5مثال (

x4∗x3(أ) الص�غة  

x4
x4∗x3�مكن �تابتها �الشكل  

x4
= x4+3

x4
= x7

x4
= x7−4 = x3 . 

𝑥𝑥4∗𝑦𝑦3(ب) الص�غة  

𝑥𝑥2∗𝑦𝑦2
𝑥𝑥4∗𝑦𝑦3�مكن �تابتها �الشكل    

𝑥𝑥2∗𝑦𝑦2
= (𝑥𝑥4 ∗ 𝑥𝑥−2)(𝑦𝑦3 ∗ 𝑦𝑦−2) = 𝑥𝑥2 ∗ 𝑦𝑦   

𝑥𝑥2�(ت) الص�غة   ∗ 𝑦𝑦
1
3�
3

𝑥𝑥3∗2�مكن �تابتها �الشكل   ∗ 𝑦𝑦3∗
1
3 = 𝑥𝑥6 ∗ 𝑦𝑦 . 

الر�اضــــــــ�ة على القوى ل�ســــــــت �الصــــــــعو�ة التي نتخیلها و�ن �انت معقدة �ونها كما نلاحظ، العمل�ات 
ب توخي الحذر أثناء إنجاز العمل�ات وفق الترتیب المنطقي تشـــــــــــمل الكثیر من الحســـــــــــا�ات، لذلك �ج

 ، �ما ننصح بتدقیق الحسا�ات.لإنجاز العمل�ات الحساب�ة ودون الوقوع في أخطاء

 .توا�ع �وب_دوغلاسمن نمط  ) تا�ع إنتاج1-5تطبیق (

رأس المال، لمصنع ما �العدید من العوامل تُدعى عوامل الإنتاج، مثل  Qیتعلق حجم أو �م�ة الإنتاج  
.، الخ. لنقتصــــــــر في التطبیق الحالي على عاملین اثنین العمالة، البیئة القانون�ة، الوضــــــــع الأمني، ..

 .Q = F(k, L)�ع للعاملین: ، ونعبر عن حجم الإنتاج �تاLوالعمالة  Kفقط: رأس المال 

Qل�كن لدینا تا�ع لمصنع محدد من الشكل  = 60K
1
4L

1
Qأو  2 = 60√K4 √L:والمطلوب . 

 ؟ L=50و  K=25أ) ما حجم الإنتاج عندما 

 )؟2L) والعمالة (2Kب) احسب مقدار ونس�ة ز�ادة الإنتاج في حال مضاعفة رأس المال (

من أجــل �م�ــات مختلفــة:  Lحجم العمــالــة  بــدلالــة Kت) ارســــــــــــــم الخط الب�ــاني لتــا�ع رأس المــال 
Q=949, Q=1596, Q=1300. 

Q ع من الشــــــــــــــكـلث) عمم النت�جـة على تـا� = AK∝Lβ من أجـل نفس معـدل التغیر ،λ  في رأس
 المال والعمالة.
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 الحل:

و  K=25(أ) �مكن حســـــــــــــــاب �م�ـة الإنتـاج من أجـل ق�م محـددة لرأس المـال والعمـالـة، مثلاً إذا �ـان 
L=50  ًقطعة:   949فنجد �م�ة الإنتاج تساوي تقر��اQ = 60 �25

1
4� �50

1
2� ≅ 949. 

 فة رأس المال والعمالة، هل یتضاعف حجم الإنتاج؟الة مضاع(ب) في ح

، فهل یتضــــاعف حجم الإنتاج؟ أو ما هو L=100، والعمالة K=50�معنى إذا أصــــ�ح رأس المال 
 التغیر في حجم الإنتاج في هذه الحالة؟

ــ�ح   K=50 ،L=100عندما   قطعة، أي أنه لم یتضـــــــــــاعف، بل زاد  1596فإن حجم الإنتاج ُ�صـــــــــ
 من حجم الإنتاج: %68.18أو ما �عادل  647=949-1596�مقدار 

Q = 60 �50
1
4� �100

1
2� ≅ 1596 

 ل�ة بتطبیق قواعد الرفع إلى قوة �ما یلي:ُ�مكن في الحق�قة إنجاز هذه العم

 2Lتتضاعف لتص�ح  Lالعمالة   2Kیتضاعف ل�ص�ح  Kرأس المال 

  ص�غة تا�ع الإنتاج تص�ح:

Q = 60(2K)
1
4(2L)

1
2 = �2

1
4 ∗ 2

1
2� �60K

1
4L

1
2� = 2

3
4 �60K

1
4L

1
2� 

2( 1.6818أي أن حجم الإنتاج الجدید �عد المضــاعفة �ســاوي  
3
4 = ) مضــرو�اً �الإنتاج 1.6818

 فقط. %68.81قبل المضاعفة، أي أن الز�ادة هي فقط 

2نلاحظ أن الز�ـادة في حجم الإنتـاج هي 
1
4+

1
2 = 2

3
4 = مرفوعـة لحـاصــــــــــــــل جمع  2أي  1.6818

 .1/4و  1/2الأسین 

 ت) الخطوط الب�ان�ة من أجل حجم مختلف لكم�ة الإنتاج

 ل مستوى/حجم محدد لكم�ة الإنتاج. نلاحظ أن الخطوط الب�ان�ة متواز�ة، و�ل منها ُ�شك
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 Cobb_Douglas) �عض أشكال تا�ع إنتاج 1-5الشكل (

Qعام، إذا �ان لدینا تا�ع إنتاج من الشـــــــــــكل شـــــــــــكل ث) � = AK∝Lβ وتم إجراء نفس معدل التغیر ،
 ، فإن حجم الإنتاج الجدید �حسب �ما یلي:)5(في رأس المال والعمالة λمقداره 

Q = A(λK)α(λL)β = �λα ∗ λβ��AKαLβ� = λα+β�AKαLβ� 

 .β+αλمضرو�اً �معامل �ساوي �ساوي حجم الإنتاج قبل التعدیل أي أن حجم الإنتاج �عد التعدیل 

 ، ونمیز ثلاثة حالات:Degree of Homogeneityبدرجة التجانس  β+αیُدعى المجموع 

فــإن تــا�ع الإنتــاج ُ�ظهر ث�ــات ســــــــــــــلمي  λ=  β+αλ، أي 1α+β=الحــالــة الأولى: إذا �ــان  .1
Constant Returns to Scale 1، أيQλ=  2Q  2عدیل نتاج �عد التأي �م�ة الإQ   تتغیر

و�معدل تغیر �ســـــــــــاوي نفس معدل تغیر عوامل  Q1�شـــــــــــكل خطي مع الكم�ة قبل التعدیل 
 . λالإنتاج 

 Decreasing، فـإن تـا�ع الإنتـاج ُ�ظهر تنـاقص ســــــــــــــلمي α+β<1الحـالـة الثـان�ـة: إذا �ـان  .2

Returns to Scale  1، أيQλ<  2Q  2أي �م�ـة الإنتـاج �عـد التعـدیـلQ لكم�ـة أقـل من ا
 . λمضرو�ةً �معامل تغیر عوامل الإنتاج  Q1التعدیل  قبل

 Increasing، فــإن تــا�ع الإنتــاج ُ�ظهر تزایــد ســــــــــــــلمي α+β>1الحــالــة الثــالثــة: إذا �ــان  .3

rns to ScaleRetu  1، أيQλ>  2Q  2أي �م�ـة الإنتـاج �عـد التعـدیـلQ  أكبر من الكم�ـة
 . λنتاج مضرو�ةً �معامل تغیر عوامل الإ Q1قبل التعدیل 

 
 .Cobb_Douglasدعى مثل ھذه التوابع بتوابع الإنتاج تُ  . 5

 

K  رأس المال 

L 
 العمالة



138 
 

 التعبیر اللغار�تمي 5-2

�الشــــكل   na، ودعونا التعبیر  nM = a�شــــكل أســــي  Mرأینا في الفقرة الســــا�قة ��ف�ة التعبیر عن عدد 
من أجـل ق�م محـددة  n. في العـدیـد من الحـالات العمل�ـة، قـد نحتـاج إلى إ�جـاد ق�مـة Mالأســــــــــــــي للعـدد 

عبر  nبیرة، �كاد �ســـــــــــــتحیل إ�جاد ق�مة  . في حال �انت الأعداد غیر صـــــــــــــح�حة و�aو  Mللعددین 
 التجر�ب، لذلك سنعكس هذا التمثیل عبر مفهوم اللغار�تم.

 .nو�ساوي  aللأساس  M) بلغار�تم العدد M = n aLogالر�اضي ( ، ندعو التعبیرnM = aل�كن 

 .a≠1، و a>0. حیث M = n aLog�كافئ التعبیر الر�اضي    nM = aإذاً التعبیر الر�اضي 

 �عض الأمثلة الأول�ة للتعامل مع اللغار�تم. )3-5(مثال 

 .24Log = (16)�كافئ التعبیر اللغار�تمي   24 16 =التعبیر الأسي   .1

2.   (100) = n10Log   100 =�كافئ n10   10 =2أو n10  فنجد ،n = 2. 

3.   (2) = n4Log    2 =�كافئ n4  فنجد ،n = 1/2. 

4.   (1/5) = n5Log    1/5 =�كافئ n5 5 =-1قوة سال�ة لرفع لأو �ا n5  1، فنجد-n = . 

 .n = 0، فنجد  n10Log = (1)�كافئ التعبیر اللغار�تمي  n10 1 =التعبیر الأسي    .5

 .=n-1، فنجد  n10Log = (1/10)�كافئ التعبیر اللغار�تمي  n10 (1/10) =التعبیر الأسي    .6

 .= n -2، فنجد  n10Log = (1/100)�كافئ  n10 (1/100) =التعبیر    .7

  34Log = (64)�ساوي   4للأساس  64لغار�تم العدد    .8

  4Log = (1/64)-3�ساوي   4للأساس  1/64لغار�تم العدد    .9

   36Log = (216)�ساوي   6للأساس  216لغار�تم العدد    .10

 نلاحظ أن الشكل اللغار�تمي ل�س إلا ص�اغة أخرى عن الشكل الأسي للتعبیر الر�اضي.

 اللغار�تمات: القواعد الأساس�ة على

 a(x) + Loga(x.y) = LogagLo(y)القاعدة الأولى:  لوغار�تم جداء عددین  

 aLog -(x) a(x/y) = LogaLog(y)القاعدة الثان�ة:  لوغار�تم قسمة عددین  

 a) = n.Logn(xaLog(x)القاعدة الثالثة: لوغار�تم عدد مرفوع لقوة  
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 ل�ات على اللغار�تم.) �عض الأمثلة الأول�ة لتطبیق العم4-5مثال (

Logb�الشكل  bLog –y) (b(x) + LogaLog (z)ُ�مكن ت�س�ط الص�غة  .1 �
x.y
z
� 

 : b2Log –(x) a3Log (z)ت�س�ط الص�غة  .2

3Log𝑏𝑏x�استخدام القاعدة الثالثة أعلاه، نجد:  − 2Log𝑏𝑏y = Log𝑏𝑏x3 − Log𝑏𝑏y2 

Log𝑏𝑏x3والقاعدة الثان�ة، فنجد:   − Log𝑏𝑏y2 = Logb �
x3

y2
�. 

 n10(1.6) 10000 =في الص�غة  nإ�جاد ق�مة  .3

 n(1.6) 1000 =، فنجد  10بدا�ة، نختزل الطرفین على 

 n.Log(1.6) = Log(1000)أو  Log(1000) nLog(1.6) =نأخذ لوغار�تم الطرفین، فنجد 

n  :nأخیراً، نجد ق�مة  = Log(1000)
Log(1.6)

 

 مثلاً: 10ة صح�حة مهما �ان أساس اللغار�تم، لنأخذ الأساس ن هذه الص�غكما نلاحظ أ

(1000) = 310Log   0.2041210 = (1.6)و�ذلكLog .)6( 

n :nومنه ق�مة  = Log(1000)
Log(1.6)

= 3
0.20412

= 44.09171 

𝑥𝑥5𝑦𝑦3�ت�س�ط الص�غة  .4

𝑥𝑥4
 . 

.𝑥𝑥�على الشكل: من ال�سط والمقام، تُص�ح الص�غة  4xاختزال  𝑦𝑦3 = (𝑥𝑥. 𝑦𝑦3)
1
2 

 نأخذ لغار�تم الص�غة الأخیرة فتص�ح �ما یلي:

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿(𝑥𝑥.𝑦𝑦3)
1
2 =

1
2
𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿(𝑥𝑥.𝑦𝑦3) =

1
2
𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿(𝑥𝑥) +

3
2
𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿(𝑦𝑦) 

ــاوي تقر��اً   ــتخدم e=2.718في الكثیر من الحالات العمل�ة، نلاحظ وجود عدد عدد خاص �ســــــــ ، وُ�ســــــــ
 ، وقد أشرنا إل�ه في �حث المتتال�ات، نعید التذ�یر �ه.xF(x) = eغة أس�ة عبیر عن ص�للت

Unلنأخذ المتتال�ة   = (1 + 1
n
)n   ولنرى نها�ة هذه المتتال�ة عندماn   تســعى إلى اللانها�ة، ُ�مكن البدء

ما هو موضـــح في �حســـاب حدودها الأولى ثم مراق�ة ســـلو�ها، و�مكن رؤ�ة ذلك عبر التمثیل الب�اني �
ــدول  ــدد النیري الجـــ ــدعوه العـــ ــابـــــت نـــ ــدد ثـــ ــة تنتهي إلى عـــ ــال�ـــ ــذه المتتـــ ــاه، نلاحظ أن هـــ المبین أدنـــ

e=2.718282…. 
Un n 

 
 على أعداد صحیحة. . نضطر أحیاناً لاستخدام الآلات الحاسبة العلمیة، إذ قد لا نحصل6
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2 1 
2.593742 10 
2.704814 100 
2.717602 1000 
2.718146 10.000 
2.718268 100.000 
2.718281 1000.0000 
2.718282 1000.000.000 

، وتُدعى لغار�تم طب�عي e�ة على اســـــتخدام اللغار�تمات �أســـــاس تطب�قات الاقتصـــــاد جرت العادة في ال
 .e�أساس  xأي لغار�تم العدد  Ln" :(x) = Ln(x)eLog"أو اللغار�تم النیبري و�رمز لها �الحرفین 

 10�ســــــــاوي الصــــــــفر، وللعدد  1، وللعدد Ln(e) = 1�ســــــــاوي الواحد  eمثلاً، اللغار�تم الطب�عي للعدد 
 لأساس اللغار�تم.. و�التالي القض�ة ل�ست إلا تغییر 2.3025ي �ساو 

 .) تواتر الاتصالات على مقسم شر�ة على شكل لغار�تمي2-5تطبیق (

تقدر إدارة إحدى الشـــــــــــر�ات الجدیدة، أن عدد الاتصـــــــــــالات التي ترد إلى مقاســـــــــــمها �ما فیها ز�ارة 
 10LogY = 200(20n+15)موقعها الإلكتروني هو تا�ع لغار�تمي من الشكل: 

 م الشهر منذ انطلاقة الشر�ة. والمطلوب:رق nعدد الاتصالات، و  Yحیث 

 أ) حساب عدد الاتصالات الشهر�ة خلال الأشهر الستة الأولى من عمر الشر�ة.

 ب) رسم الخطي الب�اني لعدد الاتصالات بدلالة رقم الشهر. ماذا تلاحظ؟

 الحل:

�أرقام الأشــهر  nالأشــهر الســتة الأولى، �كفي اســتبدال   أ) لحســاب عدد الاتصــالات الشــهر�ة خلال
 :Y، وحساب ق�مة التا�ع 6إلى  1من 

n  6 5 4 3 2 1 رقم الشهر 

Y 426 412 396 375 348 309 عدد الاتصالات 

 الفرق عن الشهر السابق 
Y(n) – Y(n-1) 

- 39 27 21 17 14 

ــكل ب) الخط  ــالات یتناقص مع الزمن، و�ظهر �شـ الب�اني: نلاحظ من الخط الب�اني أن عدد الاتصـ
 ).2-5الب�اني لفروقات الاتصالات الشهر�ة في الشكل ( واضح من الخط
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 إحدى الشر�ات) تطور عدد الاتصالات الشهر�ة �2-5الشكل (

 مات الشهیرة تسهیلاً لإنجاز الحسا�ات:في نها�ة هذا الفقرة، قد �كون من المفید تذ�ر �عض اللغار�ت

) 10، وللغار�تم العشــــري (الأســــاس = Ln(x)یرمز للغار�تم النبیري أو الطب�عي �الحرفین   .1
 في حال عدم وجود ل�س في فهم الص�غة. 10ونهمل  10Log(x)�الشكل 

2.   (1) = 0aLog   
3.   (a) = 1aLog 

4.   ∞-(0) = aLog  إذا �انa>1  ،∞(0) = +aLog إذا �ان a<1. 

5.   Loga √xn = 1
n

Logax  

6.   Logab = 1
Logba

 

7.   x = aLogax  
 0.434294510Log = (e)  :اللغار�تم العشري للعدد النبیري  .8

 eLog)10 = (302585.2  :10للعدد  الطب�عي/النیبري اللغار�تم  .9

10.   Log x = 1
Ln 10

Ln x = 0.4342945 Ln x 

11. Ln x = 1
Log e

Log x = 2.302585 Ln x 
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142 
 

 العلاقة بین التوا�ع اللغار�تم�ة والأس�ة 5-3

رأینا العلاقة العضـــو�ة بین الصـــ�غ الأســـ�ة والصـــ�غ اللغار�تم�ة، و�أن أحدها هو صـــورة للآخر، و�مكن 
أن نجد أشـــــــــكال عدیدة جداً من التوا�ع الأســـــــــ�ة/اللغار�تم�ة حیث الأســـــــــاس �مكن أن یتنوع �ثیراً، �ما 

ــاً هو ــ�eالعدد النیبري    لاحظنا وجود عدداً خاصـــــ ــاس في التوا�ع الأســـــ ــتخدمه �أســـــ ة/اللغار�تم�ة، ، نســـــ
 xy = e، أي من الشـكل eوعندما نقول تا�ع أسـي أو لغار�تمي دون تحدید الأسـاس فنقصـد �ه الأسـاس  

 مثلاً. x+3y = 5x + eأو 

 ان�ة.ولنحاول إ�جاد �عض ق�مهما ورسم خطوطها الب� x= 2 1y ،x-= 2 2yلنأخذ تا�عین من الشكل 

4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4 x 

16 8 4 2 1 0.5 0.25 0.125 0.063 y1=2x 

0.063 0.125 0.25 0.5 1 2 4 8 16 y2 = 2-x 

- 5نلاحظ أن ق�م التا�عین هي نفســها لكن بترتیب معكوس، و�وضــح ذلك الخط الب�اني على الشــكل (
 التا�عین متناظر�ن تماماً �النس�ة للمحور العمودي.)، أن 3

 

 

 

 

 

 

 س�ة الأتوا�ع �عض الالخط الب�اني لتمثیل ) 3-5الشكل (

 .LCD) تطور نس�ة العائلات التي تمتلك شاشات 3-5تطبیق (

ســــنو�اً �عد  LCDُ�قدر المكتب المر�زي للإحصــــاء أن نســــ�ة العائلات التي تمتلك شــــاشــــات مســــطحة  
yالسماح بتصن�عها أو استیرادها هو تا�ع أسي له الشكل الآتي:  = 100(1 − e−0.1n) 

هو عدد السـنوات منذ السـماح  nهي النسـ�ة المئو�ة الإجمال�ة للعائلات التي تمتلك شـاشـة، و   yحیث 
 بها. والمطلوب:

 ما نس�ة العائلات التي ستمتلك شاشة في السنوات الخمس الأولى؟ .1

 

x= 2 1y x-= 2 2y 
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 متى �صل السوق إلى حالة الإش�اع القصوى، �عد �م سنة تمتلك جم�ع العائلات شاشة؟ .2

 .yا�ع الخط الب�اني للت ارسم .3

 الحل:

 ,n=1, 2أ) لحســاب نســ�ة العائلات التي ســتمتلك شــاشــة في الســنوات الخمس الأولى: �كفي اســتبدال 

 المقابلة لكل منها: yوحساب ق�مة  5,…

n = 1 :y1السنة الأولى  = 100�1 − e−0.1∗(1)� = 9.52% 

n = 2 :y2السنة الثان�ة  = 100�1 − e−0.1∗(2)� = 18.13% 

n = 3 :y3السنة الثالثة  = 100�1 − e−0.1∗(3)� = 25.92% 

n = 4 :y4السنة الرا�عة  = 100�1 − e−0.1∗(4)� = 32.97% 

n = 5 :y5السنة الخامسة  = 100�1 − e−0.1∗(5)� = 39.35% 

 y=100%ب) حالة الإش�اع القصوى للسوق: أي عندما تمتلك جم�ع العائلات شاشة مما �عني 

y في الص�غة y=100 نستبدل = 100(1 − e−0.1n)  :فنحصل على المعادلة 

100 = 100(1 − e−0.1n) 
 ، و�حل المعادلة:nحیث المتغیر الوحید فیها هو عدد السنوات 

1نجد:  100بتقس�م الطرفین على  = 1 − e−0.1n 

1أو  − 1 = −e−0.1n  0.1 0 = ومنهn-e   1أو نكتبها �الشكل
𝑒𝑒0.1𝑛𝑛 = 0 

 .∞ = nأي أن  0.1ne  =∞، مما �عني ∞لا إذا �ان المقام �ساوي اللانها�ة وهذا لا یتحقق إ

، لكن عمل�اً عندما نصـل إلى %100�معنى اقتصـادي، نظر�اً لا �مكن إشـ�اع السـوق �شـكل �امل 
ســــنة،  30من الســــوق مثلاً، و�تحقق ذلك �عد حوالي  %95% ولتكن حوالي 100نســــ�ة قر��ة من  

 ع.اً أن السوق مش�نقول جواز 

في الحق�قة، نلاحظ �شـكل شـ�ه دائم في الأسـواق، أن هناك نسـ�ة "طب�ع�ة" من العائلات لا ترغب 
 �امتلاك شاشة مسطحة لسبب أو لآخر حتى و�ن توفرت لها الإمكان�ات الماد�ة.  

�بیراً   ت) الخط الب�اني للتا�ع: نلاحظ أن الإق�ال على شــــــــراء الشــــــــاشــــــــات في الســــــــنوات الأولى �كون 
 نة مع السنوات الأخیرة، أي أن معدل التزاید السنوي یتناقص تدر�ج�اً.�المقار 
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 (مثال)  LCDتطور نس�ة العائلات التي تمتلك شاشة ) 4-5الشكل (

 توا�ع النمو الاقتصاديتطب�قات:  5-4

 الأســ�ة واللغار�تم�ة تندرج ضــمن إطار ال�حث عن صــ�غ النمو الاقتصــادي،أحد أهم التطب�قات للتوا�ع 
حیث نلاحظ في هذا النمط من الظواهر الاقتصـــــاد�ة الكثیر من العوامل، و�أن النمو ذو طا�ع تراكمي 

 سواء زمن�اً أو حسب تكامل هذه العوامل.

 ) تا�ع نمو اقتصادي من الشكل الأسي ال�س�ط.4-5تطبیق (

ــائ�ة على فترة طو�لة من الزمن لتحدید ا ــاء دراســــــــــات إحصــــــــ لشــــــــــكل أجرى المكتب المر�زي للإحصــــــــ
ــي لتطور الناتج المحلي الإجمالي  ــاب معدلات  GDP: Gross Domestic Productالر�اضــــــــ وحســــــــ

 النمو الاقتصادي في القطر، فحصل على ص�غة ذات مصداق�ة من الشكل الآتي:
0.05xY = 20 e   [1]معادلة 

�مل�ارات   هو الناتج المحلي الإجمالي Yهو رقم الســـــــــــنة منذ بدء حفظ الب�انات لدى المكتب.  xحیث 
 اللیرات السور�ة. والمطلوب:

 أ) ما هو أول رقم مسجل لدى المكتب للناتج المحلي الإجمالي؟

 مل�ار ل.س؟ 40ب) متى �صل الناتج المحلي الإجمالي إلى 

 تلاحظ من شكل الخط الب�اني؟  ، ماذاYت) ارسم الخط الب�اني للتا�ع 

جمـالي �عـد فترة طو�لـة جـداً من الزمن، أو ث) اســــــــــــــتنتج من الخط الب�ـاني ق�م النـاتج المحلي الإ
 إلى ق�م �بیرة جداً أو إلى اللانها�ة. xعندما تسعى  Yادرس نها�ة التا�ع 

 

y 

x 
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 تلاحظ؟ج) حاول حساب معدل النمو السنوي أي �ل سنة �النس�ة للسنة السا�قة، ماذ 

 الحل:

في صــــ�غة  x=0بدال  أ) لحســــاب أول رقم مســــجل لدى المكتب للناتج المحلي الإجمالي، �كفي اســــت
 e *(0)0.05Y(x=0) = 20 e)*20 =200 = (التا�ع، �التبدیل نجد: 

 مل�ار ل.س. 20أي أن أول ق�مة للناتج المحلي الإجمالي مسجلة لدى المكتب تساوي 

، ونحل Y = 40مل�ار ل.س، نســــــــــتبدل   40ب) لحســــــــــاب متى �صــــــــــل الناتج المحلي الإجمالي إلى 
 x0.0520 e 40 =المعادلة:  

 x0.05e 2 = (40/20) =نجد:  20تقس�م الطرفین على ب

 0.05x Ln(e) = Ln(2)أو تُكتب �الشكل    Ln(2)x0.05Ln(e = (نأخذ لغار�تم الطرفین 

 Ln(2) = 0.693، و�ذلك Ln(e) = 1هو الواحد  eنعلم أن اللغار�تم الطب�عي للعدد 

  x = 0.693/0.05 = 13.86ومنه نجد ق�مة  0.05x * 1 = 0.693�التالي تُص�ح المعادلة 

 ة تقر��اً.سن 14مل�ار خلال  40أي �صل الناتج المحلي الإجمالي إلى 

ــنوات Yت) الخط الب�اني للتا�ع   ــكل الخط الب�اني للتا�ع أن معدلات التزاید في الســــــــــ : نلاحظ من شــــــــــ
 .الأخیرة أكبر من معدلات التزاید في السنوات الأولى، و�أن هناك تسارع في معدلات النمو

 

 

 

 

 

 

 الإجمالي �شكل أسي (مثال) تطور الناتج المحلي ) 5-5الشكل (

ــة نها�ة التا�ع   ــاب الناتج المحلي الإجمالي �عد فترة طو�لة جداً من الزمن، �جب دراســـــــــــ  Yث) لحســـــــــــ
 إلى اللانها�ة: xعندما تسعى 

lim
𝑥𝑥→∞

(20 e0.05𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→∞

(20 e∞) =  ∞ 

 

y 

x 
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ــنوات إلى نظر�اً، یذهب الناتج   ــعى عدد الســـــــ اللانها�ة، المحلي الإجمالي إلى اللانها�ة عندما تســـــــ
عمل�اً أو �المفهوم الاقتصــادي، تزداد ق�م الناتج المحلي الإجمالي �شــكل �بیر جداً �عد فترة طو�لة 

 جداً من الزمن.

 ج) معدل النمو السنوي أي �ل سنة �النس�ة للسنة السا�قة، لنأخذ السنوات الأولى:

 متتالیتین على السنة السا�قة �ما یلي:ب معدل النمو السنوي �قسمة الفرق بین سنتین ُ�حس

 t = Yx+1−Yx
Yx

 [2]معادلة   

 .%5.13نلاحظ من الجدول أن معدل التزاید السنوي ثابت و�ساوي 
 t معدل الز�ادة % GDPالناتج   السنة 

0 20  

1 21.025 5.13% 

2 22.103 5.13% 
3 23.237 5.13% 
4 24.428 5.13% 
5 25.681 5.13% 
6 26.997 5.13% 

 �ما یلي: [2]كان ُ�مكن حساب هذا المعدل وفق المعادلة 

Yx+1 − Yx
Yx

=
20e0.05(x+1) − 20e0.05x

20e0.05x =
e0.05x(e0.05 − 1)

e0.05x = e0.05 − 1 = 0.0513 

 عبر تجر�ب �عض الق�م للسنوات الأولى.وهي نفس الق�مة التي حصلنا علیها 

 .، انكماشال�س�ط) تا�ع نمو اقتصادي من الشكل الأسي 5-5تطبیق (

 )، لكن ص�غة الناتج المحلي الإجمالي لها الشكل الآتي:4-5لنأخذ نفس ب�انات التطبیق أعلاه (
0.05x -Y = 20 e   [1]معادلة 

 ، ولنجب على نفس الأسئلة:0.05 من بدلاً  0.05-أي ق�مة المعامل في الأس سالب و�ساوي 

 المحلي الإجمالي؟أ) ما هو أول رقم مسجل لدى المكتب للناتج 

 مل�ار ل.س؟ 40ب) متى �صل الناتج المحلي الإجمالي إلى 

 ، ماذا تلاحظ من شكل الخط الب�اني؟ Yت) ارسم الخط الب�اني للتا�ع 
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مـالي �عـد فترة طو�لـة جـداً من الزمن، أو ث) اســــــــــــــتنتج من الخط الب�ـاني ق�م النـاتج المحلي الإج
 ق�م �بیرة جداً أو إلى اللانها�ة.إلى  xعندما تسعى  Yادرس نها�ة التا�ع 

 ج) حاول حساب معدل النمو السنوي أي �ل سنة �النس�ة للسنة السا�قة، ماذ تلاحظ؟

 الحل:

صــــــ�غة التا�ع، نجد: في ال x=0أ) أول رقم مســــــجل لدى المكتب للناتج المحلي الإجمالي، نســــــتبدل  
) = 200= 20*(e *(0)0.05-Y(x=0) = 20 e 

مل�ار  20أول ق�مة للناتج المحلي الإجمالي هي نفســـــها المحســـــو�ة في التطبیق الســـــابق وتســـــاوي  
 ل.س.

 x0.05-20 e 40 =، نحل المعادلة:  Y = 40ب) الناتج المحلي الإجمالي 

 x0.05-e = (40/20) = 2نجد:  20بتقس�م الطرفین على 

 -0.05x Ln(e) = Ln(2)لشكل  أو تُكتب �ا  Ln(2)x0.05-Ln(e = (نأخذ لغار�تم الطرفین 

 Ln(2) = 0.693، و�ذلك Ln(e) = 1هو الواحد  eاللغار�تم الطب�عي للعدد 

  x = 0.693/(-0.05) = -13.86ومنه نجد ق�مة  0.05x = 0.693-�التالي تُص�ح المعادلة 

ــال�ة وهذا xنلاحظ أن ق�مة   ــنوات ولا �مكن أن تكون  xغیر ممكن عمل�اً، �ون  ســـــــــ هي عدد ســـــــــ
 مل�ار. 40سال�ة، أي أن الناتج المحلي الإجمالي لن �صل أبداً إلى 

ــنوات Yت) الخط الب�اني للتا�ع   ــكل الخط الب�اني للتا�ع أن معدلات التزاید في الســــــــــ : نلاحظ من شــــــــــ
 النمو. أن هناك تناقص في معدلات الأخیرة أقل من معدلات التزاید في السنوات الأولى، و�

 

 

 

 

 

 

 تطور الناتج المحلي الإجمالي �شكل أسي (مثال، انكماش)) 6-5الشكل (

 

y 

x 
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ــة نها�ة التا�ع   ــاب الناتج المحلي الإجمالي �عد فترة طو�لة جداً من الزمن، �جب دراســـــــــــ  Yث) لحســـــــــــ
 إلى اللانها�ة: xعندما تسعى 

lim
𝑥𝑥→∞

(20 e−0.05𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→∞

�20 
1

𝑒𝑒0.05𝑥𝑥� =
 20
∞

= 0 

نظر�اً، یذهب الناتج المحلي الإجمالي إلى الصـــــــــفر عندما تســـــــــعى عدد الســـــــــنوات إلى اللانها�ة، 
ــكل �بیر جداً �عد فترة  ــادي، تتناقص ق�م الناتج المحلي الإجمالي �شــــــــ عمل�اً أو �المفهوم الاقتصــــــــ

 طو�لة جداً من الزمن.

نة �النســ�ة للســنة الســا�قة، ُ�حســب معدل النمو الســنوي �ما في ج) معدل النمو الســنوي أي �ل س ــ
tالتطبیق السابق:  = Yx+1−Yx

Yx
 [2]معادلة   

 .%5.13ل التزاید السنوي ثابت و�ساوي نلاحظ من الجدول أن معد 
 t معدل الز�ادة % GDPالناتج   السنة 

0 20  
1 19.025 -4.88% 
2 18.097 -4.88% 
3 17.214 -4.88% 
4 16.375 -4.88% 
5 15.576 -4.88% 
6 14.816 -4.88% 

 �ما یلي: [2]ُ�مكن حساب هذا المعدل وفق المعادلة 
𝑌𝑌𝑥𝑥+1 − 𝑌𝑌𝑥𝑥

𝑌𝑌𝑥𝑥
=

20𝑒𝑒−0.05(𝑥𝑥+1) − 20𝑒𝑒−0.05𝑥𝑥

20𝑒𝑒−0.05𝑥𝑥 =
𝑒𝑒−0.05𝑥𝑥(𝑒𝑒−0.05 − 1)

𝑒𝑒−0.05𝑥𝑥 = 𝑒𝑒−0.05 − 1 = −0.04877 

ــنوات الأولى، والتي تبین أن وهي نفس ال ــلنا علیها عبر تجر�ب �عض الق�م للســــــــ ق�مة التي حصــــــــ
 حجم الناتج المحلي الإجمالي في تناقص مستمر و�معدل ثابت سنو�اً.

ا، �كون لدینا صـ�غة ر�اضـ�ة للظاهرة الاقتصـاد�ة، لكن في جم�ع في معظم التطب�قات التي تعرضـنا له
خراج هذه الصـــــــ�غ انطلاقاً من الب�انات المتوفرة عن الظاهرة، هذه الظواهر، هناك من عمل على اســـــــت

وهي إحدى القضا�ا المهمة للغا�ة والصع�ة في الاقتصاد، وتدخل عمل�ة إ�جاد مثل هذه الص�غ ضمن 
ــاد�ة  إطار ما ندعوه �النمذج ــوع الأمل�ة الحال�ة، Econometric Modellingة الاقتصـ ــت موضـ ، ول�سـ

دیدة من الأمل�ة إعطاء �عض الأمثلة ال�ســـ�طة عن ��ف�ة إ�جاد مثل مع ذلك ســـنحاول في مواضـــ�ع ع
 هذه الص�غ، وف�ما یلي تطبیق عن هذا الموضوع.
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 الاقتصادي.) ال�حث عن ص�غة ر�اض�ة لمعدل النمو 5-5تطبیق (

للقطر �مل�ارات الدولار،  GDPسـجلت وزارة الاقتصـاد على مدى عدة سـنوات الناتج المحلي الإجمالي  
 یها الب�انات الآت�ة:فكان لد 

 2018 2016 2012 2011 2007 2004 2000 السنة 
 18 16 12 11 7 4 1 رقم السنة 

GDP  108 80 42 35 17 10 6 )$(ملیار 

 ،taGDP = b e.إ�جاد الص�غة الر�اض�ة لمعدل النمو الاقتصادي �فرض أنها من الشكل  والمطلوب:

 غة �جب ال�حث عنها استناداً للب�انات المتوفرة.: ثوابت التا�ع/الص�a, bرقم السنة،  tحیث: 

 الحل:

 لها شكل أسي، بتحو�لها إلى شكل لغار�تمي �أخذ لغار�تم الطرفین، نجد: taGDP = b e.الص�غة 

) = Ln(b) + a.t.ta) = Ln(b) + Ln(e.taLn(GDP) = Ln(b e 

 .Y = Ln(GDP)لنرمز للغار�تم الناتج المحلي الإجمالي �الرمز 

أ�ضـاً ثابت في الصـ�غة، ولنرمزله  bق�مته محددة من أجل صـ�غة محددة، فلغار�تم   bالثابت    حیث أن
 .Ln(b) = c�الشكل 

، �التالي tوالزمن  GDPنلاحظ أننا حصـــــــلنا على صـــــــ�غة خط�ة بین لغار�تم الناتج المحلي الإجمالي  
 ا الشكل:ن�حث عن معادلة أفضل مستق�م �مر �النقاط المذ�ورة في الجدول أعلاه، له

Y = a.t + c 

ــ aلحساب میل المستق�م   ــ   من أجل ق�متین Y1Y ,2، نقوم �حساب الفرق النسبي بین ق�متین لــــ  t1t ,2لــــ
 كما یلي:

t1) –+ c) = a.(t2  1(a.t –+ c)  2) = (a.t1Y(t –) 2Y(t 

a   :aومنه نجد ق�مة  = Y(t2)−Y(t1)
t2−t1

 

من أجل �ل  a، وق�م GDPدول الســـــــابق، وذلك �إضـــــــافة لغار�تم  نســـــــتكمل إجراء الحســـــــا�ات في الج
 ق�متین متتالیتین للناتج المحلي الإجمالي، فنجد:

 2018 2016 2012 2011 2007 2004 2000 السنة 

 18 16 12 11 7 4 1 رقم السنة 

GDP   108 80 42 35 17 10 6 الفعلي 
Y = Ln(GDP) 1.792 2.303 2.833 3.555 3.738 4.382 4.682 

 a  0.170 0.177 0.181 0.182 0.161 0.150ق�م 

 c 1.622 1.622 1.642 1.683 1.695 1.659 1.619ق�م 
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GDP 110.903 78.938 39.991 33.739 17.093 10.264 6.164 حسب الص�غة 

مع رقم  Y=Ln(GDP)غیر متســــــاو�ة، لكنها متقار�ة، و�التالي نتوقع أن تشــــــكل ق�م  aنلاحظ أن ق�م  
 ).7-5مستق�ماً �ما یوضح الشكل ( tالسنة 

في الجدول، أي  aهي متوســط ق�م  a�فرض أن هذا المســتق�م موجود، فنقبل أن الق�مة المتوقعة للمیل 
 .a = 0.170تساوي تقر��اً  

 .c = Y - 0.17t�ما یلي:    Y = 0.17 t + c، �عد أن أص�حت الص�غة  cعلینا حال�اً ال�حث عن ق�مة  

ــ  Y) لدینا في الجدول ق�مة tة (ق�مة لكن، من أجل �ل نقط ، نأخذ cالمقابلة لها و�التالي ق�مة لــــــــــــــــــــــــــ
 ، c = 1.649متوسط الق�م الناتجة، فنجد الق�مة المتوقعة تساوي تقر��اً  

 Y = 0.17 t + 1.649فتص�ح الص�غة النهائ�ة للمستق�م 

 1.649b = e  5.2 =نجد ق�مة  c = Ln(b)حیث أن  

 �غة الر�اض�ة للناتج المحلي الإجمالي:فنجد الص taGDP = b e.ص�غة التا�ع في  a, bلنستبدل ق�م 
0.17tGDP = 5.2 e. 

 

 

 

 

 

 

 مستق�م �مر من عدة نقاط أفضل) 7-5الشكل (

، فإذا �انت GDPحســـــــــب هذه الصـــــــــ�غة ومقارنته مع الق�م الفعل�ة  GDPمن الضـــــــــروري، حســـــــــاب 
ــ�ة، و�ذا � ــ�غة غیر مناســـــــ ــ�غة على أنها نموذج انت قلیلة فُ�مكن قبول الفروقات �بیرة فإن الصـــــــ الصـــــــ

) أن هذه الفروقات قلیلة بین 8-5مقبول لحســــــــــــاب الناتج المحلي الإجمالي، یبین الجدول والشــــــــــــكل (
 .)7(الق�مة المتوقعة حسب النموذج والق�م الفعل�ة، و�التالي ُ�مكن قبول النموذج

 
 . للمزید من المعلومات حول النمذجة الاقتصادیة، یمكن العودة إلى المراجع ....7
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 والق�م المتوقعة حسب النموذج (مثال)  GDPة لـ الخطوط الب�ان�ة للق�م الفعل�) 8-5الشكل (

ــ�ة تُعبر عن الظواهر  ــع ومهم لل�حث عن نماذج ر�اضـــــــــــ ــرنا مجال واســـــــــــ في الحق�قة، هناك �ما أشـــــــــــ
الاقتصــــــــــاد�ة، ما قمنا �ه في هذا التطبیق ل�س إلا محاولة تجر�ب�ة، و�جب أن تســــــــــتكمل �الاخت�ارات 

 وذج.الإحصائ�ة المناس�ة لقبول أو لرفض ص�غة النم

 النمو الاقتصادي.تحدید معدل ) 6-5تطبیق (

ــتمر بین  ــ�غة تطور الدخل القومي �شـــــــكل مســـــ ــتمرار، ولدینا صـــــ �فرض أن الدخل القومي یتطور �اســـــ
 t  :t.re 0= G tG ,0لحظتین 

 .tحظة : الدخل القومي في اللtG  .0: الدخل القومي في اللحظة 0Gحیث:  

 r معدل النمو خلال الفترة :t.  t قم الفترة.: ر 

 والمطوب:

 .tأ) تحدید ص�غة حساب معدل النمو خلال الفترة 

ــنة  ــنوي، الشـــــــهري، والیومي، من أجل دخل قومي �ان في بدا�ة الســـــ ب) حســـــــاب معدل النمو الســـــ
 مل�ار $. 20وفي نها�ة السنة وصل إلى  $مل�ار  15�ساوي 

 الحل:

 :tأ) ص�غة حساب معدل النمو خلال الفترة 

 t.re 0) = Ln(GtLn(G(، �أخذ لغار�تم الطرفین نجد:  t.re 0G = tGمن الص�غة 

 r.t Ln(e)  0) = Ln(Grt) + Ln(e0) = Ln(GtLn(G + (أو تكتب �الشكل 

 r.t  0) = Ln(GtLn(G + (، فنجد Ln(e) =1نعلم 
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r�الشكل:  r�التالي تُحسب  = Ln(Gt)−Ln(G0)
t

rآخر: أو �شكل    = 1
t

Ln �Gt
G0
�    

هي عدد  tأو أ�ة تجزئة للفترة، حیث  tنلاحظ أن هذه الصــــــــ�غة صــــــــالحة من أجل أ�ة ق�م للزمن 
 أجزاء الفترة سواء �انت شهر�ة أو یوم�ة، أو فصل�ة، أو غیرها.

 ب) معدل النمو السنوي، الشهري، والیومي

 ، G = 20، وفي نها�ة السنة 0G 15 =لدینا دخل قومي في بدا�ة السنة �ساوي 

 ، نجد معدل النمو السنوي:t = 1سنة �املة أي اعت�ارها فترة تراكم واحدة  جلمن أ

r =
Ln(Gt) − Ln(G0)

t
=

Ln(20) − Ln(15)
1

=
2.996 − 2.708

1
= 28.77% 

 ، نجد معدل النمو الشهري:t = 12شهر أي  12من أجل سنة مجزأة إلى 

r =
Ln(Gt) − Ln(G0)

t
=

Ln(20) − Ln(15)
12

=
2.996 − 2.708

12
= 2.4% 

 ، نجد معدل النمو الیومي:t = 365أي  یوم 365من أجل سنة مجزأة إلى 

r =
Ln(Gt) − Ln(G0)

t
=

Ln(20) − Ln(15)
365

=
2.996 − 2.708

365
= 0.08% 

أي �ضـرب   %2.4نلاحظ أنه في حال حسـاب المعدل السـنوي �شـكل تقر�بي من المعدل الشـهري  
)، وهي أكبر من 2.4x12( %28.8�مة المعدل الســنوي ، نحصــل على ق12المعدل الشــهري بــــــــــــــــ 

 �اعت�ار السنة فترة تراكم واحدة. %28.77 المعدل السنوي 

  %29.2وفي حال حسـاب المعدل السـنوي بتقر�ب من المعدل الیومي، نحصـل على معدل �سـاوي  
)0.08x365 اعت�ار السنة فترة تراكم واحدة. %28.77)، وهو أكبر �شكل واضح من المعدل�  

الســـــــــنوي محســـــــــو�اً على أســـــــــاس تراكمي لفترات ) الفروقات بین معدل النمو  9-5یبین الشـــــــــكل (
 مختلفة.

 

 

 فروقات معدلات النمو  مثال عن )9-5الشكل (
 و�ة محسو�ة على أساس تراكمي مختلف. السن
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هذه الفروقات منطق�ة �النظر إلى الصــــ�غة أعلاه، فهي صــــ�غة تراكم�ة ومســــتمرة، فكلما �ان عدد 
ــ�غة، و�لما �ان هذا العدد قلیلاً، �لما الأجزاء/الفترات �بیراً �لما اقتر�نا من  ــتمر للصــ الشــــكل المســ

طع) و�أن قاقتر�نا من جمع متقطع لق�م الفترات. ُ�مكن تخیل الفرق بین المفهومین (المســتمر والمت
مـا اقتر�نـا من هنـاك فراغـات (فترات جزئ�ـة) غیر مـأخوذة �ـالاعت�ـار في حـال الجمع المتقطع، و�ل

الفراغات صـــــــــــــغیراً، و�التالي لا یوجد الكثیر من الق�م غیر المأخوذة الاســـــــــــــتمرار�ة �لما �ان عدد 
 �الاعت�ار. سنعود إلى هذه المفاه�م عند الحدیث عن التكامل في الفصل السا�ع.

 

 أسئلة واخت�ارات الفصل الخامس: التوا�ع اللغارت�مة والأس�ة

 True/False ) أسئلة صح / خطأ1

 خطأ صح السؤال   

   .32�ساوي  5M = 2ناتج الص�غة  1

1�ساوي   M = 2-2ناتج الص�غة  2
4

.   

𝑀𝑀الص�غة الأس�ة   3 = 𝑎𝑎−𝑛𝑛     تكافئ𝑀𝑀 = 1
𝑎𝑎𝑛𝑛

.   

(4−):  4-الجذر التر��عي للعدد  4
1
   .2-أو  2+�ساوي  2

𝑎𝑎𝑛𝑛حاصل القسمة   5

𝑎𝑎𝑚𝑚
  𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑚𝑚. �ساوي   

  n. و�ساوي  aللأساس  M) لغار�تم العدد M = n aLogُ�قصد التعبیر الر�اضي ( 6

  24Log.  = (16)�كافئ التعبیر اللغار�تمي   24 16 =التعبیر الأسي  7

 n = 2.  یؤدي   n4Log = (2)ناتج العمل�ة  8

  n = . - 1یؤدي    n5Log = (1/5)ناتج العمل�ة  9

 44Log.   = (64)�ساوي   4للأساس  64�تم العدد لغار  10

  Log(x.y) = Log(x) + Log(y). ُ�عطى �الص�غة:   x ،yلوغار�تم جداء عددین  11

Logتكافؤ الص�غة    Log(x) + Log(y) – Log(z)الص�غة 12 �x.y
z
�.   

1التي تُحقق الص�غة   nق�مة  13
10

= 10𝑛𝑛   1تساوي  .   

  Ln(3)] = Ln(2)  -x.[Ln(5)  . تكافؤ الص�غة   x= 2.(3) x5  الص�غة 14

   اللغار�تم العشري لعدد السالب غیر معرف، لكن اللغر�تم الطب�عي لعدد سالب دوماً معرف. 15
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 Multiple Choicesأسئلة خ�ارات متعددة ) 2

𝑀𝑀الص�غة اللغار�تم�ة   -1 = 4ln 𝑥𝑥 − 3 ln 𝑦𝑦 + 5 ln 𝑧𝑧  تكافؤ الص�غة: 

𝑀𝑀أ)   = ln 4𝑥𝑥
3𝑦𝑦

5𝑧𝑧         (ب 𝑀𝑀 = ln �𝑥𝑥
4

𝑦𝑦3
𝑧𝑧5�   

𝑀𝑀ج)  = ln 4𝑥𝑥
5𝑧𝑧
− 3𝑦𝑦      السا�قة خاطئةد) جم�ع الأجو�ة 

𝑥𝑥ُ�مكن إعادة �تا�ة الص�غة   -2 = 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑏𝑏𝑏𝑏  :الشكل اللغار�تمي �ما یلي� 

𝑥𝑥أ)   = ln 𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑥𝑥

𝑥𝑥 ب)          = ln �𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑏𝑏
�   

 السا�قة خاطئةد) جم�ع الأجو�ة      Ln(x) = Ln(a) + b.xج)  

18𝑒𝑒−3𝑥𝑥حل المعادلة   -3 = 2𝑒𝑒−5𝑥𝑥  :هو 
𝑥𝑥أ)   = − ln  ب) لا ُ�مكن حسا�ه        3

 السا�قة خاطئةد) جم�ع الأجو�ة      x = Ln(5) + Ln(-3)ج)  

 هو: 5Log(125)أي  5للأساس  125لغار�تم العدد  -4
  35Log = (125)ب)       55Log = (125)أ)  

 السا�قة خاطئةد) جم�ع الأجو�ة      1255Log = (125)ج)  

𝑀𝑀الص�غة  -5 = �𝑥𝑥3 ∗ 𝑦𝑦
1
3�

3
 :تكافئ 

  M = x.yب)       M = 9x.yأ)  
 السا�قة خاطئةد) جم�ع الأجو�ة       9M = y. xج)  

Mالص�غة ناتج العمل�ة  -6 = 47

45
 :�ساوي  

  M = 12ب)        M = 2أ)  
 السا�قة خاطئةد) جم�ع الأجو�ة       M = 16ج)  

Mالص�غة ناتج العمل�ة  -7 = �−4
5
�
2

 :�ساوي  

𝑀𝑀أ)   = 16
25

𝑀𝑀ب)         = 1  
𝑀𝑀ج)   =  السا�قة خاطئةد) جم�ع الأجو�ة       25

 :�شكل لغار�تمي �ما یلي = r.tA.e GNPُ�مكن إعادة �تا�ة ص�غة الناتج المحلي الإجمالي من الشكل  -8
  Ln(GNP) = Ln(A) + r.tب)        Ln(GNP) = r.tأ)  

 السا�قة خاطئةد) جم�ع الأجو�ة      Ln(GNP) = A + r.tج)  

 :�ما یلي tبین اللحظة الحال�ة واللحظة  r.tG = A.eلناتج محلي إجمالي من الشكل  rُ�حسب معدل النمو  -9
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𝑟𝑟أ)   = 1
𝑡𝑡
ln𝐺𝐺𝑡𝑡
ln𝐺𝐺0

  Gtr = Ln(G + (0ب)        

 خاطئةالسا�قة د) جم�ع الأجو�ة       G tr = G +0ج)  

 :�ما یلي tبین اللحظة الحال�ة واللحظة  r.tG = A.eلناتج محلي إجمالي من الشكل  rُ�حسب معدل النمو  -01

𝑟𝑟أ)   = ln𝐺𝐺𝑡𝑡−ln𝐺𝐺0
𝑡𝑡

  Gtr = Ln(G + (0ب)        
 السا�قة خاطئةد) جم�ع الأجو�ة       G tr = G +0ج)  

 للمناقشةقضا�ا  \مسائل ) 3

 . Douglas-Cobbتجانس الإنتاج في توا�ع  )1-5السؤال (
Qولهــا الشــــــــــــــكــل  Cobb-Douglasل�كن لــدینــا توا�ع الإنتــاج من نمط  = AK∝Lβ  حیــثK  راس المــال وL 

 والمطلوب: .Degree of Homogeneityجانس بدرجة الت β+αالعمالة، یُدعى المجموع 
 ؟Q، فما مقدار التغیر الإجمالي في حجم الإنتاج λ) إذا تم تغییر �ل من رأس المال والعمالة بنفس المقدار 1

ــكل  2 𝑄𝑄) لنفرض لدینا تا�ع إنتاج من الشــــــ = 𝐴𝐴[𝑏𝑏𝐾𝐾∝ + (1 − 𝑏𝑏)𝐿𝐿∝]
1
، برهن أن هذا التا�ع متجانس وُ�ظهر ∝

 .Lوالعمالة  Kن رأس المال في �ل م λ من أجل تغیر مقداره Constant Returns to Scaleث�ات سلمي 
 ) 1-5تطبیق  1-5. الفقرة �ضعفها αو  βاستبدال (توجیهات للإجا�ة: 

 . تا�عي العرض والطلب من الشكل الأسي )2-5السؤال (
 نتجاتها لها الشكل:لأحد م Pبدلالة السعر  Dوالطلب  Sقدرت إحدى الشر�ات أن تا�عي العرض 

Dتا�ع العرض:   = Ae−k P     :تا�ع الطلبS = Bem P   
 ثوابت موج�ة. والمطلوب:   A, B, k, m حیث

 .*P) إ�جاد سعر التوازن 1

∗Qتُعطى �الص�غة:   *Q) برهن أن �م�ة التوازن 2 = �AmBk�
1

m+k 

 ) 3-5. الفقرة دلةمساواة العرض �الطلب وحل المعا(توجیهات للإجا�ة: 

 . متجددة له شكل أسيتا�ع تراكمي لاستخراج موارد غیر  )3-5السؤال (
�ملایین الدولارات لاســــــــتثمار  Yتقدر إحدى شــــــــر�ات التنقیب عن الموارد الطب�ع�ة غیر المتجددة، أن الق�مة التراكم�ة 

Yله الشكل:  xأحد هذه الموارد بدلالة الزمن  = Ae0.1 x  حیثA والمطلوب:. بثابت موج 
 ؟Aملیون، فما ق�مة الثابت  100ي تساو  x=0حتى الآن أي  Y) إذا �انت الق�مة المستخرجة 1
 ؟Y=200التي تحتاجها الشر�ة لمضاعفة الق�مة التراكم�ة اعت�اراً من الآن، أي متى تص�ح  x)  تقدیر المدة 2

 )4-5. الفقرة تبدیل الق�م، وحل معادلة(توجیهات للإجا�ة: 
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  لفصل السادس: المشتقات وتحلیل ظاهرة الحد�ةلفصل السادس: المشتقات وتحلیل ظاهرة الحد�ةاا

 

  Differntiation and Marginal Phenomالمشتقات وتحلیل ظاهرة الحد�ة عنوان الموضوع: 

 كلمات مفتاح�ة:

، التوا�ع الحد�ة Direvation، الاشــــــــتقاق Tangent المماس/المیل،  Integration، التكامل Differentiaionالتفاضــــــــل  
Marginal Function  ،  نقاط الاســــــــــتقرار الموضــــــــــع�ةStationary Points ، الحل الأمثلOptimal Solution  ، مرونة

 Partial، المرونــــة الجزئ�ــــة للطلــــب Partial Differentiation، التفــــاضـــــــــــــــــل الجزئي Demand Elasticityالطلــــب 

Elasticity of Demand،  الإنتاج  المرونة الجزئ�ة لتوا�ع Partial Elasticity of Production Funaction،  ــار�ب مضـــــ
 .Lagrange Multipliersلاغرانج 

 :الفصل ملخص

أحد أهم الأدوات الر�اضـــــــــ�ة وتطب�قاتها في العلوم الاقتصـــــــــاد�ة والإدار�ة، ونعني بذلك مفاه�م یتناول هذا الفصـــــــــل  
ــیر � ــ�ات التفاضــــل والتكامل ودورها في تفســ ــاســ ــ�ح أســ عض الظواهر وقواعد التفاضــــل والتكامل، یبدأ الفصــــل بتوضــ

ــاد�ـة، ثم یتنـاول قواعـد اشــــــــــــــتقـاق التوا�ع العـدد�ـة، و��ف�ـة تطبیق هـذه القواعـد لإ�جـاد التوا�ع الحـد�ـة للتوا�ع  الاقتصــــــــــــ
ــاد�ة مثل مرونة الطلب أو المرونة الجزئ�ة لتوا�ع الإنتاج متعددة المتغیرات، ثم نتناول �عض قواعد ال�حث  الاقتصــــــــ

ن الحلول المثلى ل�عض الظواهر الاقتصــــاد�ة، �ما ســــنتعرض في ال�حث ع عن نقاط الاســــتقرار الموضــــع�ة ودورها
ــتخدام هذه  ــ�ح ��ف�ة اسـ ــتقات الجزئ�ة، ولتوضـ ــتخدام المشـ ــار�ب لاغرانج لل�حث عن حلول مثلى �اسـ إلى طر�قة مضـ

 . الأدوات، سنعرض الكثیر من الأمثلة والتطب�قات الإدار�ة والاقتصاد�ة

 هداف التعل�م�ة:الأمخرجات و ال
 .ت التفاضل والتكامل�فهم أساس�ا .1
 ُ�طبق قواعد التفاضل في اشتقاق التوا�ع العدد�ة.  .2

 یوجد التوا�ع الحد�ة ل�عض الظواهر الاقتصاد�ة (التكال�ف، الأر�اح، ...).  .3
 �ستخدم مفاه�م وقواعد نقاط الاستقرار الموضع�ة لإ�جاد الحلول المثلى لتوا�ع اقتصاد�ة.  .4

 لتوا�ع الطلب. �ة  یُوجد وُ�حلل المرونة الحد .5

 ُ�طبق التفاضل الجزئي في اشتقاق �عض التوا�ع متعددة المتغیرات. .6

 یُوجد وُ�حلل المرونة الجزئ�ة لتوا�ع الإنتاج. .7
 ُ�طبق قواعد مضار�ب لاغرانج لحل مسألة الأمثل�ة ضمن قیود.  .8
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 مخطط الفصل:
 .Basic Concepts of Differentiaion & Integration مفاھیم التفاضل والتكامل 6-1
 .Rules of Differentiaion قواعد التفاضل 6-2
 .Marginal Cost, Revenue, Profit Functions التوابع الحدیة للإیرادات، التكالیف، والأرباح 6-3
 . Optimal Solution of Some Economic Functions القیمة المثلى لبعض التوابع الاقتصادیة 6-4
 .Marginal Elasticity of Demand Function الحدیة لتوابع الطلب تحلیل ظاھرة المرونة 6-5
غـیـرات 6-6 مـتـ ــل الـجـزئـي لـتـوابـع مـتـعــددة الـ فــاضــــ تـ  Partial Differentiation of Mutivariates الـ

Functions. 
 .Partial Elasticity of Mutivariates Funaction ة المتغیراتالمرونة الجزئیة لتوابع متعدد 6-7
 .Lagrange Multipliers لاغرانجمضاریب  6-8
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 شتقمالو  التفاضلمفاه�م  6-1

رأینا لدى دراســــــــــــة التا�ع من الدرجة الأولى أو الثان�ة �عض مفاه�م الاشــــــــــــتقاق عند الحدیث عن میل 
المسـتق�م أو مماس المنحني الب�اني للتا�ع، ولاحظنا أن عمل�ة الاشـتقاق ل�سـت إلا دراسـة تغیرات التا�ع 

ــتقاق،بدلالة تغی ــاســـــــي في عمل�ة الاشـــــ ــبي هو أســـــ لذلك ندعو هذه   رات المجهول، فمفهوم التغیر النســـــ
 .Function Differentiationالعمل�ة في أغلب الأح�ان �عمل�ة تفاضل التا�ع 

في التطب�قات الإدار�ة والاقتصـــــــــاد�ة، نجد لهذا التغیر النســـــــــبي أهم�ة �الغة، فمثلاً معرفة مقدار تغیر 
یر في ر�ح القطعــة قطعــة الواحــدة إذا زاد الإنتــاج �مقــدار قطعــة واحــدة، أو مقــدار التغتكــال�ف إنتــاج ال

 الواحدة إذا تغیرت المب�عات �مقدار قطعة واحدة، ... الخ. 

التغیر في التا�ع من  F∆، ول�كن  F(x) = ax + bلتوض�ح هذا المفهوم، لنأخذ تا�ع من الدرجة الأولى  
�مقـدار وحـدة واحـدة  xفمـا هو التغیر في ق�مـة التـا�ع عنـدمـا تتغیر  ، xفي ق�م المجهول  x∆أجـل تغیر 

ــ�ة  1 ــت إلاّ النســـ ــبي؟ ق�مة هذا التغیر في التا�ع ل�ســـ 𝐹𝐹∆، أو ما ندعوه �التغیر النســـ
∆𝑥𝑥

وهو ما دعیناه في  
الزاو�ة التي �صـــنعها مماس  Tangent. ُ�قصـــد �میل المســـتق�م ظل Slobeحالة المســـتق�م �میل التا�ع  

 ني الب�اني مع المحور الأفقي (محور السینات).المنح

 �ع من الدرجة الأولى.) تغیرات تا1-6مثال (

�مـا هو مبین في  xبدلالة تغیرات المجهول  y، ولنراقب تغیرات التـا�ع  y = 3x + 2ل�كن لدینـا التـا�ع  
: 3و�ســــــاوي هو دوماً ثابت   x)، نلاحظ أن تغیر التا�ع �النســــــ�ة لتغیر وحدة واحدة من  1-6الشــــــكل (
∆𝑦𝑦
∆𝑥𝑥

=  التا�ع، مثلاً:  �مكن حساب التغیر في ق�م x∆. أو من أجل أي تغیر 3

 2y 17 =فإن  2x 5 =، من أجل  1y 8 =فإن   1x 2 =من أجل 

𝑦𝑦∆، ومنه ∆ y = 17- 15 = 8و�ذلك   ∆1x – 2x = x 3 =ف�كون  
∆𝑥𝑥

= 9
3

= . نلاحظ أن هذه النســ�ة 3
تساوي  yفي الص�غة أعلاه من أجل أمثال لــــــــــ  xحظ أ�ضاً أن ق�مة أمثال ، ونلا3ثابتة دوماً وتساوي 

 .oxمع المحور الأفقي  yوتمثل هذه الق�مة ظل الزاو�ة التي �صنعها المستق�م الواحد، 

، من أجل أي ق�مة أو y = 0∆، حیث لدینا دوماً y=4للتوضــح أ�ضــاً، لتأخذ تا�ع ثابت الق�مة، مثلاً: 
𝑦𝑦∆، إذاً  xتغیر في 

∆𝑥𝑥
= 0

∆𝑥𝑥
= �ونــه ثــابــت. ُ�مكن �تــا�ــة  yجــد أي تغیر ق�م التــا�ع ، أصــــــــــــــلاً لا یو 0

 .y = 0x + 4ص�غته "للتوض�ح فقط" على الشكل 
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 بدلالة تغیرات المجهول خطي ) تغیرات تا�ع1-6الشكل (

�غیب عن   التوا�ع �شـــــكل عام ل�ســـــت �الضـــــرورة خط�ة، �جب تعم�م هذا المفهوم، دون أن�اعت�ار أن 
 الذهن معدل تغیر التا�ع بدلالة تغیر المجهول، لنأخذ مثال توض�حي آخر لتا�ع غیر خطي.

 ). تغیرات تا�ع غیر خطي.2-6مثال (

ــح في الجدول  ، �ماxمع تغیرات   yولنراقب تغیرات   2x + 5 – 2y = xل�كن لدینا التا�ع   هو موضـــــــــ
𝑦𝑦∆). نلاحظ أن معدل التغیر  2-6أدناه والشـكل (

∆𝑥𝑥
�ختلف من أجل نفس  y∆غیر ثابت، أي أن الفرق  

ــتق�م x=1∆الفرق  ــاوي هذا المعدل، نلاحظ أن هذا المســ ــتق�م عند �ل نقطة و�میل �ســ ــمنا مســ ، إذا رســ
 �مس الخط الب�اني للتا�ع عند النقطة. 

𝑦𝑦∆التغیرات في المعدل في حین ُ�مكن ملاحظة أن  
∆𝑥𝑥

وماً، د  2هو ثابت و�ســـــــاوي  x=1∆من أجل فرق  
 .2أي أنه ُ�مثل مستق�م میله �ساوي 

 ... x 0 1 2 3 4 5المجهول 

  y 5 4 5 8 13 20التا�ع 

𝑦𝑦∆ التغیرمعدل 
∆𝑥𝑥

 - -1 1 3 5 5  

  2 2 2 2 - - تغیرات معدل التغیر

 

 

y 

∆y 

∆x 

2y 

1x 
x 

2x 

1y 

 

y 
∆y=0 

∆x 
y1 = 2y 

x 

2x 1x 
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 بدلالة تغیرات المجهول غیر خطي ) تغیرات تا�ع 2-6الشكل (

��ف�ة حسـاب میل التا�ع عند �ل نقطة، لكن من الواضـح أنه لا ُ�مكن   تُعطینا الأمثلة السـا�قة فكرة عن
ق�مة المیل عند �ل اللجوء دوماً إلى الشــــــــــكل الب�اني، لذلك یتعین ال�حث عن طرق تحلیل�ة لحســــــــــاب 

 نقطة من نقاط التا�ع.

آخر، ما ؟ �معنى  y∆صـــــــــغیر جداً جداً، فما ق�مة التغیر في التا�ع   x∆لنتخیل الحالة التي �كون فیها  
 إلى الصفر؟  x∆عندما تسعى  y∆ق�مة 

(انظر إلى الشـــــكل أعلاه)،  aتقترب شـــــیئاً فشـــــیئاً من النقطة   b، فإن النقطة  x∆عندما یتناقص الفرق 
ــیئاً، لكن زاو�ة المثلث عند  acbأي أن وتر المثلث  ــیئاً فشـ ــغر شـ ــل هذا  a، �صـ ــها، حتى �صـ ت�قى نفسـ

ــغیرة جداً جدا، في ه التي  αمع الزاو�ة   aذه الحالة تكاد تتطابق زاو�ة المثلث عند  الوتر إلى ق�مة صـــــ
 tangent. و�كون ظل الزاو�ة  aمع المحور الأفقي عند النقطة   tangentالتا�ع  �صنعها مماس منحني  

𝑦𝑦∆ل�س إلا معـدل التغیر   αعنـد هـذه النقطـة ُ�عبر عن میـل الممـاس عنـدهـا، فظـل الزاو�ـة 
∆𝑥𝑥

 x∆عنـدمـا  
 فر �ما یوضح الشكل أعلاه. یذهب إلى الص

dy  �الشكل: dy, dxإذاً نعرف معدل التغیر عند فروقات صغیرة جداً 
dx

= tan ∝ 

). فالمشــتق 'F(إشــارة فتحة على   F'(x)وهو ما ندعوه المشــتق الأول للتا�ع عند النقطة، ونرمز �الرمز  
 ، �ما یلي:aتنتهي إلى  xإذاً ل�س إلاّ نها�ة التا�ع عندما  aعند نقطة  y=F(x)الأول لتا�ع 

F′(x) =
dy
dx

= lim
x→a

F(x) − F(a)
x − a

 

ینتهي إلى الصـفر، وأ�ضـاً للإشـارة إلى أن المشـتق هو  (x-a)للقول أن الفرق  dxحیث نسـتخدم الرمز 
ــتق التا�ع   ــ�ة للمجهول  Fمشـــــــــــ ــتق �عمل�ة x�النســـــــــــ . �ما ندعو عمل�ة التي یتم بها ال�حث عن المشـــــــــــ

 . لنطبق هذه العمل�ة على مثال توض�حي.Differentiationالتفاضل 

 

y 

∆x 

y2 

x 
1x 2x 

∆y 

y1 

b 

a c α 
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 ): تفاضل تا�ع من الدرجة الأولى.3-6مثال (

 F(x) = 3x + 7أ) لنأخذ التا�ع من الدرجة الأولى: 

 بتطبیق النها�ة: x=aأي عندما  aلن�حث عن ق�مة المشتق عن نقطة ما ولتكن 

F′(x) = lim
x→a

F(x) − F(a)
x − a

= lim
𝑥𝑥→

(3𝑥𝑥 + 7) − (3𝑎𝑎 + 7)
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎

= lim
𝑥𝑥→

3(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎

= 3 

 F'(x) = 3، نجد: (x-a)اختزال ال�سط والمقام على 

 .2F(x) = xب) لنأخذ تا�ع آخر من الدرجة الثان�ة 

 بتطبیق النها�ة:  x=aأي عندما  aق�مة المشتق عن نقطة ما 

F′(x) = lim
x→a

F(x) − F(a)
x − a

= lim
𝑥𝑥→

𝑥𝑥2 − 𝑎𝑎2

𝑥𝑥 − 𝑎𝑎
= lim

𝑥𝑥→

(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎)(𝑥𝑥 + 𝑎𝑎)
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎

 

 F'(x) = x+a = 2a، نجد: (x-a)اختزال ال�سط والمقام على 

ومنه نجد المشتق الأول  a=x، و�التالي صالحة عندما  aحة من أجل أ�ة ق�مة لــــــــــ هذه النت�جة صال
 .F'(x) = 2xالتا�ع �ساوي: 

تا�ع ما عبر عمل�ة التفاضـل، لكن في الواقع، نلجأ إلى یوضـح هذا المثال ��ف�ة الحصـول على مشـتق 
 (الفقرة التال�ة).النها�ة عندما لا تتوفر لدینا قاعدة مثبتة لحساب الاشتقاق 

�النس�ة إلى معدل تغیر المجهول   y=F(x)�ق�س معدل تغیر التا�ع    F'(x)نر�ز على أن المشتق الأول  
xمن مجال تعر�ف التا�ع (المنحني الب�اني)، فماذا ، وُ�عبر عن میل المماس عند أي ق�مة (نقطة (

 �عني عمل�اً هذا المعدل؟

y∆إذا �ان المعدل �ساوي الصفر   .1
∆x

= ، �عني أن تغیرات التا�ع تساوي الصفر من أجل أي   0
. مما �عني أ�ضاً أن ظل الزاو�ة �ساوي الصفر،أي x≠0∆حیث    y=0∆تغیر في ق�م المجهول  

 ).πدرجة (أو  180أن الزاو�ة تساوي 

y∆إذا �ان المعدل أكبر من الصفر    .2
∆x

> ، �عني أن التا�ع والمجهول یتغیران بنفس الاتجاه،   0
ا�ع یتزاید مع تزاید ق�م المجهول، و�تناقص بتناقصه. مما �عني أ�ضاً أن ظل  �معنى أن الت

 ).πدرجة (أو أقل من  180الزاو�ة أكبر من الصفر،أي أن الزاو�ة حادة أقل 

y∆�ان المعدل أصغر من الصفر   إذا .3
∆x

< ، �عني أن التا�ع والمجهول یتغیران �اتجاهین   0
ناقص ق�م المجهول، و�تناقص بتزایده. مما �عني أ�ضاً  مختلفین، �معنى أن التا�ع یتزاید مع ت 

 ).πدرجة (أو أكبر من  180أن ظل الزاو�ة أصغر من الصفر،أي أن الزاو�ة منفرجة أكبر 
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هذا التفسیر عند أي نقطة من نقاط التا�ع حیث التغیرات صغیرة جداً، ونستخدم في هذه   ُ�مكن تعم�م
F′(x)الحالة المشتق عند النقطة المعن�ة    = dy

dx
. 

موجب (موجب   F'(x)�كون متزاید (متزاید تماماً) إذا �ان مشتقه الأول    F(x)ُ�مكن الاستنتاج أن التا�ع  
تماماً) إذا �ان مشتقه الأول سالب (سالب تماماً). �ما هو موضح في    اقص تماماً، و�أنه متناقص (متن 

 ).  3-6الشكل (

 ) تزاید وتناقص تا�ع. 4-6مثال (

. لندرس إشارة مشتقه الأول، ولنرسم منحني التا�ع،  = 40x 35x-F(x) +2 100 +ل�كن لدینا التا�ع 
 ومیل المماس عند �عض النقاط. 

  = 80x+  215x-F'(x)المشتق الأول: 

 .  Aتمثل النقطة  x=80/15أو  Cتمثل النقطة  x=0ینعدم المشتق الأول عندما  

 و�كون جدول تزاید وتناقص التا�ع �ما یلي: 

-∞                    0                 80/30               80/15                    +∞ 
                        C                  B                      A  

X 
 النقطة

      -   -  -         0    +  +  +   106.7   +  +  +   0          -   -   -  F'(x) 

 F(x) متناقص       479.3    متزاید    289.6    متزاید     100      متناقص      

 ,Aفقي عند النقطتین: التي �صنعها المماس مع المحور الأ αق�مة المشتق الأول أو میل الزاو�ة 

C  ًدرجة (أو   180�ساوي الصفر، فالزاو�ة تساوي إذاπ  والمماس عند هذه النقطة هو مستق�م ،(
 یوازي المحور الأفقي. 

مثلاً حیث   Bموجب، فالتا�ع متزاید. لنأخذ النقطة  Cو  Aق�مة المشتق الأول بین النقطتین 
x=80/30   ق�مة المشتق    نجدF'(x)=106.7  لتا�ع  وق�مة اF(x=80/30)=289.6  ونجد على الشكل ،

 ).π/2درجة (أو أقل من  90أن زاو�ة المماس عند هذه النقطة هي زاو�ة حادة أقل 

سالب، فالتا�ع متناقص. لنأخذ النقطة    Cحتى النقطة    ∞-في حین نلاحظ أن ق�مة المشتق الأول من  
D درجة (أو  90هي زاو�ة منفرجة أكبر  أن زاو�ة المماس عند هذه النقطة   مثلاً على الشكل، لاحظ

 ).π/2أكبر من 
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مثلاً   Fسالب، فالتا�ع متناقص. لنأخذ النقطة  ∞+حتى  Aكذلك ق�مة المشتق الأول من النقطة 
درجة (أو أكبر من    90على الشكل، لاحظ أن زاو�ة المماس عند هذه النقطة هي زاو�ة منفرجة أكبر  

π/2(. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 المماس   المشتق الأول أو زاو�ة تناقص تا�ع حسب إشارة) تزاید و 4-6الشكل (

 قواعد التفاضل 6-2

اشــــــتقاق الأنواع المختلفة من التوا�ع، دون الحاجة لتبر�ر نورد ف�ما یلي أهم القواعد الأكثر انتشــــــاراً في 
 ك�ف�ـة الحصــــــــــــــول علیهـا، إذ مـا یهمنـا في الأمل�ـة الحـال�ـة هو تطب�قـاتهـا، ُ�مكن للطـالـب أن یبـذل �عض 
ــ�ة. مع الانت�اه إلى مجالات تعر�ف التا�ع، إذ لا ُ�مكن  الجهد للبرهان علیها أو العودة للمراجع الر�اضـــ

 على مجموعة تعر�فه. اشتقاق تا�ع إلا

 .F'(a) = 0فإن  F(x) = a) مشتق العدد الثابت 1(

 مشتق العدد الثابت هو الصفر، إذ لا یوجد أي تغیرات في الثابت.

 .G'(x) = a. F'(x)، فإن G(x) = a.F(x)وب بثابت: ) مشتق تا�ع مضر 2(

 مشتق تا�ع مضروب �عدد ثابت �ساوي مشتق التا�ع مضرو�اً �الثابت.

 .H'(x) = F'(x) + G'(x)، فإن  H(x) = F(x) + G(x)) مشتق مجموع تا�عین 3(

 مشتق مجموع تا�عین هو حاصل مجموع مشتقي التا�عین.

 

 π= Aα 
A 

/2π<Bα 
B  π= Cα 

C 

 D  2/π>Dα 

/2π>Fα  F 

x = 
80/30 

x = 
80/15 

Bα  Dα  Fα 
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 .H'(x) = F'(x) - G'(x)، فإن  H(x) = F(x) - G(x)) مشتق طرح تا�عین 4(

 مشتق طرح تا�عین هو حاصل طرح مشتقي التا�عین.

 .H'(x) = F'(x).G(x) + G'(x).F(x)، فإن  H(x) = F(x) . G(x)) مشتق جداء تا�عین 5(

 مشتق جداء تا�عین �ساوي مشتق الأول في الثاني + مشتق الثاني في الأول.

H(x)) مشتق �سر 6( = F(x)
G(x)

H′(x)، فإن   = F′(x).G(x)−G′(x).F(x)
G(x)2

 

 ام.مشتق المقام في ال�سط) مقسوماً على مر�ع المق –مشتق �سر هو (مشتق ال�سط في المقام 

 .nF'(x) = a.n.x-1فإن   a.x = (nFx) مشتق تا�ع أسي 7(

 حد.تا�ع أسي �ساوي حاص جداء الأس �التا�ع �عد إنقاص الأس وا مشتق تا�ع

H′(x)، فإن  H(x) = F(G(x)) مشتق تا�ع مر�ب (سلسلة توا�ع) 8( = F′(G).G′(x) 

 نس�ة إلى ما بداخله.مشتق تا�ع مر�ب �ساوي مشتق ما داخل التا�ع مضرو�اً �مشتق التا�ع �ال

y′(x)، فإن x(y)والتا�ع العكسي  y(x)) مشتق التا�ع العكسي، ل�كن 9( = 1
x′(y)

 

 كسي �ساوي مقلوب مشتق التا�ع الأصلي.مشتق التا�ع الع

G(x)والمقلوب  y=F(x)) مشتق مقلوب تا�ع 10( = 1
y

= 1
F(x)

G′(x)، فإن   = F′(x)
(F(x))2

 

 لى مر�ع التا�ع.مشتق مقلوب تا�ع �ساوي مشتق التا�ع مقسوماً ع

′y، فإن  y = Ln(F(x))) مشتق لغار�تم طب�عي 11( = F′(x)
F(x)

 

ــتق تا� ــتق ما داخل اللغار�تممشــــ ــاوي مشــــ ــوماً على  )F(x)(أي التا�ع    ع لغار�تم طب�عي �ســــ مقســــ
 (ما داخل اللغار�تم). F(x)التا�ع 

′y، فإن  a :(F(x))ay=Log) مشتق لغار�تم للأساس 12( = (Log𝑎𝑎𝑒𝑒) F
′(x)
F(x)

 

ا داخل اللغار�تم مشـتق ممضـرو�اً � aللأسـاس  e�سـاوي لغار�تم   aتا�ع لغار�تمي للأسـاس مشـتق 
 .ومقسوماً على التا�ع

 F'(x) = cos xهو  F(x) = sin x) مشتق التا�ع الجیبي 13(
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 مشتق الجیب هو التجیب.

 F'(x) = -sin xهو  F(x) = cos x) مشتق التا�ع الجیبي 14(

 سالب الجیب.مشتق التجیب هو 

F′(x)هو   F(x) = tan x) مشتق تا�ع الظل 15( = 1
cos2x

 

 شتق الظل هو مقلوب مر�ع التجیب.م

F′(x)هو   F(x) = cot x) مشتق تا�ع التظل 16( = − 1
sin2x

 

 مشتق التظل هو سالب مقلوب مر�ع الجیب.

 ) �عض الأمثلة عن مشتقات التوا�ع.5-6مثال (

)1 (+ 6 2+ 5x 3F(x) = 4x    + 10x  212x F'(x) = 

)2 (F(x) = 2x - 6     F'(x) = 2  

)3 ( 3+ x 7/5F(x) = x      2+ 3x 2/5F'(x) = (7/5)x 

)4 (F(x) = a
x

        F′(x) = −a
x2

   

)5 (F(x) = 3x4−5x2+10
2x+3

    F′(x) = 18x4+36x3−10x2−30x−20
(2x+3)2

 

)6 (F(x) = √𝑥𝑥𝑛𝑛   أوF(x) = (x)
1
n    F′(x) = 1

n
x1−n

√xn   أوF′(x) = 1
n

x
1−n
n 

)7 (F(x) = x.√x  3/2�كتبF(x) = x   F′(x) = 3
2
𝑥𝑥
3
2−1 = 3

2 √𝑥𝑥 

)8  (F(x) = 1
√x

     F′(x) = − 1
2x√x

 

)9  (F(x) = Ln(a.x)    F′(x) = 𝑎𝑎
𝑥𝑥

 

)10  (axF(x) = e     axF'(x) = a.e 

 �ة.) مقارنة ق�مة المشتق مع ظل زاو 6-6مثال (

 والمطلوب: 10x 2+ 2x 3F(x) = x +ل�كن لدینا التا�ع 
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 3.1bx=حیث  b، وعند النقطة 3ax=حیث  aأ) حساب ق�مة التا�ع في جوار النقطة 

 . bو  aب) حساب ظل الزاو�ة المشكلة �المثلث القائم حیث زاو�ت�ه الحادتین عند 

 .aت) حساب ق�مة مشتق التا�ع عند النقطة 

 متین الناتجتین عن (ب) و (ت)، ماذا تستنتج؟ث) قارن بین الق�

 الحل:

 F(x=3) = 75، نجد: 3ax=حیث  aة التا�ع في جوار النقطة أ) ق�م

  F(x=3.1) = 80.011، نجد: 3.1bx=حیث  bق�مة التا�ع عند النقطة 

F∆ب) ظل الزاو�ة هو معدل تغیر التا�ع بین النقطتین: 
∆x

= 80.011−75
3.1−3

= 5.011
0.1

= 50.011 

 4x + 10 2F'(x) = 3x +ت) مشتق التا�ع 

 .x=3  :F'(x=3) = 49ق�مة المشتق عندما 

 .aث) نلاحظ أن ق�مة المشتق قر��ة جداً من ق�مة ظل الزاو�ة عند النقطة 

إن الفرق بین الق�متین هو نت�جة لطر�قة الحســـــــــاب المتقطعة (التقر�ب�ة) عبر ظل الزاو�ة، وطر�قة 
الظل على حســــاب النســــ�ة   نقط�ة) عبر المشــــتق. �ما نلاحظ، تعتمد طر�قة  الحســــاب المســــتمرة (ال

∆F
∆x

، لذلك یتم الحســاب �جوار x=0∆، وحیث أنه لا �مكن أبداً حســاب هذا المقدار تجر�ب�اً عندما   
النقطة المعن�ة، ونلاحظ أ�ضـاً أن طر�قة المشـتق هي الصـح�حة إذا �ان لدینا تا�ع قابل للاشـتقاق 

 ة المعن�ة.عند النقط

الكثیر من الحالات الصـــ�غة الدق�قة للتا�ع، نلجأ إلى حســـاب في الواقع الفعلي، حیث لا یتوفر في 
F∆معدلات التغیر عبر ظل الزاو�ة أو عبر نس�ة الفرق  

∆x
. 

، حیث �مكن حســـــــــاب ظل هذه الزاو�ة acbمن المثلث القائم   a) الزاو�ة 5-6یوضـــــــــح الشـــــــــكل (
ــلع المقابل على ال ــلع المجاور):  (الضــــــــ tanضــــــــ ∝= bc

ac
= ∆F

∆x
= 5.011

0.1
= حظ أن . ونلا50.11

 .bهناك فرق �س�ط بین وتر المثلث والمنحني الب�اني للتا�ع �ظهر �شكل واضح �جوار النقطة 
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 ) مقارنة ظل الزاو�ة مع المشتق (مثال) 5-6الشكل (

 أكبر من الواحد: nقواعد الاشتقاق من درجة 

فنحصــــــل على المشــــــتق الثاني للتا�ع، ونرمز له �الرمز  F'(x)بداً ما �منع اشــــــتقاق المشــــــتق  لا یوجد أ
F''(x) ــتق التا�ع من الدرجة  n، وتطبق جم�ع المفاه�م والقواعد المذ�ورة أعلاه، حیث ُ�مكن إ�جاد مشــــــ

 .1)-(n(x) = F(n)F(x)'�اشتقاق تدر�جي لمشتقاته السا�قة: 

ــتق الثاني ــاد�ة، إذ ُ�عبر عن التغیرات في أهم�ة خا  �حتل المشــ ــاً في التطب�قات الاقتصــ ــوصــ ــة خصــ صــ
ــتق الثاني عن  ــلي، إذاً ُ�عبر المشــ ــتق الأول بدوره ُ�عبر عن تغیرات التا�ع الأصــ ــتق الأول، والمشــ المشــ

 تغیرات التغیرات في التا�ع الأصلي.

 ) المشتق الثاني ل�عض التوا�ع.7-6مثال (

 ، فإن:= 5x 34x F(x) +2 6 +)  ل�كن لدینا 1(

 F''(x) = 24x + 10، و�كون المشتق الثاني: 10x  2F'(x) = 12x +المشتق الأول:

 ، فإن: F(x) = 2x – 6) ل�كن لدینا 2(

 F''(x) = 0و�كون المشتق الثاني:    F'(x) = 2المشتق الأول: 

F(x)) ل�كن لدینا 3( = a
x

 ، فإن:  

F′(x)المشتق الأول: = −a
x2

F′′(x)المشتق الثاني: ، و�كون     = 2a x
x4

 

F(x)) ل�كن لدینا 4( = x.√x  3/2الذي �كتب أ�ضاً على الشكلF(x) = x:فإن ، 

 

b 

a 
∆F=5.011 

∆x=0.1 

F(X) 

α c 

X 
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F′(x)المشتق الأول:   = 3
2
𝑥𝑥
3
2−1 = 3

2 √𝑥𝑥   المشتق الثاني:و�كون  F′′(x) = 3
4 √x 

 ل؟ لنحاول حال�اً تفحص ماذا ُ�مثل المشتق الثاني عبر مثا

 ) المشتق الثاني لتا�ع.8-6مثال (

. رأینـا تزایـد وتنـاقص التـا�ع عبر  = 40x 35x-F(x) +2 100 +): 4-6لنـأخـذ التـا�ع في المثـال (
 دراسة إشارة مشتقه الأول، لندرس حال�اً إشارة مشتقه الثاني، و��ف ُ�مكن استثمارها؟

  = 80x  215x-F'(x) +المشتق الأول للتا�ع هو 

 F''(x) = -30x + 80تق الثاني هو ف�كون المش

 .x=80/30 = 8/3م المشتق الثاني عندما ینعد 

�ما جرى تماماً عند دراســــــة تزاید وتناقص التا�ع  F'(x)ُ�مكن دراســــــة تزاید وتناقص المشــــــتق الأول 
الأصـلي، لنضـف سـطر إلى جدول التا�ع (من المثال أعلاه) �عبر عن إشـارة المشـتق الثاني وسـطر 

 ر عن تزاید وتناقص المشتق الأول:آخر للتعبی

-∞                    0                 8/3                  80/15                    +∞ 
                        C                  B                      A  

X 
 النقطة

       +   +   +    80    + + +     0       -   -   -     -80       -   -   - F''(x) 

    متناقص         0     متناقص     106.7      متزاید           متزاید             
F'(x) 

      -   -  -         0    +  +  +   106.7    +  +  +    0          -   -   -  

 F(x) متناقص       479.3     متزاید    289.6     متزاید     100      متناقص      

، ثم یبدأ �التناقص �عد هذه النقطة، x=8/3حیث  Bنجد أن المشـــتق الأول �كون متزاید قبل النقطة  
مع ملاحظة أ�ضــاً أن التا�ع الأصــلي ی�قى متزایداً في جوار هذه النقطة. �اعت�ار أن المشــتق الأول 

زاید (أي المشـــــتق الثاني) یبدأ �التناقص �عد �عبر عن تغیر التا�ع الأصـــــلي، مما �عني أن معدل الت
ا �مكن أن نسـتخلص من الجدول أن المشـتق الأول یبلغ ، إذ �ان موج�اً فأصـ�ح سـال�اً. �مBالنقطة  

 أ�ضاً. Bحده الأعلى عند النقطة 

ُ�مكن تشـب�ه هذه المحاكمة، �سـرعة السـ�ارة عبر المشـتق الأول، و�تسـارعها عبر المشـتق الثاني، إذا 
التســــارع (المشــــتق الثاني) �ســــاوي الصــــفر، تكون ســــرعة الســــ�ارة ثابتة (المشــــتق الأول �ســــاوي كان  

ابت)، و�ذا �ان التسـارع موج�اً، تزداد السـرعة شـیئاً فشـیئاً، و�ذا �ان المشـتق الثاني سـال�اً فإن سـرعة ث
 الس�ارة تتناقص شیئاً فشیئاً.
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أو في تناقص التا�ع (ول�س ف�ما إذا �ان متزاید �اختصار، ُ�عبر المشتق الثاني عن التغیر في تزاید  
في ســــــــــــــرعة تزاید أو  Inflectionإذاً �عبر عن انعطاف  أو متناقص)، وعن اتجاه هذا التغیر، فهو

 تناقص التا�ع الأصلي:

، فهذا �عني أن اتجاه منحني التا�ع نحو F''(x) > 0إذا �انت إشــــارة المشــــتق الثاني موج�ة   .1
 . Convexلموج�ة)، ندعوه منحني محدب الأعلى (نحو العینات ا

ــال�ة   .2 ــتق الثاني ســ ــارة المشــ فهذا �عني أن تقعر منحني التا�ع نحو ، F''(x) < 0إذا �انت إشــ
 .Concaveالأسفل (نحو العینات السال�ة)، وندعوه منحني مقعر 

إذا غیر المشــتق الثاني إشــارته من الموجب إلى الســالب، �عني أن هناك تناقصــاً في معدل   .3
 زاید التا�ع، جوازاً أقل تسارعاً.ت

ــالب إلى الموجب  .4 ــارته من الســـ ــتق الثاني إشـــ ، �عني أن هناك تزایداً في معدل إذا غیر المشـــ
 تناقص التا�ع، جوازاً أكثر تسارعاً. 

ــكل ( ــتق�ه الأول والثاني على نفس الشـ ــلي ومشـ ــم التا�ع الأصـ )، ُ�مكن ملاحظة جم�ع هذه 6-6برسـ
 التغیرات.

 

 

 

 

 

 

 

 

 على المنحني الب�انيالتا�ع ط انعطاف انقتمییز ) 6-6ل (الشك

 

 المشتق الأول 
x80+2x15-(x)='F 

 المشتق الثاني
F''(x)=-30x+80 

 نقطة الانعطاف
B 

x= 
8/3 
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 للنزعة تجاه المجازفة. Arrow-Pratt) معامل 1-6تطبیق (
نســــتخدم عادةً تا�ع المنفعة لق�اس مدى رضــــا المســــتهلك من شــــراء منتج ما (ســــلعة، خدمة، معلومة)، 

نزعــة تجــاه المجــازفــة ) لق�ــاس الPratt, 1964) و (Arrow-Pratt )Arrow, 1965وُ�عطى معــامــل 
Coefficient of Risk Aversion :الشكل الآتي� 

r =
x.U′′(x)
U′(x)

 

 مشتقه الثاني.  U''(x)مشتقه الأول، و   U'(x)استهلاك المنتج، و  هو تا�ع المنفعة من   U(x)حیث  
U(x)لدینا تا�ع منفعة من الشكل   = x−∝

1−∝
 معامل التا�ع وهو ثابت. αحیث   

 .rاب المعامل والمطلوب: حس
 الحل:

 Ln(U(x)) = -α.Ln(x) – Ln(1-α)�شكل لغار�تمي على الشكل  U(x)ُ�مكن �تا�ة التا�ع 

U′(x)اق الص�غة اللغار�تم�ة نجد   المشتق الأول: �اشتق
U(x)

= −∝
x

U′(x)أو    = −∝
x

U(x) 

U′′(x)المشتق الثاني: �اشتقاق المشتق الأول نجد   = ∝
x2

U(x) − ∝
x

U′(x) 
U(x) في الص�غة من ص�غة المشتق U(x)�استبدال  = −x

∝
U′(x)  

U′′(x)نجد �عد الاختزال والتجم�ع:   = ∝
x2

. −x
∝
U′(x) − ∝

x
U′(x) = �−1−∝

x
�U′(x) 

U′′(x)ومنه نجد ص�غة المشتق الثاني مقسوماً على المشتق الأولى:  
U′(x)

= −1−∝
x

 

r :rة النهائ�ة للمعامل فتكون الص�غ = x. −1−∝
x

= −(1+∝) 
) �عض لأشـكال توا�ع 7-6فقط. و�وضـح الشـكل ( αكما نلاحظ أنها ق�مة ثابتة تتعلق بثابت التا�ع  

 المنفعة من أجل ق�م مختلفة للثابت.

  

 

 

 

 

 

 

 معامل النزعة تجاه المجازفة لتا�ع منفعة له شكل أسي ) 7-6الشكل (

 

U(x) 

x 
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 حار�والأف، �لاالتك یرادات،للإ التوا�ع الحد�ة 6-3

رأینا ســا�قاً �عض التوا�ع ال�ســ�طة لتوا�ع الدخل أو الإیرادات والتكال�ف، ولم نشــر صــراحةً إلى تغیرات 
ــتثمر حال�اً هذه المفاه�م ف�ما یتعلق �مفهوم التغیرات  ــنســــــ ــتقات، ســــــ ــتناد إلى مفاه�م المشــــــ توا�ع �الاســــــ

دي أو التكلفة الحد�ة أو التعبیر عن مفاه�م الدخل الح"، حیث ُ�مكن  Marginal"الحد�ة أو الهامشــــــ�ة 
 الر�ح الحدي، �المشتق الأول لتوا�ع الدخل الكلي، أو التكلفة الكل�ة، أو الر�ح الكلي على التوالي. 

 Q، حیــث TR(Q)من مب�عــات أحــد المنتجــات:  Total Revenueل�كن لــدینــا تــا�ع الإیرادات الكل�ــة 
من  TR∆شــــــــــــــر�ـة معرفـة الإیراد الإضــــــــــــــافي المنتج، فـإذا رغبـت إدارة ال  ُ�مثـل عـدد القطع الم�ـاعـة من

TR∆، �كفي أن نأخذ ق�مة المقدار Q∆القطعة الواحدة وذلك من ب�ع �م�ة إضــــــاف�ة ولتكن  
∆Q

 Q∆عندما   
TR∆، �ما رأینا أن نها�ة هذا المقدار  1تأخذ الق�مة واحد 

∆Q
إلى  x∆هي المشــــــــــتق الأول عندما تنتهي    

 . الصفر

، �كفي أن نـأخـذ ق�مـة Qإذاً لمعرفـة الإیراد الإضــــــــــــــافي الـذي �مكن تحق�قـه عنـد أ�ـة ق�مـة من المب�عـات  
 : MR (Marginal Revenue)المشتق الأول عند هذه الق�مة، وهو ما ندعوه �الإیراد أو الدخل الحدي  

TR  :MR(Q)من الإیرادات الكل�ة   MRالإیرادات الحد�ة  = TR′(Q) = dTR
dQ

 

حیث تســــ�طر شــــر�ة  Monopoleل�ســــ�طة للطلب على المنتج، في حالة الاحتكار التام  نأخذ الحالة ال
ــ�ة التي  ــاســـ أو تكتل شـــــر�ات على الســـــوق �ل�اً وتفرض الســـــعر الذي تر�ده، مثل حالة المنتجات الأســـ

 وله شكل خطي: Qتتحكم بها الحكومات �ل�اً. ولنفترض أن السعر هو تا�ع متناقص مع الطلب 

P(Q) = aQ + b 

ــالب و�مثل میل التا�ع، و   aث حی ــعر عندما   bعدد ســـــــ أي نقطة تقاطع  Q=0عدد موجب ُ�مثل الســـــــ
 التا�ع مع المحور العمودي وهو أقل سعر ُ�مكن أن تقبل �ه الشر�ة.

 �مكن حساب تا�ع الإیرادات الكل�ة �ضرب سعر الب�ع �الكم�ة الم�اعة: 

+ bQ 2TR(Q) = P(Q).Q = aQ 

 : TR(Q)هو مشتق تا�ع الإیرادات الكل�ة  MR(Q)لهامشي/الحدي كون الإیراد او�التالي �

MR(Q) = 2a.Q + b 

في هذه الحالة حیث تا�ع السـعر خطي، نجد أن تا�ع الإیراد الحدي هو أ�ضـاً خطي، میله هو ضـعف 
 .b، وله نفس نقطة تقاطع السعر مع المحور العمودي 2aمیل تا�ع السعر 

 على عدد القطع: TR(Q)بتقس�م الإیرادات الكل�ة  AR(Q)احدة �ع القطعة الو كما نجد وسطي سعر ب
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AR(Q) =
TR(Q)

Q
= aQ + b = P(Q) 

نلاحظ أن الوســـــطي �ســـــاوي ســـــعر الب�ع نفســـــه، �معنى أن هذا الوســـــطي مســـــتقل عن الطلب في هذه 
 الحالة، وهذا منطقي �ونه مفروض من قبل الشر�ة المحتكرة.

حیث لا قیود على دخول مُنتجین جدد، ولا �مكن  Perfect Competitionفي حالة المنافســــــــــة التامة 
لأي مُنتِج الســ�طرة على ســعر الســوق، فالســعر محدد �آل�ة الســوق و�ب�ع المُنتِج �ســعر الســوق، �معنى 

 .P = cأن السعر ثابت لا علاقة له �الكم�ة التي یب�عها مُنتِج مُحدد ول�كن 

 .TR(Q) = P.Q = c.Qت الكل�ة في هذه الحالة تا�ع الإیراداو�كون 

 .AR(Q) = c. و�ساوي تماماً وسطي إیراد القطعة الواحدة MR(Q) = P = cوتا�ع الإیرادات الحد�ة 

ُ�مكن تعم�م المفاه�م والمحاكمة الســا�قة على الأنواع المختلفة للتوا�ع الاقتصــاد�ة، ما یهمنا حال�اً توا�ع 
 الر�ح.التكال�ف و 

 ، فإن:TC(Q)هو   (Total Cost)ف الكل�ة إذا �ان تا�ع التكال�

MC (Marginal Cost)  :MC(Q)التكلفة الحد�ة  = TC′(Q) = dTC
dQ

   

AC (Average Cost)  :AC(Q)وسطي تكلفة القطعة الواحدة  = TC
Q

   

 ، فإن:TP(Q)هو   (Total Profit)إذا �ان تا�ع الأر�اح الكل�ة 

MP (Marginal Profit)  :MP(Q)الر�ح الحدي  = TP′(Q) = dTP
dQ

   

AP (Average Profit)  :AP(Q)وسطي ر�ح القطعة الواحدة  = TP
Q

   

ــاوي الفرق بین تا�عي الإیرادات الكل�ة والتكال�ف الكل�ة،  ــارة إلى أن تا�ع الأر�اح الكل�ة �ســــــــــ مع الإشــــــــــ
 و�ذلك المشتق الأول هو الفرق بین مشتقي التا�عین:

TP(Q) = TR(Q) – TC(Q) 
TP'(Q) = TR'(Q) – TC'(Q) 

ــامین و�نود الإیرادات والتكال�ف والأر�اح، متنوعة  ــارة في نها�ة هذه الفقرة إلى أن مضــــ من المفید الإشــــ
جداً وقد تت�این بین منتج وآخر أو بین شـر�ة وأخرى، وأ�ضـاً حسـب الأنظمة والقوانین النافذة من حیث 

ال�ة والمحاســــب�ة المختصــــة. قد نجد �عض صــــح �العودة إلى المراجع المالرســــوم والضــــرائب وغیرها، نن
ــ�ة عامة ل�عض أنواع المنتجات ضـــــــمن شـــــــروط  ــ�غ/توا�ع ر�اضـــــ الدراســـــــات التجر�ب�ة التي تعطي صـــــ
ــ�غة. في  ــروط قبل اعتماد الصـ ــ�غ، �جب التأكد من تحقق هذه الشـ محددة، وحیثما وجدنا مثل هذه الصـ
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أن الصـــ�غ الر�اضـــ�ة معطاة أو تم اســـتخلاصـــها غ التوا�ع النهائ�ة، طالما هذه الأمل�ة نهتم �الق�م وصـــ�
 من مجموعة ب�انات، فمن البدیهي ألا تُؤثّر طب�عة المنتجات على العمل�ات الر�اض�ة.

 سنحاول ف�ما یلي إیراد مجموعة من التطب�قات توضح المفاه�م السا�قة.

 .الإیرادات الكل�ة والحد�ة) 2-6تطبیق (

 الكم�ة الم�اعة. Q، حیث P(Q) = 100 – 2Qالمنتجات  ل�كن لدینا تا�ع سعر الطلب على أحد 

 والمطلوب:

 .TR(Q)أ) إ�جاد ص�غة تا�ع الإیرادات الكل�ة بدلالة الكم�ة 

 .MR(Q)ب) إ�جاد ص�غة تا�ع الإیرادات الحد�ة بدلالة الكم�ة 

 ؟ Q=10من أجل  MRت) ما ق�مة 

 ؟ Q=10إلى  Q=9الإضاف�ة في حال زادت المب�عات من ث) ما ق�مة الإیرادات 

 ج) قارن الق�متین الناتجتین عن (ت) و (ث)، ماذا تستنتج؟

 ح) على نفس الشكل الب�اني، ارسم تا�عي الإیرادات الكل�ة والحد�ة.

 الحل:

 : TR(Q)أ) ص�غة تا�ع الإیرادات الكل�ة بدلالة الكم�ة 

 یرادات الكل�ة: سعر الب�ع، منه نجد ص�غة تا�ع الإ xالإیرادات الكل�ة = الكم�ة الم�اعة 

+ 100Q 22Q-2Q) =  –TR(Q) = Q(100  

 هو المشتق الأول لتا�ع الإیرادات الكل�ة: MR(Q)ب) تا�ع الإیرادات الحد�ة بدلالة الكم�ة 

MR(Q) = TR'(Q) = -4Q + 100 

 في ص�غة تا�ع الإیرادات الحد�ة: Q=10في استبدال ، �كQ=10من أجل  MRت) ق�مة 

MR(Q=10) = -4(10) + 100 = 60 

 :Q=10إلى  Q=9ث) الإیرادات الإضاف�ة في حال زادت �م�ة المب�عات من 

+ 100(9) = 738 22(9)-TR(Q=9) =  
+ 100(10) = 800 22(10)-TR(Q=10) =  

 TR(Q=10) – TR(Q=9) = 800 – 738 = 62الإیرادات الإضاف�ة: 
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 10إلى  9لمب�عات دفعة واحدة من ج) نلاحظ أن الز�ادة في ق�مة الإیرادات محسـو�ة �انتقال �م�ة ا
 ، وهما ق�متان متقار�تان جداً.60تساوي  Q=10، في حین أن ق�مة المشتق عند 62�ساوي 

 ح) الخط الب�اني للتا�عین:

، �مـا یتوافق Q=25حتى  Q=0كم�ـة من نلاحظ تزایـد في ق�مـة الإیرادات الكل�ـة عنـدمـا تتزایـد ال
، و�ما یتوافق Q=25ادات المب�عات تبدأ �التناقص �عد مع الإشـــــــــارة الموج�ة للمشـــــــــتق. و�أن إیر 

 أ�ضاً مع الإشارة السال�ة للمشتق.

و�ما یتوافق مع إیرادات حد�ة تســـــاوي  Q=25عندما   TR=1250تبلغ الإیرادات حدها الأقصـــــى  
الصفر). ُ�مكن التأكد أن هذه الق�مة هي الحد الأعلى من الإشارة   الصفر (المشتق الأول �ساوي 

ــال� ــتق الثانيالسـ ــفل،  TR''(Q) = -4ة للمشـ ، أي أن تقعر منحني تا�ع الإیرادات الكل�ة نحو الأسـ
 فالق�مة عظمى إذاً.

 50نلاحظ أ�ضـاً على الشـكل أن الإیرادات تُصـ�ح سـال�ة (خسـارة) عندما تتجاوز �م�ة المب�عات  
 .Q>50ة قطع

 

 

 

 

 

 

 

 والهامش�ةالخطوط الب�ان�ة لتا�عي الإیرادات الكل�ة ) 8-6الشكل (

 .التكال�ف الكل�ة والحد�ة) 3-6تطبیق (

AC(Q)ل�كن لدینا تا�ع وسطي تكلفة إنتاج القطعة الواحدة له الشكل:   = Q − 9 + 238
Q

  

 والمطلوب:

 .TC(Q)أ) تحدید ص�غة تا�ع التكال�ف الكل�ة 

 .MC(Q)ب) تحدید ص�غة تا�ع التكلفة الحد�ة 

 

الكمیة 
Q 

 الإیرادات

Q=25 

TR=1250 
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قطع إضـاف�ة، فما  5ررت إدارة الشـر�ة ز�ادته �مقدار  ، إذا قQ=30ت) ل�كن حجم الإنتاج الحالي 
 ذلك على التكال�ف الكل�ة، والحد�ة، ووسطي تكلفة القطة الواحدة؟ أثر

ــم المنحني الب�اني لتوا�ع التكال�ف الكل�ة، والحد�ة، ووســـطي تكلفة القطعة الواحدة. ســـجل  ث) ارسـ
 ملاحظاتك من خلال الشكل.

 الحل:

تكال�ف الكل�ة : نعلم أن وســــطي تكلفة القطعة الواحدة هو الTC(Q)لكل�ة أ) صــــ�غة تا�ع التكال�ف ا
AC(Q)مقسوماً على عدد القطع المنتجة:   = TC

Q
 ، ومنه نجد:TC = AC * Qف�كون   

TC(Q) = Q. �Q − 9 +
238

Q
� = Q2 − 9Q + 238 

 :، فنجد TCهو المشتق الأول لتا�ع التكال�ف الكل�ة  MC(Q)ب) ص�غة تا�ع التكلفة الحد�ة 

MC(Q) = TC'(Q) = 2Q - 9 

  Q=30إضاف�ة عن الحجم الحالي  قطع 5ت) في حال ز�ادة �م�ة الإنتاج �مقدار 

 TC1  :9*30 + 238 = 868   - 2TC1(Q=30) = 30التكال�ف الكل�ة قبل الز�ادة 

 TC2  :9*35 + 238 = 1148   - 2TC2(Q=35) = 35التكال�ف الكل�ة �عد الز�ادة 

ــطي تكلفة ــب وســـــــ ــ�م  ACالقطعة الواحدة   تُحســـــــ ــ�غة التا�ع الخاص بها أو بتقســـــــ إما بتطبیق صـــــــ
 التكال�ف الكل�ة على عدد القطع، فنجد:

 AC1  :AC1(Q=30) = 868/30 = 28.93قبل الز�ادة   

 AC2  :AC2(Q=30) = 1148/35 = 32.8�عد الز�ادة   

  MC1  :MR1(Q=30) = 2*30 – 9 = 51التكلفة الحد�ة قبل الز�ادة 

  MC2  :MR2(Q=35) = 2*35 – 9 = 61ز�ادة كلفة الحد�ة �عد الالت

نلاحظ أن الفرق �بیر جداً بین وســـطي تكلفة القطعة والتكلفة الحد�ة ســـواء قبل أو �عد الز�ادة �ما 
 Q=30)، و�عكس التغیرات الكبیر في میل مماس التا�ع بین النقطـــــــین  9-6هو مبین في الشكل (

، في حین أن شكل المنحني الب�اني )8(طيأساس أن التزاید خ  ، فالوسطي محسوب علىQ=35و  
 للتا�ع �عید �ل ال�عد عن الخط�ة.

 ث) المنحن�ات الب�ان�ة 
 

 .0.5x 1y = 0.5x +2 ھو شكل خطي للقیمتین:  x1x ,2لقیمتین  y. للتذكیر فقط، أن المتوسط الحسابي 8
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 الب�ان�ة لتوا�ع التكال�ف الكل�ة والهامش�ة والوسطيالخطوط ) 9-6الشكل (

 .الأر�اح الكل�ة والحد�ة) 4-6تطبیق (

 ):3-6) و (2-6ف الكل�ة في التطب�قین السا�قین (لنأخذ تا�عي الإیرادات والتكال�

  TR(Q)  :+ 100Q 22Q-2Q) =  –TR(Q) = Q(100تا�ع الإیرادات الكل�ة 

   TC(Q)                     :TC(Q) = Q2 – 9Q + 238تا�ع التكال�ف الكل�ة 

 والمطلوب:

 .TP(Q)أ) تحدید ص�غة تا�ع الأر�اح الكل�ة 

 حقق فیها الشر�ة الأر�اح.ب) تحدید الكم�ات التي تُ 

 ة.ت) ارسم على نفس الشكل الب�اني توا�ع الأر�اح الكل�ة، الهامش�ة، ووسطي ر�ح القطعة الواحد 

ث) بیّن على نفس الشــــــــــــــكــل الخطوط الب�ــان�ــة لتــا�ع الإیرادات الكل�ــة، التكــال�ف الكل�ــة، والأر�ــاح 
 الكل�ة.

 الحل:

 TC(Q)التكال�ف الكل�ة  – TR(Q)دات الكل�ة : الإیراTP(Q)أ) ص�غة تا�ع الأر�اح الكل�ة 

 ) = 109Q  23Q-9Q + 238) =  - 2(Q –+ 100Q)  22Q-TP(Q)+- 2 38فنجد الص�غة: 

 TP(Q) > 0ب) الكم�ات التي تُحقق فیها الشر�ة الأر�اح: عندما 

 وأخذ الق�م التي �كون فیها موج�اً. TP(Q)�كفي دراسة إشارة تا�ع الأر�اح الكل�ة 

 

 التكالیف

الكمیة 
Q 

 وسطي التكلفة
      AC(Q)=Q-9+(238/Q) 
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238 > 0 –+109Q  23Q-= TP(Q)  

  = 109Q  23Q-TP(Q)+–  238إشارة �ثیر الحدود من الدرجة الثان�ة 

∆ = (109)2 – 4*(-3)*(-238) = 9025         √∆= 95 

Q1 = −109+95
2∗(−3)

= 14
6

= 2.333  Q2 = −109−95
2∗(−3)

= 204
6

= 34  

 
Q -∞ Q1  Q2 +∞ 

TP(Q) 
-   -   - 
 0 خسائر

+   +   + 
 0 أر�اح

-   -   - 
 خسائر

وحتى الكم�ـــة  2.3331Q=نلاحظ من الجـــدول أن الشــــــــــــــر�ـــة تبـــدأ بتحقیق الأر�ـــاح بـــدءاً الكم�ـــة 
=342Q) 10-6. و�مكن ملاحظة ذلك على الشكل.( 

 ت) توا�ع الأر�اح الكل�ة، الحد�ة، ووسطي ر�ح القطعة الواحدة

 ة، فنجد:هو مشتق تا�ع الأر�اح الكل� MP(Q)تا�ع الر�ح الحدي 

MP(Q) = TP'(Q) = -6Q + 109 

 ، فنجد:Qمقسوماً على عدد القطع  TP(Q)هو الأر�اح  الكل�ة  AP(Q)تا�ع وسطي ر�ح القطعة 

AP(Q) =
TP(Q)

Q
=
−3Q2 + 109Q − 238

Q
= −3Q + 109 −

238
Q

 

 :TP, TP', AP) المنحن�ات الب�ان�ة للتوا�ع الثلاثة 10-6نجد على الشكل (

 

 

 

 

 

 

 

 

 القطعة الواحدةالمنحن�ات الب�ان�ة لتوا�ع الأر�اح الكل�ة، الحد�ة، ووسطي ر�ح ) 10-6(الشكل 

 ث) المنحن�ات الب�ان�ة لتوا�ع الإیرادات الكل�ة، التكال�ف الكل�ة، والأر�اح الكل�ة:

 

 الأرباح

 Qالكمیة 

 الربح الأعظمي
TP=752 , Q=109/6 

 الربح الحدي 
MP(Q)=-6Q+109 
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 المنحن�ات الب�ان�ة لتوا�ع تكال�ف و�یرادات وأر�اح �ل�ة) 10-6الشكل (

 ل�عض التوا�ع الاقتصاد�ة المثلى الق�مة 6-4

نحتاج في العدید من الظواهر الاقتصــاد�ة لل�حث عن أفضــل أو أســوأ ق�مة للظاهرة، و�مكن للمشــتقات 
 الحالات.تقد�م العون الكبیر في مثل هذه 

، وهذا ما ســنفرضــه محققاً دوماً fD∈x، قابل للاشــتقاق على مجال تعر�فه  y = F(x)ل�كن لدینا التا�ع  
 ة النص صراحةً على غیر ذلك.إلاّ في حال

�عبر عن میـل الممـاس عنـد أي نقطـة من نقـاطـه، عنـدمـا �كون  F'(x)رأینـا أن المشــــــــــــــتق الأول للتـا�ع 
F'(a)=0   عند النقطةa فإن المیل �ســــــاوي الصــــــفر، أي أن التا�ع ل�س متزایداً أو متناقصــــــاً عند هذه ،

. قد تُمثل Stationary Pointو نها�ة موضـــع�ة النقطة الممیزة، ندعو مثل هذه النقاط بنقاط اســـتقرار أ
، أو Local Minimum، أو حد أدنى موضــــعي  Local Maximumموضــــعي  هذه النقطة حد أعلى 

 Global. إذا �ان الحد الأعلى هو أكبر ق�مة للتا�ع ندعوها نها�ة عظمى  Inflectionنقطة انعطاف  

Maximumدعوها نها�ة صغرى ، و�ذا �ان الحد الأدنى هو أقل ق�مة للتا�ع نGlobal Minimum. 

لى أي نحو العینـات الموج�ـة، فهـذا �عني أن النهـا�ـة صــــــــــــــغرى، و�ذا �ـان إذا �ـان تقعر التـا�ع إلى الأع
 التقعر نحو الأسفل أي نحو العینات السال�ة فهذا �عني أن النها�ة عظمى.

 �مفاه�م المشتقات:

 .F'(x) = 0و انعطاف) المعادلة:  تُحقق نقاط الاستقرار (سواء �انت أدنى أو أعلى أ .1

 

 $المبالغ 
 الكلیة التكالیف

+238Q9-2(Q)=QCT 

الكمیة 
Q 

 الأرباح الكلیة    
238-+109Q23Q-TP(Q)= 

 الأرباحمجال تحقیق 
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فإن النها�ة   F''(x) < 0فإن النها�ة صــــــــــــغرى. و�ذا �ان  F''(x) > 0إذا �ان المشــــــــــــتق الثاني  .2
 عظمى.

وهذا �ل ما نحتاجه لمعرفة أفضـل/أكبر أو أسـوأ/أصـغر ق�مة للتا�ع الاقتصـادي. وقد رأینا سـا�قاً ��ف�ة 
من الـدرجـة الأولى والثـان�ـة، لـذلـك ســــــــــــــنعرض �عض الأمثلـة التعـامـل مع الحـدود الـدن�ـا والعل�ـا لتوا�ع 

 من التوا�ع. لأنماط أخرى 

 ) ال�حث عن نقاط الاستقرار الحد�ة لتا�ع من الدرجة الثالثة.9-6مثال (

 . = 60x + 200 2+ 10x 3x-F(x) +ل�كن لدینا التا�ع من الدرجة الثالثة:  

 سم الخط الب�اني للتا�ع.والمطلوب: ال�حث عن النقاط الحد�ة (إن وجدت)، ور 

 الحل:

 F'(x) = 0لتحدید النقاط الحد�ة، نوجد ونعدم المشتق الأول: 

F'(x) = -3x2 + 20x + 60 = 0 

∆ = (20)2 – 4*(-3)*60 = 1120   √∆= 33.4664  

𝑥𝑥1 = −20+√1120
2(−3)

= −2.24    𝑥𝑥2 = −20−√1120
2(−3)

= 8.91 

 .x=8.91و   x=-2.24ان عندما نقطتان حدیت F(x)إذاً للتا�ع 

 عند هاتین النقطتین: F''(x)لكي تُحدد ف�ما إذا �انتا أعلى أو أدنى، �جب دراسة إشارة المشتق الثاني 

F''(x) = -6x + 20 

 F''(x=-2.24)=-6(-2.24)+20= 33.44، ق�مة المشتق الثاني x=-2.24عند النقطة الأولى 

 ل النقطة حداً موضع�اً أدنى.قعر نحو الأعلى، و�التالي تمثونجد إشارة المشتق الثاني موج�ة فالت

 F''(x=8.91)=-6(8.91)+20= -33.46، ق�مة المشتق الثاني x=8.91عند النقطة الثان�ة 

 فنجد إشارة المشتق الثاني سال�ة فالتقعر نحو الأسفل، و�التالي تمثل النقطة حداً موضع�اً أعلى.

 هاتین النقطتین:كما ُ�مكن إ�جاد ق�م التا�ع عند 

  = F(x)-(8.91)3 (8.91)10+2 200+(8.91)60+≅  821وضعي الأعلى عند الحد الم

  = F(x)-)-(32.24 )10+-(22.24 )60+-200+(2.24≅  127عند الحد الموضعي الأدنى 
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، و�التالي نجد أن هناك F''(x) = 0لمعرفة إذا �ان هناك انعطاف في التا�ع، نضــــــــع المشــــــــتق الثاني  
ــارته من الموجب إلى x = 20/6 = 3.33نعطاف وحیدة عندما  نقطة ا ــتق الثاني إشـــ ، حیث �غیر المشـــ

 السالب، �معنى أن التا�ع ی�قى متزاید طالما أن المشتق الأول موجب، لكن سرعة هذا التزاید تتناقص.

 نلخص عادةً جم�ع النتائج السا�قة في جدول تغیرات التا�ع، �ما یلي:

+∞ 8.91  3.33  -2.24 -∞ X 

-    - - -     - 0 +     + + +    + F''(x) 
  -   -   - 0 +     + + +     + 0 -   -   - F'(x) 

 متناقص
821 

 متزاید حد أعلى
474 

 متزاید انعطاف
127 

 F(x) متناقص حد أدنى

 ).11-6ونوضح ذلك عبر الخطوط الب�ان�ة، �ما هو مبین على الشكل (

 

 

 

 

 

 

 

 لتا�ع من الدرجة الثالثةط الاستقرار الحد�ة نقا) 11-6الشكل (

 .الق�مة العظمى للأر�اح) 5-6تطبیق (

 قدرت إدارة إحدى الشر�ات أن تا�عي التكال�ف الكل�ة والطلب لها الشكل الآتي:
 TC(Q)  :40Q + 975 - 2TC(Q) = 2Qتا�ع التكال�ف الكل�ة 

  P(Q)       :P(Q) = 300 - 3Qتا�ع سعر الطلب 

 : إ�جاد حجم المب�عات الذي ُ�حقق أعلى ر�ح ممكن.والمطلوب 

 الحل:

 P(Q)مضرو�اً �سعر الب�ع  Q: حجم المب�عات TR(Q)بدا�ةً علینا إ�جاد تا�ع الإیرادات الكل�ة 

+ 300Q 23Q-3Q) =  –TR(Q) = Q(300  

 

 حد موضعي أعلى 

 حد موضعي
  أدن

 انعطافنقطة 
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 ة:هو الفرق بین تا�عي الإیردات الكل�ة والتكال�ف الكل� TP(Q)ف�كون تا�ع الأر�اح الكل�ة 

TP(Q) = TR(Q) – TC(Q) =  (-3Q2 + 300Q) – (2Q2 - 40Q + 975) 
TP(Q) = -5Q2 + 340Q - 975 

 �ساوي الصفر: TP'(Q)حد أعلى أو أدنى عندما �كون المشتق الأول  TP(Q)�كون للتا�ع 

TP'(Q) = -10Q + 340 = 0 

 Q = 340/10 = 34 أي عندما تكون 

 :4805اوي وتكون ق�مة التا�ع عند هذه الكم�ة �س

975 = 4805 –+ 340*(34)  25(34)-TP(Q=34) =  

 لمعرفة إذا �انت حد أعلى أو أدنى، �جب دراسة إشارة المشتق الثاني عند هذه الق�مة:

TP''(Q) = -10 

ــالب، �التالي تعقر التا�ع دوم ــتق الثاني دوماً ســ ــال�ة) نلاحظ أن المشــ ــفل (نحو العینات الســ اً نحو الأســ
لى، و�اعت�ار أن التعقر دوماً نحو الأدنى �معني أن المشــتق الثاني لا �غیر إشــارته أي أن الحد هو أع

 أبداً، فهذا الحد هو الق�مة العظمى للتا�ع.

 

 

 

 

 

 

 

 الر�ح الأعظمي لتا�ع إیرادات من الدرجة الثان�ة) 12-6الشكل (

 .الق�مة العظمى لعدد العاملین (تا�ع من الدرجة الثالثة)) 6-6تطبیق (

له  P(L)الذي ســــــــــــــتحتاجة لإنتاج �م�ة/حجم إنتاج   Lدر إدارة إحدى الشــــــــــــــر�ات أن عدد العاملین  تُق
 .  والمطلوب: = 30L 30.5L –P(L) +2الشكل الآتي:  

 حجم الإنتاج، وضح ذلك �الرسم الب�اني. Maximizeأ) تقدیر عدد العاملین الذي ُ�عظّم 

 

 الأرباح الكلیة     
975-340Q+25Q-TR= 
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، قــارنــه مع حجم APنتــاج للعــامــل الواحــد ب) تقــدیر عــدد العــاملین الــذي ُ�عظم متوســــــــــــــط حجم الإ
 .MP(L)نتاج الهامشي الإ

 بدلالة عدد العاملین. MP(L)و   AP(L)ت) رسم المنحني الب�اني للتا�عین 

 الحل:

 أ) تقدیر عدد العاملین الذي ُ�عظّم حجم الإنتاج

 :P'(L)بدا�ةً، �جب تحدید نقاط الاستقرار، وذلك �إعدام المشتق الأول 

1.5L + 60) = 0-+ 60L = L ( 2.5L1-P'(L) =  

𝐿𝐿أو   L=0مما �عطي إما  = 60
1.5

=  أي هناك نقطتي استقرار موضعیتین. 40

لكي نتأكد ف�ما إذا �انت هاتین النقطتین تُمثل حداً أعلى أو أدنى، �جب دراســـــــة إشـــــــارة المشـــــــتق 
 ، فإن �انت موج�ة فالحد أدنى، و�ن سال�ة فالحد أعلى:P''(L)الثاني 

P''(L) = -3L + 60 

ــتق الثاني  L=0عندما   ــارته موج�ة، فتقعر التا�ع نحو الأعلى، 60+، تكون ق�مة المشــــــــــ ، أي إشــــــــــ
 �التالي عند هذه النقطة الحد أدنى.

، أي إشــــــارته ســــــال�ة، فتقعر التا�ع نحو الأســــــفل، 60-، تكون ق�مة المشــــــتق الثاني  L=40عندما  
الـذي �جعـل حجم الإنتـاج أكبر مـا ُ�مكن عـاملین �ـالتـالي عنـد هـذه النقطـة الحـد أعلى. وهي عـدد ال

 قطعة. 16000(نها�ة عظمى). و�كون حجم الإنتاج عند هذه النقطة �ساوي 

 

 

 

 

 

 

 

 الثالثةالق�مة العظمى لتا�ع �م�ة الإنتاج بدلالة العمالة من الدرجة ) 13-6الشكل (

 

 الحد الأعظمي
L=40, P(L)=16000 
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، قــارنــه مع حجم APاحــد ب) تقــدیر عــدد العــاملین الــذي ُ�عظم متوســــــــــــــط حجم الإنتــاج للعــامــل الو 
 .MPالإنتاج الهامشي 

مقســــــــــوماً على عدد  P(L)�ســــــــــاوي حجم الإنتاج   AP(L)متوســــــــــط حجم الإنتاج للعامل الواحد 
 :Lالعاملین 

AP(L) =
P(L)

L
=
−0.5L3 + 30L2

L
= −0.5L2 + 30L 

 السا�قة، نجد نقاط الاستقرار الحد�ة:بنفس الطر�قة 

AP'(L) = -L + 30 = 0 

، وهي نقطة الاستقرار الحد�ة الوحیدة. وتُمثل نها�ة عظمى �اعت�ار أن المشتق الثاني L=30إذاً 
 هو دوماً سالب (التقعر نحو الأسفل). AP''(L) = -1لهذا التا�ع 

 Averageتُمثــل هــذه الق�مــة اقتصـــــــــــــــاد�ــاً الق�مــة المُثلى لمتوســــــــــــــط عــدد القطع للعــامــل الواحــد 

Product Labourدعى جوازاً إ ــانـــت هـــذه  Labour Productivityنتـــاج�ـــة العـــامـــل ، وتـــُ إذا �ـ
 الإنتاج�ة مقاسة �عدد القطع التي یُنتجها العامل الواحد.

، �التالي نحتاج إلى  = = 60L 21.5L-P'(L) +لنقارن هذا المتوســط مع حجم الإنتاج الهامشــي 
 حساب الق�مى العظمى لهذا التا�ع:

 .L=20، و�ساوي الصفر عندما P''(L) = = -3L + 60المشتق الأول لحجم الإنتاج الهامشي 

بدلالة  PL'(L)وحجم الإنتاج الهامشـي  AP(L)المنحني  الب�اني لتا�عي متوسـط إنتاج�ة العامل 
 عدد العاملین:

 

 

 

 

 

 

 

 والإنتاج�ة الهامش�ةمقارنة بین متوسط إنتاج�ة العمالة ) 14-6الشكل (

 

 'Pالقیمة المثلى 

 الإنتاجیة الھامشیة للعمالة
0L6+2.5L1 –P'(L)= 

 APالقیمة المثلى 

ل 
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 ال
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اج
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 .�س�طة) تكلفة المخزون الأمثل�ة (حالة )7-6تطبیق (

تســـــــعى جم�ع الشـــــــر�ات إلى تقلیل تكال�ف الإمداد والتمو�ن والتخز�ن، لنأخذ الحالة ال�ســـــــ�طة، ســـــــواء 
لنفرض  تكال�ف التخز�ن أو إجرائ�ات الشـراء الإدار�ة، والمتعلقة �عدد الطلب�ات، وحجم الطلب�ة الواحدة.

ــل   أن الطلب�ات تتم �فترات زمن�ة متســــاو�ة خلال العام الواحد، و�أن� الشــــر�ة تقوم �الطلب�ة عندما �صــ
 المخزون الحالي إلى الصفر.

 ل�كن لدینا:

 .Dالحجم السنوي للطلب على مادة أول�ة  .1
 .Qحجم الطلب�ة الواحدة  .2
 لیرة سور�ة. Rالتكلفة الثابتة للإجراءات الإدار�ة لطلب�ة واحدة هو  .3
 .hالتكلفة السنو�ة لتخز�ن قطعة واحدة من المادة  .4

𝑛𝑛ب�ات السنو�ة �ساوي حجم الطلب السنوي مقسوماً على حجم الطلب�ة الواحدة ف�كون عدد الطل = 𝐷𝐷
𝑄𝑄

 

𝑀𝑀�التالي تكون التكال�ف الإدار�ة لهذه الطل�ات �ساوي   = 𝑛𝑛.𝑅𝑅 = 𝑅𝑅 𝐷𝐷
𝑄𝑄

  

 .Q/2وسطي عدد القطع المخزنة خلال فترة واحدة هو 

𝑆𝑆وتكون تكال�ف التخز�ن فقط  = ℎ 𝑄𝑄
2

 

هو مجموع تكال�ف التخز�ن خلال الســنة والتكال�ف الإدار�ة  TCلكل�ة الســنو�ة �التالي تكون التكال�ف ا
 لجم�ع الطلب�ات خلال نفس السنة:

TC(Q) = M + S = R
D
Q

+ h
Q
2

=
DR
Q

+
h
2

Q 

 أقل ما ُ�مكن، �ما یلي: TCالتي تجعل التكال�ف الكل�ة  Qم الطلب�ة الواحدة �مكن معرفة حج

عبر المشـــــــتق الأول، ثم (إن وجدت) التأكد من من  TC(Q)ال�حث عن نقاط الاســـــــتقرار للتا�ع  
 �عض هذه النقاط صغرى أو عظمى عبر إشارة المشتق الثاني.

TC′(Q) =
−DR

Q2 +
h
2
 

ــع   𝐷𝐷𝐷𝐷، فنجد: TC'(Q) = 0نضــــ
𝑄𝑄2

= ℎ
2

ــكل ، أ  𝑄𝑄2و نكتبها �الشــــ = 2𝐷𝐷𝐷𝐷
ℎ

لنقاط  Qومنه نجد ق�م   

ــتقرار:   Qالاســـ = �2DR
h

ــاد�ة أو المثلى للطلب ،   EOD (Economicوندعوها الكم�ة الاقتصـــ

Order Quantity). 
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من إشـــــــــارة المشـــــــــتق الثاني  TCُ�مكن التأكد أن هذه النقطة هي حد أدنى لتا�ع التكال�ف الكل�ة 
TC''   :وهي دوماً موج�ةTC′′(Q) = 2DR

Q3
> 0 

تق الثاني موج�ة، و�كون تقعر التا�ع نحو موج�ة، فإشــارة المش ــ D, R, Qإذ لدینا جم�ع المقادیر  
فهي نهــا�ـة  ،الأعلى، فــالنقطــة الحــد�ــة هي حــد أدنى، و�ــاعت�ــار لا یوجــد نقطــة اســــــــــــــتقرار أخرى 

 صغرى.

 مثال رقمي، ل�كن لدینا:

 .D = 5000الحجم السنوي للطلب  .5
 . Qحجم الطلب�ة الواحدة  .6
 لیرة سور�ة. R = 60التكلفة الثابتة للإجراءات الإدار�ة لطلب�ة واحدة هو  .7
 .h=463التكلفة السنو�ة لتخز�ن قطعة واحدة  .8

TC  :𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑄𝑄)التكال�ف الكل�ة السنو�ة  = 5000∗600
𝑄𝑄

+ 463
2
𝑄𝑄 

TC'  :𝑇𝑇𝐶𝐶′(𝑄𝑄)مشتق التا�ع  = −300000
𝑄𝑄2

+ 463
2

 

𝑄𝑄للطلب: الكم�ة المثلى/الاقتصاد�ة  = �2𝐷𝐷𝐷𝐷
ℎ

= �2∗5000∗60
463

= 36 

بـدلالـة حجم  S، وتكـال�ف التخز�ن M، التكـال�ف الإدار�ـة TCان�ـة لتوا�ع التكـال�ف الكل�ـة الخطوط الب� ـ
 ).15-6، موضحة على الشكل (Qالطلب�ة 

 

 

 

 

 

 ) الكم�ة الاقتصاد�ة للمخزون 15-6الشكل (

  

 التكالیف الكلیة

𝑇𝑇𝑇𝑇 =
𝐷𝐷𝐷𝐷
𝑄𝑄

+
ℎ
2
𝑄𝑄 

 الحدیةكالیف الت

𝑇𝑇𝑇𝑇 =
−𝐷𝐷𝐷𝐷
𝑄𝑄2

+
ℎ
2

 

 التكالیف الكلیة

 إداریةتكالیف  التخزینتكالیف 

 ف یتكالال

  الكمیة

  الكمیة

 ف یتكالال
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 نة الحد�ة لتوا�ع الطلب  تحلیل ظاهرة المرو  6-5

ثر تغیرات الســــــــــــــعر على تغیرات الأر�اح إحدى القضــــــــــــــا�ا التي تؤرق الاقتصــــــــــــــادیین تتعلق �معرفة أ
والإیرادات، أو تغیر ســــــعر الشــــــراء للمواد الأول�ة أو تكال�ف أحد عوامل الإنتاج على تكال�ف الإنتاج، 

مقدار محدد أو ولا تتعلق القضـــــ�ة �معرفة إجمالي الإیرادات أو الأر�اح في حال تزاید/تناقص الســـــعر �
، بل TR=P.Qإذ ُ�مكن حســـــــــــابها م�اشـــــــــــرةً من تا�ع الإیرادات مع تزاید/تناقص الكم�ة �مقدار محدد، 

�معرفة التغیر النسـبي للإیرادات مع التغیر النسـبي للسـعر أو للكم�ة أو الاثنین معاً، وهو ما نعبر عنه 
 تُحسب �الشكل: Eر . مثلاً مرونة الطلب �النس�ة للسعElasticity�مصطلح المرونة 

E =
 التغیر في الطلب %

التغیر في السعر %
 

غال�اً ما نهتم بدراسـة مرونة الطلب على منتج معین �النسـ�ة لسـعر هذا المنتج، وُ�مكن بنفس المنهج�ة 
 تقدیر المرونة لكافة أنواع الظواهر الاقتصاد�ة التي ُ�مكن ص�اغتها على شكل توا�ع ر�اض�ة.

Q∆هي النســــــ�ة المئو�ة للتغیر في الطلب  Eللســــــعر مرونة الطلب �النســــــ�ة  
Q

مقســــــوماً على النســــــ�ة  %
P∆المئو�ة للتغیر في السعر 

P
 ، أو تُكتب �الشكل: %

E =

∆Q
Q
∆P
P

=
P
Q

.
∆Q
∆P

 

ــغیرة جداً  P∆و   Q∆عندما تكون التغیرات   ، أي ن�حث عن المرونة عند نقطة محددة، dPو  dQصــــــ
𝑑𝑑𝑑𝑑فإن 

𝑑𝑑𝑑𝑑
 قطة، وتص�ح المرونة لها الشكل:تعبر عن تفاضل تا�ع الكم�ة بدلالة السعر عند هذه الن  

E =
P
Q

.
dQ
dP

 

عند النقطة المعن�ة، للكم�ة �النســ�ة للســعر نســ�ة الســعر إلى الكم�ة مضــرو�ةً �ق�مة المشــتق الأول أي 
قد تكون موج�ة أو ســـال�ة، لذلك من الأفضـــل أخذ الق�مة المطلقة، وُ�فســـر  E  مع الإشـــارة إلى أن ق�مة

 هذا المؤشر �ما یلي:

|E|ن  إذا �ا .1 = : فإن نســـــــ�ة التغیر في الطلب تســـــــاوي نســـــــ�ة التغیر في الســـــــعر، ندعوها  1
 .Unit Elastic�المرونة الواحد�ة 

|E|إذا �انت   .2 > ي الســعر، نقول أن : فإن نســ�ة التغیر في الطلب أكبر من نســ�ة التغیر ف 1
 .Elasticالطلب مرن �النس�ة للسعر 
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|E|إذا �انت   .3 < ــ�ة التغیر في الطلب  1 ــعر، نقول  : فإن نسـ ــ�ة التغیر في السـ ــغر من نسـ أصـ
 .Inelasticأن الطلب غیر مرن �النس�ة للسعر 

ــعر بدلالة الكم�ة  ــاد�ة على �تا�ة السـ  ، ومع ملاحظة أن تا�عP=F(Q)جرت العادة في التوا�ع الاقتصـ
ســــعر، المرونة أعلاه ُ�عبر عن الكم�ة بدلالة الســــعر، في حین أننا نحتاج إلى تفاضــــل الكم�ة بدلالة ال

ــ�اغة التا�ع   ــ�ح   P=F(Q)لذلك �جب إعادة صــــ ــي هو Q=G(P)ل�صــــ ــل التا�ع العكســــ . نعلم أن تفاضــــ
 مقلوب تفاضل التا�ع الأصلي:

dQ
dP

=
1

dP
dQ

 

dQر أي ُ�مكن الحصــول على تفاضــل الكم�ة بدلالة الســع
dP

�أخذ مقلوب تفاضــل التا�ع الأصــلي للســعر   
dQبدلالة الكم�ة 

dP
 �كل �ساطة.  

بنفس المنطق أعلاه، �ما قدرنا مرونة الطلب �النســــــــ�ة للســــــــعر، ُ�مكن تقدیر مرونة الســــــــعر �النســــــــ�ة 
هو النس�ة المئو�ة للتغیر في  Q/PEللطلب �طر�قة مشابهة تماماً. فتص�ح مرونة السعر �النس�ة للطلب 

P∆السهر 
P

Q∆مقسوماً على النس�ة المئو�ة للتغیر في الطلب  %
Q

 ب �الشكل:، أو تُكت %

E𝑄𝑄/𝑃𝑃 =
dP
P

dQ
Q

=
Q
P

.
dP
dQ

 

كما نلاحظ أنها مقلوب مرونة السـعر �النسـ�ة للطلب. لكن جرت العادة في الدراسـات الاقتصـاد�ة على 
لحالات یتحدد في الســـــوق، بینما الكم�ات تُحدد من قبل دراســـــة مرونة الطلب �ون الســـــعر في أغلب ا

 الشر�ات المنتجة. 

 .تا�عه من الدرجة الأولى مرونة الطلب �النس�ة للسعر )8-6تطبیق (

والمطلوب: حسـاب مرونة الطلب �النسـ�ة للسـعر عند .  P = 40 – 0.5Qل�كن لدینا تا�ع الطلب الآتي 
 .Q=10الكم�ة 

Eلدینا تا�ع المرونة:   = P
Q

. ∆Q
∆P

 
 Q = 80 – 2Pلنكتب أولاً تا�ع الكم�ة بدلالة السعر فنجد:  

Q′(P)ول للكم�ة بدلالة السعر المشتق الأ = dQ
dP

= −2 
 P = 40-0.5(10) = 35، �كون Q=10عند الق�مة 

Eفتكون ق�مة المرونة  = 35
10

. (−2) = −7.5 
 عند هذا السعر.  Elasticوهي أكبر �الق�مة المطلقة من الواحد، فالطلب مرن 
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 .من الدرجة الثان�ةتا�عه لسعر مرونة الطلب �النس�ة ل) 9-6تطبیق (

 . والمطلوب:  2Q –P = 200ل�كن لدینا تا�ع الطلب له الشكل 
 . P=100أ) حساب مرونة الطلب �النس�ة للسعر عندما �كون السعر 

 .%5ب) حساب نس�ة التغیر في الكم�ة إذا ارتفع السعر السابق بنس�ة 
 .Q=10ت) حساب مرونة الطلب �النس�ة للسعر عند الكم�ة 

 .%5سعر إذا ازدادت الكم�ة السا�قة بنس�ة ث) حساب نس�ة التغیر في ال

 الحل: 

 .P=100نة الطلب �النس�ة للسعر عندما �كون السعر أ) حساب مرو 

  2Q –P = 200 100 =لنحسب بدا�ةً �م�ة الطلب عند هذا السعر: 

، نهمـل الحـل Q=-10أو  Q=10، فنجـد إمـا Q2 = 100�حـل هـذه المعـادلـة من الـدرجـة الثـان�ـة 
 .P=100عند سعر  10ر مقبول اقتصاد�اً، فالكم�ة إذاً تساوي السالب �ونه غی

Q∆لإ�جاد  
∆P

ــ�غة   ــتخلاص صـ ــعب اسـ ــعر، قد �كون من الصـ ، نحتاج لكتا�ة تا�ع الكم�ة بدلالة السـ
dQالكم�ة بدلالة السعر خصوصاً في التوا�ع المعقدة، لذلك سنستخدم الص�غة 

dP
= 1

dP
dQ

 

P′(Q)م�ة:  سعر بدلالة الكتفاضل تا�ع ال = dP
dQ

= −2Q 

Q′(P)ف�كون تفاضل الكم�ة بدلالة السعر هو مقلوب السابق  = 1
dP
dQ

= 1
−2Q

 

dQ، و�ذلك  Q=10، تكون ق�مة الكم�ة P=100عند الق�مة 
dP

= 1
−2(10)

= − 1
20

 

Eفتكون ق�مة المرونة  = P
Q

. dQ
dP

= 100
10

x �− 1
20
� = −0.5 

 عند هذا السعر.  Inelasticلمطلقة من الواحد، فالطلب غیر مرن وهي أصغر �الق�مة ا

 .P=5%ب) نس�ة التغیر في الكم�ة إذا ارتفع السعر السابق 

Q∆نعلم أن مؤشر المرونة هو نس�ة التغیر في الطلب 
Q

P∆مقسوماً على نس�ة التغیر في السعر  
P

: 

E =
∆Q
Q
∆P
P

= Q∆ومنه نجد   0.5−
Q

= (−0.5) ∆P
P

P∆، ولدینا  
P

= 5%  

𝑄𝑄∆ف�كون نس�ة التغیر في الكم�ة  
𝑄𝑄

= (−0.5) ∗ 5% = −2.5% 

 .%2.5، فإن الكم�ة تتناقص بنس�ة %5أي إذا ازداد السعر بنس�ة 
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 .Q=10ت) مرونة السعر �النس�ة للطلب عند الكم�ة 

E𝑄𝑄/𝑃𝑃لدینا تا�ع مرونة السعر �النس�ة للكم�ة:   = Q
P

. dp
dQ

 

dPالسعر بدلالة الكم�ة:   تفاضل تا�ع
dQ

= −2Q ومنه نجد ،dP
dQ

= (−2) ∗ 10 = −20 

  P(Q=5) = 200– 210  100 =، فإن السعر �ساوي Q=10عندما 

EQ/Pفتكون ق�مة مؤشر مرونة السعر �النس�ة للكم�ة  = 10
100

x(−20) = −2   

EQ/Pوهي �ما أشرنا أعلاه مقلوب مؤشر مرونة السعر �النس�ة للكم�ة  = 1
E

= 1
−0.5

= −2 

 وهي أكبر �الق�مة المطلقة من الواحد، فالسعر مرن عند هذه الكم�ة. 

 .%5التغیر في السعر إذا ازدادت الكم�ة السا�قة بنس�ة ث) نس�ة 

P∆من تعر�ف مرونة الســـــعر �النســـــ�ة للكم�ة هو نســـــ�ة التغیر في الســـــعر 
P

مقســـــوماً على نســـــ�ة  
Q∆التغیر في الكم�ة 

Q
 P/QE  =-2سابها أعلاه تساوي ، وتم ح

EQ/P =
∆P
P
∆Q
Q

= P∆ومنه نجد   2−
P

= (−2) ∆Q
Q

Q∆، ولدینا 
Q

= 5% 

P∆التغیر في السعرف�كون نس�ة 
P

= (−2) ∗ 5% = −10%   

 .%10، فإن السعر یتناقص بنس�ة %5أي إذا ازدادت الكم�ة بنس�ة 

 .�عض خصائص مرونة الطلب الخطي

 .TR(Q) = P.Qت بدلالة �م�ة المب�عات �ساوي السعر مضرو�اً �الكم�ة لدینا تا�ع الإیرادا

MR  لندرس العلاقة بین المرونة والإیرادات الحد�ة/الهامش�ة  = d(TR)
dQ

= d(P.Q)
dQ

 

MR =
d(P. Q)

dQ
= Q

dP
dQ

+ P = P �1 +
Q
P

dP
dQ
� 

Qالمقدار بین قوسین هو مقلوب مؤشر المرونة  
P
dP
dQ

= 1
E

 

MRد العلاقة بین الإیرادات الهامش�ة والمرونة �ما یلي: ومنه نج = P �1 + 1
E
� 

 لنحاول تحلیل هذه العلاقة:

، مما Pق�مة الســعر ســالب مهما �انت   MR، �التالي �كون  E > -1/1فإن   E<0>1-إذا �ان   .1
 �عني أن تا�ع الإیرادات متناقص حیث �كون الطلب غیر مرن. 
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، مما Pموجب مهما �انت ق�مة الســــــــــــعر  MRلي �كون  ، �التاE < -1/1فإن  E<-1إذا �ان   .2
 �عني أن تا�ع الإیرادات متزاید حیث �كون الطلب مرن. 

، P�سـاوي الصـفر مهما �انت ق�مة السـعر  MR، �التالي �كون  E = -1/1فإن  E=-1إذا �ان   .3
 مما �عني أن تا�ع الإیرادات ثابت والطلب ذو مرونة واحد�ة. 

 b>0و  a<0حیث   P = aQ + bالطلب من الشكل الخطي  لنأخذ حالة �س�طة حیث تا�ع

dQ، و�التالي Q = (1/a) (P-b)منه نجد 
dP

= 1
a

 

E  تساوي: Eوتكون المرونة  = P
Q
dQ
dP

= 1
a

P
1
a(P−b)

= P
P−b

 

، bو�نقطة تقاطع تا�ع الطلب مع المحور العمودي  Pنلاحظ أن هذه الصــــــــــــ�غة لها علاقة �الســــــــــــعر 
. ممـا �عني أنـه من أجـل أي تـا�عي طلـب لهمـا نفس نقطـة aعلاقـة �میـل مســــــــــــــتق�م الطلـب ول�س لهـا 

نة ، فإن التا�عین لهما نفس المرونة من أجل أي سـعر. ُ�مكن ملاحظة أن ق�مة مؤشـر المرو bالتقاطع  
 ).16-6تتغیر على طول مستق�م تا�ع الطلب، �ما هو مبین في الشكل (

Eر المرونة �ص�ح لا نهائي: مثلاً، نجد أن مؤش P=bإذا �انت  = b
b−b

= 𝑏𝑏
0
→ ∞ 

Eمثلاً، نجد أن مؤشر المرونة �ص�ح صفر:  P=0إذا �انت  = 0
0−b

= 0
−𝑏𝑏

= 0 

Eمثلاً، نجد أن مؤشر المرونة �ص�ح صفر:  P=b/2إذا �انت  = b/2
b/2−b

= −1 

ب واحدي ، و�كون الطلP=0، لتصــــــــــــل إلى الصــــــــــــفر عندما P=bعندما   ∞إذاً، تتناقص المرونة من 
 .Q=-b/2aو  P=b/2المرونة في منتصف المستق�م أي عندما 

 

 

 

 

 

 ط التقاطع مع المحور العمودي (السعر) لتا�ع سعر خطيا) علاقة المرونة بنق16-6الشكل (

ــ�غة تا�ع المرونة أن   ــاً، نلاحظ من صــــ ــغیرة �لما  bموجودة في المقام، أي أنه �لما �انت   bأ�ضــــ صــــ
�بیرة �لمـا �ـان مؤشــــــــــــــر المرونـة �ـالق�مـة  bمـة المطلقـة �بیراً، و�لمـا �ـانـت كـان مؤشــــــــــــــر المرونـة �ـالق�

 ). 17-6المطلقة صغیراً، هو مبین في الشكل (

P 

Q 

b 

A B 

نفس المرونة لتابعین لھما 
 bنفس نقطة التقاطع 

P 
b1 

A B 

أكبر من  Bعند المرونة 
A  لأنb2<b1 

Q 

b2 

P 
b 

|E| = ∞ 

Q 

b/2 

-b/2a -b/a 

|E| = 0 

|E| = 1 

|E| > 1 

|E| < 1 
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 ، من أجل نفس السعرط التقاطع مع المحور العمودي لتا�ع سعر خطيا) علاقة المرونة بنق17-6الشكل (

 .مرونة تا�ع الطلب من الشكل التر��عي) 10-6تطبیق (

 ، والمطلوب: 22Q –P = 800ل�كن لدینا تا�ع الطلب لأحد المنتجات من الشكل 

 .Q=16و  Q=14أ) حساب متوسط المرونة السعر�ة للطلب بین الكمیتین 

 .Q=15ب) حساب المرونة السعر�ة للطلب عند الكم�ة 

 ت) قارن الجوابین السا�قین، ماذا تستنتج؟

 الحل:

 .Q=16و  Q=14بین الكمیتین ب أ) متوسط المرونة السعر�ة للطل

  22x14 –P(14) = 800 408 =، نجد السعر �ساوي  Q=14عندما 

  22x16 –P(16) = 800 288 =، نجد السعر �ساوي  Q=16عندما 

 Q = 16 – 14 = 2∆لدینا فرق الكم�ة 

 P = 288 – 408 = -120∆لدینا فرق السعر 

ــر المرونة   Eمؤشـــــــــ = P
Q

. ∆Q
∆P

ــنأخذها للكم�ة    لكن ما هي الق�م،  ــعر  Qالتي ســـــــــ ؟ إذ لدینا Pوللســـــــــ
 نقطتین.

، و�ذلك �النســ�ة للســعر Q = (14+16)/2 = 15في مثل هذه الحالات، نأخذ وســطي النقطتین، أي 
P = (288+408)/2 = 348 ومن ثم نطبق صـ�غة المؤشـر، ندعو المرونة في هذه الحالة �المرونة ،

 

 طعانقاط التق
    b 

E المرونة 
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ــ�ة  ــب على  � Arc Elasticityالقوســــــ قوس من المنحني الب�اني ول�س عند نقاط �عینها، ونها تُحســــــ
 ) تساوي:16و  14فتكون ق�مة المرونة على هذا القوس (بین الكمیتین 

E =
P
Q

.
∆Q
∆P

=
348
15

2
−120

= −0.387 

 .Q=15ب) المرونة السعر�ة للطلب عند الكم�ة 

  22x15 –P(14) = 800 350 =، نجد السعر �ساوي  Q=15من أجل 

Eب مؤشر المرونة عند نقطة  حسامن أجل  = P
Q

. dQ
dP

نحتاج تفاضل تا�ع الكم�ة �النس�ة للسعر،  ، 
dQفنأخذ مقلوب تفاضل السعر �النس�ة للكم�ة، ف�كون لدینا 

dP
 :Q=15من أجل  

dQ
dP

=
1
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

−4𝑄𝑄
=

1
−4(15)

= −
1

60
 

 تساوي: 15نطبق ص�غة المؤشر، فتكون ق�مة المرونة عند الكم�ة 

E =
P
Q

.
∆Q
∆P

=
350
15

�−
1

60
� = −0.389 

ت) من مقارنة الجوابین الســـــــــا�قین، نجد أن الق�متین متقار�تین جداً، و�عكس الفرق ال�ســـــــــ�ط إلى عدم 
 دقة طر�قة الوسطي.

 الجزئي لتوا�ع متعددة المتغیراتتفاضل ال 6-6

د�ة �مجهول وحید، لكن لســـوء الحظ ل�ســـت رأینا في أغلب الفقرات الســـا�قة ��ف�ة التعامل مع توا�ع عد 
هي الحالة العامة في التطب�قات الاقتصـــــــاد�ة، إذ نجد أن أغلب الظواهر الاقتصـــــــاد�ة و�التالي توا�عها 

�ة عبر عمل�ة التفاضل تتعلق �عدة متغیرات، لذلك سـنرى في هذه الفقرة ��ف�ة اسـتخدام المشـتقات الجزئ
 لتعامل مع توا�ع متعددة المتغیرات.، لPartial Differerntiationالجزئي 

قـد تبـدو معقـدة أو صــــــــــــــع�ـة لل�عض، لكنهـا لا تخرج أبـداً عن مفـاه�م وقواعـد التفـاضــــــــــــــل في حـالـة تـا�ع 
ــاد�ـة معقـدة أصــــــــــــــلاً، و�ـالت ـ الي من �متغیر وحیـد، لكن هـذا التعقیـد مبرر �حكم �ون الظـاهرة الاقتصــــــــــــ

ومن حســن الحظ توفر تقن�ات التفاضــل الجزئي الطب�عي أن نســتخدم أدوات ر�اضــ�ة معقدة لمعالجتها،  
 التي تساعد �ثیراً في التعبیر عن الظاهرة الاقتصاد�ة واقتراح الحلول الأفضل لتطب�قها.

لجزئي، ســوف نحاول معالجة حالات �ســ�طة، �حیث یتكون لدى الطالب الم�ادئ الأســاســ�ة للتفاضــل ا
 قها في الحالات الأكثر تعقیداً.وُ�مكن أن تُشكل منطلقاً مقبولاً للتوسع بها وتطب�
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تتحـدد �معرفـة  Y، �معنى أن ق�مـة التـا�ع n, …, x2, x1Y = F(x (ل�كن لـدینـا تـا�ع متعـدد المتغیرات 
ــاً  n, …, x2, x1xق�م المتغیرات  ــانـ ــدعو أح�ـ ــاً، نـ ــا�ع  Yجم�عـ ــالمتغیر التـ  riableDependent Va�ـ

 .ependent VariablesInd�المتغیرات المستقلة  n, …, x2, x1xوالمتغیرات 

 ) أمثلة عن توا�ع متعددة المتغیرات.10-6مثال (

F(x, y) = 3x + 4y + 7xy - x2y – y2    
F(x, y, z) = x + y + z 

في فضـــــــــــاء ثنائي ال�عد، وقد �كون �ذلك  y=F(x)كما رأینا ��ف�ة التمثیل الب�اني لتا�ع �مجهول وحید 
ــاء ثلاثي الأ�عـاد  في z=f(x,y)ممكن في حـالـة تـا�ع �مجهولین  ، لكن �ســــــــــــــتحیـل التمثیـل أو )9(فضــــــــــــ

ــل الجزئي د  ــور الب�اني في حالة توا�ع �أكثر من مجهولین اثنین، وهنا یلعب التفاضــــــ وراً محور�اً التصــــــ
 في تحلیل الظاهرة الاقتصاد�ة �ما سنرى.

ــتق الجزئي Y=F(x, z, t, …)ل�كن لدینا تا�ع �عدة متغیرات    Partial Derivative، ما ندعوه �المشــــــ
مشـتق التا�ع �النسـ�ة لهذا المتغیر فقط �فرض المتغیرات الأخرى هو   x�النسـ�ة لأحد متغیراته   Fللتا�ع  
 ل:، ونرمز له �الشكثابتة

F′x =
∂Y
∂x

=
∂F
∂x

 

 "د" �رمز للمشتق التقلیدي الذي رأینا سا�قاً.  d"دیي" لتمییزه �رمز لمشتق جزئي عن   �𝜕�ُ�قرأ الرمز 

�𝜕𝜕𝜕�شــــتق الجزئي  ُ�فســــر الم
𝜕𝜕𝜕𝜕

، بنفس الطر�قة للمشــــتق x�النســــ�ة لأحد مجاهیله   Fلتا�ع متعدد المجاهیل   
�فرض  x�ـالنســــــــــــــ�ـة لتغیر المجهول  Fالتـا�ع   التقلیـدي أي تـا�ع �مجهول وحیـد، فهو ُ�مثـل معـدل تغیر

 جم�ع المجاهیل الأخرى ثابتة.

 �قة، ونرمز له �الشكل �النس�ة لمجهول واحد:ُ�مكن أ�ضاً أن نوجد المشتق الثاني للتا�ع بنفس الطر 

F′′x = Fxx =
∂2Y
∂2x

=
∂2F
∂2x

 

Fxy، فنرمز له �الشكل: xأولاً ثم  yأما إذا �ان الاشتقاق �النس�ة لمجهولین  = ∂2Y
∂x∂y

= ∂2F
∂x∂y

 

Fyx، فنرمز له �الشكل: yأولاً ثم  xأو  = ∂2Y
∂y∂x

= ∂2F
∂y∂x

 

 
   . یمُكن دوماً اللجوء في ھذه الحالة إلى البرمجیات التخصصیة.9
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ــیر نظر�ة   ــتقاق الجزئي من الدرجة الثان�ة  Youngوتُشـــــ  Symmetry of Secondحول تناظر الاشـــــ

Derivativesــت ــ�ة لعدة مجاهیل هو غیر مهم. في الحق�قة، نجد دوماً ، على أن ترتیب الاشــ قاق �النســ
 ، إلا في حالات استثنائ�ة غیر معنیین بها في هذه الأمل�ة.yx= F xyFأن 

 .nطبیق نفس القواعد لإ�جاد المشتق من الدرجة كما ُ�مكن ت

 ) أمثلة عن اشتقاق جزئي ل�عض التوا�ع متعددة المتغیرات.11-6مثال (

 3y 2F(x,y) = 5x +2أ) ل�كن لدینا التا�ع 

ــتق الجزئي للتا�ع   ــ�ة للمجهول  F(x,y)المشــــــــ ثابت   2y، حیث اعتبرنا  '10x xF =هو:   x�النســــــــ
 مشتقه صفر.

 ثابت مشتقه صفر. 2x، حیث اعتبرنا  F'y = 6yهو:  yفس التا�ع �النس�ة لـ المشتق الجزئي لن

 4y + 3z – 2+ 3x + y 2F(x,y,z) = 2xب) لدینا التا�ع 

 '4x + 3 xF =هو:  xالمشتق الجزئي للتا�ع �النس�ة لـ 

 '2y  yF =- 4هو:  yالمشتق الجزئي للتا�ع �النس�ة لـ 

 'zF 3 =هو:  zالمشتق الجزئي للتا�ع �النس�ة لـ 

 F(x,y,z) = x.y.zت) لدینا التا�ع 

 'y.z xF =هو:  xالمشتق الجزئي للتا�ع �النس�ة لـ 

 'x.z yF =هو:  yالجزئي للتا�ع �النس�ة لـ  المشتق

 'y.z zF =هو:  zالمشتق الجزئي للتا�ع �النس�ة لـ 

 د�ة.كما نلاحظ أن عمل�ة الاشتقاق لا تختلف أبداً عن عمل�ة الاشتقاق التقلی

 ) أمثلة عن المشتق الجزئي الثاني ل�عض التوا�ع متعددة المتغیرات.12-6مثال (

 .yx, Fxy, Fyy, FxxF، ولنوجد المشتقات من الدرجة الثان�ة 5xF(x,y = (4y 2 +3أ) لدینا التا�ع 

 xxF 10 =أ�ضاً:  x، ف�كون المشتق الثاني �النس�ة لـ x := 10x xFالمشتق الأول �النس�ة لـ 

 yyF 12 =أ�ضاً:  y، ف�كون المشتق الثاني �النس�ة لـ y := 12y yFمشتق الأول �النس�ة لـ ال

، ثم نشـتق هذا 12yyF=فنجد  y، فإننا نشـتق التا�ع الأصـلي أولاً �النسـ�ة لــــــــــــــــ xyFلإ�جاد المشـتق 
 .xyF 0 =فنجد  x�النس�ة لـ  yFالمشتق 
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، ثم نشـتق هذا 10xxF=فنجد  x �النسـ�ة لــــــــــــــــ ، فإننا نشـتق التا�ع الأصـلي أولاً yxFلإ�جاد المشـتق 
 .Youngحسب نظر�ة  yx= F xyFلاحظ أن . و�ما نyxF 0 =فنجد  y�النس�ة لـ  xFالمشتق 

 .yx, Fxy, Fyy, FxxF، ولنوجد المشتقات من الدرجة الثان�ة 3y 2F(x,y) = xب) لدینا التا�ع 

 x :3= 2y xxFالثاني �النس�ة لـ  ، ف�كون المشتقx :3= 2x y xFالمشتق الأول �النس�ة لـ 

 y :y 2= 6x yyF، ف�كون المشتق الثاني �النس�ة لـ y :2y 2= 3x yFالمشتق الأول �النس�ة لـ 

، ثم نشتق هذا 2y 2= 3x yFفنجد  y، فإننا نشتق التا�ع الأصلي أولاً �النس�ة لـ xyFلإ�جاد المشتق  
 .6x y xyF =2فنجد  x�النس�ة لـ  yFالمشتق 

ــ yxFاد المشتق لإ�ج ، ثم نشتق هذا 2x y xF =3فنجد  x، فإننا نشتق التا�ع الأصلي أولاً �النس�ة لـــ
 .Youngحسب نظر�ة  yx= F xyF. و�ما نلاحظ أن 6x y yxF =2فنجد  y�النس�ة لـ  xFالمشتق 

التغیرات  إذا �ان لدینا تا�ع �عدة مجاهیل، فإنه من المهم جداً لدى دراســة الظواهر الاقتصــاد�ة، معرفة
�النســــــــــ�ة للتغیرات في جم�ع مجاهیله، و�ذا �ان عدد المجاهیل �بیراً فإن  Fل�ة في التا�ع الإجمالي  الك

الأمر ُ�صــــ�ح مر�كاً ومعقداً للغا�ة، إذ من النادر أن نســــتط�ع تثبیت المجاهیل، فهي أصــــلاً قد تتفاعل 
اهیل)، نشـیر إلى ضـرورة ف�ما بین المجمع �عضـها (ُ�مكن التعبیر عن هذا التفاعل �المشـتقات الجزئ�ة  

الانت�اه �شــدة إلى ��ف�ة اســتثمار المشــتقات الجزئ�ة لمجهول واحد أو لعدة مجاهیل. في الواقع الفعلي، 
ُ�مكن مقار�ة المشــــــــكلة بتقر��ات مقبولة للتغیرات المســــــــتقلة في المجاهیل وتقدیر أثرها على التغیر في 

 التا�ع الإجمالي.

ــا�ع �مجه ــذ تــ ــأخــ ــة التغیر في  Z = F(x,y)ولین لنــ ــدلالــ ــالي بــ ــة تقر�ــــب التغیر الإجمــ ولنلاحظ ��ف�ــ
 المجهولین:

Z1∆�كون:  Z∆ثابتة، فإن التغیر في التا�ع  yمع �قاء  x∆�مقدار  xإذا تغیرت  = 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
∆𝑥𝑥 

Z2∆�كون:  Z∆ثابتة، فإن التغیر في التا�ع  xمع �قاء  y∆�مقدار  yإذا تغیرت  = 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
∆𝑦𝑦 

بنفس الوقت، لكن إذا �انت تغیرات المجاهیل صغیرة،  yو   xفي الواقع الفعلي، ُ�مكن ط�عاً أن تتغیر  
في التــا�ع �مجموع جبري للتغیرات الجزئ�ــة لكــل  Z∆التغیر الكلي  -بتقر�ــب مقبول–فــإنــه ُ�مكن قبول 

 من مجاهیله �شكل منفرد، �ما یلي:

∆Z = ∆Z1 + ∆Z2 =
∂z
∂x
∆x +

∂z
∂y
∆y 
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ــل   x ،∆y∆ات  التغیر و�ذا �انت  ــغیرة جداً نعبر عنها �التفاضــــ و�التالي �مكن �تا�ة التغیر  dx ،dyصــــ
 السابق على النحو الآتي:

dZ =
∂z
∂x

dx +
∂z
∂y

dy 

 .Small Increments Formulaوندعوها �ص�غة التقر��ات الصغیرة أو المتتال�ة 

 غیرة.) التغیر الكلي لتا�ع متعددة المتغیرات بتقر��ات ص13-6مثال (

 ، والمطلوب:x 35y –y  3Z = 2xل�كن لدینا التا�ع 

z∂أ) حساب 
∂x

z∂و   
∂y

 x=2, y=4عند النقطة   

 .3.9إلى  4من  yوتتناقص  2.1إلى  2من  xعندما تزداد  Zب) تقدیر التغیرات في 

 :y، و�النس�ة لـ xأ) لنوجد تفاضلات التا�ع �النس�ة لـ 
∂z
∂x

= 6x2y − 5y3               ∂z
∂y

= 2x3 − 15y2x 

 ، نجد:  x=2, y=4عند النقطة 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 6(2)2(4) − 5(4)3 = 16 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 2(2)3 − 15(4)2(2) = −464 

 Zب) تقدیر التغیرات في 

 x = 2.1 – 2 = 0.1∆فإن      2.1إلى  2من  xعندما تزداد 

 y = 3.9 – 4 = -0.1∆فإن   3.9إلى  4من  yعندما تتناقص 

 :Z�استخدام ص�غة التقر��ات الصغیرة، نجد التغیر الكلي في 

∆Z =
∂z
∂x
∆x +

∂z
∂y
∆y = (16)(0.1) + (−464)(−0.1) = 48 

 .48أي عند التغیرات المذ�ورة للنقطة، یتغیر التا�ع الكلي �مقدار 

 فعل�اً عند النقطة قبل و�عد التغیر، نجد: Zفي حال تم حساب ق�مة التا�ع 

 Z:  576-(2) =  35(4) –(4)  3Z = 2(2)نجد ق�مة   x=2, y=4ر، قبل التغی

 Z :550.6 -(2.1) =  35(3.9) –(3.9)  3Z = 2(2.1)نجد ق�مة  x=2.1, y=3.9�عد التغیر، 
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. وهو مختلف عن التغیر Z = (-550.6) – (-576) = 25.4∆�التـالي �كون الفرق �ســــــــــــــاوي 
 ).48التقر�بي السابق (

هذا الفرق هو قضـــــــ�ة مهمة في تحلیل الظاهرة الاقتصـــــــاد�ة، حال�اً ُ�مكن فقط إن ال�حث عن تفســـــــیر  
غیر مأخوذة �الاعت�ار. عموماً، تؤدي  x, yالقول أن هناك تأثیرات مشـــتر�ة (تفاعل�ة) بین المجهولین 

غي �عضــــــــــــها هذه التفاعلات إلى تضــــــــــــخ�م أو تقل�ص الجمع الجبري للتغیرات الجزئ�ة، أو حتى قد تل
)، حیث المخرجات النهائ�ة System�جب النظر إلى الظاهرة الاقتصاد�ة �كل (كمنظومة   ال�عض. إذ 

ل�ســت �الضــرورة المجموع الجبري لنتائج العمل�ات الداخل�ة للمدخلات، تبدو العمل�ات و�أنها "صــندوق 
اعلات ســتط�ع تمییزه (التفأســود"، قد نســتط�ع تمییز �عضــها (التغیرات الجزئ�ة) و�عضــها الآخر قد لا ن

 بین المتغیرات).

ــ�ة  ــتقات �عض المجاهیل �النسـ ــغیرة، هو في ال�حث عن مشـ ــ�غة التقر��ات الصـ أحد أهم التطب�قات لصـ
لل�عض الآخر، خصــــوصــــاً في حالة صــــ�غ ر�اضــــ�ة معقدة �صــــعب فصــــل المتغیرات عن �عضــــها أو 

 كتابتها �حیث �كون أحدها بدلالة الآخر �شكل صر�ح.

x :dy�النس�ة لـ  y. ��ف یتم إ�جاد مشتق  F(x, y) = Cstدینا التا�ع ل�كن ل
dx

 ؟ 

 ) �أنه عدد ثابت.Cst )Constant، المقصود �الرمز Z = F(x, y) = Cstنكتب التا�ع 

dZنطبق ص�غة التقر��ات:  = ∂z
∂x

dx + ∂z
∂y

dy   ولنلاحظ أنZ = Cst. 

dZ، و�التالي dZ = 0، نجد في هذه الحالة = ∂z
∂x

dx + ∂z
∂y

dy = 0 

z∂�إعادة ترتیب الص�غة، نجد 
∂x

dx = ∂z
∂y

dy   ومنه نجد تفاضلy  النس�ة لـ�x: 

dy
dx

= −
∂z
∂x
∂z
∂y

= −
F′x
F′y

 

، وندعو هذه التقن�ة stF(x, y) = Cنلاحظ �أن هذه الصـــــــ�غة صـــــــالحة من أجل أي تا�ع من الشـــــــكل 
 .Implicit Differentiation�التفاضل الضمني 

 �النس�ة لآخر �استخدام ص�غة التقر��ات الصغیرة.) مشتق مجهول 14-6مثال (

x :𝑑𝑑𝑑𝑑�النس�ة لـ  y، والمطلوب إ�جاد مشتق 7x  2y 2+ x 35y +-  0 = 100ل�كن لدینا التا�ع 
𝑑𝑑𝑑𝑑

 ؟ 

 7x = 100 2y 2+ x 3Z = F(x,y) = 5y +نكتب التا�ع �الشكل:  
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𝑑𝑑𝑍𝑍نطبق ص�غة التقر��ات:  = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑   

dZ، فنجد dZ = 0نجد ، و�التالي Z = 100لدینا  = ∂z
∂x

dx + ∂z
∂y

dy = 0 

x :∂z�النس�ة للمجهول  zنوجد تفاضل 
∂x

= F′x = 2x y2 + 7 

y :∂z�النس�ة للمجهول  zنوجد تفاضل 
∂y

= F′y = 15y2 + 2x2 y 

 :x�النس�ة لـ  yومنه نجد تفاضل 

dy
dx

= −
F′x
F′y

= −�
2x y2 + 7

15y2 + 2x2 y
� 

ات التعامل ر�اضــــــــــــ�اً مع التوا�ع الاقتصــــــــــــاد�ة، في جم�ع الأحوال، قد تكون هذه الفقرة �اف�ة لاحت�اج
ُ�مكن للطالب العودة دوماً للمراجع الر�اضـــ�ة الأكثر تخصـــصـــاً عند الحاجة، ولن �جد أ�ة صـــعو�ة في 

 ر تعقیداً.ال�حث عن تقن�ات للظواهر الأكث

 لتوا�ع متعددة المتغیراتالمرونة الجزئ�ة  6-7

 التطب�قات للتفاضل الجزئي في حالة توا�ع اقتصاد�ة �عدة مجاهیل.سنرى في هذه الفقرة �عض 

 المرونة الجزئ�ة للطلب 6-6-1

 ، ســـــعر المنتج البدیل (الآخر)P�عدة متغیرات: ســـــعر المنتج المعني نفســـــه   Qل�كن لدینا تا�ع الطلب 
A والدخل الإجمالي للمستهلكین ،Y :Q = F(P, A, Y). 

(الآخر) أي منتج غیر المنتج المعني ُ�مكن أن یلجأ إل�ه المســــــــــتهلك لتعو�ض ُ�قصــــــــــد �المنتج البدیل 
 المنتج المعني/الأصلي.

ولندرس اســتجا�ة تا�ع الطلب في حالة التغیر في أي من المجاهیل الثلاثة، و�اســتخدام مفهوم المرونة 
 ة الجزئ�ة.ذي رأیناه سا�قاً، �اعت�ار أن التا�ع هو لعدة مجاهیل سنستخدم مصطلح المرونال

EPهو:  PEمثلاً المرونة الجزئ�ة للطلب �النس�ة للسعر  = P
Q
∂Q
∂P

   

Q∂استخدمنا إشارة المشتق الجزئي 
∂P

�فرض جم�ع المجاهیل  Pللقول أن الاشتقاق هو �النس�ة للمجهول  
 بتة.الأخرى ثا
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EAهو:  AEبنفس الطر�قـة، نجـد المرونـة الجزئ�ـة للطلـب �ـالنســــــــــــــ�ـة لســــــــــــــعر المنتج البـدیـل  = A
Q
∂Q
∂A

  
 . Cross-Price Elasticity of Demandوندعوها أح�اناً �المرونة السعر�ة التقاطع�ة للطلب 

 موج�اً أو سال�اً، �شكل عام نجد: AEقد �كون هذا المؤشر 

ــیلجأ إلى Substituableر بدیلاً فعل�اً للمنتج المعني (إذا �ان المنتج الآخ .1 ــتهلك سـ )، فإن المسـ
، مما �عني أن Aاســــتهلاك �م�ة أكبر من المنتج المعني في حال ارتفاع ســــعر المنتج البدیل  

> 0 AE  أو∂Q
∂A

> Q�اعت�ار أن   0
A

 موج�ة دوماً.  

)، فإن المسـتهلك سـیلجأ Complementaryإذا �ان المنتج الآخر بدیلاً متمماً للمنتج المعني ( .2
، �اعت�ار أنه Aأقل من المنتج المعني في حال ارتفاع سعر المنتج البدیل إلى استهلاك �م�ة  

Q∂أو   AE 0 >ل�س مضطراً لدفع موازنة إضاف�ة للمنتج البدیل المتمم، مما �عني أن  
∂A

< 0   . 

EYهو:  YEبنفس الطر�قة، نجد مرونة الطلب �النس�ة للدخل  = Y
Q
∂Q
∂Y

 ، وُ�مكن تفسیرها �ما یلي:

، فمن المنطقي أن یزداد الطلـب على المنتج (كم�ـة أكبر من Normalإذا �ـان المنتج طب�عي   .1
 تكون موج�ة. YEالحال�ة) مع ز�ادة الدخل، مما �عني أن 

، نجد أن الطلب یتناقص على المنتج (كم�ة أقل من Inferiorإذا �ان المنتج غیر أســـــــاســـــــي  .2
 سال�ة. تكون  YEالحال�ة) مع ز�ادة الدخل، مما �عني أن 

الواحــد، ممــا �عني أن  YE، قــد تتجــازو ق�مــة Superiorفي �عض حــالات منتجــات الرفــاه�ــة  .3
 التزاید في نس�ة استهلاك المنتج هي أكبر من التزاید في نس�ة الدخل الإجمالي.

 .) المرونة الجزئ�ة لتا�ع طلب متعدد المتغیرات 15-6مثال (

 Q = 210 – 3P + 2A + 0.2Yل�كن لدینا تا�ع الطلب  

 . والمطلوب:Y = 1000، و P = 20  ،A = 25حیث 

 أ) حساب المرونة السعر�ة للطلب.

ــ�ة للمنتج البدیل). هل المنتجین قابلین للتبدیل ف�ما  ــعر�ة التقاطع�ة (�النسـ ــاب المرونة السـ ب) حسـ
 بینهما أم متممین أحدهما للآخر؟ 

 رونة الطلب �النس�ة للدخل الإجمالي.ت) حساب م

 الحل:

 �النس�ة للمعط�ات المتوفرة: Qم �حساب نقو 
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Q = 210 – 3(20) + 2(25) + 0.2(1000) = 400 

Q∂نوجد المشتقات الجزئ�ة:   
∂P

= −3        ∂Q
∂A

= 2         ∂Q
∂Y

= 0.2 

EP أ) المرونة السعر�ة للطلب: = P
Q
∂Q
∂P

= 20
400

(−3) = −0.15 

EA ب) المرونة السعر�ة التقاطع�ة (�النس�ة للمنتج البدیل): = P
A
∂Q
∂A

= 25
400

(2) = 0.125 

 �اعت�ارها موج�ة، فالمنتجین قابلین للتبدیل ف�ما بینهما.

EY ت) مرونة الطلب �النس�ة للدخل الإجمالي: = P
Y
∂Q
∂Y

= 1000
400

(0.2) = 0.5 

 الإنتاج المرونة الجزئ�ة لتوا�ع 6-6-1

ة) تتعلق �عدد رأینا ســــا�قاً �عض التطب�قات عن توا�ع الإنتاج، عموماً تا�ع حجم الإنتاج (الكم�ة المًنتج
ــاج  ــا عوامـــل الإنتـ ــال Production Factorsكبیر من العوامـــل نـــدعوهـ ــا رأس المـ ــدمتهـ ــأتي في مقـ ، �ـ

Capital  والید العاملةLabour جم الإنتاج.وتُشكل الجزء الأهم والأكبر في تحدید ح 

 .L :Q = F(K, L)، والعمالة Kل�كن لدینا حجم الإنتاج تا�ع لعاملین: رأس المال 

اســـــــــــتخدام مفهوم المشـــــــــــتق الجزئي لدراســـــــــــة تأثیر �ل من العاملین أو العاملین معاً على حجم ُ�مكن  
 الإنتاج، �ما یلي:

ــ�ة لرأس المال  .1 𝑀𝑀𝑀𝑀𝐾𝐾معدل تغیر �م�ة الإنتاج �النســـ = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

ــغیرة  ، �ما ُ�مكن تقدیر تغیرات صـــ
𝑄𝑄∆في حجم الإنتاج بدلالة التغیر في حجم رأس المال   ≅ 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
∆𝐾𝐾. 

ــ�ة للعمالة معدل  .2 𝑀𝑀𝑀𝑀𝐿𝐿تغیر �م�ة الإنتاج �النســـــ = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

ــغیرة في  ، �ما ُ�مكن نقدیر تغیرات صـــــ
𝑄𝑄∆حجم الإنتاج بدلالة التغیر في حجم العمالة   ≅ 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
∆𝐿𝐿. 

ــ�غة  كما .3 ــتخدام صــ ُ�مكن تقدیر التغیرات الصــــغیرة في حجم الإنتاج إذا تغیر العاملان معاً �اســ
𝑄𝑄∆التقر��ات الصغیرة   ≅ 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐾𝐾
∆𝐾𝐾 + 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
∆𝐿𝐿. 

، �كون لــدینــا تر�ی�ــات متعــددة بین حجمي العمــالــة ورأس المــال Q = Cstمن أجــل حجم إنتــاج ثــابــت 
ــاوي الكم�ـة تُحقق هـذه الكم�ـة، نـدعو المنحن�ـات ال ، Isoquantب�ـان�ـة في هـذه الحـالـة �منحن�ـات متســــــــــــ

المنحني، و�لما �انت   حیث ُ�مثل �ل منحني مســــــــــــــتوى محدد وثابت من حجم الإنتاج في جم�ع نقاط
 ق�مة الكم�ة �بیرة �لما �ان مستوى المنحني أعلى.

معـدل التعو�ض  ومن أجـل حجم إنتـاج ثـابـت أي من أجـل منحني ب�ـاني محـدد، من المفیـد جـداً تقـدیر
dKبین رأس المال والعمالة 

dL
ــتق �المعدل الهامشـــــــــــــي للتعو�ض التقني    Marginal، وندعو هذا المشـــــــــــ
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Rate of Technical Substitution (MRTS) وُ�مكن حســابها �اســتخدام الاشــتقاق الضــمني، ونجد ،
ق الجزئي لتا�ع الإنتاج أنها تســـــــاوي معدل المشـــــــتق الجزئي لتا�ع الإنتاج �النســـــــ�ة للعمالة إلى المشـــــــت

 �النس�ة رأس المال، �ما یلي:

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
𝑀𝑀𝑀𝑀𝐿𝐿
𝑀𝑀𝑀𝑀𝐾𝐾

 

 ، وله الشكل:Cobb_Douglasن حجم الإنتاج المعروف �اسم لنأخذ التا�ع الأكثر انتشاراً ع

Q = AK∝Lβ 
 ثوابت موج�ة. α، βحیث 

MPKنوجد المشتقات الجزئ�ة:  = ∂Q
∂K

=∝ AK∝−1Lβ         MPL = ∂Q
∂L

= βAK∝Lβ−1 

 �ساوي:   MRTSف�كون المعدل الهامشي للتعو�ض التقني 

MRTS =
MPL
MPK

=
βAK∝Lβ−1

∝ AK∝−1Lβ
=
βK
αL

 

أ (ُ�قر  λ، إذا �ـان من أجـل أي عـدد nمن الـدرجـة  Homogeneousنقول عن تـا�ع إنتـاج أنـه متجـانس  
 . وُ�فسر هذا التحو�ل �ما یلي:)λK, λF = (F(K, L) nλLلامبدا) فإن:  

 .n < 1نقول أن تا�ع الإنتاج ُ�ظهر تناقصاً سلم�اً إذا �ان  .1

 .n > 1 نقول أن تا�ع الإنتاج ُ�ظهر تزاید سلم�اً إذا �ان .2

 .n = 1نقول أن تا�ع الإنتاج ُ�ظهر ث�اتاً سلم�اً إذا �ان  .3

 .Cobb-Douglasلتا�ع  MRTSلهامشي للتعو�ض التقني ) المعدل ا16-6مثال (

Qل�كن لدینا التا�ع   = 5K2+3L2:والمطلوب ، 

 .Kولرأس المال  Lأ) حساب المشتقات الجزئ�ة �النس�ة للعمالة 

 .MRTSب) حساب 

 التا�ع متجانس، ومن أ�ة درجة؟ت) هل 

 الحل:

MPKأ) المشتقات الجزئ�ة:  = 10K      وMPL = 6L 
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MRTS�ساوي:  MRTSالمعدل الهامشي للتعو�ض التقني  ب) = MPL
MPK

= 6L
10K

 

كمـا ُ�مكن تقـدیر التغیرات التقر�ب�ـة في حجم الإنتـاج إذا تغیر العـاملان معـاً �ـاســــــــــــــتخـدام صــــــــــــــ�غـة 
𝑄𝑄∆التقر��ات الصغیرة:  ≅ 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝐾𝐾
∆𝐾𝐾 + 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
∆𝐿𝐿 = 10𝐾𝐾∆𝐾𝐾 + 6𝐿𝐿∆𝐿𝐿 

 مضار�ب لاغرانج 6-8

ــار�ب لاغرانج. تقوم فكرة الطر�قة �مكن حل م ــتخدام طر�قة مضــ ــمن قیود محددة �اســ ــألة الأمثل�ة ضــ ســ
على تشــــكیل تا�ع جدید مكون من التا�ع الهدف والقیود، ثم حل جملة معادلات مشــــكلة من المشــــتقات 

 الجزئ�ة لهذا التا�ع.

. نت�ع الخطوات  T(x, y) = Mتحـــت القیود  F(x, y)ا نر�ـــد إ�جـــاد الق�مـــة المثلى للتـــا�ع لنفرض أنن ـــ
 الآت�ة:

 g(x, y, λ) = F(x, y) - λ [T(x, y) – M]  ) نعرف تا�ع جدید �الشكل الآتي:1(

 ) حل جملة المعادلات:2(
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 

 بتا�ع لاغرانج. g(x, y, λ)�مضروب لاغرانج، وندعو التا�ع  λندعو المعامل 

 �استخدام مضار�ب لاغرانج. ) أمثلة تا�ع17-6مثال (

  3xy + 12x  – 2F(x, y) = xالمطلوب إ�جاد الق�م المثلى للتا�ع 

 2x + 3y = 6تحت القید 

 الحل:

 ) نعرف تا�ع لاغرانج �الشكل الآتي:1(

3y]   -2x  -[6  λ+ 3xy +12x  – 2) = xλg(x, y,  

 ) حل جملة المعادلات:2(
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𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 2𝑥𝑥 − 3𝑦𝑦 + 12 − 2λ = 0 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −3𝑥𝑥 − 3λ = 0 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 6 − 2𝑥𝑥 − 3𝑦𝑦 = 0 

 x = -1,  y = 8/3,   λ = 1�حل هذه المعادلات الثلاث، نجد: 

 ) = F(x, y)-(21 – )3-)12+ (8/3)(1- = (1- 3وتكون الق�مة المثلى للتا�ع 

 الر�ح الأمثلي بتطبیق مضار�ب لاغرانج.) 11-6تطبیق (

معظم المواد الأول�ة. لدینا توا�ع التكال�ف الكل�ة والأسـعار   یتشـار�ان A, Bیُنتج أحد المصـانع منتجین  
 كما یلي:

2+ 10Q 2Q1+ Q 1TC = 10Q 
P1 = 50 – Q1 + Q2 

P2 = 30 + 2Q1 – Q2 

ــاعـــة من المنتجین  Q2و  Q1حیـــث  ــة والم�ـ  P1, P2على التوالي. و  Bو  Aهي الكم�ـــات المنتجـ
 . والمطلوب:A, Bأسعار ب�ع �ل من المنتجین 

 قطعة من المنتجین. 15جاد الر�ح الأمثلي في حال تعاقد المصنع على إنتاج و��ع ) إ�1(
 ة.) تقدیر الر�ح الأمثلي في حال ز�ادة الإنتاج �مقدار وحدة واحد 2(

 الحل:

 ) الر�ح الأمثلي1(

 التكال�ف الكل�ة –�ساوي الإیرادات الكل�ة  TPالر�ح الكلي 

ــاوي مجموع الإیرا TRالإیرادات الكل�ة   )، في حال تعاقد TR2( B) وللمنتج A )TR1دات للمنتج  تســــــ
 تساوي: TRقطعة من المنتجین، فإن  15المصنع على إنتاج و��ع 

2Q2+ P 1Q1TR = TR1 + TR2 = P 
 2)Q2Q – 1+ (30 + 2Q 1)Q2+ Q 1Q –TR = (50  

22Q – 2Q1+ 3Q 21Q – 1TR = 50Q 

 TP = TR – TCُ�ص�ح له الشكل:  TP�التالي، فإن تا�ع الر�ح 

)2+ 10Q 2Q1+ Q 1(10Q – )22Q – 2Q1+ 3Q 21Q – 1TP = (50Q 
 22Q - 220Q – 2Q1+ 2Q 21Q – 1TP = 40Q 
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 تحت قید مجموع قطع المنتجین: TPإذاً، یتوجب ال�حث عن أفضل ق�مة لتا�ع الر�ح 

= 15 2+ Q 1M = Q 
 : g(Q1, Q2, λ)نشكل تا�ع لاغرانج 

) 2Q – 1Q –(15 λ) + 22Q - 220Q – 2Q1+ 2Q 21Q – 1) = (40Qλg(Q1, Q2,  

 حل جملة المعادلات المشكلة من التفاضلات الجزئ�ة:
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑄𝑄1

= 40 − 2𝑄𝑄1 + 2𝑄𝑄2 − 𝜆𝜆 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑄𝑄2

= 20 + 2𝑄𝑄1 − 2𝑄𝑄2 − 𝜆𝜆 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 15 − 𝑄𝑄1 − 𝑄𝑄2 = 0 

 Q1 = 10,  Q2 = 5,  λ = 30نجد الحل المشترك لهذه المعادلات:  

 :TP = 475ومنه نجد الق�مة المثلى للر�ح 
= 475 2(5) –+ 2(10)(5) + 20(5)  2(10) –TP = 40(10)  

 ) الر�ح الأمثلي في حال ز�ادة الإنتاج �مقدار وحدة واحدة: 2(

 Q1M=Q+152=بدل الق�مة  16الطر�قة الأولى هي �استبدال مجموع الكم�ات من المنتجین �الق�مة 

قطعــة من المنتجین، لكن هــذه الطر�قــة قــد  16و من أجــل  15�حین من أجــل ثم أخــذ الفرق بین الر 
 نعتمد طر�قة أخرى نوضح من خلالها مفهوم مضروب لاغرانج.تكون طو�لة أو معقدة. لذلك س

 ، فُ�ص�ح تا�ع لاغرانج له الشكل:M�متغیر ول�كن  15لنستبدل الكم�ة المنتجة 

) 2Q – 1Q – M(λ) + 22Q - 220Q – 2Q1+ 2Q 21Q – 1) = (40QM, λg(Q1, Q2,  

 :λفنجد أنه �ساوي  M�النس�ة للمتغیر  gثم نأخذ التفاضل الجزئي للتا�ع 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜆𝜆 

 �مقدار وحدة واحدة. Mمع تغیر  gُ�مثل التغیر في التا�ع  λنلاحظ أن 

 ُ�ختزل بتا�ع الر�ح. gفإن التا�ع   2Q – 1= QMو�ذا تحقق القید 

ــروب لاغرا احد، �التالي نج ُ�مثل التغیر في الق�مة المثلى للتا�ع عند تغیر الكم�ة �مقدار و أي أن مضــــــ
 .1�مقدار  Mوحدة نقد�ة مع ز�ادة الكم�ة  30فإن الر�ح یزداد �مقدار 
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ــتقات وتحلیل ظاهرة  ــادس: المشـــ ــل الســـ ــئلة واخت�ارات الفصـــ أســـ
 الحد�ة  

 True/False ) أسئلة صح / خطأ1

 خطأ صح السؤال   

1 
الزاو�ة التي �صنعها المماس ر مماس المنحني الب�اني لتا�ع عند نقطة ما منه عن ظل ُ�عب

 مع المحور الأفقي. 
  

 Integration.  ندعو عمل�ة ال�حث عن مشتق تا�ع عددي �عمل�ة التكامل  2

   عدد حق�قي هو الصفر.  aحیث  F(x) = aمشتق التا�ع  3

   ساوي مشتق التا�ع مطروحاً منه الثابت.مشتق تا�ع عددي مضروب �عدد ثابت � 4

   تا�ع تا�ع أسي �ساوي حاص جداء الأس �التا�ع �عد إنقاص الأس واحد مشتق  5

   مشتق تا�ع لغار�تم طب�عي �ساوي مشتق ما داخل اللغار�تم مقسوماً على التا�ع 6

   �كون التا�ع متناقصاً إذا �ان مشتقه الأول موج�اً. 7

   �انت إشارة المشتق الثاني موج�ة.عر منحني التا�ع نحو العینات السال�ة، إذا �كون تق 8

   .3هو دوماً ثابت و�ساوي  F(x) = 3 x – 12میل التا�ع  9

  nF'(x) = n.x. )-(1هو  nF(x) = x  مشتق التا�ع  11

   ُ�عبر المشتق الثاني للتا�ع العددي عن تزاید أو تناقص التا�ع.  12

  F'(x) = 0. تُحقق نقاط الاستقرار (سواء �انت أدنى أو أعلى أو انعطاف) المعادلة:   13

14 
مرونة الطلب �النس�ة للسعر هي النس�ة المئو�ة للتغیر في الطلب مقسوماً على النس�ة  

 المئو�ة للتغیر في السعر. 
  

 Elastic .  لطلب مرن إذا �انت مرونة الطلب �النس�ة للسعر أصغر من الواحد، نقول أن ا 15

   مرونة السعر �النس�ة للطلب هي مقلوب مرونة الطلب �النس�ة للسعر. 16

17 
ُ�مكن مقار�ة التغیر الإجمالي في تا�ع متعدد المتغیرات بتقر��ات مقبولة للتغیرات المستقلة في 

 .Small Increments Formulaالمجاهیل 
  

18 
بین رأس المال والعمالة �المشتق  (MRTS)�ض التقني �مكن حساب المعدل الهامشي للتعو 

dKالضمني  
dL

 .F(K, L)لتا�ع الإنتاج   
  
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 Multiple Choicesأسئلة خ�ارات متعددة ) 2
 هو: 4x + 2 – 2F(x) = 3xالمشتق الأول للتا�ع  -1

   F'(x) = -4xب)         F'(x) = 6xأ)  
 خاطئة السا�قةد) جم�ع الأجو�ة        F'(x) = 6x- 4ج) 

 هو: a#0و  a, b ∈ Rحیث  F(x) = ax + bالمشتق الثاني لتا�ع عددي من الدرجة الأولى  -2
   0و�ساوي الصفر ب) دوماً ثابت       aثابت و�ساوي  أ)  دوماً 

 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة     bدوماً ثابت و�ساوي ج) 

 :عل�ه إذا �انمتناقصاً على مجال معرف  F(x)�كون التا�ع  -3
 مشتقه الأول موج�اً أو سال�اً ب)      سال�اً  F'(x))  مشتقه الأول أ

 خاطئة السا�قةد) جم�ع الأجو�ة      موج�اً  F'(x) ج) مشتقه الأول

 هو: a#0و   R ∈a, b, cحیث  bx + c 2F(x) = ax +المشتق الثاني لتا�ع عددي من الدرجة الثان�ة  -4
   bب) دوماً ثابت و�ساوي       cثابت و�ساوي  أ)  دوماً 

 خاطئة السا�قةد) جم�ع الأجو�ة      2aج) دوماً ثابت و�ساوي 

G(x)مشتق مقلوب تا�ع  -5 = 1
F(x)

 :هو 

G′(x)أ)   = 1
𝐹𝐹′(𝑥𝑥)

G′(x)ب)        = F′(x)
F(x)

 

G′(x)ج)  = F′(x)
(F(x))2

 خاطئة السا�قةد) جم�ع الأجو�ة      

 :هو y = Ln(F(x))لغار�تم طب�عي  �عمشتق تا -6

′yأ)   = 𝐹𝐹′(𝑥𝑥)       (بy′ = F′(x)
F(x)

 

′yج)  = 1
F′(x)

 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة      

 :هو F(x) = Cos(x)الجیبي  تا�عالمشتق  -7
F′(x)أ)   = −𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑥𝑥)      (بF′(x) = 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥) 
F′(x)ج)  = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥)     خاطئة السا�قةم�ع الأجو�ة د) ج 

F(x) تا�عالمشتق  -8 = (x)
1
n هو: 

F′(x)أ)   = 1
n

x𝑛𝑛−1       (بF′(x) = 𝑛𝑛 x
1
n 

F′(x)ج)  = 1
n

x
1−n
n      ــا�قـــة د) جم�ع الأجو�ـــة  الســــــــــــــ
 خاطئة

 :هو axF(x) = e تا�عالمشتق  -9
 F'(x) = xب)        axF'(x) = a.eأ)  

 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة      'x(x) = eFج)  
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 :هو 2x 2F(x) = x +  تا�عالثاني للمشتق ال -10
 2x + x'(x) = 'Fب)        '4'F = (x)أ)  

 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة       F''(x) = 2xج)  

 :هو MR(Q)رادات الحد�ة فإن تا�ع الإی 5Q + 100 2TR(Q) = Q + لدینا تا�ع الإیرادات الكل�ة �ما یلي -11
 Q(MR = (2Q 100 +ب)       Q(MR = (TR(Q)أ)  

 خاطئة السا�قة الأجو�ةد) جم�ع      MR(Q) = 2Q + 5 ج)  

 :هو AC(Q)فإن وسطي تكلفة القطعة الواحدة  10Q  - 2TC(Q) = Qلدینا تا�ع التكال�ف الكل�ة �ما یلي -12
 Q(AC = (210Q – 3Qب)        AC(Q) = Q- 10أ)  

 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة      AC(Q) = 2Q +10Qج)  

 :�ما یلي P�النس�ة للسعر  Qتُحسب مرونة الطلب  -13

Eأ)   = dQ
dP

Eب)          = P
Q

. dQ
dP

 

Eج)  = 1
P

. dQ
dP

 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة       

 MRوالإیرادات الهامش�ة   Eقة بین المرونة على الطلب  ، فإن العلاTR(Q) = P.Qل�كن لدینا تا�ع الإیرادات   -14
 :لها الشكل الآتي

MRأ)   = P �1 + 1
E
MRب)       � = (1 + E) 

MRج)  = �1 + 1
E
 خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة      �

 :تُحسب �ما یلي Eفإن مرونة الطلب �النس�ة للسعر  P#bحیث  P = aQ + bلدینا تا�ع الطلب من الشكل  -15

Eأ)   = P
P−b

Eب)         = P
Q

 

Eج)  = −𝑏𝑏       خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة 

 :هو x�النس�ة للمجهول  y 2F(x,y) = 2x +2تا�ع المشتق الجزئي لل -16

𝐹𝐹∂أ)  
∂𝑥𝑥

= 2y        (ب∂𝐹𝐹
∂𝑥𝑥

= 4x 

𝐹𝐹∂ج) 
∂𝑥𝑥

= 2x + 2y       خاطئة السا�قة د) جم�ع الأجو�ة 

,𝐹𝐹(𝑥𝑥تا�ع المشتق الجزئي لل -17 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥2

𝑦𝑦
+ 𝑥𝑥   النس�ة للمجهول�y هو: 

𝐹𝐹∂أ)  
∂𝑦𝑦

= 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥        (ب∂𝐹𝐹
∂𝑦𝑦

= −𝑥𝑥2

𝑦𝑦2
 

𝐹𝐹∂ج) 
∂𝑦𝑦

= −𝑥𝑥2

𝑦𝑦2
+ 𝑥𝑥       د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة 

 

 للمناقشةقضا�ا  \مسائل ) 3

 ) التكلفة الهامش�ة ووسطي التكلفة.1-6السؤال (
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𝐴𝐴𝐴𝐴لها الشكل الآتي:  Average Cost ع أن وسطي تكلفة إنتاج القطعة الواحدةقدر أحد المصان = 200
𝑄𝑄

+ 10 

 والمطلوب:
 .Total Cost) إ�جاد ص�غة تا�ع التكال�ف الكل�ة 1
 .Marginal Cost) إ�جاد ص�غة تا�ع التكال�ف الهامش�ة 2
 لمصنع إنتاج الكم�ات الآت�ة:في حال قرر ا MCوالتكلفة الهامش�ة  AC) ما ق�مة التكلفة الوسط�ة 3

Q = 10    ،Q = 100    ،Q = 1000 
ــنع إنت4 ــط�ة  Qاج �م�ات �بیرة جداً أي عندما ) في حال قرر المصـ تنتهي إلى اللانها�ة، ما تقدیرك لق�مة التكلفة الوسـ

 والتكلفة الهامش�ة، ماذا تستنتج؟ 

 )3-6. الفقرة ثم اشتقاق التا�ع ة،الكم� xتا�ع التكال�ف الكل�ة = الوسطي (توجیهات للإجا�ة: 

 .یرادات الكل�ة والهامش�ة) الإ2-6السؤال (
𝑃𝑃له الشكل الآتي:   إدارة الشر�ة أن تا�ع الطلب على أحد منتجاتهاتُقدر  = 500 − �𝑄𝑄 
 سعر الب�ع. والمطلوب: Pالكم�ة الم�اعة، و  Qحیث 

 .Total Revenue) إ�جاد ص�غة تا�ع الإیرادات الكل�ة 1

 .Marginal Revenue�جاد ص�غة تا�ع الإیرادات الهامش�ة ) إ2

للقطعة الواحدة، في حال قرر المصــــــــنع إنتاج الكم�ات  MRوالإیراد الهامشــــــــي  AR) ما ق�مة الإیراد الوســــــــطي 3
 ماذا تستنتج؟    Q = 100    ،Q = 400    ،Q = 900الآت�ة: 

 )3-6. الفقرة ثم اشتقاق التا�ع لكم�ة،ا  xتا�ع الإیرادات الكل�ة = السعر (توجیهات للإجا�ة: 

 .علاقة بین الإیرادات الهامش�ة ومرونة الطلب �النس�ة للسعرال) 3-6السؤال (
 سعر الب�ع. Pالكم�ة الم�اعة، و  Q، حیث TR = P.Q، وتا�ع الإیرادات الكل�ة P = F(Q)ل�كن لدینا تا�ع الطلب 

𝐸𝐸لطلب �النس�ة للسعر  والمطلوب: إ�جاد ص�غة العلاقة بین تا�ع مرونة ا = 𝑃𝑃
𝑄𝑄

x 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 .MRوالإیرادات الهامش�ة  

 )5-6. الفقرة اشتقاق تا�ع الإیرادات الكل�ة ثم تحو�لات على الص�غة لنحصل على العلاقة(توجیهات للإجا�ة: 

 .MRTSالمعدل الهامش للتعو�ض التقني ) 4-6السؤال (
𝑄𝑄له الشكل كن لدینا تا�ع إنتاج ل� =  𝐾𝐾2 + 2𝐿𝐿2   حیثQ  الكم�ة المنتجة، وL  حجم العمالة، وk .رأس المال 

 والمطلوب:

𝑀𝑀𝑀𝑀𝐾𝐾 ) إ�جاد ص�غ التوا�ع الهامش�ة 1 = ∂Q
∂K

𝑀𝑀𝑀𝑀𝐿𝐿و    = ∂Q
∂L

 . 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀) برهن صحة الص�غة  2 = 2L
K

. 

𝐾𝐾 ) برهن صحة الص�غة 3 ∂Q
∂K

+ 𝐿𝐿 ∂Q
∂L

= 2𝑄𝑄 . 
 ) 1-6-6. الفقرة ئي للتا�ع، ثم تحو�لات للحصول على الص�غاشتقاق جز (توجیهات للإجا�ة: 

 .تعظ�م الر�ح لمنتجین في حالة احتكار) 5-6السؤال (
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 �ما یلي: B, QAQ، حیث أسعار المنتجین مرت�طة �الكم�ات المنتجة A, Bتُنتج شر�ة محتكرة لسوق منتجین 
 B  :B3Q -= 95  BPسعر المنتج الثاني   A  :AQ -= 50  APسعر المنتج الأول 

𝑇𝑇𝑇𝑇ولدیها تا�ع التكال�ف الكل�ة للمنتجین معاً من الشكل:   = 𝑄𝑄𝐴𝐴2 + 3𝑄𝑄𝐴𝐴𝑄𝑄𝐵𝐵 + 𝑄𝑄𝐵𝐵2 
 والمطلوب:

 له الشكل: للشر�ة TP) برهن أن تا�ع الأر�اح الكل�ة 1

𝑇𝑇𝑇𝑇 = 50𝑄𝑄𝐴𝐴 − 2𝑄𝑄𝐴𝐴2 − 95𝑄𝑄𝐵𝐵 + 4𝑄𝑄𝐵𝐵2 − 3𝑄𝑄𝐴𝐴𝑄𝑄𝐵𝐵 

 ) أوجد المشتقات الجزئ�ة:2

𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴 = ∂TP
∂Q𝐴𝐴

  ،   𝑇𝑇𝑇𝑇𝐵𝐵 = ∂TP
∂Q𝐵𝐵

 ،   𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∂2TP
∂2Q𝐴𝐴

 ،   𝑇𝑇𝑇𝑇𝐵𝐵𝐵𝐵 = ∂2TP
∂2Q𝐵𝐵

   ،𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∂2TP
𝜕𝜕Q𝐴𝐴𝜕𝜕Q𝐵𝐵

 

 ).مثلالتي تجعل الر�ح أكبر ما ُ�مكن (الحل الأ B, QAQ) �استخدام المشتقات الجزئ�ة، أوجد ق�م 3

 الموافقة لكم�ات الحل الأمثل المحسو�ة أعلاه.) أوجد ق�م الأسعار 4
 )7-6. الفقرة استخدام مضار�ب لاغراغاشتقاقات جزئ�ة للتا�ع، (توجیهات للإجا�ة: 
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  الفصل السا�ع: التكاملات الر�اض�ة وتطب�قاتهاالفصل السا�ع: التكاملات الر�اض�ة وتطب�قاتها

 
  Integration and its Applicationsالتكاملات الر�اض�ة وتطب�قاتها عنوان الموضوع: 

 كلمات مفتاح�ة:

، Indefinte Integration، التكامل غیر المحدود  Integral Function، التا�ع الأصــــــــــــــلي Integrationعمل�ة التكامل 
التوا�ع الأصل�ة للتكال�ف، الإیرادات،   ،Limits of Integration، حدود التكامل  definte Integrationالتكامل المحدود  

ــتهلك ، Integral Function of Costs, Revenue, Profitالأر�اح  فائض المُنتِج ،  Consumer's Surplusفائض المســـــــ
Producer's Surplus ،تدفقات استثمار�ة  تراكمActualization of Investment Flows. 

 :الفصل ملخص
الاقتصـاد�ة، إذ لا �مكن الفصـل العمل�ة المعاكسـة لعمل�ة التفاضـل أي عمل�ة التكامل وتطب�قاتها یتناول هذا الفصـل  

ــیتم التعر�ف �مفاه�م التكامل المحدود وغیر المحدود، وأهم قواعد عمل�ة التكامل  ــل والتكامل. ســ بین عملیتي التفاضــ
ة والتي نجد تطب�قاتها في العلوم الاقتصــــــــاد�ة لإ�جاد التوا�ع الأصــــــــل�ة، �ما ســــــــیتم التذ�یر �أهم التكاملات الشــــــــهیر 

جد عدداً لا�أس �ه من التطب�قات الم�اشــرة والتي رأینا غالبیتها في الفصــل الســابق أثناء الحدیث والر�اضــ�ة، �ما ســن
 عن التفاضـل والمشـتقات، وفي مقدمة هذه التطب�قات إ�جاد التوا�ع الأصـل�ة للتكال�ف والإیرادات والأر�اح الهامشـ�ة،

لق�مة الحال�ة الصــاف�ة أو الق�مة المســتقبل�ة أو و�ذلك في إ�جاد مجموع ســلســلة من التدفقات المال�ة ســواء �حســاب ا
 . حساب معدل التراكم أو العمر الاقتصادي لاستثمار ما

 هداف التعل�م�ة:الأمخرجات و ال
 �فهم أساس�ات التكامل و�ر�طها �مفاه�م التفاضل.  .1
 قواعد التكامل لإ�جاد التوا�ع الأصل�ة. یتمكن من تطبیق  .2

 .ة والتكاملات المحدودةُ�میز بین التكاملات غیر المحدود .3
 ...).فائض المستهلك والمنتجیوجد التوا�ع الأصل�ة ل�عض التوا�ع الاقتصاد�ة الهامش�ة (التكال�ف، الأر�اح،  .4

 لسلة من التدفقات المال�ة. یوجد الق�مة الحال�ة الصاف�ة أو المستقبل�ة أو غیرها من متغیرات س .5

 مخطط الفصل:
   .Indefinte Integrationالتكاملات غیر المحدودة  7-1
 .Definte Integrationالتكاملات المحدودة  7-2
 .Analysis of some Economic Functions تحلیل �عض الظواهر الاقتصاد�ة 7-3
  .Actualization of Investment Flows تراكم سلسلة من التدفقات الاستثمار�ة 7-4
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 المحدودة التكاملات غیر  7-1

ــل، مثلاً ُ�مكن تخمین أن تكامل التا�ع    التكامل هو العمل�ة ــ�ة لعمل�ة التفاضـــــــــ هو  f(x) = 2xالعكســـــــــ
. لكن هذه عمل�ة التخمین هذه تُصـ�ح شـ�ه 2xهو   2x، حیث �مكن التأكد أن مشـتق  2F(x) = xالتا�ع  

 ید شكل التا�ع، لذلك لا بد من اللجوء إلى قواعد محددة لإ�جاد التا�ع الأصلي.مستحیلة مع تعق

 ، وُ�كتب �الشكل:f(x)للتا�ع  Integral�أنه التا�ع الأصلي  F(x)، فإننا ندعو F'(x) = f(x)إذا �ان 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝐹𝐹(𝑥𝑥)مثلاً  = ∫ 5𝑥𝑥4𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥5   ــتبدال الأمثال ــافة واحد إلى الأس واســ ، 1�الق�مة   5تبدو و�أنها إضــ
. لكن أ�ضــــاً مشــــتق التا�ع 4f(x) = 5xتســــاوي    ، فنجد أنها5F(x) = xللتأكد من العمل�ة نعید اشــــتقاق  

+ 3 5F(x) = x   4هوf(x) = 5x و�ذلك أي تا�ع من الشـــــــكل ،+ c 5F(x) = x   حیثc  هو ثابت له
 ثابت التكامل: cندعو الثابت ، 4f(x) = 5xالمشتق 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑐𝑐 

والتقســ�م على الأس  nلى الأس إ 1�إضــافة   nf(x) = xإذاً ُ�مكن حســاب تكامل تا�ع أســي من الشــكل 
 ، �الشكل:n+1الناتج 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �𝑥𝑥𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1

1 + 𝑛𝑛
𝑥𝑥𝑛𝑛+1 + 𝑐𝑐 

حیث لا  n = -1سواء �انت موج�ة أو سال�ة، �استثناء   nهذه الص�غة صالحة من أجل أ�ة ق�مة لـــــــــــــــ 
𝑓𝑓(𝑥𝑥)�مكن التقســـــ�م على الصـــــفر، أي لا تصـــــلح هذه الصـــــ�غة لإ�جاد تكامل   = 1
𝑥𝑥

ــا�قاً أن .  رأ ینا ســـ
𝐹𝐹′(𝑥𝑥)هو  F(x) = ln(x)مشتق التا�ع اللغار�تمي  = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1

𝑥𝑥
. 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �
1
𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = ln (𝑥𝑥) + 𝑐𝑐 

𝐹𝐹(𝑥𝑥)لنر حال�اً تكامل التا�ع  = ∫ 𝑒𝑒𝑚𝑚𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑  عمل�ة معاكسة للاشتقاق، أي �التقس�م على أمثال�x: 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �𝑒𝑒𝑚𝑚𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1
𝑚𝑚
𝑒𝑒𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑐𝑐 

 ) أمثلة عن تكامل �عض التوا�ع:1-7ال (مث

)1    (∫ 1𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 

)2    (∫ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1
2
𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐 
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)3     (∫ 𝑥𝑥4𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1
5
𝑥𝑥5 + 𝑐𝑐 

)4   (∫√𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫𝑥𝑥
1
2 = 1

3/2
𝑥𝑥3/2 + 𝑐𝑐 

)5   (∫ 𝑒𝑒3𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1
3
𝑒𝑒3𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 

)6   (∫ 1
𝑥𝑥3
𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫𝑥𝑥−3 = 1

−2
𝑥𝑥−2 + 𝑐𝑐 = − 1

2𝑥𝑥2
+ 𝑐𝑐 

 قواعد التكامل: أهم

 �ساوي الثابت مضرو�اً بتكامل التا�ع: aمضرو�اً بثابت  f(x)) تكامل تا�ع 1(

�𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑎𝑎�𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 

 �ساوي مجموع/طرح التكاملین: f(x), g(x)) تكامل مجموع/طرح تا�عین 2(

�[𝑓𝑓(𝑥𝑥) ± 𝑔𝑔(𝑥𝑥)]𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 ± �𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 

∫): f(x)هو التا�ع نفسه  f(x)) تكامل مشتق 3( 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑)′ = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

∫) تكامل جداء التا�ع �مشتقه �ساوي نصف مر�ع التا�ع: 4( 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑓𝑓′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1
2
𝑓𝑓2(𝑥𝑥) 

∫) تكامل قسمة مشتق التا�ع على التا�ع نفسه: 5( 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑙𝑙𝑛𝑛|𝑓𝑓(𝑥𝑥)| + 𝑐𝑐 

∫فإن    x=u(t)) قاعدة التعو�ض، ل�كن 6( 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑓𝑓�𝑢𝑢(𝑡𝑡)�.𝑢𝑢′(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑   

ــة، ل�كن 7( ــالتجزئـــ ــامـــــل �ـــ ــإن:  u(x), v(x)) التكـــ ــاق، فـــ ــابلین للاشــــــــــــــتقـــ ــا�عین قـــ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢∫تـــ =
𝑢𝑢. 𝑣𝑣 − ∫𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 

 :التكاملات الشهیرة�عض 

)1   (∫ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 

)2   (∫ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1
2
𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐 

)3   (∫ 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1
𝑛𝑛+1

𝑥𝑥𝑛𝑛+1 + 𝑐𝑐   حیثn # -1 

)4   (∫(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1
𝑎𝑎(𝑛𝑛+1)

(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛+1 + 𝑐𝑐   حیثn # -1 
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)5   (∫ 1
𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑙𝑙𝑙𝑙|𝑥𝑥| + 𝑐𝑐 

)6   (∫ 1
𝑎𝑎𝑎𝑎+𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1
𝑎𝑎
𝑙𝑙𝑙𝑙|𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏| + 𝑐𝑐 

)7   (∫√𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2
3𝑎𝑎

(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)3/2 + 𝑐𝑐 

)8   (∫ 1
√𝑎𝑎𝑎𝑎+𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2
𝑎𝑎
√𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 

)9   (∫ 𝑥𝑥
√𝑎𝑎𝑎𝑎+𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2(𝑎𝑎𝑎𝑎−2𝑏𝑏)
3𝑎𝑎2

√𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 

)10   (∫ sin 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = − cos 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 

)11   (∫ cos 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = sin 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 

)12   (∫ sin2 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥
2
− sin2𝑥𝑥

4
+ 𝑐𝑐 

)13   (∫ cos2 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥
2

+ sin 2𝑥𝑥
4

+ 𝑐𝑐 

)14   (∫ tan 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = − ln|cos 𝑥𝑥| + 𝑐𝑐 

)15   (∫ sin 𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = −1
4

cos 2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 

)16   (∫ 𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1
𝑎𝑎
𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 

)17   (∫ 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑎𝑎𝑥𝑥

ln (𝑎𝑎)
+ 𝑐𝑐 

)18   (∫ ln 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥 ln 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 

)19   (∫ 1
x ln𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑑𝑑 = ln|ln 𝑥𝑥| + 𝑐𝑐 

)20   (∫ 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑒𝑒𝑚𝑚𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1
𝑚𝑚
𝑥𝑥𝑛𝑛𝑒𝑒𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑛𝑛

𝑚𝑚
∫𝑥𝑥𝑛𝑛−1𝑒𝑒𝑚𝑚𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑 

 ) �عض التكاملات.2-7مثال (

∫) تكامل التا�ع 1( 𝑥𝑥2𝑒𝑒−𝑥𝑥3𝑑𝑑𝑑𝑑 
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، ُ�مكن أن نخمن صــــــ�غة -3�غض النظر عن ق�مة الثابت   2xهو    –3xنلاحظ أن تفاضــــــل التا�ع  
𝐹𝐹(𝑥𝑥)أولى للتـا�ع   = 𝑒𝑒−3𝑥𝑥  حیـث تفـاضــــــــــــــل هـذا التـا�ع𝐹𝐹′(𝑥𝑥) = −3𝑥𝑥2𝑒𝑒−3𝑥𝑥  نلاحظ أن هـذه ،

 :3-على  F(x)، فنقسم 3-هي نفس الص�غة المطلوب إ�جاد تكاملها مضر�ةً بـ  F'(x)الص�غة 

�𝑥𝑥2𝑒𝑒−𝑥𝑥3𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
1
3
𝑒𝑒−𝑥𝑥3 + 𝑐𝑐 

)2   (∫ 𝑥𝑥
(1+4𝑥𝑥2)3

𝑑𝑑𝑑𝑑 

و�شـــا�ه ال�ســـط في الكســـر، وذلك �غض النظر عن  8xهو   4x+1)2(تفاضـــل ما داخل القوس 
ولنخمن صـــــــ�غة أولى   4x+1)2(-3ق�م الثوابت حیث نعدلها حســـــــب الحاجة، لنر�ز على الجزء 

 ف�كون تفاضل هذا التا�ع: = 4x F(x)+1)2(-2للتا�ع الأصلي بز�ادة الأس �مقدار واحد: 

𝐹𝐹′(𝑥𝑥) = (−2) ∗ (8𝑥𝑥)(1 + 4𝑥𝑥2)−3 =
−16𝑥𝑥

(1 + 4𝑥𝑥2)−3 

، إذاً �كفي أن 16-وهو �ما نلاحظ نفس شـــكل التا�ع المطلوب إ�جاد تكامله مضـــرو�اً �المقدار  
 فنحصل على التكامل: 16نقسمه على 

�
𝑥𝑥

(1 + 4𝑥𝑥2)3 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
−1

16(1 + 4𝑥𝑥2)3 + 𝑐𝑐 

∫) تكامل التا�ع 3( �3𝑥𝑥2 + 2𝑒𝑒−𝑥𝑥 + 4
2𝑥𝑥2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑 

��3𝑥𝑥2 + 2𝑒𝑒−𝑥𝑥 +
4

2𝑥𝑥2
� 𝑑𝑑𝑑𝑑 = �3𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑 + �2𝑒𝑒−𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 + �

4
2𝑥𝑥2

𝑑𝑑𝑑𝑑 

� 3𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 2𝑒𝑒−𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 + �
4

2𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥3 + 

 لأر�اح الكل�ة.) توا�ع التكال�ف وا1-7تطبیق (

 لإحدى الشر�ات �ما یلي: MC (Marginal Cost)ل�كن تا�ع التكال�ف الهامش�ة 

+ x + 8 2MC = 3 x 

 له الشكل الآتي: MR (Marginal Revenue)وتا�ع الإیرادات الهامش�ة 

MR = 20 – 7x 

 حجم الإنتاج. والمطلوب:  xحیث 

 . 200ي حال �انت التكال�ف الثابتة تساوي  ف TC (Total Cos)) إ�جاد تا�ع التكال�ف الكل�ة  1(

 .TR (Total Revenue)) إ�جاد تا�ع الإیرادات الكل�ة 2(
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 .P(x)) إ�جاد تا�ع الطلب 3(

 .TP (Total Profit)) إ�جاد تا�ع الأر�اح الكل�ة 4(

 الحل:

 :MCهو تكامل تا�ع التكال�ف الحد�ة  TC (Total Cost)) تا�ع التكال�ف الكل�ة 1(

𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥) = �𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑 =  �(3𝑥𝑥2  + x +  8) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥3 +
1
2
𝑥𝑥2 + 8𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 

 x=0وهي مسـتقلة عن الكم�ة المنتجة، لذلك ُ�مكن أخذ   200حیث أن التكال�ف الثابتة تسـاوي  
 ع التكال�ف الكل�ة له الشكل:، ف�ص�ح تا�200�ساوي  cفنجد أن ثابت التكامل 

𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 +
1
2
𝑥𝑥2 + 8𝑥𝑥 + 200 

 :MRهو تكامل الإیرادات الحد�ة  TR (Total Revenue)) تا�ع الإیرادات الكل�ة 2(

𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥) = �𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑 =  �(20 −  7x) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 20𝑥𝑥 −
7
2
𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐 

ا لا ، ف�مكن القبول أنه عندمcحیث أنه لا تتوفر لدینا معلومات إضاف�ة لحساب ثابت التكامل 
ن و�التالي ُ�مكن TR(x=0)=0، فإن الإیرادات تســاوي الصــفر x=0أي تب�ع الشــر�ة أ�ة قطعة  

 استنتاج ق�مة منطق�ة لثابت التكامل:

𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥 = 0) = 20(0) −
7
2

(0)2 + 𝑐𝑐 = 0 

 ، �التالي ُ�ص�ح الشكل النهائي لتا�ع الإیرادات:c=0مما �عطي 

𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 20𝑥𝑥 −
7
2
𝑥𝑥2 

، TR(x) = x.P(x)دات تســـاوي الكم�ة مضـــرو�ة �الســـعر الإیرا: نعلم أن P(x)) إ�جاد تا�ع الطلب 3(
 P(x) = TR(x)/xولدینا ص�غة تا�ع الإیرادات، �التالي ُ�ص�ح تا�ع الطلب: 

𝑃𝑃(𝑥𝑥) =
𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

=
20𝑥𝑥 − 7

2 𝑥𝑥
2

𝑥𝑥
= 20 −

7
2
𝑥𝑥 

رادات نعلم أن الأر�ـاح الكل�ـة تســـــــــــــــاوي الفرق بین الإی :TP (Total Profit)) تـا�ع الأر�ـاح الكل�ـة 4(
 TP = TR – TCالكل�ة والتكال�ف الكل�ة: 

𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥) − 𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥) = �20𝑥𝑥 −
7
2
𝑥𝑥2� − �𝑥𝑥3 +

1
2
𝑥𝑥2 + 8𝑥𝑥 + 200� 

𝑇𝑇𝑇𝑇(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥3 − 4𝑥𝑥2 + 12𝑥𝑥 − 200 
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 نلاحظ من دراسة الخطوط الب�ان�ة لهذه الحالة أن الأر�اح دوماً سال�ة، أي الشر�ة في خسارة دائمة:

 
 ) توا�ع الأر�اح والتكال�ف والإیرادات الكل�ة (تكامل التوا�ع الهامش�ة)1-7الشكل (

 .عدد منافذ الب�ع في سلسلة متاجر للب�ع �التجزئة) 2-7تطبیق (

 تُقدر إدارة إحدى شر�ات الب�ع �التجزئة أن عدد منافذ الب�ع یتطور �معدل شهري على النحو الآتي: 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
2
√𝑡𝑡

 

منافذ، فما هو عدد المنافذ  3عدد الأشـــهر. ولدى الشـــر�ة في بدا�ة عملها   tنافذ و عدد الم nحیث 
 شهر؟ 16الكل�ة �عد 

 الحل:

 هو تكامل معدل هذا العدد �النس�ة للزمن (الأشهر): nعدد المنافذ الكل�ة 

𝑛𝑛 = �
2
√𝑡𝑡

= 2�
1
√𝑡𝑡

= 2�𝑡𝑡−
1
2 = (2)(2)𝑡𝑡−

1
2+1 = 4√𝑡𝑡 + 𝑐𝑐 

 ، ف�مكن حساب ثابت التكامل:3�ساوي   n=0عدد المنافذ في بدء عمل الشر�ة أي عندما  حیث أن  

3 = 4√0 + 𝑐𝑐   مما �عطي أن ثابت التكامل �ساويc=3. 

 منفذاً للب�ع �ما یلي: 19�ساوي  n=16شهر أي  16�التالي، �كون عدد المنافذ �عد 

𝑛𝑛 = 4√16 + 3 = 16 + 3 = 19 
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 المحدودةالتكاملات  7-2

ب�قات التي نحتاج للتكاملات هو إ�جاد المســـاحات المحصـــورة �مجموعة من القیود، وهي طأحد أهم الت
ــل  ــاد هو ال�حــث عن أفضـــــــــــــ ــاد�ــة المتكررة �ــاعت�ــار أن أهم أهــداف الاقتصـــــــــــــ من الظواهر الاقتصـــــــــــــ

 الخ�ارات/الحلول ضمن مجموعة من القیود على الموارد الاقتصاد�ة.

و  x=4، بین الق�متین  f(x) = 5xاحة المحصــورة للتا�ع  س ــلنأخذ مثالاً توضــ�ح�اً عن ��ف�ة حســاب الم
x=8) فرق بین مساحتي 2-7، �مكن حساب هذه المساحة في هذه الحالة الخاصة �ما یبین الشكل� (

ــكال oadو   obcالمثلثین   ــاس الأشـــــ ــا�ات على أســـــ ــكالاً معقدة تبدو الحســـــ ، لكن عندما �كون لدینا أشـــــ
حیلة. لذلك نلجأ إلى حســــــابها حســــــابها �اســــــتخدام تكامل التا�ع تالهندســــــ�ة أكثر تعقیداً إن لم تكن مســ ــــ

f(x) حیث تحسب �فرق بین ق�م التا�ع الأصلي بین الق�متین المذ�ورتین ،x=8  وx=4: 

f(x)=5x :𝐹𝐹(𝑥𝑥)تكامل التا�ع  = ∫ 5𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 5
2
𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐 

x=8  :𝐹𝐹(𝑥𝑥عند  F(x)ق�مة التا�ع الأصلي  = 8) = 5
2

(8)2 + 𝑐𝑐 = 160 + 𝑐𝑐 

x=4  :𝐹𝐹(𝑥𝑥عند  F(x)�مة التا�ع الأصلي ق = 4) = 5
2

(4)2 + 𝑐𝑐 = 40 + 𝑐𝑐 

ــاحة  ــتق�مین   (abcd)فتكون المسـ ــورة بین الخط الب�اني للتا�ع والمسـ هي فرق  x=8و   x=4المحصـ
 الق�متین ونكتبها على النحو الآتي:

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 =
8

4
𝐹𝐹(𝑥𝑥 = 8) − 𝐹𝐹(𝑥𝑥 = 4) = (160 + 𝑐𝑐) − (40 + 𝑐𝑐) = 120 

 

 

 

 

 

 

 

 المساحة المحصورة بین ق�متین )2-7الشكل (

 �ما یلي: f(x)، للتا�ع a>bحیث  x=bو  x=a�شكل عام، نكتب التكامل المحدد بین ق�متین 

 

x 

f(x) 

b 

c 

a 

d 
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� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
= 𝐹𝐹(𝑏𝑏) − 𝐹𝐹(𝑎𝑎) = [𝐹𝐹(𝑥𝑥)]𝑎𝑎𝑏𝑏 

 .Limits of Integration�حدود التكامل  bو  aندعو الق�متین 

 �ونه سُ�حذف خلال عمل�ة الفرق. cثابت التكامل نلاحظ أنه من غیر الضروري ال�حث عن ق�مة 

 ) �عض الأمثلة عن التكاملات المحددة.3-7مثال (

∫) ق�مة التكامل المحدد:  1( 5𝑑𝑑𝑑𝑑8
4 

𝐹𝐹(𝑥𝑥)نوجد ص�غة التكامل غیر المحدد:  = ∫ 5𝑑𝑑𝑑𝑑 = 5𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 

 كامل:عند نهایتي الت F(x)نوجد الفرق بین ق�م التا�ع 

𝐹𝐹(8) − 𝐹𝐹(4) = [5(8) + 𝑐𝑐] − [5(4) + 𝑐𝑐] = 40 − 20 = 20 

∫) ق�مة التكامل المحدد:  2( (𝑥𝑥 + 4)𝑑𝑑𝑑𝑑4
0 

𝐹𝐹(𝑥𝑥)نوجد ص�غة التكامل غیر المحدد:  = ∫(𝑥𝑥 + 4)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1
2
𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 

 عند نهایتي التكامل: F(x)نوجد الفرق بین ق�م التا�ع 

𝐹𝐹(4) − 𝐹𝐹(0) = �
1
2

(4)2 + 4(4) + 𝑐𝑐� − �
1
2

(0)2 + 4(0) + 𝑐𝑐� = 24 − 0 = 24 

∫ة التكامل المحدد:  ) ق�م3( 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑1
0 

𝐹𝐹(𝑥𝑥)نوجد ص�غة التكامل غیر المحدد:  = ∫ 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 

 عند نهایتي التكامل: F(x)نوجد الفرق بین ق�م التا�ع 

𝐹𝐹(1) − 𝐹𝐹(0) = [𝑒𝑒1 + 𝑐𝑐] − [𝑒𝑒0 + 𝑐𝑐] = 𝑒𝑒 − 1 

 النفط. استخراج) 3-7تطبیق (

 أحد الحقول المكتشفة حدیثاً، �معدل سنوي من الشكل:بدأت إحدى الشر�ات �استخراج النفط من 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 30𝑡𝑡2 − 4𝑡𝑡3 

 .t=0: رقم السنة بدءاً من اللحظة t: عدد البرامیل �الآلاف المستخرجة سنو�اً، Nحیث 

 والمطلوب: حساب عدد البرامیل المستخرجة خلال السنوات الخمسة الأولى.

 الحل:
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اس ل الســنوات الخمســة الأولى هو مجموع البرامیل المســتخرجة على أس ــعدد البرامیل المســتخرجة خلا
 مستمر خلال السنوات الخمسة، أي هو تكامل التا�ع أعلاه:

𝑁𝑁 = �
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

5

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � (30𝑡𝑡2 − 4𝑡𝑡3)𝑑𝑑𝑑𝑑

5

0
 

30𝑡𝑡2تكامل التا�ع  − 4𝑡𝑡3 :هو 

𝑁𝑁 = �(30𝑡𝑡2 − 4𝑡𝑡3)𝑑𝑑𝑑𝑑 =
30
3
𝑡𝑡3 −

4
4
𝑡𝑡4 + 𝑐𝑐 = 10𝑡𝑡3 − 𝑡𝑡4 + 𝑐𝑐 

 ألف برمیل: 625خلال السنة الخمسة �ساوي  Nف�كون عدد البرامیل 

𝑁𝑁 = [10𝑡𝑡3 − 𝑡𝑡4]05 = [10(5)3 − (5)4] − [0] = 625 

 د�ةتحلیل �عض الظواهر الاقتصا 7-3

 فائض المستهلك   7-3-1

 .Pئها �السعر الكم�ة المستعد المستهلك شرا xحیث  P = f(x)ل�كن لدینا تا�ع الطلب 

 .0P=pفإن السعر �ساوي  0x=xعند الكم�ة 

 .OABC، وهي تساوي مساحة المستطیل p0(x.0(عند هذه الق�م، فإن المستهلك یُنفق ما مقداره 

0p   0هو آخر سعر مستعد المستهلك دفعه من أجل آخر وحدةx   جري شرائها، ومن الصفر حتى هذه�
 CBDحســـب تا�ع الطلب. تُمثل المســـاحة   0pعر أعلى من ، فإن المســـتهلك مســـتعد لدفع س ـــ0xالكم�ة 

ــعر المحدد بـــــــــــــــــ  منفع ــتهلك من دفع السـ ــتهلك 0pة المسـ ــاحة �فائض المسـ CS ، وندعو ق�مة هذه المسـ

(Consumer's Surplus) :وتُحسب �ما یلي ، 
CS  مساحة =CBD  مساحة =OABD –  مساحةOABC 

 Pتكامل تا�ع الطلب  OABDتمثل المســاحة   . في حین0p 0(x(ل�ســت إلا الجداء  OABCالمســاحة 
0x=x :𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂و  x=0بین الق�متین  = ∫ 𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥0

0 

CS :𝐶𝐶𝐶𝐶و�التالي، نجد فائض المستهلك  = ∫ 𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥0
0 − 𝑥𝑥0𝑝𝑝0 

 

 ) تمثیل فائض المستهلك ب�ان�اً 3-7الشكل (

 x 

P 

O 
0x 

B 

A 

C 

D 

الخط الب�اني 
 لتا�ع الطلب

0p 
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 .حساب فائض المستهلك) 4-7تطبیق (

 عدد القطع. x، حیث P = 60 – 4xعلى منتج ما من الشكل: ل�كن لدینا تا�ع الطلب 

 ؟0x 6 =عند الكم�ة  CSما ق�مة فائض المستهلك 

 الحل:

 0p  60 =– 36 = 6*4�ساوي:  60x=السعر عند الكم�ة 

P  :∫(60تكامل التا�ع  − 50𝑥𝑥) = 60𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐 

 ي: �ما یل 72اوي �س 0x، نجد فائض المستهلك عند الكم�ة CSمن ص�غة 

𝐶𝐶𝐶𝐶 = � 𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥0

0
− 𝑥𝑥0𝑝𝑝0 

𝐶𝐶𝐶𝐶 = � (60 − 4𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑
6

0
− 6x36 = [60x6 − 2(6)2] − [60x0 − 2(0)2] − 216 = 72 

   المُنتِجفائض  7-3-2

 .Pتمثل الكم�ة المستعد ب�عها المُنتِج �السعر  xحیث  P = f(x)ل�كن لدینا تا�ع العرض 

 .0P = pفإن السعر �ساوي  0x = xعند الكم�ة 

 .OABC، وهي تساوي مساحة المستطیل 0p 0(x(ند هذه الق�م، فإن المُنتج �حقق إیراداً مقداره ع

0p  0هو السـعر مسـتعد المنتج قبوله من أجل آخر وحدةx  جري ب�عها، ومن الصـفر حتى هذه الكم�ة�
0x  0، فإن المنتج مســـــــتعد لقبول ســـــــعر أقل منp  حســـــــب تا�ع العرض. تُمثل المســـــــاحةCBD  منفعة
er's (Produc PS، وندعو ق�مة هذه المســـــــــــاحة �فائض المُنتِج 0pمنتج من الب�ع �الســـــــــــعر المحدد ال

Surplus) :وتُحسب �ما یلي ، 

PS  مساحة =CBD  مساحة =OABC –  مساحةOABD 

 Pتكامل تا�ع العرض  OABD. في حین تمثل المسـاحة 0p 0(x(ل�سـت إلا الجداء  OABCالمسـاحة  
0xx= :𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂و  x=0بین الق�متین  = ∫ 𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥0

0 

PS  :𝑃𝑃𝑃𝑃و�التالي، نجد فائض المُنتِج  = 𝑥𝑥0𝑝𝑝0 − ∫ 𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥0
0 

 

 ب�ان�اً المُنتِج  ) تمثیل فائض4-7الشكل (

 

P 

O 

B C 

D 

A 
0x x 

الخط الب�اني 
 العرضلتا�ع 

0p 
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 .حساب فائض المُنتِج) 5-7تطبیق (

 عدد القطع. x، حیث 2P = 40 + xل�كن لدینا تا�ع العرض على منتج ما من الشكل: 

 ؟0x 6 =عند الكم�ة  PSمة فائض المنتج ما ق�

 الحل:

 0p 6 + 40 =2 76 =�ساوي:  60x=السعر عند الكم�ة 

P  :∫(40تكامل التا�ع  + 𝑥𝑥2) = 40𝑥𝑥 + 1
3
𝑥𝑥3 + 𝑐𝑐 

 �ما یلي:  144�ساوي  0x، نجد فائض المنتج عند الكم�ة PSمن ص�غة 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑥𝑥0𝑝𝑝0 − � 𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥0

0
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 6x76 −� (40 + 𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑
6

0
= 456 − ��40x6 +

1
3

(6)3� − �40x0 +
1
3

(0)3�� 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 456 − 312 = 144 

 .حساب فائض المستهلك والمُنتِج) 6-7تطبیق (

 المنافسة تامة �ما یلي:ل�كن لدینا تا�عي العرض والطلب لأحد المنتجات في سوق حیث 

  s= 10 + 2Q sPتا�ع العرض:    dQ -= 52  dPتا�ع الطلب: 
 .CS) حساب فائض المستهلك 1( المطلوب:و 

 .PS) حساب فائض المنتج 2(
 ) بین على نفس الشكل فائض المستهلك وفائض المُنتِج.3(

 الحل:

اوى ســعري و�میتي العرض مع في ســوق المنافســة التامة، فإن الســعر یتحدد عند التوازن حیث یتس ــ
 الطلب، أي:

d= P sP = P     وd= Q sQ = Q 
Q -= 52  10 + 2Q   ⇒    d=P sP 

 .0P 38 =و   0Q 14 =ومنه نجد سعر و�م�ة التوازن:  

 :CS) حساب فائض المستهلك 1(

52)∫تكامل تا�ع الطلب:  − 𝑄𝑄)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 52𝑄𝑄 − 1
2
𝑄𝑄2 + 𝑐𝑐 
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 �ما یلي:  98�ساوي  0Q، نجد فائض المستهلك عند الكم�ة CSمن ص�غة 

𝐶𝐶𝐶𝐶 = � 𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑄𝑄0

0
− 𝑄𝑄0𝑃𝑃0 

𝐶𝐶𝐶𝐶 = � (52 − 𝑄𝑄)𝑑𝑑𝑑𝑑
14

0
− 14x38

= ��52x14 −
1
2

(14)2� − �52x0 −
1
2

(0)2�� − 532 

= 630 − 532 = 98 

 :PS) حساب فائض المنتج 2(

10)∫تكامل تا�ع العرض:   + 2𝑄𝑄) = 10𝑄𝑄 + 𝑄𝑄2 + 𝑐𝑐 

 �ما یلي:  196�ساوي  0Q، نجد فائض المنتج عند الكم�ة PSمن ص�غة 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑄𝑄0𝑃𝑃0 − � 𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑄𝑄0

0
 

𝑃𝑃𝑆𝑆 = 14x38 −� (10 + 2𝑄𝑄)𝑑𝑑𝑑𝑑
14

0
= 532 − [(10x14 + (14)2) − (10x0 + (0)2)] 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 532 − 336 = 196 

 ) فائض المستهلك وفائض المُنتج ب�ان�اً:3(

 

 

 

 

 

 

 

 

 ) تمثیل فائضي المستهلك والمُنتِج ب�ان�اً 5-7الشكل (

 
Q0 
=14 

P0=38 

 تا�ع العرض

 تا�ع الطلب

 CSفائض المستهلك 

 PSفائض المُنتِج 

Q 

P 
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 ستثمار�ةالاتدفقات سلسلة من ال تراكم 7-4

خلال الزمن  K) �أنه معدل التغیر في رأس المال Net Investment )Iُ�عرف الاســــــــتثمار الصــــــــافي 
𝐼𝐼(𝑡𝑡)كما یلي:  = 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
. 

�مثل  K(t)التدفق المالي مقاس بوحدة نقد�ة محددة (دولار، لیرة، ذهب، ...)، والتا�ع   I(t)�مثل التا�ع  
ــاً بنفس الوحدة النقد�ة. �التالي عندما نع tتراكم هذا التدفق في اللحظة  ــ�غة التا�ع مقاس أ�ضـــــــــ لم صـــــــــ

K(t)ــتثمار الص ـــ ــل التا�ع   I(t)افي ، ُ�مكن إ�جاد الاسـ ــ�غة K(t)بتفاضـ ــح�ح إذا علمنا صـ ، والعكس صـ
ــافي   ــتثمار الصــــ ــكل خاص إذا أردنا I(t)بتكامل التا�ع   K(t)، �مكن إ�جاد رأس المال I(t)الاســــ ، و�شــــ

 بین الفترتین: I(t)تا�ع ، نأخذ التكامل المحدود لل2tو  1tمعرفة تراكم رأس المال بین فترتین 

� 𝐼𝐼(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡2

𝑡𝑡1
 

 I(t) = 400 tالآتي:   t) لدینا تا�ع الاستثمار الصافي في الفترة 4-7مثال (

 �كون: 2t 4 =و نها�ة السنة الرا�عة  11t=فإن تراكم رأس المال بین نها�ة السنة الأولى 

� (400 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
4

1
= 400 �

1
2
𝑡𝑡2�

1

4

=
400

2
(4)2 −

400
2

(1)2 = 3200 − 200 = 3000 

 مجهولة: 2tو  11t=نقد�ة، نفرض وحدة  5000و�ذا أردنا أن نعرف متى �صل التراكم إلى مبلغ 

� (400 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡2

1
= 400 �

1
2
𝑡𝑡2�

1

𝑡𝑡2
=

400
2

(𝑡𝑡2)2 −
400

2
(1)2 = 200𝑡𝑡22 − 200 = 5000 

2𝑡𝑡22ومنه  − 2 = 𝑡𝑡22أو  50 = 24 

𝑡𝑡2یوم:  328تساوي تقر��اً أر�ع سنوات و 2t�التالي نجد ق�مة  = √24 ≈ 4.899 

 Net Present Valueالق�مة الحال�ة الصاف�ة 

رأینا ســـا�قاً �عض التطب�قات عن ��ف�ة حســـاب الق�مة الحال�ة الصـــاف�ة لمجموعة من التدفقات المال�ة، 
اللحظة الحال�ة على شـــكل متتال�ة هندســـ�ة (الفقرة   وتم الحســـاب على أســـاس مجموع هذه التدفقات في

1...) أساسها 
1+𝑡𝑡
 �ما یلي: Aوحدّها الأول �ساوي  

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = �
𝐴𝐴

(1 + 𝑡𝑡)𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= 𝐴𝐴�
1

(1 + 𝑡𝑡)𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= A�
� 1

1 + t�
n
− 1

� 1
(1 + t)� − 1

� = A�
� 1

1 + t�
n
− 1

� −t
(1 + t)�

� 

 مة الحال�ة/المستقبل�ة في حال �ان الزمن مستمراً.لنرَ حال�اً ��ف�ة حساب الق�
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، فإن %100�ساوي   rتثمر لمدة سنة واحدة، �معدل تراكم/فائدة سنو�ة  تُس وحدة نقد�ة واحدةل�كن لدینا  
 في نها�ة السنة تُحسب �الشكل الآتي: Fهذا المبلغ الق�مة الحال�ة المستقبل�ة ل

 1A = (r+1) = 2 = (1+1) سنة: دفعة واحدة لمدةحسا�ه 

 mrلنفرض حال�اً، أنه ُ�حسـب على أسـاس تراكم/فوائد شـهر�ة، حیث �جري تقر�ب معدل الفائدة الشـهري 
𝑟𝑟𝑚𝑚شهراً أي  12بتقس�م معدل الفائدة السنوي على  = 𝑟𝑟

12
 :ُ�ص�حنها�ة السنة ، فإن المبلغ في 

𝐴𝐴12 = �1 +
𝑟𝑟

12
�
12

= �1 +
1

12
�
12

= 2.6130353 

 ب الق�مة المستقبل�ة على أساس تراكم/فوائد یوم�ة، ُ�ص�ح:و�ذا تم حسا

𝐴𝐴365 = �1 +
𝑟𝑟

365
�
365

= �1 +
1

365
�
365

= 2.71445677 

 و�ذا تم حسا�ه على أساس تراكم/فوائد ساع�ة، ُ�ص�ح:

𝐴𝐴8760 = �1 +
𝑟𝑟

8760
�
8760

= �1 +
1

8760
�
8760

= 2.7181267 

 تذهب إلى اللانها�ة، تكون الق�مة المستقبل�ة نها�ة المتتال�ة:�بیرة جداً أي عندما  nعندما تكون  

𝐴𝐴𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 = lim
𝑛𝑛→∞

�1 +
1
𝑛𝑛
�
𝑛𝑛

= 𝑒𝑒 

 A = P.eو�شكل مستمر �ساوي:  %100لمدة سنة �معدل فائدة  Pأي أن استثمار مبلغ 

 tلمـدة الزمن�ـة  ول�س واحد، وتم تجزئة ا r�ســــــــــــــاوي   tلنفترض حال�ـاً أن معـدل الفـائدة خلال طیلـة المـدة 
على عدد أجزاء المدة  rفترة، و�جري حســـــــاب معدل الفائدة للفترة الواحدة بتقســـــــ�م معدل الفائدة   nإلى 

 ، فإن الق�مة المستقبل�ة تُحسب �الشكل:nالزمن�ة 

𝐴𝐴 = 𝑃𝑃 �1 +
𝑟𝑟
𝑛𝑛
�
𝑛𝑛.𝑡𝑡

= 𝑃𝑃 �1 +
𝑟𝑟
𝑛𝑛
�
�𝑛𝑛𝑟𝑟�𝑟𝑟.𝑡𝑡

= 𝑃𝑃 ��1 +
𝑟𝑟
𝑛𝑛
�
�𝑛𝑛𝑟𝑟��

𝑟𝑟.𝑡𝑡

= 𝑃𝑃 𝑒𝑒𝑟𝑟.𝑡𝑡 

 �الشكل الآتي: Aللمبلغ المستقبلي  Pالمبلغ الحالي أو ُ�مكن حساب 

𝑃𝑃 = 𝐴𝐴 𝑒𝑒−𝑟𝑟.𝑡𝑡 

 n، ولمدة Aإذا �ان لدینا ســلســلة من التدفقات الســنو�ة المتســاو�ة حیث الدفعة الســنو�ة ثابتة وتســاوي 
ــب ، فإن الق�مة الحال�ة الصـــاف�ة لهذه التدفقات في اللحظة %rســـنة، �معدل تراكم ســـنوي   الحال�ة ُ�حسـ

 : Pلق�مة السا�قة كتكامل ل
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𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = � 𝐴𝐴𝑒𝑒−𝑟𝑟.𝑡𝑡
𝑛𝑛

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐴𝐴� 𝑒𝑒−𝑟𝑟.𝑡𝑡

𝑛𝑛

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

−𝐴𝐴
𝑟𝑟
𝑒𝑒−𝑟𝑟.𝑡𝑡 

 ) الق�مة الحال�ة الصاف�ة.5-7مثال (

% سـنو�اً، 12سـنوات ومعدل الفائدة �سـاوي   5، لمدة $ 100لدینا اسـتثمار حیث تدفقه السـنوي �سـاوي  
 ل�ة الصاف�ة لهذا الاستثمار؟فما الق�مة الحا

A=100 ،n=5 ،r=0.12 نطبق الص�غة أعلاه، فنجد ،NPV = 376: 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁1 = � 100𝑒𝑒−(0.12)𝑡𝑡
5

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 100� 𝑒𝑒−(0.12)𝑡𝑡

5

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

−100
0.12

𝑒𝑒−(0.12).𝑡𝑡�
0

5

 

=
−100
0.12

�𝑒𝑒−(0.12).5 − 𝑒𝑒−(0.12).0� =
−100
0.12

(0.5488 − 1) = 376 

ــنوات في ح ــاف�ة للســ ــاف�ة على أســــاس مجموع الق�مة الحال�ة الصــ ین لو تم حســــاب الق�مة الحال�ة الصــ
 :NPV = 360.5لكانت النت�جة مختلفة حیث نجد الخمس، 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁2 = �
𝐴𝐴

(1 + 𝑡𝑡)𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

=
100

(1.12)1
+

100
(1.12)2

100
(1.12)3

100
(1.12)4

100
(1.12)5

= 360.5 

)، وهو نت�جــة طب�ع�ــة للفرق 15.5=360.5-376مهمــاً ( NPV2و  NPV1بــدو الفرق بین الق�متین ی
متقطعاً فهناك �عض الزمن بین �ل فترتین غیر مأخوذ بین اعت�ار الزمن مســـــتمراً أو متقطعاً، إذا �ان  

 �الاعت�ار، و�التالي �عض الفوائد غیر مأخوذة �الاعت�ار أ�ضاً.

 

 

 

 

 

 

 

 (تكامل)  أو مستمر (مجموع) لق�مة الحال�ة الصاف�ة على أساس متقطع) ا6-7الشكل (

 

0.00

100.00

200.00

300.00

400.00

500.00

600.00

700.00

0.00

100.00

200.00

300.00

400.00

500.00

600.00

700.00

۱ ۲ ۳ ٤ ٥ ٦ ۷ ۸ ۹ ۱۰ ۱۱ ۱۲

NPVمجموع  NPVتكامل 



226 
 

 ) تقی�م استثمارات.7-7تطبیق (

شــهر�اً، و�معدل  $ A=100في المصــرف لمدة ســنة، والحصــول على   $ P=1000ُ�مكنك وضــع مبلغ  
 . والمطلوب:ar%12=فائدة سنو�ة 

 mrعدل الفائدة الشــــهري حســــاب الق�مة الحال�ة الصــــاف�ة على أســــاس تراكم شــــهري، �فرض م .1
 .NPV1شهر، ولتكن  12مقسوماً على  ar�ساوي تقر��اً معدل الفائدة السنوي 

هو  arحســاب الق�مة الحال�ة الصــاف�ة على أســاس تراكم شــهري، �فرض معدل الفائدة الســنوي   .2
 .NPV2، ولتكن mrتراكم لمعدل الفائدة الشهري 

ــاس تراكم .3 ــاف�ة على أســــــــ ــاب الق�مة الحال�ة الصــــــــ  drیومي، �فرض معدل الفائدة الیومي    حســــــــ
التدفق الیومي �ســاوي التدفق  یوم، و�فرض  365مقســوماً على   ar�ســاوي معدل الفائدة الســنوي  

 .NPV3یوم، ولتكن  30الشهري مقسوماً على 

حســـاب الق�مة الحال�ة الصـــاف�ة اســـتناداً للدفعات الشـــهر�ة �اعت�ار �امل الســـنة مســـتمرة زمن�اً،  .4
 .NPV4ولتكن 

ــاب معدل المردود الداخلي  .5 ــاوي  IRRحســـــ ــاف�ة تســـــ ــهري الذي �جعل الق�مة الحال�ة الصـــــ الشـــــ
 تراكم شهري. الصفر، على أساس

 الحل:

 ) الق�مة الحال�ة الصاف�ة على أساس معدل فائدة شهري تقر�بي:1(

𝑟𝑟𝑚𝑚معدل الفائدة الشهري  = 𝑟𝑟𝑎𝑎
12

= 12%
12

= 1% 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁1 = −1000 + �
100

(1 + 0.01)𝑖𝑖

12

𝑖𝑖=1

= 125.5 

 ) الق�مة الحال�ة الصاف�ة على أساس معدل فائدة شهري تراكمي:2(

ــدة الشــــــــــــــهري  ــائـ 1)معـــدل الفـ + 0.12) = (1 + 𝑟𝑟𝑚𝑚)12  ⇒   𝑟𝑟𝑚𝑚 = (1 + 0.12)
1
12 − 1 =

0.949% 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁2 = −1000 + �
100

(1 + 0.00949)𝑖𝑖

12

𝑖𝑖=1

= 129.2 

 ائدة یومي تراكمي:) الق�مة الحال�ة الصاف�ة على أساس معدل ف3(
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ــدة الـیـومـي  ــائـــــ ــدل الـفـــــ 1)مـعـــــ + 0.12) = (1 + 𝑟𝑟𝑑𝑑)365  ⇒   𝑟𝑟𝑑𝑑 = (1 + 0.12)
1
365 − 1 =

0.0311% 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁3 = −1000 + �
100
30

(1 + 0.000311)𝑖𝑖

365

𝑖𝑖=1

 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁3 = −1000 +
100
30

�
� 1

1 + 0.000311�
365

− 1

� −0.000311
(1 + 0.000311)�

� = 150.4 

 حال�ة الصاف�ة استناداً للدفعات الشهر�ة �اعت�ار �امل السنة مستمرة زمن�اً:) الق�مة ال4(

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁4 = −1000 + � 100𝑒𝑒−(0.01)𝑡𝑡
12

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −1000 + �

−100
0.01

𝑒𝑒−(0.01).𝑡𝑡�
0

12

= 130.8 

 NPV5=197.8في حال حساب التراكم المستمر على أساس یومي، نجد 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁5 = −1000 + � 100𝑒𝑒−(0.000311)𝑡𝑡
365

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁5 = −1000 + �
−100

0.000311
𝑒𝑒−(0.000311).𝑡𝑡�

0

12

= 197.8 

 الشهري: IRR) معدل المردود الداخلي 5(

ى أســـــــاس تراكم هو معدل الفائدة/التراكم الذي �جعل الق�مة الحال�ة الصـــــــاف�ة تســـــــاوي الصـــــــفر عل
 شهري:

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = −1000 + �
100

(1 + 𝑟𝑟)𝑖𝑖

12

𝑖𝑖=1

= 0 

�التجر�ب، فنحصــــــــــل على ق�مة معدل  r، �مكن الحصــــــــــول على ق�م  12دلة من الدرجة وهي معا
 .r=2.923%التراكم الشهري أي معدل المردود الداخلي الشهري �ساوي 
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 أسئلة واخت�ارات الفصل السا�ع: التكاملات وتطب�قاتها

 True/False طأ) أسئلة صح / خ1

 خطأ صح السؤال   
   ة المعاكسة لعمل�ة التفاضل. عمل�ة التكامل هي العمل� 1

𝑓𝑓(𝑥𝑥)تكامل التا�ع  2 = 1
𝑥𝑥

  F(x) = Ln(x) + c. هو  

𝑓𝑓(𝑥𝑥)تكامل التا�ع  3 =  F(x) = 2 + c.  هو  2

𝐹𝐹(𝑥𝑥)هو  f(x) = xتكامل التا�ع  4 = 1
2
𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐.   

   �ساوي مجموع تكاملي التا�عین.تكامل مجموع تا�عین  5
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢∫تا�عین قابلین للاشتقاق، فإن:   u(x), v(x)ل�كن  6 = 𝑢𝑢. 𝑣𝑣 − ∫𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣.   
𝑓𝑓(𝑥𝑥)تكامل التا�ع  7 = 𝑎𝑎  هوF(x) = a + c.   
∫الص�غة الآت�ة   8 sin 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = − cos 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐  صح�حة أم خاطئة؟   
∫الص�غة الآت�ة   9 cos 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = −sin 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐  صح�حة أم خاطئة؟   
   تكال�ف الهامش�ة لمنتج ما هو تا�ع التكال�ف الكل�ة لنفس المنتج.تكامل تا�ع ال 10
   تكامل تا�ع الأر�اح الهامش�ة لمنتج ما هو تا�ع الإیرادات الكل�ة لنفس المنتج. 11

12 
  F(x)هو الفرق بین ق�متي التا�ع الأصلي  a, bبین ق�متین  f(x)التكامل المحدود لتا�ع 

 .a, bعند هاتین الق�متین 
  

  I(t). بتكامل تا�ع الاستثمار الصافي  K(t)�مكن إ�جاد رأس المال  13
𝑃𝑃 هو rسنة �معدل تراكم سنوي  t�عد  Aلمبلغ مستقبلي  Pالمبلغ الحالي  14 = 𝐴𝐴 𝑒𝑒−𝑟𝑟.𝑡𝑡 .   

𝐹𝐹(𝑥𝑥)هو  4f(x) = x 5 +تكامل التا�ع  15 = 1
4
𝑥𝑥4 + 5𝑥𝑥 + 𝑐𝑐.   

𝑓𝑓(𝑥𝑥)تكامل التا�ع  16 = √𝑥𝑥   هو𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 1
1.5
𝑥𝑥1.5 + 𝑐𝑐.   

 Multiple Choicesأسئلة خ�ارات متعددة ) 2

𝐹𝐹(𝑥𝑥)التا�ع الأصلي للتكامل  -1 = ∫ 1
𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑑𝑑  :هو 

𝐹𝐹(𝑥𝑥)أ)  = 1
𝑥𝑥

+ 𝑥𝑥       (ب𝐹𝐹(𝑥𝑥) = − 1
𝑥𝑥

+ 𝑐𝑐   
𝐹𝐹(𝑥𝑥)ج)  = −𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐    د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) التا�ع الأصلي للتكامل -2 = ∫ 𝑒𝑒2𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑  :هو 
𝐹𝐹(𝑥𝑥)أ)  = 1

𝑥𝑥
𝑒𝑒𝑥𝑥       (ب𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑐𝑐   

𝐹𝐹(𝑥𝑥)ج)  = 1
2
𝑒𝑒2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐    د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة 

 :�ساوي  TR فإن تا�ع الإیرادات الكل�ة MR = 10 – Qالإیرادات الهامش�ة تا�ع ل�كن  -3
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𝑇𝑇𝑇𝑇أ)  = 10𝑄𝑄 + 𝑐𝑐       (ب𝑇𝑇𝑇𝑇 = 10Q − 1
2
𝑄𝑄2   

𝑇𝑇𝑇𝑇ج)  = −𝑄𝑄2 + 𝑐𝑐     د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة 

ــ�ة تا�ع ل�كن لدینا   -4 ــفر،  MC = aQ + bالتكال�ف الهامشــ ــاوي الصــ فإن تا�ع التكال�ف   ولتكن التكال�ف الثابتة تســ
 :�ساوي  TC الكل�ة

𝑇𝑇𝑇𝑇أ)  = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑐𝑐       (ب𝑇𝑇𝑇𝑇 = aQ2 + b𝑄𝑄2   
𝑇𝑇𝑇𝑇ج)  = 𝑎𝑎

2
𝑄𝑄2 + 𝑏𝑏𝑄𝑄     الأجو�ة السا�قة خاطئةد) جم�ع 

∫ق�مة التكامل المحدود  -5 3𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑2
 :تساوي  1

 1واحد ب) ال      7أ) س�عة 
 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة      8ثمان�ة   ج)

∫ق�مة التكامل المحدود  -6 (𝑥𝑥 + 2) 𝑑𝑑𝑑𝑑2
 :تساوي  0

 2 اثنان ب)      0 صفرأ) 
 خاطئةلأجو�ة السا�قة د) جم�ع ا      6ج) ستة 

 :�ما یلي 0Qمن أجل �م�ة  f(Q)لتا�ع الطلب  CSُ�حسب فائض المستهلك  -7
 0F(Q0CS = Q( ب)     0CS = F(Q (– F(0)أ) 

𝐶𝐶𝐶𝐶ج)  = ∫ 𝑓𝑓(𝑄𝑄) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑄𝑄0
0 − 𝑄𝑄0𝑃𝑃0    د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة 

 :�ما یلي tخلال فترة من الزمن مقدارها  Kالمال  �معدل التغیر في رأس I(t)ُ�عرف الاستثمار الصافي  -8

𝐼𝐼أ)  = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐼𝐼 ب)        = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة     I = K(t) – K(0) ج)

 تساوي: rسنة، �معدل تراكم سنوي  nولمدة   Aمن الدفعات الثابتة مستمرة لسلسلة   NPV  الق�مة الحال�ة الصاف�ة  -9
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁أ)  = 1

𝑟𝑟
𝑒𝑒𝑟𝑟.𝑡𝑡         (ب𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = −𝐴𝐴

𝑟𝑟
𝑒𝑒−𝑟𝑟.𝑡𝑡 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁ج)  = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡) − 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁(0)       (جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئةب 

∫ق�مة التكامل المحدود  -10 𝑥𝑥3 𝑑𝑑𝑑𝑑+2
 :تساوي  2−

 4أر�عة  ب)      0أ) صفر 
 الأجو�ة السا�قة خاطئةد) جم�ع       8ج) ثمان�ة 

 للمناقشةضا�ا ق \مسائل ) 3

 ) التكال�ف الكل�ة والهامش�ة. 1-7السؤال (

 . والمطلوب:MC = 2لأحد منتجات الشر�ة له الشكل:  Marginal Costل�كن تا�ع التكال�ف الهامش�ة 
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 .Qة الكم�ة بدلال TC$، ما ص�غة تا�ع التكال�ف الكل�ة  500) �فرض أن التكال�ف الثابتة تساوي 1

 قطعة. 100الكل�ة إذا أنتجت الشر�ة  ) إ�جاد ق�مة التكال�ف2
 )1-7تطبیق . إ�جاد ص�غة التكال�ف �التكامل للتكال�ف الهامش�ة(توجیهات للإجا�ة: 

 ) الأر�اح الكل�ة والهامش�ة. 2-7السؤال (

 لأحد منتجات الشر�ة �ما یلي:ل�كن لدینا توا�ع الإیرادات والتكال�ف الهامش�ة 

 2MC = 150 + 0.3Qوالتكال�ف الهامش�ة:     20.6Q –MR = 240الإیرادات الهامش�ة:  

 والمطلوب: 

 ؟Qبدلالة الكم�ة  TR) إ�جاد ص�غة تا�ع الإیرادات الكل�ة 1

 $؟50 �فرض أن التكال�ف الثابتة تساوي  Qبدلالة الكم�ة  TC) إ�جاد ص�غة تا�ع التكال�ف الكل�ة 2

 قطعة. 100) إ�جاد ص�غة تا�ع الأر�اح الكل�ة إذا �اعت الشر�ة 3
 )1-7تطبیق . بتكامل التكال�ف والإیرادات الهامش�ة، الر�ح = الفرق بینهما(توجیهات للإجا�ة: 

 . Producer's & Consumer's Surplus) فائضي المستهلك المُنتج 3-7السؤال (

 �ما یلي: Pure Competitionلأحد المنتجات في حالة المنافسة التامة لدینا تا�عي العرض والطلب 

Pتا�ع العرض:   = f(Q𝑆𝑆) = 10 + 2𝑄𝑄𝑆𝑆    :تا�ع الطلبP = f(Q𝐷𝐷) = 50 − 2𝑄𝑄𝐷𝐷. 

 والمطلوب:

𝐹𝐹(𝑄𝑄𝑆𝑆)) إ�جاد التوا�ع الأصل�ة 1 = ∫ 𝑓𝑓(𝑄𝑄𝑆𝑆)𝑑𝑑𝑄𝑄𝑆𝑆   و𝐹𝐹(𝑄𝑄𝐷𝐷) = ∫ 𝑓𝑓(𝑄𝑄𝐷𝐷)𝑑𝑑𝑄𝑄𝐷𝐷 

 ) إ�جاد فائض المستهلك، وفائض المُنتج عند التوازن.2
 ) 2-3-7، 1-3-7تطبیق م�اشر  (توجیهات للإجا�ة:

 ) حساب تراكم تدفق مالي. 4-7السؤال (
I(t)لدینا تا�ع الاستثمار الصافي   ل�كن = 600√𝑡𝑡:والمطلوب . 
𝐾𝐾(𝑡𝑡)) إ�جاد التا�ع الأصلي 1 = ∫ 𝐼𝐼(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 . 
∫) إ�جاد ق�مة التراكم الرأسمالي من نها�ة السنة الأولى وحتى نها�ة السنة الرا�عة: 2 𝐼𝐼(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑4

1. 
 ) 4-7تطبیق م�اشر (توجیهات للإجا�ة: 
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  المدخلات والمخرجات المدخلات والمخرجات الفصل الثامن: المصفوفات وجداول  الفصل الثامن: المصفوفات وجداول  

 
ــفوفات وجداول المدخلات والمخرجات عنوان الموضـــــــــوع:    Matrices & Inputs-Outputsالمصـــــــــــ

Tables  

 كلمات مفتاح�ة:
ــفوفة   ــفوفة  ، Column Vectorعمود شــــعاع ،  Row Vectorســــطر شــــعاع   ،Matrixالمصــ ، Matrix Orderرت�ة مصــ

 Matrixمحـدد مصــــــــــــــفوفـة ، Matrix Multiplication، ضــــــــــــــرب مصــــــــــــــفوفـات Transpositionمنقول مصــــــــــــــفوفـة 

Determinant ، المرافقCofactor ، مقلوب مصــــــــــــــفوفـــةMatrix Inverse ، قـــاعـــدة �رامرCramer's Rule ، جـــداول
 .Inputs Outputs Tablesالمدخلات والمخرجات 

 :لفصلا ملخص
الأسـاسـ�ة للمصـفوفات والعمل�ات علیها التي تخدم م�اشـرة التطب�قات الاقتصـاد�ة، سـیتم  یتناول هذا الفصـل المفاه�م

ــ�ة علیها من  ــاســ ــ�ة الأســ ــفوفة �شــــكل عام وتمییزها حســــب رتبتها، ثم إجراء العمل�ات الر�اضــ التعر�ف �مفهوم المصــ
لمصـفوفات لكي نتمكن  ومرافقاتها لاسـتخدامها في قلب ا  جمع وطرح وضـرب، ثم سـیتم إدخال مفهوم محدد مصـفوفة

ــاد�ة على شـــكل  ــفوفات للتعبیر عن �عض الظواهر الاقتصـ ــتخدام المصـ من إنجاز عمل�ات القســـمة، وأخیراً ��ف�ة اسـ
 . جملة معادلات خط�ة واستخدام قاعدة �رامر في حلها

 هداف التعل�م�ة:الأمخرجات و ال
 . أعلى)اع، عمود شعاع، مصفوفة من رتب �فهم أساس�ات المصفوفات (سطر شع .1
 ُ�جري العمل�ات الر�اض�ة على المصفوفات (جمع، طرح، ضرب، منقول). .2

 مصفوفة.ومقلوب �حسب محدد  .3

 ُ�طبق قواعد المصفوفات لحل جملة معادلات خط�ة. .4
 ُ�طبق قاعدة �رامر لحل جملة معادلات خط�ة. .5

 مخطط الفصل:
 .Basic Concepts & Operations on Matrix المصفوفات المفاھیم والعملیات الأساسیة على 8-1
 .Matrix Determinant & Inverse محدد ومقلوب مصفوفة 8-2
 Solution of Simultaneous Linear تمثیــــل وحــــل جملــــة معــــادلات خط�ــــة عبر المصــــــــــــــفوفــــات 8-3

Equations Using Matrix. 
 .Cramer's Ruleقاعدة �رامر  8-4

 .Inputs Outputs Tables والمخرجاتلمدخلات تطب�قات: جداول ا 8-5
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 على المصفوفاتالأساس�ة العمل�ات المفاه�م و  8-1

 مفهوم وترمیز المصفوفة 8-1-1

هي طر�قة �ســـــــــــ�طة لتمثیل الب�انات على شـــــــــــكل جداول، لذلك یدعوها ال�عض  Matrixالمصـــــــــــفوفة  
قاطع بین عمود وســـطر ، و�ل تRowsوأســـطر  Columnsجدول، تمثل المصـــفوفة على شـــكل أعمدة 

 یُدعى خل�ة أو عنصر. 

،  Order: n xm )10(ندعو المصــــــفوفة من الدرجة/الرت�ة، mوعدد الأســــــطر   nإذا �ان عدد الأعمدة  
دد الأســــــــــــــطر هو الرقم الأول وعـدد الأعمـدة هو الرقم الثـاني (قراءة الجـداء من ال�ســــــــــــــار إلى لاحظ ع ـ
 ال�مین).

، في حین نرمز لعناصـرها �أحرف صـغیرة، مثلاً … ,A, B, X, Yنرمز للمصـفوفة عادةً �أحرف �بیرة  
تمثل المصـفوفة ، و ijأو في الخل�ة   jوالعمود رقم  i�عني العنصـر الموجود في السـطر رقم   ijaالعنصـر 

A  من المرت�ةm x n :الشكل الآتي� 

𝐴𝐴 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑎𝑎11 … 𝑎𝑎1𝑗𝑗 … 𝑎𝑎1𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑖𝑖1 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖
…
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖
…

𝑎𝑎𝑚𝑚1 … 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚 … 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 

، أو من عمود واحد Row Vector، ندعوها سـطر شـعاع m=1�مكن للمصـفوفة أن تكون سـطر واحد 
n=1   ــعاع ــفوفة من  n=1و  m=1، و�ذا �انت Column Vectorندعوها عمود شـ ــل على مصـ فنحصـ

 عنصر واحد فقط.

نها مصـــفوفة صـــفر�ة إذا �انت جم�ع عناصـــرها تســـاوي الصـــفر، وتلعب �أ Mندعو مصـــفوفة   .1
 دوراً مشابهاً للدور الذي یلع�ه الصفر في الحساب التقلیدي:

i=1, 2, …, m; j=1, 2, …, n ∀= 0   ija  ⇔M = 0   

ــفوفتین   .2 ــاو�تین إذا A, Bنقول عن مصـــــــــــ وفقط إذا �ان لهما نفس الرت�ة، وجم�ع  أنهما متســـــــــــ
 .i, j، مهما �كن ij= b ijaلة متساو�ة العناصر المتقاب

ــفوفة أنها مر�عة  .3 ــاراً من الرت�ة  nxnمن الرت�ة  Square Matrixنقول عن مصـــ ) n(أو اختصـــ
ــ�ة  إذا �ان عدد أســـطرها �ســـاوي عدد أعمدتها. ونقول عن مصـــفوفة مر�عة أنها متناظرة �النسـ

 . i,j = 1, 2, …,nمهما �كن  ji= a ijaإذا �ان للقطر 
 

 ا البعض حجم المصفوفة، سنستخدم مصطلح رتبة المصفوفة في ھذه الأملیة.. یدعوھ10
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ــفوفة أنها قطر�ة   نقول عن .4 ــفر  Diagonal Matrixمصـ ــاوي الصـ إذا �ان جم�ع عناصـــرها تسـ
�اســـــــــتثناء عناصـــــــــر القطر. و�ذا �انت جم�ع ق�م القطر تســـــــــاوي الواحد ندعوها �المصـــــــــفوفة 

 .Unit Matrixالواحد�ة 

نهما متســـــــاو�تین إذا وفقط إذا جم�ع العناصـــــــر من نفس الرت�ة أ A, Bنقول عن مصـــــــفوفتین   .5
 .i, j، مهما �كن ij= b ijaتساو�ة: المتقابلة م

ــي  nxnمن الرت�ة  Aمصــــــفوفة مر�عة  Traceنعرف أثر  .6 �أنه مجموع عناصــــــر القطر الرئ�ســـ
nn+ … + a 22+ a 11Tr(A) = a 

أشــــــهر لثلاثة منتجات ُ�مكن أن تكتب على شــــــكل مصــــــفوفة  3) المب�عات الشــــــهر�ة لمدة 1-8مثال (
 �ما یلي: n=3الأسطر تمثل المنتج و  m=3مر�عة، حیث الأعمدة تمثل الأشهر 

𝑆𝑆 = �
7 15 27
8 18 23
7 20 30

� 

وتقرأ مب�عات نفس الشـــــــهر لجم�ع المنتجات في نفس العمود، في حین تُقرأ المب�عات لمنتج 
 لجم�ع الأسطر في نفس السطر.واحد 

ت مشـابهة على كما �نا ننجز العم�ات الحسـاب�ة الأسـاسـ�ة على المتغیرات المنفردة، ُ�مكن إنجاز عمل�ا
 الصمفوفات �ما سنرى.

ُ�مكن �اســـتخدام المصـــفوفات التعبیر عن معادلات أو متراجحات �عدة متغیرات، ثم اســـتخدام العمل�ات 
 عها.وخصائص المصفوفات للتعامل م

 ) التعبیر عن معادلات/متراجحات �عدة متغیرات �شكل مصفوفات.2-8مثال (

 ل�كن لدینا المعادلات الآت�ة:

3x1  + 4x2 + 2x3 = 28  [1] 
-2x1 + x2   + 4x3 = 20  [2] 
7x1  +       + x3   = 14  [3] 

𝑋𝑋نُمثل المجاهیل على شكل شعاع عمود  = �
𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
𝑥𝑥3
� 

𝐵𝐵كما نُمثل الطرف الثاني على شكل شعاع عمود  = �
28
20
14
� 
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ــفوفة   ــكل مصـــــــــــ ســـــــــــــطر الأول �حوي أمثال حیث ال 3x3وأخیراً، نُمثل أمثال/معاملات المجاهیل �شـــــــــــ
المجاهیل في المعادلة الأولى، الســــــــــــطر الثاني �حوي أمثال المجاهیل في المعادلة الثان�ة، والســــــــــــطر 

 ادلة الثالثة، و�نفس الترتیب:الثالث �حوي أمثال المجاهیل في المع

A  :Aمصفوفة الأمثال  = �
3 4 2
−2 1 4
7 0 1

� 

 .A.X = Bثلاثة أعلاه على شكل مصفوفات �ما یلي: و�التالي ُ�مكن �تا�ة جملة المعادلات ال

 .Bأنه �ساوي  A.Xُ�مكن للقارئ التحقق من أن الجداء 

 لمصفوفات.وسنستفید من هذه الخاص�ة لاحقاً لحل جملة معادلات خط�ة �طر�قة ا

حتى لو �انت المعادلات أعلاه على شـــــــــــــكل متراجحات جم�عها من نفس الاتجاه، ُ�مكن �تابتها على 
 مصفوفات، والاستفادة منها لحل جملة متراجحات خط�ة: شكل

3x1  + 4x2 + 2x3 ≤ 28  [1'] 
-2x1 + x2   + 4x3 ≤ 20  [2'] 
7x1  +       + x3   ≤ 14  [3'] 

 .A.X ≤ Bمتراجحات الثلاثة أعلاه على شكل مصفوفات �ما یلي: ُ�مكن �تا�ة جملة ال

 منقول مصفوفة  8-1-2

ــد �منقول ــفوفة Transposition   ُ�قصــــ ــع الأعمدة  Aالمصــــ ــفوفة الناتجة عن التبدیل بین مواضــــ المصــــ
. حیث أول سـطر ُ�صـ�ح أول عمود، ثاني سـطر ُ�صـ�ح ثاني TAومواضـع الأسـطر ونرمز لها �الشـكل  

 عمود، ... وهكذا.

 . m xnمن الرت�ة  TA، فإن منقولها  n xmمن الرت�ة  Aإذا �انت المصفوفة 

 �عض خصائص المنقول:

 . T+ B T= A T(A + B)جمع المنقولین:  جمع مصفوفتین هومنقول  .1

 .A T)T(A =منقول منقول مصفوفة هو المصفوفة نفسها:  .2

 هو منقول المصفوفة مضر�اً �العدد: kمنقول مصفوفة مضرو�ة �عدد سلمي  .3
T= k.A T(k.A) 

 .T.AT= B T(A.B)(شرط أن �كون مُعرّف) هو الجداء:  A.Bمنقول جداء مصفوفتین  .4
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 .I=  TA.Aإذا �ان   Orthogonalأنها متعامدة  Aعن مصفوفة  نقول .5

 ) هو:1-8في المثال أعلاه ( S). أمثلة عن منقول المصفوفة 3-8مثال (

𝑆𝑆𝑇𝑇 = �
7 8 7

15 18 20
27 23 30

� 

𝐴𝐴منقول المصفوفة  = |5 8 𝐴𝐴𝑇𝑇هو   |14 = �
5
8

14
� 

𝐵𝐵منقول المصفوفة  = �
6
9

10
𝐵𝐵𝑇𝑇هو   � = |6 9 10|   

 جمع وطرح مصفوفات 8-1-3

فقط، وذلك �جمع/طرح العناصــــــر من نفس رقم  m x nالدرجة   ُ�مكن جمع/طرح مصــــــفوفات من نفس
 في �ل من المصفوفات المعن�ة. ijالخل�ة 

 ). أمثلة عن جمع/طرح مصفوفات.4-8مثال (

𝐴𝐴أ) ل�كن لدینا المصفوفتین:  = �
5 7
−7 9
8 −2

�   𝐵𝐵 = �
−2 8
6 2
4 9

� 

 A + B = Cصل مجموع المصفوتین: حا

𝐶𝐶 = 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 = �
5 7
−7 9
8 −2

� + �
−2 8
6 2
4 9

� = �
3 15
−1 11
12 7

� 

 A - B = Dحاصل طرح المصفوتین: 

𝐷𝐷 = 𝐴𝐴 − 𝐵𝐵 = �
5 7
−7 9
8 −2

� − �
−2 8
6 2
4 9

� = �
7 −1

−13 7
4 −11

� 

𝐴𝐴ب) لدینا المصفوفتین:  = |3 8 9|   𝐵𝐵 = |−5 7 7| 

 A + B = Cتین: حاصل مجموع المصفو 
𝐶𝐶 = 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 = |3 8 9| + |−5 7 7| = |−2 15 16| 

 A - B = Dحاصل طرح المصفوتین: 
𝐷𝐷 = 𝐴𝐴 − 𝐵𝐵 = |3 8 9| − |−5 7 7| = |8 1 2| 

 �عض خصائص عمل�ة جمع مصفوفات:

 .A + B = B + Aمصفوفات هي تبدیل�ة: عمل�ة جمع ال .1

 A – A = 0من نفسها هو المصفوفة الصفر�ة:  Aحاصل طرح المصفوفة  .2
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 A + 0 = Aإلى المصفوفة الصفر�ة هو نفس المصفوفة:  Aحاصل جمع المصفوفة  .3

 A - 0 = Aهو نفس المصفوفة:  Aحاصل طرح المصفوفة الصفر�ة من مصفوفة  .4

 ضرب مصفوفة بثابت 8-1-4

ــفوفة   ــرب مصـ ــرها   c (Scalar Multiplication)�عدد ثابت   Aضـ ــرب جم�ع عناصـ بهذا   ija�عني ضـ
 .ij= c.a ijbهو  B = c.A�ل عنصر من المصفوفة الجدیدة  العدد، ف�ص�ح

 ، نحصل على المصفوفة الصفر�ة: مصفوفة جم�ع عناصرها تساوي الصفر.c = 0إذا �ان 

ــفوفة بثابت هي عمل�ة تبدیل�ة، توز�ع�ة، كما هو الحال في عمل�ة الضــــرب التقلید� ة، فإن ضــــرب مصــ
 وتجم�ع�ة:

  c A = A cل�ة: عمل�ة ضرب مصفوفة �عدد سلمي تبدی .1

 c (A + B) = c A + c Bعمل�ة ضرب مصفوفة �عدد سلمي توز�ع�ة:  .2

 c k (A) = c (k A) = c k Aعمل�ة ضرب مصفوفة �عدد سلمي تجم�ع�ة:  .3

 مصفوفة بثابت.). أمثلة عن ضرب 5-8مثال (

𝐴𝐴ل�كن لدینا المصفوفة  = �
3 −4
5 3
6 8

� 

𝐵𝐵هي المصفوفة:  c = 3جداء المصفوفة �العدد  = 3𝐴𝐴 = 3 �
3 −4
5 3
6 8

� = �
9 −12

15 9
18 24

� 

𝐵𝐵هي المصفوفة:  c = 0جداء المصفوفة �العدد  = 0𝐴𝐴 = 0 �
3 −4
5 3
6 8

� = �
0 0
0 0
0 0

� 

𝐵𝐵هي المصفوفة:  c = -3جداء المصفوفة �العدد  = −3𝐴𝐴 = −3 �
3 −4
5 3
6 8

� = �
−9 12
−15 −9
−18 −24

� 

 ضرب مصفوفات 8-1-5

 من سطر واحد وعمود واحد.لنبدأ �ضرب مصفوفات 

𝑎𝑎عمود:  nبـ  aل�كن لدینا سطر شعاع  = [𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 … 𝑎𝑎1𝑛𝑛] 

𝑏𝑏سطر:  nبـ  bولدینا أ�ضاً عمود شعاع  =

⎣
⎢
⎢
⎡
𝑏𝑏11
𝑏𝑏21.

.
𝑏𝑏𝑛𝑛1⎦

⎥
⎥
⎤
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 حسب �الشكل الآتي:ت c = a.bفإن جداء المصفوفتین السا�قیتن: 

a. b = [𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎1𝑛𝑛]

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑏𝑏11
𝑏𝑏21

𝑏𝑏𝑛𝑛1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

= 𝑎𝑎11𝑏𝑏11 + 𝑎𝑎12𝑏𝑏21 + ⋯+ 𝑎𝑎1𝑛𝑛𝑏𝑏𝑛𝑛1 

، و�تم إ�جاده �جمع x 1 1هو مصـفوفة مكونة من عنصـر واحد أي من الدرجة  a.bنلاحظ أن الجداء 
 .b�العنصر المقابل له من  aحاصل جداء �ل عنصر من 

 a�جب أن �كون للشــعاعین نفس عدد العناصــر، حیث للشــعاع   لكي نســتط�ع إ�جاد جداء الشــعاعین،
 . و�لا فإن عمل�ة الضرب غیر معرفة (مستحیلة). n x 1الرت�ة  bوللشعاع  x n 1الرت�ة 

 ). أمثلة عن ضرب شعاعین.6-8مثال (

𝒂𝒂ل�كن لدینا الشعاعین  = |5 8 𝒃𝒃هو   |14 = �
3
−2
2
� 

 a.b = [3x5 + (-2)x8 + 2x14 = 27هو:  c = a.bفإن جداء الشعاعین 

 ُ�مكن تعم�م العمل�ة السا�قة على جداء مصفوفات غیر شعاع�ة. 

ــفوفة  ــفوفة  n x sمن الرت�ة   Aل�كن لدینا مصــــــ ، مع وجوب أن �كون عدد s x mمن الرت�ة   Bومصــــــ
ــاوي عدد أســـــطر الثان�ة   Aأعمدة الأولى   ــفوفة B�ســـ ــل على مصـــ رتبتها هي عدد  C = A.B، فنحصـــ
. و�جري الحصــول على �ل عنصــر من n x mأي من الرت�ة   mوعدد أعمدة الثان�ة   nأســطر الأولى 

 �ما یلي: j�عناصر العمود رقم  i�جداء عناصر السطر رقم  ijcعناصرها 

cij  =  ai1 b1j  +  ai2b2j  +  … +  aisbsj = � aikbkj

s

k=1

 

 j = 1, 2, …, nو     i = 1, 2, …, mوذلك من أجل 

ــاوي عدد أســـطر A )sقبل إجراء عمل�ة الضـــرب، �جب التحقق ف�ما إذا �انت عدد أعمدة الأولى  ) �سـ
 ).B )sالثان�ة 

 ). أمثلة عن ضرب مصفوفتین.7-8مثال (

Aلدینا المصفوفتین:  = �
2 3 4
4 5 1
5 1 4

�            𝐵𝐵 = �
1 2
0 3
6 1

� 
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فهما متســــــاو�ین،  أســــــطر،  3�ســــــاوي  Bالثان�ة   أعمدة، وعدد أســــــطر 3�ســــــاوي   Aعدد أعمدة الأولى 
هو مصــفوفة عدد  C = A.Bو�التالي �مكن إجراء عمل�ة ضــرب المصــفوفتین. فإن جداء المصــفوفتین  

، 2، وعدد أعمدتها �ســـــــــــاوي عدد أعمدة الثان�ة أي 3أي  Aأســـــــــــطرها �ســـــــــــاوي عدد أســـــــــــطر الأولى 
 :3x2تكون من الرت�ة  Cفالمصفوفة الجدیدة 

C = A. B = �
2 3 4
4 5 1
5 1 4

� �
1 2
0 3
6 1

� = �
𝑐𝑐11 𝑐𝑐12
𝑐𝑐21 𝑐𝑐22
𝑐𝑐31 𝑐𝑐32

� 

 هي حاصل جداء شعاعي السطر الأول من الأولى �العمود الأول من الثان�ة: 11cق�مة 

𝑐𝑐11 = [2 3 4] �
1
0
6
� = 2𝑥𝑥1 + 3𝑥𝑥0 + 4𝑥𝑥6 = 26 

 لعمود الثاني من الثان�ة:هي حاصل جداء شعاعي السطر الأول من الأولى �ا 21cق�مة 

𝑐𝑐12 = [2 3 4] �
2
3
1
� = 2𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥3 + 4𝑥𝑥1 = 17 

 سطر الثاني من الأولى �العمود الأول من الثان�ة:هي حاصل جداء شعاعي ال 21cق�مة 

𝑐𝑐21 = [4 5 1] �
1
0
6
� = 4𝑥𝑥1 + 5𝑥𝑥0 + 1𝑥𝑥6 = 10 

 ي من الثان�ة:هي حاصل جداء شعاعي السطر الثاني من الأولى �العمود الثان 22cق�مة 

𝑐𝑐22 = [4 5 1] �
2
3
1
� = 4𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥3 + 1𝑥𝑥1 = 23 

 هي حاصل جداء شعاعي السطر الثالث من الأولى �العمود الأول من الثان�ة: 31cق�مة 

𝑐𝑐22 = [5 1 4] �
1
0
6
� = 5𝑥𝑥1 + 1𝑥𝑥0 + 4𝑥𝑥6 = 29 

 ة:هي حاصل جداء شعاعي السطر الثالث من الأولى �العمود الثاني من الثان� 32cق�مة 

𝑐𝑐22 = [5 1 4] �
2
3
1
� = 5𝑥𝑥2 + 1𝑥𝑥3 + 4𝑥𝑥1 = 17 

 : C�النت�جة، نحصل على المصفوفة 

C = A. B = �
2 3 4
4 5 1
5 1 4

� �
1 2
0 3
6 1

� = �
26 17
10 23
29 17

� 

في ختام هذه الفقرة، فإن عمل�ة ضــرب المصــفوفات تتمتع �خصــائص الضــرب التقلیدي، شــرط تحقق  
 الجمع والضرب المشار إلیها أعلاه: رتب المصفوفات لكي تتم عملیتي

 A (B + C) = AB + ACتوز�ع الضرب على الجمع:   .1

   C = AC + BC (A + B)توز�ع الجمع على الضرب:   .2

  C = (A B) C (A B)تجم�ع�ة �النس�ة للضرب:   .3
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 ، لنأخذ المثال أدناه.B A قد لا یساوي   A Bل�ست �الضرورة أن تكون تبدیل�ة:  .4

 ضرب مصفوفتین.عدم تحقق خاص�ة التبدیل في عن ل مثا). 8-8مثال (

𝐴𝐴ل�كن لدینا المصفوفتین المر�عتین:  = �1 −1
2 1 �           𝐵𝐵 = �1 3

1 2� 

𝐴𝐴.𝐵𝐵تساوي:   A.Bنجد أن  = �1 −1
2 1 � �1 3

1 2� = �0 1
3 8� 

𝐵𝐵.𝐴𝐴تساوي:   B.Aفي حین نجد أن  = �1 3
1 2� �

1 −1
2 1 � = �7 2

5 1� 

 .A.B ≠ B.A نلاحظ أن

 التحقق من رتب المصفوفات قبل إجراء عمل�ات علیها.). 9-8مثال (

 .4x2من الرت�ة  2x3 ،Cمن الرت�ة  3x3 ،Bمن الرت�ة  Aل�كن لدینا المصفوفات �ما یلي: 

 إمكان�ة إنجاز العمل�ات الآت�ة:لنتحق من 
1. 3B .ممكنة. مجرد عمل�ة الضرب بثابت : 
2. A + Bف عدد الأسطر.: غیر ممكنة، �سبب اختلا 
3. A . B غیر ممكنة، عدد أعمدة الأولى :A  لا �ساوي عدد أسطر الثان�ةB. 
4. B . A ممكنة، عدد أعمدة الأولى :B  ساوي عدد أسطر الثان�ة�A. 
5. C . B ة الأولى : ممكنة، عدد أعمدC  ساوي عدد أسطر الثان�ة�B. 
6. + C TB.غیر ممكنة، �سبب اختلاف عدد الأسطر : 
7. . A TBكنة، عدد أعمدة الأولى : غیر ممTB  لا �ساوي عدد أسطر الثان�ةA. 
8. T(B.A).ممكنة. عمل�ة الضرب ممكنة، والمنقول للمصفوفة الناتجة ممكن : 
9. C.B.A  ممكنة. لدینا عدد أعمدة الأولى :C   ساوي عدد أسطر الثان�ة�B  ونحصل على

ــفوفة درجتها  ــرب هذه الأخیرة مع 4x3مصــــــ ــل ضــــــ ــاً �ون عد  A، حاصــــــ د ممكن أ�ضــــــ
 .Aأعمدتها �ساوي عدد أسطر 

 ضرب مصفوفات.) 1-8تطبیق (

، حیـث لدینا C1, C2، وتب�عهـا لموزعین اثنین  P1, P2, P3تنتج إحدى الشــــــــــــــر�ات ثلاثة منتجـات  
 من الموزعین �ما یلي: Aجدول/مصفوفة الطلب 

𝐴𝐴 =
𝑃𝑃1 𝑃𝑃2 𝑃𝑃3

𝐶𝐶1
𝐶𝐶2 �6 7 9

2 1 2�
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𝐵𝐵یلي: تسعر الشر�ة منتجاتها الثلاثة �ما  =
𝑃𝑃1
𝑃𝑃2
𝑃𝑃3

�
100
500
200

� 

ــتخدم أر�عة أنواع من المواد الأول�ة   ــن�ع المنتجات الثلاثة وفق جدول  R1, R2, R3, R4وتســـــ لتصـــــ
 كم�ات الآتي (�الطن):ال

𝐶𝐶 =
𝑅𝑅1 𝑅𝑅2 𝑅𝑅3 𝑅𝑅4

𝑃𝑃1
𝑃𝑃2
𝑃𝑃3

�
1 0 0 1
1
0

1
0

2
1

1
1
�  

𝐷𝐷د من المواد الأول�ة الأر�عة �ما یلي: كما تبلغ تكلفة الطن الواح =
𝑅𝑅1
𝑅𝑅2
𝑅𝑅3
𝑅𝑅4

�
20

100
150
15

� 

 والمطلوب:
 2 (A.C   )3 (C.D   )4 (A.C.D(   A.B) 1أ) إ�جاد الجداء الآت�ة: (

 .ومحاولة إعطاء تفسیر اقتصادي لكل منها
   2 (E.A.B   )3 (E.A.B – E.A.C.D(   E.A.C.D) 1، أوجد (E = [1  1]ب) ل�كن 

 ومحاولة إعطاء تفسیر اقتصادي لكل منها.

 الحل:
   A.B) 1أ) الجداء: (

𝐴𝐴.𝐵𝐵 = �6 7 9
2 1 2� �

100
500
200

� = �5900
1100� 

كما نلاحظ أن المصـــــــــــــفوفة الناتجة تمثل الفاتورة المســـــــــــــتجرة من قبل �ل الموزعین الاثنین: 
 یرادات الشر�ة من الموزعین.. وهي إ1100تساوي  C2، وفاتورة 5900تساوي  C1فاتورة 

 :A.C) 2الجداء (

𝐴𝐴.𝐶𝐶 = �6 7 9
2 1 2� �

1 0 0 1
1
0

1
0

2
1

1
1
� = �13 7 23 22

3 1 4 5 � 

تمثل المصـــــــفوفة الناتجة جدول الاســـــــتهلاك من المواد الأول�ة حســـــــب الموزعین، حیث ُ�مثل 
، وُ�مثل الســـــطر الثاني �م�ة C1وزع الأول  الســـــطر الأول �م�ة �ل المواد الأول�ة الأر�عة للم

 .  C2كل المواد الأول�ة الأر�عة للموزع الثاني 
 :C.D) 3الجداء (

𝐶𝐶.𝐷𝐷 = �
1 0 0 1
1
0

1
0

2
1

1
1
� �

20
100
150
15

� = �
35

285
165

� 
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تسـاوي  P1تمثل المصـفوفة الناتجة جدول التكال�ف الكل�ة لكل من المنتجات الثلاثة: تكال�ف  
 .  165تساوي  P3، وتكال�ف 285تساوي  P2، تكال�ف 35
 :A.C.D) 4الجداء (

 :A.C.Dأعلاه، نجد  A.Cتم حساب 

𝐴𝐴.𝐶𝐶.𝐷𝐷 = �13 7 23 22
3 1 4 5 � �

20
100
150
15

� = �4740
835 � 

جمالي تكال�ف المواد الأول�ة لكل من الموزعین، حیث تبلغ تمثل المصــــــــــفوفة الناتجة جدول إ
، �مــا تبلغ  C1 :4740تكــال�ف المواد الأول�ــة للمنتجــات المســــــــــــــتجرة من قبــل الموزع الأول 

 .  C2 :835تكال�ف المواد الأول�ة للمنتجات المستجرة من قبل الموزع الثاني 
 ،  E = [1  1]ب) ل�كن 
 أعلاه، منه نجد: A.C.D: تم حساب E.A.C.D) 1الجداء (

𝐸𝐸.𝐴𝐴.𝐶𝐶.𝐷𝐷 = [1 1] �4740
835 � = 5575 

ــاً ولجم�ع المنتجـــات المســــــــــــــتجرة  وُ�مثـــل إجمـــالي تكـــال�ف المواد الأول�ـــة للموزعین الاثنین معـ
 (التكال�ف الإجمال�ة). 

 أعلاه، منه نجد: A.B: تم حساب E.A.B) 2الجداء ( 
𝐸𝐸.𝐴𝐴.𝐵𝐵 = [1 1] �5900

1100� = 7000 

ــتجرة (الإیرادات ُ�مثل المجموع الإجمالي لفاتورة الموزعین الاثنین معاً ولجم�ع المن تجات المســـــــــ
 الإجمال�ة). 

 :E.A.B – E.A.C.D) 3طرح النت�جتین الأخیرتین (
E.A.B – E.A.C.D = 7000 – 5575 = 1425 

 EACDهو الإیرادات الإجمال�ة، والجداء   EABُ�مثل هذا الرقم الأر�اح الإجمال�ة، حیث الجداء 
 هو التكال�ف الإجمال�ة.

 مقلوب مصفوفةمحدد و  8-2

 حیث عدد الأسطر �ساوي عدد الأعمدة. nxnعامل في هذه الفقرة مع المصفوفات المر�عة سنت

ــفوفة، لنتعرف عل ــیل قلب مصـــ ــفوفة الح�اد�ة قبل الدخول في تفاصـــ ، على Identity Matrixى المصـــ
 .Iفي الحساب التقلیدي �النس�ة للضرب، نرمز لمصفوفة الح�اد�ة �الرمز  1غرار العدد 
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ــفوفة الح�اد� ــفوفة مر�عة من الرت�ة   Iة المصـ ــفر عدا  nxnهي مصـ ــاوي الصـ حیث جم�ع عناصـــرها تسـ
 i=1, 2, …, nوذلك من أجل  if i = j ija 1 =و    j  #= 0  if i  ijaعناصـــر القطر تســـاوي الواحد: 

 : I. مثلاً المصفوفة الح�اد�ة j=1, 2, …,nو 

3x3   :𝐼𝐼من الرت�ة   = �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

2x2   :𝐼𝐼ت�ة من الر        � = �1 0
0 1� 

 I=  1-A.Aإذا وفقط إذا �ان:   A�أنه مقلوب المصفوفة  A-1ندعو المصفوفة 

2x2 :𝐴𝐴لنأخذ مصفوفة مر�عة من الرت�ة  = �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� 

𝐴𝐴−1لنحاول إ�جاد مقلوب المصفوفة  = �𝑒𝑒 𝑓𝑓
𝑔𝑔 ℎ�   حیث�I=  1-A.A  

𝐴𝐴𝐴𝐴−1 = �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� �

𝒆𝒆 𝒇𝒇
𝒈𝒈 𝒉𝒉� = �1 0

0 1� 

 �ما یلي: A-1معلومة، ُ�مكن إ�جاد عناصر المصفوفة  A�فرض أن ق�م المصفوفة 

ae + bg = 1   ce + dg = 0 
af + bh = 0   cf + dh = 1 

 ، �حل جملة المعادلات هذه، نجد:e, f, g, hلدینا أر�ع معادلات خط�ة �أر�عة مجاهیل هي 

𝑒𝑒 = 𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑎𝑎−𝑏𝑏𝑏𝑏

     𝑓𝑓 = −𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎−𝑏𝑏𝑐𝑐

 

𝑔𝑔 = −𝑐𝑐
𝑎𝑎𝑎𝑎−𝑏𝑏𝑏𝑏

     ℎ = 𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎−𝑏𝑏𝑏𝑏

 

 ونرمز له �الشكل: Determinant�محدد المصفوفة  ad – bcندعو المقدار (في المقام) 

det(A)    أو �الشكل|𝐴𝐴|   � الشكل   أو�𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑�. 

|𝐴𝐴|إذا �ان المحدد �سـاوي الصـفر  A-1نلاحظ أنه لا �مكن إ�جاد عناصـر المقلوب  = �جوز إذ لا  0
إذا �ان محددها �ســــاوي الصــــفر، و�لا  Singulrالتقســــ�م على الصــــفر. ندعو المصــــفوفة �أنها أحاد�ة 

 و�وجد مقلوب لها. Non-Singulraفهي غیر أحاد�ة 

 .لا �مكن إ�جاد مقلوب مصفوفة إذا �ان محددها �ساوي الصفرقاعدة عامة: 

2x2 :𝐴𝐴�شكل عام، لإ�جاد مقلوب مصفوفة  = �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� :نت�ع الخطوات الآت�ة 

d :�𝒅𝒅و  a) تبدیل موضعي عناصر القطر 1 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝒂𝒂� 

�) تغییر إشارة عناصر غیر القطر�ة: 2 𝒅𝒅 −𝑏𝑏
−𝑐𝑐 𝒂𝒂 � 
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1) ضرب جم�ع العناصر الأخیرة �مقلوب المحدد: 3
det(𝐴𝐴)

= 1
𝑎𝑎𝑎𝑎−𝑏𝑏𝑏𝑏

 

A :𝐴𝐴−1) نحصل على مقلوب 4 = 1
𝑎𝑎𝑎𝑎−𝑏𝑏𝑏𝑏

� 𝑑𝑑 −𝑏𝑏
−𝑐𝑐 𝑎𝑎 � 

 .2x2) أمثلة عن إ�جاد مقلوب مصفوفة 10-8مثال (

𝐴𝐴أ) إ�جاد مقلوب ومحدد المصفوفة:   = �2 6
4 5� 

|𝐴𝐴|محدد المصفوفة  = ad –  bc = 2𝑥𝑥5 − 6 ∗ 4 = −14 

A :𝐴𝐴−1-1نجد المقلوب  = 1
−14

� 5 −6
−4 2 � = �

− 5
14

6
14

4
14

− 2
14

� 

، �جب أن نحصــــل A-1�مقلو�ها   Aصــــفوفة ننصــــح دوماً �التحقق من الجواب، وذلك �ضــــرب الم
 : Iعلى المصفوفة الح�اد�ة 

𝐴𝐴.𝐴𝐴−1 = �2 6
4 5� �

−
5

14
6

14
4

14
−

2
14

� = �1 0
0 1� 

𝐴𝐴ب) إ�جاد مقلوب ومحدد المصفوفة:   = �1 5
2 10� 

|𝐴𝐴|محدد المصفوفة  = ad –  bc = 1𝑥𝑥10 − 2 ∗ 5 = 0 

 المحدد �ساوي الصفر.لوب للمصفوفة، �سبب �ون �التالي لا یوجد مق

𝐴𝐴ت) إ�جاد مقلوب ومحدد المصفوفة:   = �2 6
5 10� 

|𝐴𝐴|محدد المصفوفة  = ad –  bc = 2𝑥𝑥10 − 5 ∗ 6 = −10 

𝐴𝐴−1نجد المقلوب:  = 1
−10

�10 −6
−5 2 � = �−1 0.6

0.5 −0.2� 

 �عض خصائص محدد مصفوفة:

 لا تتغیر ق�مة المحدد إذا تم التبدیل بین الأسطر والأعمدة. .1

 بدیل بین سطر�ن (أو عمودین)، فإن المحدد �غیر إشارته.تم التإذا  .2

 إذا تطابق سطر�ن (أو عمودین)، فإن ق�مة المحدد تساوي الصفر. .3
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إذا تم ضــــــــــرب عناصــــــــــر أحد الأســــــــــطر (أو أحد الأعمدة) بنفس المعامل، فإن ق�مة المحدد  .4
 تضرب بنفس ق�مة المعامل.

ناصـر هذا السـطر) إلى العناصـر المقابلة عإذا تم إضـافة عناصـر أحد الأسـطر (أو مضـاعف   .5
 من سطر آخر، لا تتغیر ق�مة المحدد.

أ�ضــاً، إذا تم إضــافة عناصــر أحد الأعمدة (أو مضــاعف عناصــر هذا العمود) إلى العناصــر  .6
 المقابلة من عمود آخر، لا تتغیر ق�مة المحدد.

(أو  Cofactorالمرافق  ، لنتعرف على مفهوم2x2قبل ال�حث عن مقلوب مصـفوفة من رت�ة أعلى من 
 المصفوفة المرافقة) لكل عنصر من عناصرها.

�أنه محدد   ijAونرمز له �الشــــكل   ijaصــــر ، نعرف مرافق العنnxnمن الرت�ة   Aل�كن لدینا المصــــفوفة 
، j، والعمود رقم i�عد حذف السـطر رقم  Aمن المصـفوفة  x(n-1)(n-1)المصـفوفة الجزئ�ة من الرت�ة 

 . )-(j+i1المقدار  ومسبوقاً �إشارة

 سال�ة، ijAفردي فإشارة المرافق  i+jإذا �ان 

 موج�ة. ijAزوجي فإشارة المرافق  i+jو�ذا �ان 

 مرافق. nxn :2nكما نلاحظ أنه �كون لدینا مرافقات لمصفوفة من الرت�ة 

 .3x3) أمثلة عن إ�جاد مرافقات مصفوفة 11-8مثال (

𝐴𝐴لدینا المصفوفة:   = �
7 3 2
4 5 3
3 1 2

 والمطلوب إ�جاد جم�ع مرافقات هذه المصفوفة.   �

 ، هي: (x 3 3)مرافقات  9لدینا في هذه الحالات 

𝐴𝐴11�ساوي:   11Aالمرافق  = (−1)1+1 �5 3
1 2� = 7 

𝐴𝐴12�ساوي:   21Aالمرافق  = (−1)1+2 �4 3
3 2� = 1 

𝐴𝐴13�ساوي:   31Aالمرافق  = (−1)1+3 �4 5
3 1� = −11 

𝐴𝐴21�ساوي:   12Aفق المرا = (−1)2+1 �3 2
1 2� = −4 

𝐴𝐴22�ساوي:   22Aالمرافق  = (−1)2+2 �7 2
3 2� = 8 

𝐴𝐴23�ساوي:   23Aالمرافق  = (−1)2+3 �7 3
3 1� = 2 

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = �

𝑎𝑎11 … 𝑎𝑎1𝑗𝑗 … 𝑎𝑎1𝑛𝑛
. . .
𝑎𝑎𝑖𝑖1
. . .

⬚ … ⬚
… 𝒂𝒂𝒊𝒊𝒊𝒊
⬚ …

…
⬚

. . .
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖
. . .

𝑎𝑎𝑛𝑛1 … 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚 … 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛

� 
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𝐴𝐴31�ساوي:   31Aالمرافق  = (−1)3+1 �3 2
5 3� = −1 

𝐴𝐴32�ساوي:   32Aالمرافق  = (−1)3+2 �7 2
4 3� = −13 

𝐴𝐴33�ساوي:   33Aالمرافق  = (−1)3+3 �7 3
4 5� = 23 

 :3x3�عطینا المثال أعلاه فكرة عن ��ف�ة إ�جاد محدد من الرت�ة الثالثة 

𝐴𝐴 = �
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33

� 

ــل جمع جداءات �ل ع ــفوفة من الرت�ة الثالثة هو حاصــــ ــر من ســــــطر واحمحدد مصــــ د محدد (أو نصــــ
 عمود واحد محدد) مضرو�اً �مرافق هذا العنصر. �ما یلي:

 A31a + 21.A21a + 11.A11Det(A) = a.31  أي: 

 A23a + 22.A22a + 21.A21Det(A) = a.23  أو: 

قد �كون إجراء عمل�ة حســـــــــاب المحدد عبر الأســـــــــطر أو عبر الأعمدة طر�قة للتحقق من الجواب، إذ 
ــل على نفس  �جب أن ن ــطر أو عبر الأعمدة. �معنى حصـــ ــا�ات عبر الأســـ ــواء أجر�نا الحســـ النت�جة ســـ

 آخر، �كفي أن نأخذ سطر واحد أو عمود واحد.

 إذاً، ُ�مكن إ�جاد محدد مصفوفة من الدرجة الثالثة �ات�اع الخطوات الآت�ة:

 ) اخت�ار سطر ما (أو عمود ما).1(

 .(أو العمود) ) إ�جاد جم�ع مرافقات عناصر هذا السطر2(

 ) ضرب �ل عنصر �مرافقه.3(

 .(3)) جمع الجداءات الناتجة عن الخطوة 4(

 .3x3) إ�جاد محدد مصفوفة 12-8مثال (

𝐴𝐴لنــأخــذ نفس المصــــــــــــــفوفــة في المثــال الســـــــــــــــابق   = �
7 3 2
4 5 3
3 1 2

والمطلوب إ�جــاد محــدد هــذه   �

 المصفوفة.

قات الســطر الأول مصــفوفة التســع، لنأخذ مرافتم في المثال أعلاه حســاب جم�ع مرافقات عناصــر ال
 ، ولنوجد محدد المصفوفة:11A   ،= 1 12A   ،11-=  13A 7 =مثلاً:   

Det(A) = (7)(7) + (3)(1) + (2)(-11) = 30 
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 ُ�مكن التحقق �أخذ أي سطر آخر أو عمو آخر، لنأخذ مثلاً العمود الثالث:

 محدد المصفوفة:، فنجد 31A   ،2=  23A   ،= 23 33A  =-11مرافقات العمود الثالث:  

Det(A) = (2)(-11) + (3)(2) + (2)(23) = 30 

ــاوي مقلوب المحـدد مضــــــــــــــرو�ـاً �منقول A )3x3أخیراً، نعرف ُ�مكن إ�جـاد مقلوب مصــــــــــــــفوفـة  ) �ســــــــــــ
 المرافقات. 

𝐴𝐴 = �
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33

� 

 ، ُ�حسب �الشكل:A-1ب هذه المصفوفة فإن مقلو 

𝐴𝐴−1 =
1

|𝐴𝐴| �
𝐴𝐴11 𝐴𝐴21 𝐴𝐴31
𝐴𝐴12 𝐴𝐴22 𝐴𝐴32
𝐴𝐴13 𝐴𝐴23 𝐴𝐴33

� 

 .A�مقلوب محدد المصفوفة  ijAأي �ضرب منقول مصفوفة المرافقات 

 من الواضح أنه لا ُ�مكن إ�جاد مقلوب مصفوفة إذا �ان محددها �ساوي الصفر.

ظراً لتعقید حسـا�ات المحدد والمرافقات، یُنصـح دوماً �التحقق من أن جداء المصـفوفة �مقلو�ها �سـاوي ن
 .I=  1-A.Aأو    I.A = 1-Aلح�اد�ة أي  المصفوفة ا

 .3x3) إ�جاد محدد مصفوفة 13-8مثال (

ــال أعلاه   ــة في المثـ ــذ نفس المصــــــــــــــفوفـ ــأخـ 𝐴𝐴لنـ = �
7 3 2
4 5 3
3 1 2

ــاد مقل  � ــذه والمطلوب إ�جـ وب هـ

 المصفوفة.

 .det(A) = 30تم في المثال أعلاه حساب محدد المصفوفة  

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝑟𝑟𝑠𝑠(𝐴𝐴)كما تم حساب مرافقات المصفوفة:   = �
7 1 −11
−4 8 2
−1 −13 23

� 

 �التالي ُ�مكن حساب المقلوب: 

𝐴𝐴−1 =
1

|𝐴𝐴|𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶
(𝐴𝐴) =

1
30

�
7 −4 −1
1 8 −13

−11 2 23
� 
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أینـا حتى الآن ��ف ُ�مكن إ�جـاد مقلوب مصــــــــــــــفوفـة من الرت�ـة الثـان�ـة والثـالثـة، ُ�مكن تعم�م الطر�قـة ر 
 �ات�اع نفس الخطوات �التدرج:، n>3حیث  nxnمن الرت�ة  Aالمذ�ورة أعلاه على أ�ة مصفوفة 

 iالمشــكلة �ل منها �حذف الســطر رقم  x(n-1)(n-1)) تحدید المصــفوفات الجزئ�ة من الرت�ة 1(
 .jوالعمود رقم 

)، وضـر�ها 1: أي محددات المصـفوفات الجزئ�ة المحددة في (ijA) إ�جاد المعاملات المرافقة  2(
 .ijaة للعنصر ، فنحصل على المصفوفة المرافق)-(i+j1�الإشارةـ 

) �عــد إنقــاص واحــد من رت�ــة المصــــــــــــــفوفــات الجزئ�ــة حتى 3)، (2)، (1) تكرار الخطوات (3(
 .ijaلجم�ع العناصر  ijAفقات نحصل على جم�ع المرا

 .  |A :|𝐴𝐴) حساب محدد المصفوفة 4(
 .|𝐴𝐴|�مقلوب المحدد  TijA�ضرب منقول المصفوفة المرافقة  A) إ�جاد مقلوب 5(

لحســـــــــــا�ات لمصـــــــــــفوفات من الحجم الكبیر أمراً معقداً و�ســـــــــــتهلك الكثیر من الوقت نلاحظ أن إجراء ا
 .MS Excelالمتخصصة أو بناء نموذج للحسا�ات على  والجهد، لذلك ننصح �استخدام البرمج�ات 

 .A1-B.-1هو الجداء:  (A.B)-1معرفاً، فإن مقلوب الجداء  A.Bإذا �ان جداء مصفوفتین 

ــعة الذات�ة  ــفوفة مر�عة  Eigenvectorsفي �عض الحالات، قد نحتاج لل�حث عن الأشــــــــ من  Aلمصــــــــ
 Xالمرافقة لهذه الأشــــــعة. الأشــــــعة الذات�ة  Eigenvalues، والق�م الذات�ة (الجذور الكامنة) nxnالرت�ة  

𝐴𝐴|، في حین تُحقق الق�م الذات�ة المعادلة: A.X = λ.Xتحقق الص�غة:  − 𝜆𝜆𝜆𝜆| = 0. 

 ل وحل جملة معادلات خط�ة عبر المصفوفاتتمثی 8-3

أحد أهم التطب�قات لمقلوب مصــفوفة هو المســاعدة في إ�جاد حل لجملة معادلات خط�ة، وقد رأینا أنه 
 ُ�مكن تمثیل جملة معادلات (أو متراجحات) خط�ة �شكل مصفوفي.

 : x1x ,2ل�كن لدینا جملة معادلتین خطیتین �مجهولین اثنین 

a11 x1 + a12 x2 = b1  a21 x1 + a22 x2 = b2 

 حیث:   A.X = Bُ�مكن تمثیلها �الشكل  

𝑋𝑋 = �
𝑥𝑥1
𝑥𝑥2� .تمثل شعاع عمود المجاهیل 

𝐵𝐵 = �𝑏𝑏1𝑏𝑏2
 تمثل شعاع عمود الطرف الثاني. �

𝐴𝐴 = �
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22� .تمثل أمثال المجاهیل في المعادلتین 
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 موجود، ُ�مكن إ�جاد الحل م�اشرةً �ما یلي: A�فرض أن مقلوب 

 B1-(A.X) = A1-A.، فنجد: A�مقلوب المصفوفة  A.X = Bنضرب طرفي المعادلة 

 B1-.A).X = A1-(A.ت هو تجم�عي، نجد: �اعت�ار أن ضرب المصفوفا

 I.A = 1-Aحیث أن جداء المصفوفة �مقلو�ها �ساوي المصفوفة الح�اد�ة: 

 ، وهو حل جملة المعادلتین.B1-X = A.أو   B1-.X = AI.ومنه نجد 

ــفوفة الطرف الثاني   ــل جداء مصـــ ــاطة حاصـــ �مقلوب  Bأي أن حل جملة معادلات خط�ة هو �كل �ســـ
معرفاً (موجوداً)، و�ذا �ان هذا المقلوب  A-1، ط�عاً شــــــــر�طة أن �كون A-1جاهیل  مصــــــــفوفة أمثال الم

 غیر موجود، فجملة المعادلات ل�س لها حلاً وحیداً.

 حل جملة معادلتین خطیتین لسعر التوازن �طر�قة المصفوفات.) 2-8تطبیق (

 �ما یلي: P1, P2لدینا معادلتي أسعار منتجین 

-7P1 + 4P2 = -8      5P1 – 3P2 = -4 

 �استخدام المصفوفات. P1, P2لتوازن والمطلوب: إ�جاد سعري ا

 الحل:

 A.P = Bنضع المعادلتین على شكل مصفوفات: 

𝐴𝐴حیث  = �−7 4
5 −3�      𝑃𝑃 = �𝑃𝑃1

𝑃𝑃2�       𝐵𝐵 = �−8
 ، فنجد:�4−

�−7 4
5 −3� �

𝑃𝑃1
𝑃𝑃2� = �−8

−4� 

|𝐴𝐴|محدد المصفوفة:  = (−7)𝑥𝑥(−3) − 4 ∗ 5 = 1 

𝐴𝐴−1ون المقلوب �ساوي   ف�ك = 1
1
�−3 −4
−5 −7� 

 ، فنحصل سعر التوازن:A-1نضرب الطرفین �مقلوب مصفوفة الأمثال 

�𝑃𝑃1
𝑃𝑃2� = �−3 −4

−5 −7� �
−8
−4� = �40

68� 

 .P2 = 68و   P1 = 40إذاً 

 ُ�مكن التحقق أن ق�متي السعر�ن تحقق المعادلتین:

-7(40) + 4(68) = -8      5(40) – 3(68) = -4 
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 ك �طر�قة المصفوفات.حل جملة معادلتي توازن الدخل القومي والاستهلا) 3-8تطبیق (

 �ما یلي: Cوالاستهلاك  Yلدینا في اقتصاد من قطاعین، معادلتي التوازن بین الدخل القومي 

Y = C + I    [1] 
C = aY + b  [2] 

 مثل الاستثمار �فرض أنه معطى محدد.ت I. و b > 0و   a < 1 > 0معاملات تُحقق:  a, bحیث 

هي المتغیرات المطلوب إ�جاد ق�مها ندعوها  Y, Cلنضع هاتین المعادلتین على شكل مصفوفي حیث 
 ق�متها محددة مس�قاً. exogenousهي متغیرات خارج�ة  I, a, b، وEndogemousمتغیرات داخل�ة 

 لمعال�م في الطرف الثاني، فنجد:لنعید ترتیب المعادلتین �حیث �كون المجاهیل في طرف وا

Y - C = I    [1'] 
-aY + C = b  [2'] 

 A.X = Bفتكتب جملة المعادلتین �شكل مصفوفي: 

𝐴𝐴حیث:  = � 1 −1
−𝑎𝑎 1 �       𝑋𝑋 = �𝑌𝑌𝐶𝐶�         𝐵𝐵 = �𝐼𝐼𝑏𝑏� 

� 1 −1
−𝑎𝑎 1 � �𝑌𝑌𝐶𝐶� = �𝐼𝐼𝑏𝑏� 

|𝐴𝐴|محدد المصفوفة:  = (1)𝑥𝑥(1) − (−1) ∗ (−𝑎𝑎) = 1 − 𝑎𝑎 

 اصغر تماماً من الواحد، فإن المحدد لا �ساوي الصفر، فالمصفوفة لها مقلوب. a < 1أن حیث 

𝐴𝐴−1ف�كون المقلوب �ساوي    = 1
1−𝑎𝑎

�1 1
𝑎𝑎 1� 

 :B1-X = A.نوجد 

𝑋𝑋 = �𝑌𝑌𝐶𝐶� =
1

1 − 𝑎𝑎
�1 1
𝑎𝑎 1� �

𝐼𝐼
𝑏𝑏� =

1
1 − 𝑎𝑎

� 𝐼𝐼 + 𝑏𝑏
𝑎𝑎. 𝐼𝐼 + 𝑏𝑏� 

Y  :𝑌𝑌ومنه نجد ق�مة  = 𝐼𝐼+𝑏𝑏
1−𝑎𝑎

C  :𝐶𝐶ق�مة و       = 𝑎𝑎.𝐼𝐼+𝑏𝑏
1−𝑎𝑎

 

ــتثمار �مقدار  ــاب التغیرات في الدخل I∆في حال تغیرت الق�مة المحددة للاســـــــــ  Y، ُ�مكن حســـــــــ
 : Cوالاستهلاك 

∆𝑌𝑌 =
𝐼𝐼 + ∆𝐼𝐼 + 𝑏𝑏

1 − 𝑎𝑎
−
𝐼𝐼 + 𝑏𝑏
1 − 𝑎𝑎

= �
1

1 − 𝑎𝑎
�∆𝐼𝐼 

∆𝐶𝐶 =
𝑎𝑎. (𝐼𝐼 + ∆𝐼𝐼) + 𝑏𝑏

1 − 𝑎𝑎
−
𝑎𝑎. 𝐼𝐼 + 𝑏𝑏
1 − 𝑎𝑎

= �
𝑎𝑎

1 − 𝑎𝑎
�∆𝐼𝐼 
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1لذلك ندعو المعامل 
1−𝑎𝑎

ــتثمار    ــروب الاســــــ وندعو للدخل القومي،   Investment Multiplier�مضــــــ
𝑎𝑎المعامل  

1−𝑎𝑎
 للاستهلاك. Investment Multiplier�مضروب الاستثمار   

𝐴𝐴−1أخیراً، ُ�مكن ملاحظة من مقلوب المصفوفة    = �
1

1−𝑎𝑎
1

1−𝑎𝑎
𝑎𝑎

1−𝑎𝑎
1

1−𝑎𝑎

 ما یلي:  �

 ثمار �النس�ة للدخل القومي وللاستهلاك.العمود الأول هو مضار�ب الاست .1

 القومي وللاستهلاك، ل�س لها علاقة �الاستثمار. العمود الثاني هو المضار�ب المستقلة للدخل .2

 �طر�قة المصفوفات.ثلاثة منتجات لسعر توازن  ةخط� تمعادلاثلاث ) حل جملة 4-8تطبیق (

 �ما یلي: P1, P2, P3لدینا معادلات أسعار ثلاثة منتجات 

7P1 + 3P2 + 2P3 = 60  
4P1 + 5P2 + 3P3 = 80 
3P1 + P2   + 2P3 = 40 

 �استخدام المصفوفات. P1, P2, P3والمطلوب: إ�جاد أسعار التوازن للمنتجات الثلاثة 

 الحل:

 A.P = Bنضع المعادلات على شكل مصفوفات: 

𝐴𝐴حیث:     = �
7 3 2
4
3

5 3
1 2

�      𝑃𝑃 = �
𝑃𝑃1
𝑃𝑃2
𝑃𝑃3
�       𝐵𝐵 = �

30
15
15
�  

 : A) حساب مقلوب المصفوفة 13-8تم سا�قاً في المثال (

𝐴𝐴−1 =
1

30
�

7 −4 −1
1 8 −13

−11 2 23
� 

B1-P = A:  𝑃𝑃.والحل هو  = �
𝑃𝑃1
𝑃𝑃2
𝑃𝑃3
� = 1

30
�

7 −4 −1
1 8 −13

−11 2 23
� �

60
80
40
� 

 ومنه نجد:

𝑃𝑃1 =
7

30
60 −

4
30

80 −
1

30
40 = 2 

𝑃𝑃2 =
1

30
60 +

8
30

80 −
13
30

40 = 6 

𝑃𝑃3 = −
11
30

60 +
2

30
80 +

23
30

40 = 14 
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 المصفوفات. استخدام�إ�جاد توازن العرض والطلب لمنتجین اثنین ) 5-8تطبیق (

 لدینا توا�ع العرض والطلب لمنتجین اثنین �ما یلي:

 D1 = 50 – 2P1 + P2  S1 = -20 + P1الطلب والعرض للمنتج الأول:  

 D2 = 10 + P1 – 4P2  S2 = -10 + 5P2والعرض للمنتج الثاني:   الطلب 

 والمطلوب:  

 ن أسعار التوازن �شكل مصفوفي.أ) التعبیر ع

 ب) إ�جاد ق�م أسعار و�م�ات التوازن للمنتجین.

 الحل:

 أ) التعبیر عن أسعار التوازن �شكل مصفوفي:

 P1, P2ات الوحیدة فیها هي الأسعار علینا بدا�ةً إعادة �تا�ة المعادلات أعلاه لتص�ح المتغیر 

 عند التوزان، �كون لدینا العرض = الطلب لكل من المنتجین، فنجد:

 S1 = D1   ⇒    -20 + P1 = 50 – 2P1 + P2للمنتج الأول:  
 3P1 – P2 = 70   [1]فنجد:   

 S2 = D2    ⇒    -10 + 5P2 = 10 + P1 – 4P2 للمنتج الثاني: 
 P1 + 9P2 = 20   [2]-فنجد:  

 على شكل مصفوفي: [2]و  [1]�التالي تكتب المعادلتین 

� 3 −1
−1 9 � �𝑃𝑃1

𝑃𝑃2� = �70
20� 

 ب) ق�م أسعار و�م�ات التوازن للمنتجین

 لإ�جاد ق�م الأسعار عند التوازن، �كفي حل معادلة المصفوفات أعلاه، فنجد:

�𝑃𝑃1
𝑃𝑃2� = � 3 −1

−1 9 �
−1
�70
20� 

𝐴𝐴مصفوفة الأمثال  = � 3 −1
−1 9  Det(A) = (3)*(9) – (-1)(-1) = 26�ساوي:   �

��التالي مقلوب مصفوفة الأمثال تساوي:   3 −1
−1 9 �

−1
= �

9
26

1
26

1
26

3
26

� 
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 فنجد ق�م الأسعار عند التوازن:

P1   :𝑃𝑃1سعر المنتج الأول  = 9
26
𝑥𝑥70 + 1

26
𝑥𝑥20 = 25 

P2   :𝑃𝑃1سعر المنتج الثاني  = 1
26
𝑥𝑥70 + 3

26
𝑥𝑥20 = 5 

 الكم�ات عند التوازن �ما یلي:وتكون 

في أي من معادلتي هذا المنتج �اعت�ار العرض والطلب   P2و  P1للمنتج الأول، نســــــــــــتبدل ق�م  
 D1=S1   :S1 = -20 + (25) = 5متساو�ین عن التوازن 

  D1 = 50 – 2(25) + (5) = 5تتحقق في معادلة الطلب  S1=5ُ�مكن التأكد أن هذه الكم�ة 

 في أي من معادلتي العرض أو الطلب لهذا المنتج:   P2و   P1لثاني، نستبدل ق�م  للمنتج المنتج ا

S2 = -10 + 5(5) = 15 

  D2 = 10 + (25) – 4(5) = 15وهي محققة من معادلة الطلب على هذا المنتج  

 قاعدة �رامر 8-4

ــا�قاً ��ف�ة إ�جاد محدد ومقلوب مصـــــفوفة من رت ، لكن هذه الطر�قة قد 3x3و   2x2ب صـــــغیرة  رأینا ســـ
ــاد�ة، على الأغلب أن نهتم �متغیر أو  تأخذ الكثیر من الوقت والجهد، في التطب�قات الإدار�ة والاقتصــــ

ون هناك حاجة �عدد قلیل من المتغیرات فقط من بین الكثیر من المتغیرات الاقتصـــــــــــــاد�ةن لذلك لا �ك
المصــــفوفة ثم إ�جاد المقلوب، ســــنرى في هذه الفقرة طر�قة  لهدر الجهد والوقت لحســــاب جم�ع مرافقات 

لإ�جــاد ق�م أحــد المتغیرات فقط دون الحــاجــة لل�حــث عن ق�م جم�ع المتغیرات، هــذه الطر�قــة معروفــة 
 .Cramer's Rule�قاعدة �رامر 

ــفوفة من الرت�ة  تشــــــــــكل م A.X = Bل�كن لدینا جملة معادلات  ُ�مكن   ix، فإن ق�مة المتغیر nxnصــــــــ
 جادها عبر قاعدة �رامر �ما یلي:إ�

𝑥𝑥𝑖𝑖 =
det (𝐴𝐴𝑖𝑖)
det (𝐴𝐴)

 

ــفوفة   iAحیث  ــفوفة   iوذلك �عد تبدیل العمود رقم  Aهي نفس المصـــ �الطرف الثاني من  Aفي المصـــ
 .Bجملة المعادلات 

لا �مكن التقســــــ�م إذ ، فمن الواضــــــح أنه لا یوجد حل لجملة المعادلات، det(A) = 0إذا �ان   .1
 على صفر.
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 ، فلجملة المعادلات حل وحید.det(A) ≠ 0إذا �ان  .2

، فلجملــة المعــادلات عــدد لا iمن أجــل جم�ع المتغیرات  0idet(A) = det(A = (إذا �ــان  .3
 نهائي من الحلول.

 دلتین خطیتین.) تطبیق قاعدة �رامر على جملة معا14-8مثال (

2�ل�كن لدینا جملة المعادلتین  5
3 −5� �

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2� = �20

30�  

 فقط.  2xولنفترض أننا نهتم �ق�مة 

x2تعطینا ص�غة �رامر طر�قة الحساب م�اشرةً:    = det (A2)
det (A)

 

𝐴𝐴حیث:   = �2 5
3 −5�  

𝐵𝐵بتبدیل الطرف الثاني  2Aونشكل        = �20
𝐴𝐴2: 2مكان العمود رقم   �30 = �2 20

3 30� 

 A  :det(A) = (2)(-5) – (5)(3) = -25محدد 

 2A  :(20)(0) = 0 –) = (2)(30) 2det(Aمحدد 

2x  :x2ومنه نجد ق�مة  = det (A2)
det (A)

= 0
−25

= 0 

 ) تطبیق قاعدة �رامر على جملة معادلات خط�ة من ثلاثة مجاهیل.14-8مثال (

 �ما یلي:  x2, x1x ,3من ثلاثة مجاهیل  A.X = Bل�كن لدینا جملة معادلات 

�
3 2 5
−3
1

1 7
2 3

� �
𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
𝑥𝑥3
� = �

18
−9
26
� 

𝐴𝐴مثلاً. حیث مصفوفة الأمثال:  3xولنفترض �أننا نر�د معرفة ق�مة  = �
3 2 5
−3
1

1 7
2 3

� 

𝐵𝐵بتبدیل الطرف الثاني  3Aنشكل  = �
18
−9
26
𝐴𝐴3: 3مكان العمود رقم   � = �

3 2 18
−3
1

1 −9
2 26

� 

 عبر السطر الأول مثلاً: 3Aنوجد محدد 

det(𝐴𝐴3) = (3) �1 −9
2 26� −

(2) �−3 −9
1 26 � + (18) �−3 1

1 2� = 144 

 عبر السطر الأول مثلاً: Aكذلك نوجد محدد 

det(𝐴𝐴) = (3) �1 7
2 3� −

(2) �−3 7
1 3� + (5) �−3 1

1 2� = −36 
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3x  :x3ومنه نجد ق�مة  = det (3)
det (A)

= 144
−36

= −4 

 .إ�جاد مستو�ات التوازن القومي �استخدام قاعدة �رامر) 6-8تطبیق (

، الدخل القومي الجاهز Yلدینا معادلات التوازن على المستوى القومي لثلاثة قطاعات: الدخل القومي  
dY وحجم الضرائب ،T:ما یلي� ، 

Y = C + I* + G*  [1] 

+ b dC = aY     [2]  حیثa < 10 <    وb > 0. 

T –= Y  dY   [3] 

T = t.Y + T*    [4]      حیثt < 1   وT* > 0. 

 نضع إشارة *، عادةً ما ُ�قصد أن المتغیر هو ثابت ذو ق�مة محددة في هذه الجملة.عندما  

 والمطلوب:

 .A.X = Bأ) وضع جملة المعادلات السا�قة �شكل مصفوفي 

 عند التوازن. Yدخل القومي ب) استخدام قاعدة �رامر لإ�جاد ق�م ال

 الحل:

 A.X = Bأ) وضع جملة المعادلات السا�قة �شكل مصفوفي 

في الطرف ال�ســاري والمعال�م  TdY, C, Y ,لنبدأ بوضــع المعادلات �شــكل نظامي، أي المجاهیل 
I* ،G* ،b ،T* :في الطرف ال�میني 

X  :Xف�كون لدینا شعاع عمود المتغیرات  = �
Y
C
Yd
T

� 

، الحد الثاني تا�ع Yاً �جب إعادة ترتیب المعادلات �حیث �كون الحد الأول في �ل منها تا�ع لـ إذ 
Cحد الثالث تا�ع ، الdY والحد الرا�ع تا�ع ،T  حسب الترتیب الوارد في عمودX . 

 C، نلاحظ أن أمثال   -T = 0 dY + Y +مثلاً، نعید ترتیبها �الشــــــــكل:   [3]من المعادلة الثالثة  
 ذه المعادلة �ساوي الصفر.في ه

 �عد إعادة الترتیب، نجد جملة المعادلات:

Y  - C                  = I* + G*  [1'] 
       C - aYd         = b      [2'] 
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- Y      +  Yd  + T  = 0   [3'] 
-t.Y               + T  = T*    [4'] 

𝐴𝐴تكتب �الشكل:     Aفتكون مصفوفة الأمثال  = �
1 −1
0 1

0
−𝑎𝑎

0
0

−1 0 1 1
−𝑡𝑡 0 0 1

� 

B :Bوتكون مصوفة (شعاع عمود) الطرف الثاني  = �
I∗ + 𝐺𝐺∗

b
0

T∗

�   

 :A.X = B�التالي، نجد الشكل المصفوفي لجملة المعادلات 

�
1 −1
0 1

0
−𝑎𝑎

0
0

−1 0 1 1
−𝑡𝑡 0 0 1

� �
Y
C
Yd
T

� = �
I∗ + 𝐺𝐺∗

b
0

T∗

� 

 عند التوازن  Yب) استخدام قاعدة �رامر لإ�جاد ق�م الدخل القومي 

Y(العمود الأول) ُ�حسب �الشكل:   Yحسب ص�غة �رامر، نجد الدخل القومي  = det (A1)
det (A)

 

 ): Y�العمود الأول (عمود  B�عد استبدال الطرف الثاني  1Aمصفوفة 

𝐴𝐴1 = �
I∗ + 𝐺𝐺∗ −1
𝑏𝑏           1

0
−𝑎𝑎

0
0

0           0 1 1
𝑇𝑇∗        0 0 1

� 

 : نأخذ النشر عبر السطر الأول �ونه �حوي الكثیر من الأصفار:1det(A(حساب 

det (𝐴𝐴1) = (I∗ + 𝐺𝐺∗) �
1 −𝑎𝑎 0
0
0

1  1
0  1

� − (−1) �
𝑏𝑏 −𝑎𝑎 0
0
𝑇𝑇∗

1  1
0  1

� 

 السطر الأول �ونه �حوي �ثیر من الأصفار، فنجد:المحدد الأول، ننشر حسب 

�
1 −𝑎𝑎 0
0
0

1  1
0  1

� = (1) �1 1
0 1� = 1 

 المحدد الثاني، ننشر حسب السطر الأول، فنجد:

�
b −a 0
0

T∗
1  1
0  1

� = (b) �1 1
0 1� −

(−a) � 0 1
T∗ 1� = b − a. T∗ 

 aT*  –aT*) = I* + G* + b  –1) (b -( –) = (I* + G*)(1) 1det(A�كون: ف

 الأول �ونه �حوي الكثیر من الأصفار:: نأخذ النشر عبر السطر det(A)حساب 
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det (𝐴𝐴) = (1) �
1 −𝑎𝑎 0
0
0

1  1
0  1

� − (−1) �
0 −𝑎𝑎 0
−1
−𝑡𝑡

1  1
0  1

� 

 الأول �ونه �حوي �ثیر من الأصفار، فنجد:المحدد الأول، ننشر حسب السطر 

�
1 −𝑎𝑎 0
0
0

1  1
0  1

� = (1) �1 1
0 1� −

(−𝑎𝑎) �0 1
0 1� = 1 

 المحدد الثاني، ننشر حسب السطر الأول، فنجد:

�
0 −𝑎𝑎 0
−1
−𝑡𝑡

1  1
0  1

� = −(−a) �−1 1
−t 1� = a(−1 + t) 

  det(A) = (1)(1) – (-1) a.(-1+t) = 1 – a + a.tف�كون: 

 تتحدد �ما یلي: Yنطبق قاعدة �رامر أخیراً، فتكون ق�مة 

Y =
det (A1)
det (A) =

I ∗  + G ∗  + b –  aT ∗
1 –  a +  a. t

 

 .�استخدام قاعدة �رامر IS-LMإ�جاد مستو�ات التوازن القومي لنموذج ) 7-8تطبیق (

 لاقتصاد مكون من قطاعین: IS-LMذج لدینا معادلات نمو 

0.30Y + 15r = 830   [1] 
0.12Y - 60r  = 200  [2] 

 حجم الفائدة. والمطلوب: rالدخل القومي، و  Yحیث 

 .A.X = Bأ) التعبیر عن النموذج �شكل مصفوفي 

 في حالة التوازن. rب) إ�جاد ق�مة 

 الحل:

 .A.X = Bأ) التعبیر عن النموذج �شكل مصفوفي 

𝐴𝐴تُكتب �الشكل:  Aمصفوفة الأمثال  = �0.30 15
0.12 −60� 

X :𝑋𝑋شعاع عمود المتغیر�ن  = �Yr� 

B :𝐵𝐵شعاع عمود الطرف الثاني  = �830
200� 

0.30�فتص�ح جملة المعادلتین على شكل مصفوفي:   15
0.12 −60� �

Y
r� = �830

200�  
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 في حالة التوازن  rب) إ�جاد ق�مة 

𝑟𝑟تعطینا ص�غة �رامر طر�قة الحساب م�اشرةً:    = det (A2)
det (A)

 

𝐵𝐵بتبدیل الطرف الثاني  2Aحیث  = �830
𝐴𝐴2: 2مكان العمود رقم   �200 = �0.30 830

0.12 200� 

 2A  :39.6-(0.12)(830) =  –) = (0.30)(200) 2det(Aف�كون محدد 

 A  :det(A) = (0.30)(-60) – (0.12)(15) = -19.8ومحدد 

r  :𝑟𝑟ومنه نجد ق�مة  = det (A2)
det (A)

= −39.6
−19.8

= 2 

 تطب�قات: جداول المدخلات والمخرجات 8-5

تقوم فكرة دراسـة ه�كل�ة الاقتصـاد والتشـا�كات بین القطاعات الإقتصـاد�ة على اسـتخدام المصـفوفات أو 
ــارها منذ منتصــــــــــف  ،Inputs Outputs Tablesما ندعوها جداول المدخلات والمخرجات  و�دأ انتشــــــــ

ــاد القرن الماضــــي على ید عالم ا والمعروفه �اســــمه. ُ�مكن أن یُنظر إلیها  Wassily Leontiefلاقتصــ
كتوز�ع للموارد على الاسـتخدامات، أو حتى على تطور ه�كیلة الاقتصـاد على عدة فترات متعاق�ة، أو 

 د الكلي.على دراسة أثر القرارات الاقتصاد�ة على ه�كل�ة الاقتصا

قطاع، تهتم جداول المدخلات والمخرجات  nت:  �فرض أن الاقتصــــــــاد القومي مقســــــــم إلى عدة قطاعا
�عرض وتحلیل العلاقات المت�ادلة بین مختلف القطاعات الاقتصـاد�ة على المسـتوى القومي خلال فترة 

ف محددة، حیث تُمثل على شـــــــــــــكل مصـــــــــــــفوفة تظهر القطاعات فیها �قطاعات مُنتجة في الصـــــــــــــفو 
ســطر �ســاوي عدد الأعمدة أي أن المصــفوفة و�قطاعات مُســتهلكة في الأعمدة، مما �عني أن عدد الأ

، ُ�مكن أن �ضـــــــاف إلى الجدول �عض الأعمدة والأســـــــطر للتوضـــــــ�ح ولا تدخل nxnمر�عة من الرت�ة  
 م�اشرةً في العلاقة الت�ادل�ة بین القطاعات، �ما یبین الجدول أدناه.

 لأول�ة على جداول المخرجات والمدخلات:تفرض �عض الفرض�ات ا

عوامل إنتاج ثابتة، أي أن هناك علاقة ثابتة أو غیر مرنة بین مستوى الخرج كل قطاع معرف � .1
 لأي قطاع والمستو�ات المطلو�ة للمدخلات، حیث یتم تجاهل م�ادئ الاقتصاد السلمي.

نقاص) نسـ�ة مئو�ة محددة  إنتاج الخرج في �ل قطاع معرف �عائد سـلمي ثابت، أي أن ز�ادة (إ .2
 اص) نفس النس�ة في جم�ع مدخلات القطاع.لخرج القطاع یتطلب ز�ادة (إنق
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تكنولوج�ــا الإنتــاج تفرض �معطى محــدد، توضــــــــــــــع وتثبــت معــاملات توا�ع الإنتــاج من أجــل   .3
 تكنولوج�ا محددة.

 كل قطاع یُنتج سلع/خدمات متجانسة.  .4

ــاعـات العمـل مثلاً) أو  عـادةً مـا ُ�عبر عن واحـدات ق�ـاس ق�م الجـدول بواحـدات فیز�ـائ�ـة (الطن أو ســــــــــــ
 ملة محددة (الدولار مثلا) وهو الأكثر انتشاراً.�ع

 .i: ق�مة مخرجات القطاع iXحیث 

ijX  ق�مة الت�ادل من القطاع :i    إلى القطاعj  أو ق�مة المدخلات المُنتَجة في القطاع ،i   والمُستَخدمة
 (مخرجات). jت) إلى القطاع (مدخلا i. ینظر إلیها �ق�مة مب�عات القطاع jفي القطاع 

jV  إجمالي الق�مة المضــافة المســتخدمة في عمل�ة الإنتاج للقطاع :j  وتشــمل: الأجور ،jW الفوائد ،
 .j+ M j+ R j= W jV. لدینا: jللقطاع المعني  jM، والمستوردات jRوالأر�اح 

W :Wإجمـــالي الأجور  = ∑ Wj
n
j=1 + (Wc + WG)  حیـــثcW  ،أجور العـــائلاتGW جور الأ

 ة.�الحكوم

R :Rإجمالي الفوائد والأر�اح  = ∑ Rj
n
j=1 . 

ــالي المســــــــــــــتوردات  M :Mإجمـــ = ∑ Mj
n
j=1 + (Mc + MI + WG)  حیـــــثcM  مســــــــــــــتوردات

 مستوردات الحكومة. GMمستوردات الشر�ات، و   IMالعائلات،

iF  ــلع والخدمات التي أنتجها القطاع ــمل: نفقات i: إجمالي ق�مة الســــ ــتهلاك العائلات   ، وتشــــ ، iCاســــ
iF . لدینا iمن القطاع المعني   iE، والتصـدیر  iG، المشـتر�ات الحكوم�ة iIالنفقات الاسـتثمار�ة  

 i+ E i+ G i+ I i= C. 

إجمالي 
 بطلال

   القطاعات المستھلكة Fالطلب النھائي 
E G I C  قطاعn ...  قطاعj ... زراعة صناعة   

1X 1E 1G 1I 1C 1nX    12X 11X زراعة 

القطاعات 
 المُنتجة

2X 2E 2G 2I 2C 2nX    22X 21X صناعة 

... ... ... ... ... ...     ... ... 

iX iE iG iI iC inX  ijX  i2X i1X  قطاعi 

... ... ... ... ... ...     ... ... 

nX nE nG nI nC nnX ... njX ... n2X n1X  قطاعn 

W  GW  CW nW ... jW ... 2W 1W  أجورW  القیمة
المضافة 

V 
R     nR ... jR ... 2R 1R  فوائدR 
M  GM IM CM nM ... jM ... 2M 1M  استیرادM 
 E G I C nX ... jX ... 2X 1X (العرض) الإنتاج المحلي 
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C :Cإجمــالي الاســــــــــــــتهلاك  = ∑ Cin
i=1 + (Mc + MG)  حیــثcM  ،اســــــــــــــتهلاك العــائلاتGM 

 استهلاك الحكومة.

I :Iإجمالي الاستثمار  = ∑ Iin
i=1 + MI  حیثIM .استثمار الشر�ات 

ــاق الحكومي  ــالي الإنفـ G :Gإجمـ = ∑ Gi
n
i=1 + (WG + MG)  حیـــثGW  ،ــة   GMأجور الحكومـ

 استهلاك الحكومة.

E :Eإجمالي التصدیر  = ∑ Ein
i=1. 

ــ�طة والق�مة  jع  عن ق�مة الناتج المحلي للقطا jX�عبر مجموع �ل عمود  أي مجموع المدخلات الوســــــ
ــافة، في حین �عبر مجموع �ل ســـــــــطر   ــتخدام  iعن ق�مة الإنتاج المحلي للقطاع   iXالمضـــــــ أي الاســـــــ

الوســ�ط والطلب النهائي، ولا بد أن یتســاوى المجموع مســتوى الأعمدة (العرض) أو الصــفوف (الطلب) 
 �ما یلي: k=1, 2, …, n، حیث kلنفس القطاع 

Xk = � Xkj

n

j=1

+ Fk = �Xik

n

i=1

+ Vk 

 ) على شكل معادلة خط�ة:i(إجمالي الطلب للقطاع  iXُ�مكن التعبیر عن مجموع �ل سطر 

∑ Xij + Fi = Xi
n
j=1    من أجلi=1, 2, …, n   [1]معادلة 

 i+ E i+ G i+ I i= C iFحیث  

 خط�ة:) على شكل معادلة j(إجمالي العرض للقطاع  jXكذلك ُ�مكن التعبیر عن مجموع �ل عمود 

 ∑ Xij + Vj = Xj
n
i=1   من أجلi=1, 2, …, n   [2]معادلة 

 j+ M j+ R j= W jVحیث  

 على مستوى الاقتصاد الكلي والحسا�ات القوم�ة، لدینا معادلات الحسا�ات القوم�ة:

 W + R + M = C + I + G + Eالتوازن الإجمالي:  

 W + R = C + I + G + (E – M)أو �تابتها على الشكل:  

 .GDI: Gross Domestic Income) تمثل الدخل القومي الإجمالي W + Rث (حی

  )C + I + G تمثل الناتج المحلي الإجمالي (GDP: Gross Domestic Product. 

  )E - M تمثل میزان التجارة الخارج�ة (Net Exports-Imports. 
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�شــــــــــــــكـل طردي  نـاســـــــــــــــب یت iمســــــــــــــتخـدم من قبـل قطـاع  jتفرض المعـادلات التوازن�ـة أن �ـل مـدخـل 
Proportional  مع ناتج القطاعj  أي معjX :ونعبر عنه �شكل خطي 

  jX ij= a ijX       [3]معادلة 

ــال  ، وij0< a 1>حیـــث  دعى الأمثـ ــُ ــة  ijaتـ ــاملات الفن�ـ ــالمعـ وتعبر عن  Technical Coefficient�ـ
لي ُ�عاد �تا�ة المعادلات أعلاه ، و�التاiلإنتاج وحدة واحدة من المنتج   jالموارد المســــتخدمة من المنتج  

 ، �ما یلي:i=1, 2, …, nحیث  iكمجموع �ل سطر، من أجل �ل سطر 

∑:  iXمجموع السطر  aij xij + Fi = Xi
n
j=1     4[ ةلمعاد[ 

 كل:أو نعبر عنها �الش  A.X + F = X�حصل التوازن عندما تتساوى المدخلات مع المخرجات أي 

(I – A) X = F      [5]معادلة 

A حیث: مصفوفة المعاملات الفن�ة:   = �aij�   
Xشعاع عمود ق�م الإنتاج المحلي:   = �xij� 

Fشعاع عمود الطلب النهائي:   = [Fi] 
 �مصفوفة لیونتی�ف. (I – A) تُدعى المصفوفة

 فات:�حل جملة المصفو  X�التالي ُ�مكن حل هذه الجملة (إن وُجد الحل) و��جاد ق�م المتغیرات 

F1-A) – IX = (       [6]معادلة 

�مقلوب مصــــفوفة لیونتی�ف أو مضــــاعفات الإنتاج المحلي، حیث  )A) – I-1یُدعى مقلوب المصــــفوفة 
�ونه �ق�س الأثر المضـــاعف الذي  Partial Multiplierیُدعى �ل عنصـــر منها �المضـــاعف الجزئي 

وغیر الم�اشــــرة) المتمثلة في هذا العنصــــر،   أحدثه التغیر في الطلب النهائي من المتطل�ات (الم�اشــــرة
 .j�القطاع المستخدم  iوالتي تعكس علاقة (الم�اشرة وغیر الم�اشرة) القطاع المُنتج 

ــفوفة  حیث ُ�مكن رؤ�ة التعدیلات  Iterative Process�نت�جة لعمل�ة تدر�ج�ة   Xیُنظر إلى حل المصــ
 لطلب النهائي ومتطل�ات المدخلات، �ما یلي:التدر�ج�ة على فترات/دورات متتال�ة للمخرجات على ا

) F1-n+ … + A 2)F = (I + A + A1-nX = F + A.F + A(A.F) + …+ A(A 

 .)Static Modelوالمخرجات (تطبیق المصفوفات على جداول المدخلات ) 8-8تطبیق (

 ات، ل�كن لدینا مصفوفة المدخلات والمخرجات لثلاثة قطاعات اقتصاد�ة: زراعة، صناعة، وخدم

 �ما یلي: 
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 X1  زراعة X2 صناعة X3  خدمات F  تج المحلي انلا الطلب  
X1  70 35 5 10 20 زراعة 

X2 45 12 8 15 10 صناعة 

X3  28 10 8 6 4 خدمات 

المحلي تج  النا  70 45 28   

الق�مة  
المضافة  

V 

L 10 20 45 العمالة   

W  15 20 30 الأجور   

R10 40 20 الفوائد   

 لدینا:  من الجدول،

I-O  :AIOمصفوفة ق�م المدخلات والمخرجات  = �
20 10 5
10 15 8
4 6 8

� 

Fشعاع الطلب حسب القطاع:    = �
35
12
10
�   

Xشعاع الناتج المحلي حسب القطاع:    = �
70
45
28
� 

، وذلك بتقســ�م Aحســاب مصــفوفة المدخلات والمخرجات النســب�ة أو مصــفوفة المعاملات التكنولوج�ة  
 ق�مة من خلا�ا القطاع على الناتج المحلي للقطاع (مجموع العمود)، فنجد: كل

A = �
0.286 0.222 0.179
0.143 0.333 0.286
0.057 0.133 0.286

� 

المصــــــــــــــفوفـة �مــا یلي: من أجـل إنتــاج دولار واحـد في القطــاع الأول (العمود الأول أي  تُقرأ هـذه
ــاج إلى  ــة)، نحتـ ــاع  0.286الزراعـ ــة) و دولار من القطـ ــاني  0.143الأول (الزراعـ ــاع الثـ من القطـ

 من القطاع الثالث (الخدمات).  0.057(الصناعة) و 

 ، فنجد: (I –A)نطرح مصفوفة المعاملات التكنولوج�ة من المصفوفة الواحد�ة 

I − A = �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� − �
0.286 0.222 0.179
0.143 0.333 0.286
0.057 0.133 0.286

� = �
0.714 −0.222 −0.179
−0.143 0.667 −0.286
−0.057 −0.133 0.714

� 

 .det(A) = 0.276�ساوي  (I –A)محدد هذه المصفوفة

 :)I – (A-1أي المقلوب  )A) – I-1نحسب مصفوفة لیونتی�ف 

(I − A)−1 = �
1.585 0.660 0.660
0.428 1.809 0.831
0.207 0.390 1.608

� 
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 ه�كل�ة الاقتصاد. وهي المصفوفة التي سنستخدمها للتعدیل في

،  20، الصــــــــــــــنــاعــة 45لنفترض حــال�ــاً أنــه من المتوقع أن �كون الطلــب الجــدیــد �مــا یلي: الزراعــة 

Fأي  15والخدمات  = �
45
20
15
 الإنتاج المحلي المطلوب حسب القطاع؟، فما هو �

 :) = F1-A) – IX، نوجد ق�م الإنتاج الجدیدة بتطبیق الص�غة: [6]من المعادلة 

X = (I − A)−1F = �
1.585 0.660 0.660
0.428 1.809 0.831
0.207 0.390 1.608

� �
45
20
15
� = �

94.43
67.91
41.23

� 

X1 =1.585*45 + 0.660*20 + 0.660*15 = 94.43. 

X2 =0.428*45 + 1.809*20 + 1.608*15 = 67.91. 

 X3 =0.207*45 + 0.390*20 + 1.608*15 = 41.23. 

ــناعة  X1=94.43اج (مخرجات) �ل قطاع هي: الزراعة إذاً التر�ی�ة الجدیدة لإنت ،  X2=67.91، الصـــــ
 .  x3=41.23والخدمات 

ــفوفة   ــل على الق�م النقد�ة الجدیدة �مصـــ محلي ، ُ�مكن إعادة توز�ع التر�ی�ة الجدیدة للناتج الA2لنحصـــ
ــفوفة المعاملات التكنولوج�ة   ك أعلاه، وذل Aالمطلبو على القطاعات بنفس نســــب التوز�ع حســــب مصــ

 �ضرب �ل معامل �الق�مة الكل�ة للقطاع �ما یلي:

A2 = �
0.286𝑥𝑥94.43 0.222x67.91 0.179x41.23
0.143x94.43 0.333x67.91 0.286x41.23
0.057x94.43 0.133x67.91 0.286x41.23

� = �
26.98 15.09 7.363
13.49 22.64 11.78
5.396 9.054 11.78

� 

 لي لكل قطاع �ما یلي:�التالي تكون الز�ادة في الناتج المح
  زراعة  صناعة خدمات  الطلب  الناتج المحلي

 زراعة  6.981 5.090 2.363 10 24.43
 صناعة 3.491 7.635 3.780 8 22.91
 خدمات  1.396 3.054 3.780 5 13.23

60.57  13.23 22.91 24.43 
الناتج المحلي 

 (العرض)

 ائد والعمالة المطلو�ة بنفس الطر�قة.كما ُ�مكن الحصول على الق�م النقد�ة للأجور والفو 

 : jXإلى الناتج المحلي قبل التعدیل  jWمثلاً، لدینا شعاع نس�ة الأجور 

ℎ𝑗𝑗 =
𝑊𝑊𝑗𝑗

𝑋𝑋𝑗𝑗
= �30

70
= 0.429

20
45

= 0.444
15
28

= 0.536� 
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لي لكل �الناتج المح hj�ضــــــرب النســــــب أعلاه   jW2ومنه ُ�مكن حســــــاب الق�م النقد�ة للأجور الجدیدة 
 �عد التعدیل: Xjقطاع 

 x 94.43 = 40.71  1*X1= h 1W2 0.429 =القطاع الأول الزراعة: 

 x 67.91 = 30.18  2*X2= h 2W2 0.444 =القطاع الثاني الصناعة: 

 x 41.23 = 22.09  3*X3h = 3W2 0.536 =القطاع الثاني الصناعة: 

 W2 = 40.71 + 30.18 + 22.09 = 92.74و�كون المجموع الإجمالي للأجور �عد التعدیلات:  

 أو ُ�مكن حسا�ه �شكل مصفوفي �ما یلي:

𝑊𝑊2𝑗𝑗 = ℎ𝑗𝑗𝑋𝑋𝑗𝑗𝑇𝑇 = [0.429 0.444 0.536] �
94.43
67.91
41.23

� = 92.74 

 عمالة والفوائد وغیرها في الجدول.بنفس الطر�قة تماماً، ُ�مكن حساب حجم النقود المطلو�ة لل

(وحدة نقد�ة)، إذاً  92.74(وحدة نقد�ة) وأصـــــــــــ�حت  65تعدیلات �انت نلاحظ أن حجم الأجور قبل ال
 .27.74 = 65 – 92.74(وحدة نقد�ة)   27.74التعدیلات المقترحة تتطلب ز�ادة في الأجور مقدارها 

 

 أسئلة واخت�ارات الفصل الثامن: المصفوفات

 True/False أسئلة صح / خطأ) 1

 خطأ صح السؤال   

  n. وعدد أعمدتها   mما یلي: مصفوفة عدد أسطرها  m x nفوفة ُ�قصد برت�ة المص 1

 m > 1 .  حیث  m x 1لا �مكن أبداً أن تكون المصفوفة من الرت�ة  2

  Row Vector. �سطر شعاع  n > 1حیث  x n 1ندعو المصفوفة من الرت�ة  3

4 
لأعمدة ومواضع  المصفوفة الناتجة عن التبدیل بین مواضع ا Aُ�قصد �منقول المصفوفة 

 .TAالأسطر 
  

  T+ B T= A T(A + B)  . منقول جمع مصفوفتین هو جمع المنقولین:  5

 T.BT= A T(A.B).  هو جداء المنقولین:  A.Bمنقول جداء معرف على مصفوفتین  6

  A ± 0 = A إلى المصفوفة الصفر�ة هو نفس المصفوفة:   Aحاصل جمع/طرح المصفوفة  7

 c (A + B) # c A + c B  هي عمل�ة غیر توز�ع�ة:  cة �عدد سلمي ضرب مصفوف 8
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  c k (A) = c (k A) = c k A ضرب مصفوفة �عدد سلمي هي عمل�ة تجم�ع�ة:  9

10 
�جمع  a.bأي  bوشعاع عمود  aیتم الحصول على حاصل جداء معرف لشعاع سطر 

 . b�العنصر المقابل له من  aحاصل جداء �ل عنصر من 
  

11 
هو  h # sحیث  A.B، أي h x mرتبتها  B�المصفوفة  n x sرتبتها  Aجداء مصفوفة 
 .h x sمصفوفة رتبتها 

  

12 
، هو  x 5 3من الرت�ة  B�المصفوفة  x 3 4من الرت�ة  Aحاصل جداء معرف لمصفوفة 

 .x 5 4مصفوفة رتبتها 
  

13 
شرط أن   C = AC + BC (A + B)جمع المصفوفات هو عمل�ة توز�ع�ة على الضرب: 

 �كون الضرب معرف.
  

   ممكنة. A+B، فإن عمل�ة الجمع  2x3من الرت�ة  3x3 ،Bمن الرت�ة  Aلدینا المصفوفتین  14

15 
حیث جم�ع عناصرها تساوي  nxnهي مصفوفة مر�عة من الرت�ة  Iالمصفوفة الح�اد�ة 

 الصفر عدا عناصر القطر تساوي الواحد. 
  

   إذا �ان محددها لا �ساوي الصفر.  Singulr�أنها أحاد�ة  ندعو المصفوفة 16

   مرافق. 2nفإن عدد المرافقات �ساوي  nإذا �ان لدینا مصفوفة مر�عة من الرت�ة  17

18 
�مصفوفة  A)-(I-1في جداول المدخلات والمخرجات، یُدعى مقلوب مصفوفة لیونت�ف 

 مضاعفات الإنتاج المحلي.
  

 Multiple Choicesمتعددة أسئلة خ�ارات ) 2

𝐵𝐵لدینا الشعاع  -1 = �
5
9
4
 هو: TBفإن منقول هذا الشعاع  �

𝐵𝐵𝑇𝑇أ)   = |4 9 𝐵𝐵𝑇𝑇ب)        |5 = |18|   
𝐵𝐵𝑇𝑇ج)   = |5 9  د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة     |4

𝐴𝐴لدینا الشعاعین  -2 = �
−5
8
7
𝐵𝐵 و   � = �

5
9
4
 :هو A-Bفإن حاصل طرح الشعاعین  �

𝐴𝐴أ)   − 𝐵𝐵 =  ب) لا �مكن طرحها �ونها أعمدة أشعة      8

𝐴𝐴ج)   − 𝐵𝐵 = �
0
−1
3
 الأجو�ة السا�قة خاطئةد) جم�ع      �

𝐴𝐴لدینا المصفوفة  -3 = �5 −4
3 7  :هو TAفإن منقول هذه المصفوفة   �

𝐴𝐴𝑇𝑇أ)   = �5 −4
3 7 𝐴𝐴𝑇𝑇ب)       � = � 5 3

−4 7� 
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 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة   �ونها مر�عة ج) لا �مكن إ�جاد المنقولة

𝐵𝐵لدینا المصفوفتین  -4 = �−4 0
8 𝐴𝐴و    �4 = �5 −4

3 7  :هو A-Bفإن حاصل طرح المصفوفتین   �

𝐴𝐴أ)   − 𝐵𝐵 = � 9 −4
−5 3 𝐴𝐴ب)      � − 𝐵𝐵 = � 1 −4

11 11� 

 ةد) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئ   ج) لا �مكن إ�جاد حاصل الطرح �ونها مر�عة

𝐵𝐵لدینا المصفوفتین  -5 = �2 0
1  :هو c=3�الثابت  Aفإن جداء المصفوفة   �4

𝑐𝑐.𝐴𝐴أ)   = �6 0
3 𝑐𝑐.𝐴𝐴ب)       �12 = � 6

12� 

 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة      �مكن إ�جاد الجداءج) لا 

𝐵𝐵لدینا المصفوفتین  -6 = �2 0
1  :هو c=0�الصفر  Aفإن جداء المصفوفة   �4

𝑐𝑐.𝐴𝐴أ)   = �0 0
0 𝑐𝑐.𝐴𝐴ب)        �0 = �00� 

 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة      ج) لا �مكن إ�جاد الجداء

𝐴𝐴لدینا الشعاعین  -7 = �
1
2
3
𝐵𝐵 و   � = [0 2  :هو BxAفإن حاصل جداء الشعاعین  [4

𝐵𝐵x𝐴𝐴أ)   =  ب) لا �مكن إ�جاد الجداء �سبب اختلاف الرتب      16

𝐵𝐵x𝐴𝐴ج)   = �
0
4

12
 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة     �

𝐴𝐴لدینا الشعاعین  -8 = �
1
2
3
𝐵𝐵 و   � = [0 2 4  :هو BxAفإن حاصل جداء الشعاعین  [6

𝐵𝐵x𝐴𝐴أ)   =  �سبب اختلاف الرتبب) لا �مكن إ�جاد الجداء       22

𝐵𝐵x𝐴𝐴ج)   = �
0
4

12
18

 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة     �

𝐵𝐵ین لدینا المصفوفت -9 = �2 0
6 𝐴𝐴و    �4 = �5 0 −1

7 1 0  :هو A.Bفإن جداء المصفوفتین   �

𝐴𝐴.𝐵𝐵أ)   = � 7 0
42 𝐴𝐴.𝐵𝐵ب)      �4 = 53 

 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة     ج) لا �مكن إ�جاد الجداء

Iة محدد المصفوفة الواحد� -10 = �1 0
0  :وه Det(I)أي  �1

 = Det(I) 0ب)      Det(I) = 1أ) 

 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة     ج) لا �مكن إ�جاد المحدد
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Aمحدد المصفوفة  -11 = �2 2
1  :وه Det(A)أي  �4

 Det(A) = 6ب)      Det(A) = 8أ) 
 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة     ج) لا �مكن إ�جاد المحدد

Aمقلوب المصفوفة  -21 = �2 2
1  :وه A-1أي  �4

A−1أ)  = � 4/6 −2/6
−1/6 2/6 A−1ب)     � = �2/6 2/6

1/6 4/6� 

 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة    ج) لا �مكن إ�جاد المقلوب

Aمحدد المصفوفة  -13 = �2 4
5  :وه Det(A)أي  �10

Det(A)أ)  = Det(A)ب)      20 = 0 

 السا�قة خاطئةد) جم�ع الأجو�ة      ج) لا �مكن إ�جاد المحدد

Aالمصفوفة  ل�كن لدینا -14 = �
2
4

4 1
3 7

2 1 3
|𝐴𝐴11|فإن مرافق العنصر  � = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑎𝑎11) وه: 

|A11|أ)  = |A11|ب)       2 = 9 

|A11|ج)  = �3 7
1  د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة     �3

𝐴𝐴ل�كن لدینا الشعاعین  -15 = �
3
2
0
𝐵𝐵و  � = [0 4  :وه A.Bفإن الجداء  [5−

.A أ) B = .Aب)       8 B = 0 
 د) جم�ع الأجو�ة السا�قة خاطئة   اختلاف الرتب حسا�ه �سببج) لا �مكن 

 للمناقشةقضا�ا  \مسائل ) 3

 .  �استخدام المصفوفات ) سعر التوازن لمنتجین1-8السؤال (
 لدینا معادلتي سعري التوازن لمنتجین �ما یلي:

13-=  2+ P 14P-   7-=  25P – 12P 
 والمطلوب:

 .مصفوفي) �تا�ة المعادلتین على شكل 1
 حل جملة المعادلتین �استخدام قواعد المصفوفات.) إ�جاد سعري التوازن عبر 2

 ) 3-8تطبیق م�اشر (توجیهات للإجا�ة: 

 . 3x3مقلوب مصفوفة من الرت�ة ) 2-8السؤال (

Aالمصفوفة ل�كن لدینا  = �
2
4

4 1
3 7

2 1 3
 والمطلوب:  �
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�𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖�: جم�ع مرافقات المصفوفة) حساب 1 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖). 
 .Det(A)) حساب محدد المصفوفة: 2
 .A-1) إ�جاد مقلوب المصفوفة 3

 .  �استخدام المصفوفات التوازن لمنتجینو�م�ات ر أسعا) 3-8السؤال (
 كما یلي:  A, Bلدینا معادلات التوازن لمنتجین 

 B  :B4P - A10 + P=  BDوللمنتج   A  :B+ P A2P -50 =  ADمعادلات الطلب للمنتج 
 B  :B10 + 5P-=  BSوللمنتج   A  : A20 + P-=  ASمعادلات العرض للمنتج 

 والمطلوب:

 ) �تا�ة معادلات التوازن �شكل جبري.1

 .) �تا�ة جملة معادلات التوازن على شكل مصفوفي2

 استخدام قواعد المصفوفات.حل جملة المعادلتین �) إ�جاد أسعار و�م�ات التوازن عبر 3
 )5-8مساواة العرض والطلب، وتطبیق م�اشر (توجیهات للإجا�ة: 

 . استخدام قاعدة �رامر لحل جملة معادلتین من متغیر�ن) 4-8السؤال (
 الخطیتین:تین ل�كن لدینا جملة المعادل

2x + 4y = 16       3وx – 5y = -9 

 والمطلوب:.
 كل مصفوفي.) �تا�ة جملة المعادلات على ش1
 �استخدام قاعدة �رامر. y, x) إ�جاد ق�م المتغیر�ن 2

 )4-8تطبیق م�اشر فقرة (توجیهات للإجا�ة: 

 .  لقطاعین اقتصادیین LM-ISحل نموذج ) 5-8السؤال (
 الآتي لاقتصاد من قطاعین: IS-LMل�كن نموذج 

0.25Y + 10r -1040 = 0       0.10وY – 36r – 256 = 0 

 والمطلوب:.ل القومي ومعدل الفائدة. لتوازن للدخق�م ا Y, rحیث 
 ) �تا�ة جملة المعادلات على شكل مصفوفي.1
 قواعد المصفوفات.عند التوازن �استخدام  Y, r) إ�جاد ق�م 2

 ) 6-7تطبیق م�اشر (توجیهات للإجا�ة: 
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