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 الخلاصة 
 

موضوع موسع جداً  (    االديناميكعلم الحركة )  و(    االستاتيك   علم السكون )بفرعيه    الميكانيك الهندسي     

يحتاجه مهندسو الاختصاصات الميكانيكية والانشائية، أما الاختصاصات الكهربائية والالكترونية فلا تحتاج  

التوسع في هذا المجال مما دفع الى التفكير في اعداد كتب ستاتيك وديناميك مختصرة ومبسطة تتطرق الى  

 هندسية. المعلومات الكافية لهذه الاختصاصات من المجالات ال

يتألف هذا الكتاب من ثمانية فصول، يتضمن الفصل الأول التعاريف والقوانين المتخصصة في مجال       

الستاتيك  ( السكون  وعلم  عام  بشكل  الهندسي  الى االميكانيك  ويتطرق  بشكل خاص،  في    (  نيوتن  قوانين 

الى الوحدات المستخدمة عالمياً   انظمة الاحداثيات وأنظمة  الحركة وفي الجاذبية الكونية، ويتطرق أيضاً 

القوى المسلطة على الأجسام وبيا  الثاني تحليل  أنواعها وانظمتها وايجاد    نوتحويلاتها. ويتضمن الفصل 

القوى. ويتضمن الفصل الثالث العزوم المسلطة حول محاور الأجسام وطرق استنتاجها وايجاد   تلك  محصلة

القوى واستنتاج محصلة  القوى  تحليل  وكيفية  كيفي   محصلاتها  الرابع  الفصل  يبين  معاً.  تحقيق    ةوالعزوم 

ن القوى والعزوم المطلوبة لتحقيق الاستقرار السكوني للأجسام ويتفرع الى فرعين، الأول يبين كيفية  تواز 

. يتضمن الفصل  جاسئةن للأجسام التواز يبين كيفية تحقيق ال  ن للجسيمات النقطوية، والثانيتواز تحقيق ال

الخامس الهياكل الهندسية وآلية استنتاج القوى والعزوم المطلوبة لاجراء التصاميم المثالية لهذه الهياكل، 

وينشطر الى شطرين، الشطر الأول يبحث في تحليل هياكل المسنمات التي تتألف منها الجسور والابراج  

ل السادس هياكل الآلات والمكائن. يتضمن الفصوالمنشآت الحديدية، أما الشطر الثاني فيبحث في تحليل  

مع بيان أنواعه وخصائصه. ويتضمن    الانزلاقية  أثناء الحركةالمتلامسة  موضوع الاحتكاك بين الأسطح  

والأبعاد   الكتل  مراكز  ايجاد  السابع طرائق  (الفصل  والحجوم  والمساحات  الأطوال  وأخيراً  للأجسام  )   .

حساب  في  جداً  ضروري  وهذا  للأجسام،  الذاتي  القصور  عزم  احتساب  طرق  الثامن  الفصل  يتضمن 

الاجهادات والتشوهات للأجزاء الميكانيكية المطلوبة في اعداد الحسابات التصميمية لهذه الأجزاء، ويتفرع  

ي للمساحات، أما الفرع الثاني  هذا الفصل الى فرعين، الفرع الأول يبين كيفية احتساب عزم القصور الذات

يختم الكتاب ببعض الملاحق الضرورية في دراسة الميكانيك فيبين كيفية احتساب عزم القصور الذاتي للكتل.  

      الهندسي.
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 الفصل الأول 

 أساسيات علم السكون
Statics Fundamentals  

 

 مقدمة: 

  لأجسام تحت لحالات السكون والحركة    يدرس  فرع من فروع علم الفيزياءميكانيك الهندسي هو  العلم      

القوى الأفعال  والعزوم  تأثير  والداخلية وردود  والسكون هو حالة خاصة من المسلطة عليها  الخارجية   ، 

تكون أو  والتعجيل ( مساوية للصفر،  السرعة   ( الحركة  قيم مفردات  فيها  تكون  الحركة  الحركة    حالات 

  سرعة ثابتة.حركة تكون بال منتظمة، أي أن
 

  خطية دراسة الميكانيك الهندسي مهمة في تطوير القدرة على التنبؤ بتأثير القوى والعزوم والحركات ال     

كذلك تنمي القدرة على    والدورانية أثناء اعداد التصاميم الخاصة في تصنيع المنظومات والمكائن والآلات،

والمنظومات   الآلات  سلوك  في  تتحكم  التي  الأفعال  وردود  والعزوم  والقوى  المادية  المكونات  تصور 

كما هو مهم في القدرة على معرفة المبايء الفيزيائية والرياضية وبناء النماذج الرياضية المطلوبة    والهياكل.

 . المطلوبة لاعداد التصاميم
 

 ة الأجسام الصلبة تحت الح  بدراسةالفرع الأول  الميكانيك الهندسي يتفرع الى فرعين رئيسيين، يهتم       

القوى والأجسام  و  عليهاالمسلطة    والعزوم  تأثير  الجاسئة  الأجسام  الى  بدورها  تنشطر  ويتم المرنةالتي   ،

علم الحركة، ونظرية المرونة واللدونة. أما الفرع  و   علم السكون،دراسة مواضيع هذا الفرع في مجالات  

وديناميك   ميكانيك الموائعالثاني فيهتم بدراسة حركة الموائع ) السوائل والغازات ( ويتم دراستها في مجالات  

 الغازات وديناميك الهواء. 
 

مجالات  في عمل معظم    موضوع أساسي  (  علم السكون وعلم الحركةبفرعيه )    يعتبر الميكانيك الهندسي     

  والالكترونية وكذلك في مجال الهندسة الكهربائية    ،) الميكانيكية والمدنية والفضائية والزراعية (الهندسة  

قد يجد المهندسون المختصون أنفسهم مضطرون للتعامل مع الميكانيك الهندسي أثناء النظر في مكونات 

الرياضيات التطبيقية والفيزياء لكترونية. كما أن الميكانيك الهندسي مهم في مجالات  لاالأجهزة الكهربائية وا

    التطبيقية.
 

العلوم الطبيعية، حيث كانت للع            "   Archimedes  ـ  لم " أرخميدس ايعد الميكانيك الهندسي من أقدم 

 Stevinusـ    بمباديء الرافعة وطفو الأجسام. وشرح العالم " ستيفنكتابات تهتم    ق. م. (  212  –  287)  

تخدام متوازي الأضلاع في تحليل القوى. واهتم العالم  ـم ( مبدأ المستوي المائل واس  1620  –  1548)  "  

الب  ( بمباديء الحركةم    1564  –  1642)    "  Galileo" غاليلو ـ   وقام باجراء    دوليةنوخاصة الحركة 

  (   م  1642   –  1727)    "  Isaac Newtonتجارب تختص بالسقوط الحر للأجسام. أما " إسحاق نيوتن ـ  

 عرفت باسمه وتدرس في كتب الميكانيك الهندسي. كونيةفقد وضع قوانين في الحركة والجاذبية ال
 

فقد بحث العالم العربي " ثابت بن قرة"  العلماء العرب أيضاً كان لهم دور في مجال الميكانيك الهندسي،       

، ثم وضع نظرية حركية أستعمل  ( في نظرية الدافع بالطريقة السكونية الهندسية البحتة  م  901  –  836)  

حركة تصادم الأجسام   م (  1040  – 965)    فيها مفهوم القوة لاثباتها. ودرس العالم العربي " ابن الهيثم "

الى التوصل  من  الأس  وتمكن  تســـاســـالقواعد  التي  العربي ـــــــية  العالم  واهتم  الحركة.  على                      يطر 

رعة المتصاعدة     ـــم ( بمجال حركة المقذوفات وتحديد الس  1155  –  1077)  " عبدالرحمن الخازاني "  

 ) التعجيل الأرضي (.
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 تعريف الميكانيك الهندسي:

 الحركية   حالةال  هو العلم الفيزيائي الذي يصف  :(   Engineering Mechanics)  الميكانيك الهندسي

تحت تأثير القوى المسلطة عليها. ويتفرع الى فرعين، وكما موضح في (    السكون أو الحركة)    للأجسام

 الشكل أدناه.

 

 
 

 
 فروع الميكانيك الهندسي( 1ـ1شكل )

 

 

 

   :( Staticsسكون ) علم ال

) التوقف أو   هو العلم الميكانيكي الذي يدرس حالات الأجسام تحت تأثير القوى في حالة الاستقرار       

 . الحركة المنتظمة (

 
 

  (: Dynamicsعلم الحركة ) 

 .الغير منتظمة هو العلم الميكانيكي الذي يدرس حالات الأجسام تحت تأثير القوى في حالة الحركة      
 

 

 
 

 

توقف     

  v = 0 

  a = 0 

 حركة متسارعة

v = ↑ 

a = + 

 حركة منتظمة

v = Constant 

a = 0 

 حركة متباطئة

v = ↓ 

a = – 

توقف          

  v = 0 

  a = 0 

 

حالات الحركة والسكون أثناء انتقال سيارة من بداية الحركة الى حالة التوقف( 2ـ1شكل )  
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 توقف

  v = 0 

  a = 0 

 طيران متسارع 

v = ↑ 

a = + 

 طيران مستقر 

v = Constant 

a = 0 

 طيران متباطيء 

v = ↓ 

a = – 

 توقف

  v = 0 

  a = 0 

   

 
 سكون   حركة  سكون   حركة  سكون 

 

 شكل )1ـ3( حالات الحركة والسكون أثناء انتقال الطائرة من بداية الحركة الى حالة التوقف 

 

 :  (  Basic concepts)   مفاهيم أساسية
 

فراغ أو الهذا  وصف  يحيث    ،شغله الجسميي  ذ الهندسي الفراغ أو الموقع  الهو    (:  Spaceالفضاء )  

 اعتماداً على نظام الاحداثيات المتبع. بالقياسات الخطية والزاوية الموقع 
 

  ( فترات   مقياس   (:  Timeالوقت  عن  الم  يعبر  تحليل  في  أساسية  كمية  وهو  الأحداث،  ل  ئ استعاقب 

 ل الستاتيكية.ئاسفي تحليل الميعتمد بشكل مباشر الديناميكية. ولا 
 

. ويمكن  للجسم (  القصور الذاتي  )  لتغير حالته الحركية  ة الجسممقاوممقياس    يه  (:  Massالكتلة )  

 الكتلة على أنها كمية المادة في الجسم. تعريف
 

التأثير الخارجي الذي . أو الأجسامأو بين  الأجسامالخارجي أو الداخلي على  تأثيرال (: Forceالقوة ) 

 يغير أو يحاول تغيير شكل الجسم أو حالته الحركية.  
 

هو جسم تعتبر أبعاده قريبة من   أو جسم ذو أبعاد مهملة بالمعنى الرياضي،    (:  Particleالجسيم )  

 . نقطوية ) يمكن تمثيله بنقطة (مكن تحليله على أنه كتلة بحيث يالصفر 
 

عندما يكون التغيير في المسافة    جاسيءجسم  بأنه    عن الجسميعبر    (:  Rigid body)    جاسيءالجسم ال 

 المسلطة عليه مهملاً.  ىبين أي نقطتين منه نتيجة القو
 

هي القوة المؤثرة على جسم ويركز تأثيرها على نقطة    (:  Concentrated Forceالقوة المركزة )  

 واحدة على الجسم. 
 

مسافة تأثيرها على    وزعهي القوة المؤثرة على جسم وي  (:  Distributed Force)    وزعةالقوة الم

 على الجسم. أو مساحة محددة
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 : في الحركة قوانين نيوتن الأساسية الثلاث 
 

 
 قانون نيوتن الأول: 

غير    ىلم تؤثر عليه قو مايبقى الجسم في حالة السكون أو يستمر على حالته الحركية بسرعة ثابتة      

 متوازنة ) محصلة القوى = صفر (.

 
 

 تطبيق قانون نيوتن الأول (4ـ1شكل )
 

 قانون نيوتن الثاني: 

ويكون اتجاهه باتجاه محصلة  يتناسب طردياً مع محصلة القوى المؤثرة عليه  تعجيل أي جسم متحرك      

 القوى. 

 (5ـ1شكل )

 تطبيق قانون نيوتن الثاني 

    F = ma ………..  (1-2) 

 

 اتجاه الحركة المتسارعة 

 

 
 

 

 قانون نيوتن الثالث:

على نفس خط التأثير معها  ، وتكون لكل قوة فعل قوة رد فعل تسويها في المقدار وتعاكسها في الاتجاه     

 (Collinear  .) 

 (6ـ1شكل )

 تطبيق قانون نيوتن الثالث
 

 

 الفعل            رد الفعل    
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 قانون نيوتن في الجاذبية: 

وعكسياً   كتلتيهماجذب احدهما الأخرى بقوة تتناسب طردياً مع حاصل ضرب  ي ين في الكون  جسمأي       

 مع مربع البعد بين مركزيهما.
 

 يعبر عن القانون الرياضي للجاذبية بالمعادلة: 

F = G 
m1m2

r2
    ……………..  (1-2) 

 حيث: 

(F ) : .قوة التجاذب بين الجسمين 

(G )  :  = (. 2ثا ) كغم .  / 3م 12-10×   66,73ثابت الجاذبية 

(1m( ، )2m ) : .كتل الجسمين المتجاذبين 

(r ) : .المسافة بين مركزي الجسمين المتجاذبين 

 

 
 

 تطبيق قانون نيوتن في الجاذبية  (7ـ1شكل )
 

 

 هو قوة جاذبية الأرض للجسم.  (: Weightالوزن ) 

 

 
 ) الوزن (  لها الفرق بين قوة الجاذبية بين الأجسام وقوة جاذبية الأرض   (8ـ1شكل )

 

 أي جسمين في الطبيعة بينهما قوة تجاذب متبادلة. •

 (.  m 1m =على سطح الأرض، يمكن اعتبار كتلته ) (   W)لايجاد وزن أي جسم  •

 (. e= M 2m مقدارها )اذا افترضنا أن الأرض كرة غير دوارة ذات كثافة ثابتة ولها كتلة  •

الجسم والذي يمثل نصف قطر الأرض، فسيكون  مركز  ( هي المسافة بين مركز الأرض و r اذا كانت ) •

 الوزن: 

W = G 
Mem

r2     ……………..  (1-3)    
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( هي قيم  1-3( في المعادلة )  r( ونصف قطر الأرض ) eM ( وكتلة الأرض )  Gثابت الجاذبية )     

 . ( { g التعجيل الأرضي ) } يمكن تسميتهاتبديلها بقيمة ثابتة واحدة  يمكنثابتة و 

 

g =  
GMe

r2     ……………..  (1-4)    

 

 : ( كما يلي3-1في المعادلة ) فيكون الوزن

W = mg    ……………..  (1-5)    

 

خط  ( عند مستوى سطح البحر وعلى   g في أغلب الحسابات الهندسية يتم تحديد التعجيل الأرضي )     

 :( درجة باعتباره الموقع القياسي  45عرض ) 

 

2g = 9.81 m/s 

 

 

 الكواكببعض الخواص المدارية والفيزيائية للشمس، القمر، و(  1-1جدول ) 

 الكواكبالشمس و
 الكتلة

×10 

42   

 كغم

متوسط  

 نصف القطر 
 كم

البعد عن  

 الشمس
 كم   6 10×

متوسط  

السرعة 

 المدارية 
 كم/ثا

 الملاحظات

0198900 الشمس  696000    

  1737 0,0735 القمر 
1,022 

 (  حول الأرض )

البعد عن  

 الأرض:

كم  384399  

ب
اك
و
لك
ا

 

ية
خل
دا
ال

 

( 
ية
خر
ص
ال

  )
 

,330 عطارد  2430 57,91 47,87  

,8694 الزهرة   6052 108,21 35,02  

,97365 الأرض   6371 149,6 29,78  

,4260 المريخ   3387 227,99 24,077  

ية
ج
ار
خ
ال

 

( 
ية
از
لغ
ا

 )
 

68,189 المشتري   69910 778,55 13,07  

468,57 زحل   57320 1433,4 9,69  

816,8 أورانوس   25270 2876,7 6,81  

432,10 نبتون   24550 4498,3 5,432  
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 التوازن بين الأرض والقمر:

 قانون نيوتن في الجاذبية: 

F = G 
Mm

r2  

F = 66.73  ×10-12  
5.9736 ×  1024 × 7.3477 ×  1022

( 384399  ×  103 )2
     

 

    = 66.73 
5.9736 × 7.3477 ×  1028

 384399 2
  =  2 × 1020 N 

 
 

 القوة الطاردة المركزية: قانون 

 

          Fc = mrω2 ………..……. (1-6)                     v = ωr  ,   ω = v/r  

                     Fc = mr (v/r)2  …………. (1-7) 

          Fc = mv2/r  ………….…. (1-8) 

 

Fc =  
7.3477 ×  1022  ×  10222 

384399  ×  103    =  
7.3477   ×  10222  ×  1019 

384399  
  

                                                                                            = 2 × 1020 N 

 

 

 :رضالتوازن بين الشمس والأ

 قانون نيوتن في الجاذبية: 

F = G 
Mm

r2  

F = 66.73  ×10-12  
5.9736 ×  1024 × 1.989 ×  1030

(149.6  ×  109 )2
         

 

    = 66.73 
5.9736 × 1.989 ×  1024

 149.6 2
  =  3.54 × 1022 N 

 
 

 

 القوة الطاردة المركزية: قانون 

 Fc = mv2/r  

 

           Fc = 
5.9736 ×  1024 ×  297802 

149.6  ×  109  = 
5.9736   ×  297802  ×  1015 

149.6  
  

                                                                                                 = 3.54 × 1022 N 
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 على سطح الأرض ) التعجيل الأرضي (:  المركزي تعجيل الجاذبية

g = 
Mm

r2  =  
66.73 × 10−12 × 5.9736 ×  1024 

(6371 ×  103)2
  = 

66.73 × 5.9736 ×  106 

(6371)2
   

                                                                            = 9.80665 m/s² = 9.81 m/s² 

                                                                            =  
9.81 

0.3048
  = 32.2 ft/s²   

                                                                                               

 

 

 على سطح القمر: المركزي تعجيل الجاذبية 

gm =  
Gm

rm
2  =  

66.73 × 10−12 × 7.3477 ×  1022 

(1737.35 ×  103)2
  = 

66.73 × 7.3477 ×  104 

(1737.35)2
  

                                                                          = 1.6244 m/s² 

                                                                          = 5.33 ft/s² 

                                                                                      = 0.1656 ge 

 

 

 :شمسعلى سطح الالمركزي تعجيل الجاذبية 

gs =  
Gm

rs
2   =  

66.73 × 10−12 × 1.989 ×  1030 

(696 ×  106)2
  = 

66.73 × 1.989 ×  106 

(696)2
   

                                                                           = 274 m/s² 

                                                                           = 899.368 ft/s² 

                                                                                       = 27.93 ge 

 

 
 تعجيل الجاذبية المركزي على أسطح الكواكب وقوة الجاذبية بين الشمس والكواكب(  2-1جدول ) 

 نبتون  أورانوس  زحل  المشتري  المريخ  الأرض  الزهرة  عطارد الكواكب

تعجيل الجاذبية  

   المركزي
 (  2) م/ثا

3,73 8,87 9,81 3,73 25,92 11,75 9,07 11,34 

الجاذبية  قوة 

بين الشمس 

  والكوكب
 نيوتن(  22 10)× 

1,31 5,52 3,54 0,163 41,6 3,7 0,14 0,0672 
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 (: 1– 1مثال )

المسافة و  ،( على التوالي  kg 15  ( و )  kg 10  هما ) ي ن كتلتيجسم المتولدة بين  قوة الجاذبية    أحسب     

 .منهما وزن كل جسمثم احسب (،  mm 750 ) مركزيهما بين

 

 الحل:

F = G 
m1m2

r2  

 حيث: 

                                                         G = 66.73  × 10 
– 12 m3 / ( Kg . s2 )   

 

F = 66.73  × 10 
– 12 [ 

(10 )( 15 )

( 0.75 )2
 ] = 17.795 ( 10 

– 9 ) N  =  17.8 nN 

W1 = ( 10 ) ( 9.81 )  =  98.1 N 

W2 = ( 15 ) ( 9.81 )  =  147.15 N 

 

 

 

 (: 2– 1مثال )

( على سطح   Ib 700  ناعي وزنه )طصاقمر       

القمر   لهذا  الأرض  جاذبية  قوة  احسب  الارض. 

( من سطح km 36000على مسافة )  ما يكونعند

الأرض   حول  دورانه  سرعة  تكون  حيث  الأرض 

 .دوران الأرض حول نفسهامساوية لسرعة 

 الأرض:  كتلة -

Me = 5.97 × 1024 kg 

 . ( km eR 6371 = ) نصف قطر الأرض -

  

 
 (2 ـ1مث. شكل )

 الحل:

 

W = 700 Ib = 700 ×  4.448 = 3113.6 N 

m =  
W

g
  =  

3113.6

9.81
  =  317.4 kg 

r = Re + 36000 = 6371+ 36000 = 42371 km = 42371  ×103 m 

F = G  
Me× m

r2  = 66.73 × 10 
– 12  

5.97 ×  1024 × 317.4

( 42371  ×  103 )2
 

                         = 70.43 N  
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 (: 3– 1مثال )

 كغم ( تنطلق من الأرض إلى القمر. 3000مركبة فضائية كتلتها ) 

كلاً من سطح الأرض التي تتساوى فيها قوة الجاذبية بين المركبة الفضائية واحسب المسافة من    -1

 الأرض والقمر. 

 احسب قوة جاذبية كل من الأرض والقمر للمركبة الفضائية عند هذه المسافة.  -2
 

 كم. 384400الارض والقمر =   يالمسافة بين مركز -

 10×   5.97كتلة الأرض =  -
 م. غك 24

 10×   7.35كتلة القمر =   -
 م.غك 22

 كم.  6371نصف قطر الأرض =   -

 كم. 1737نصف قطر القمر =   -

 

 
 (3 ـ1شكل )مث. 

 

 

 الحل:

Fe = G  
Me  Ms

re
2                            Fm = G  

Mm  Ms

rm
2  

 

Fe = 66.73  ×10-12  
5.9736 ×  1024 × 3 ×  103

re
2    =  

1.196 ×  1018 

re
2  

Fm = 66.73   ×10-12  
7.3477 ×  1022 × 3 ×  103

rm
2   =  

1.471 ×  1016 

rm
2  

Fe = Fm 
 

1.196 ×  1018 

re
2   =  

1.471 ×  1016 

rm
2  

1.196 ×  1018 

1.471 ×  1016   =  
re

2 

rm
2 
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re
2 

rm
2  = 81.3                    

re 

rm
  =  9.02 

re = 9.02 rm    ......................   (1) 

re + rm = 384400   ................   (2)    

9.02 rm + rm = 384400 

10.02 rm = 384400             rm = 38363.27 km 

re = 9.02 × 38363.27 = 346036.73 km 

he = re   –  Re  =  346036.73 – 6371  =  339665.73  km 

Fe =  
1.196 ×  1018 

(346036730)2
  =  10 N                     Fm =  

1.471 ×  1016 

(38363270)2
  =  10 N 

 

(mr.المسافة بين المركبة الفضائية ومركز القمر :) 

(er) .المسافة بين المركبة الفضائية ومركز الأرض : 

(eR .نصف قطر الأرض :) 

(eh)  الأرض. : المسافة بين المركبة الفضائية وسطح 

(mF .قوة الجاذبية بين المركبة الفضائية والقمر :) 

(eF)  .قوة الجاذبية بين المركبة الفضائية والأرض : 

 

 

 

 (: 4– 1مثال )

احسب المسافة بين القمر الاصطناعي وسطح الأرض التي تجعل القمر الاصطناعي يواجه منطقة       

 واحدة من سطح الارض باستمرار.

 10×   5,97كتلة الأرض =   -
 كغم. 24

 كم. 6371نصف قطر الأرض =   -

 . كم/ساعة 1674,4حول محورها =  الخطية سرعة دوران الأرض -

 
 (4 ـ1شكل )مث. 

 

 الحل:
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Fg = G  
me  ms

R2        ( قوة الجاذبية )                        

Fc = ms R s
 ( القوة الطاردة المركزية )                            2

G  
me  ms

R2  = ms R s
2 

G me

R2  = R s
2 

G me = R3 s
2 

 

Ve = 1674.4 km/hr = 465 m/s  

سرعة دوران الأرض حول محورها  )                                                 ) 

re = 6371 km = 6371000 m                        (  نصف قطر الأرض ) 

 

ωe = Ve / re                                 (  السرعة الدورانية للأرض حول مركزها ) 

ωe = 465 / 6371000 = 7.3 × 10 –5 rad/s = ωs 

 

me = 5.97 × 1024 kg                                     (  كتلة الأرض  ) 

G = 66.73 × 10 –12                                       ( ثابت الجاذبية ) 

 

66.73 × 10 
–12 × 5.97 × 1024 = R3 (7.3 ×10 –5)2 

R3 = 
66.73 × 5.97 × 1012  

(7.3×10−5)2
 = 7.48 × 1022 

R = 42125970 m 

d = R – re = 42125970 – 6371000 = 35754970 m = 35755 km  
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 (:  systems  sCoordinateأنظمة الاحداثيات )

 (:  Cartesian coordinate system ـ نظام الاحداثيات الديكارتي )
 

 ثنائي الأبعاد 

 

 ثلاثي الأبعاد 

 

 (9ـ1شكل )

 الاحداثيات الديكارتي نظام 

 

 

 (: Poler coordinate system ي )قطبـ نظام الاحداثيات ال

 

 ( 10ـ1شكل )

 نظام الاحداثيات القطبي 
 

 
 

 (:  Spherical coordinate system ي )كروـ نظام الاحداثيات ال

 

 ( 11ـ1شكل )

 نظام الاحداثيات الكروي 
 

 
 

 (:  Cylindrical coordinate system ) سطوانينظام الاحداثيات الاـ 

 

 ( 12ـ1شكل )

 نظام الاحداثيات الاسطواني 
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 : (  System of units)   الوحدات نظام

اضافة  ، وتم  تعتبر وحدات الطول والكتلة والزمن هي الوحدات الأساسية التي تشتق منها باقي الوحدات      

 . وحدة القوة لاهميتها في موضوع الميكانيك الهندسي
 

 القوة الزمن الكتلة الطول 

الوحدات  نظام 

 ةــــالعالمي

SI 

 ( mمتر )م( )
كيلو غرام  

 ( kg)كغم( ) 
 ( Nنيوتن ) ( sثانية )ثا( )

الوحدات  نظام 

 البريطانية 

FPS 

 ( Ibباوند ) ( sثانية )ثا( ) ( slug) ( ftقدم )

 

1 Ib = 4.448 N 

1 slug = 14.59 kg 

1 ft = 0.3048 m 

   

 : (  Conversation of units)   تحويل الوحدات 
 

1 ft ( foot ) = 12 in. ( inches ). 

1 yd ( yard ) = 3 ft = 36 in.  

1 mi ( mile ) = 1760 yd = 5280 ft = 63360 in. 

1 kip ( kilo-pound ) = 1000 lb ( pound ) 

1 Ib = 0.453 kg. 

1 kg = 2.205 Ib. 

1 ton = 2205 Ib = 2.205 kip. 

1 ton = 1000 kg 

1 in. = 2.54 cm = 25.4 mm 

1 ft = 0.3048 m = 30.48 cm 

1 yd = 91.44 cm 

1 mi = 1609.34 m = 1.609 km 
 

 

 : (  Prefixes)   البادئات 

كانت       قياسهاالكمية    اذا  يمكن  المراد  أو صغيرة جداً،  أجزاء  كبيرة جداً  أو  بمضاعفات   التعبير عنها 

 .  قيمتها بشكل منطقيالوحدات المستخدمة لتحديد 
 

ا لوحدة  أو كسرً   يمثل كل منها مضاعفاً حيث  .  العالمينظام  الالبادئات المستخدمة في    يبين  (3-1)الجدول       

 . الوحيدة المحددة ببادئةرام هو الوحدة الأساسية غالكيلو   .معينة
  

 على سبيل المثال: 

 .ميكا نيوتن 4كيلو نيوتن =   4000نيوتن =    4000000

 .ملم 5م =   0,005
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 يبين مضاعفات وأجزاء الوحدات (  3-1جدول ) 

Multiplication Factor Prefix Symbol 

1 000 000 000 000 = 10 
12 Tera T 

1 000 000 000  = 10 
9 Giga G 

1 000 000  = 10 
6 Mega M 

1 000  = 10 
3 Kilo k 

100 = 10 
2 Hecto h 

10 = 10 
1 Deka da 

0.1  = 10 
– 1   Deci d 

0.01 = 10 
– 2 Centi c 

0.001 = 10 
– 3 Milli m 

0.000 001 = 10 
– 6 Micro  

0.000 000 001 = 10 
– 9 Nano n 

0.000 000 000 001 = 10 
– 12 Pico p 

 

 

 

 

 (: 5– 1مثال )

( باستخدام بادئة     SI)  حسب النظام العالمي للوحدات  الوحدات التالية بالصيغة الصحيحة  عبر عن     

 مناسبة: 

 . MN/µs   )أ(

 . Gg/mN   )ب(

 . GN/(kg.ms)   (ـ)ج
 

 الحل:

 = MN/µs )أ(
(106)N

(10−6)s
 = 

(1012)N

s
 = TN/s 

 = Gg/mN )ب(
(109)g

(10−3)N
 = 

(1012)g

N
 = Tg/N 

 = GN/(kg.ms) )جـ(
(109)N

kg(10−3)s
 = 

(1012)N

kg.s
 = 

TN/(kg.s) 
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 (: 6– 1مثال )

اذا كانت قيمتها حسب نظام    ،(  SI – units  ماهي كثافة الخشب معبر عنها بالوحدات العالمية )      

 ( ؟  34.7 slug/ft)  ( units – FBS )ي الوحدات البريطان
 

 الحل:

3= 2.42 Mg/m 3= 2421.6 kg/m  
(14.59) 

(0.3048)3
) = 4.7 3(4.7 slug/ft 

 

 

 

 

 (: 7– 1مثال )

س      السرعــــأوجد  الشــة  في  المبينة  كل ـــيارة 

    بوحدة ) الكيلومتر لكل ساعة ( ووحدة  (7 ـ1  )مث.

رعة  ــ، حيث أن السيارة تسير بس) المتر لكل ثانية (

 (60 mi/h .)    

 

 
   (7 ـ1)مث. شكل 

 الحل:

60 mi/h = (60)(5280)(0.3048)/(1000) = 96.56 km/h 

96.56 km/h = (96.56)(1000)/(3600) = 26.8 m/s 

                   = 96.56 /3.6 = 26.8 m/s 

 

 

 

 (: 8– 1مثال )

 .كغم ( 1400سيارة كتلتها ) 

 أوجد وزن السيارة بالنيوتن.   -)أ(

 السيارة الى الوحدة الانكليزية. حول كتلة  -)ب(

  أوجد وزن السيارة بالباوند. -)جـ(
 (8 ـ1شكل )مث. 

 الحل:

 W = mg = 1400 × 9.81 = 13730 N           -)أ(

 = m           -)ب(
1400

14.59
  = 95.96 slugs 

 W = mg = 95.96 × 32.2 =  3090 Ib           -)جـ(
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 (: 9– 1مثال )

الأرض.  سطح  ( على    slugs  310 x250)  تبلغ  ( 9-1المبينة في الشكل )مث.    فضائيةالمركبة  كتلة ال     

 :أوجد
 

 . ( SIالعالمية )  وحداتالب اكتلته  -)أ(

 . ( SIالعالمية )  وحداتالب اوزنه -)ب(
 

أن على سطح القمر، حيث    الفضائيةالمركبة    تإذا كان     

 د:أوج(،    ft/s  mg 5.3  =2 ) التعجيل المركزي
 

 . ( SIالعالمية )  وحداتالب اوزنه -(ـ)ج

 . ( SIالعالمية )  وحداتالب اكتلته -)د(
 

 
 

 (9 ـ1شكل )مث. 

 

 الحل:
 

 250 × 103 ) ( 14.59 ) ( = slugs 103 × 250   -)أ(

                                = 3.6475 × 106 kg = 3.65 Gg 

 We = m.g = ( 3.6475 × 106 ) ( 9.81) -)ب(

                             = 35.792 × 106 N = 35.8 MN 

 Wm = m.gm = ( 250 × 103 ) ( 5.3 ) = 1.325 × 106  Ib - )ج(

                   = ( 1.325 × 106 ) ( 4.448 ) = 5.894 × 106 N =  5.89 MN 

  أو:

Wm = We ( gm / g ) = ( 35.792 ) (  
5.30 ft/s2 

32.2 ft/s2 
 ) = 5.89 MN 

 موقع الجسم. بما أن الكتلة لا تعتمد على  -)د(

mm = me = 3.65 × 106 kg = 3.65 Gg 

 

 

 (:  10–1 مثال )

 الأرض. سطح ( على   Ib 180يزن ) رجل 
 

 . (slugالإنكليزية )بالوحدة كتلته  أوجد -)أ( 

 وزنه بالنيوتن. أوجد -( ـ)ج                     رام.غكتلته بالكيلو أوجد -)ب( 
 

 . (  ft/s mg 5.3  =2 ) أن التعجيل المركزيحيث إذا كان الرجل على سطح القمر 
 

 رام. غكتلته بالكيلو أوجد -)هـ(                            .بالباوندوزنه  أوجد -)د( 
 

 الحل:

 = m -)أ( 
180

32.2
  = 5.59 slug 

 m = 5.59 × 14.59 = 81.56 kg -)ب( 

 W = 180 × 4.4482 = 800 N    or    81.56 × 9.81 = 800 N -)جـ( 

W = 5.59 -)د(    × 5.3 = 29.63 Ib 

 m = 5.59 × 14.59 = 81.56 kg - )هـ( 
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 ل: سائم
 

 ( باستخدام بادئة مناسبة:  SI لمي )ا حسب النظام العكل من الوحدات التالية  عبر عن( 1-1

 (.  µN.Gm)   -( ،        د( Gg / ks)  -جـ(         ،(  mkm)  -ب(          ، ( µm / ms)  -أ(

 
 (. mm/s,   m,   Ts/g,  kN.m)   :الجواب                                                                                

 

 

 حسب نظام الوحدات (  حجم  الوزن / ال  وزنها النوعي )  أوجد (.   Mg/m 38.33  )  براص هي( كثافة ال 1-2

 الإنجليزي. استخدم بادئة مناسبة. 

 
 ( kN/m 381.717: ) الجواب                                                                                                   

 
 

ً   (، FPS ( الى النظام الانكليزي ) SI لمي )االكميات التالية من النظام الع  حول(  1-3  بادئة مناسبة:   مستخدما

 . ( ft/h)  إلى ( mm/s 0.5)   -)ب(          .( 3lb/ft)  إلى(  kN/m 327.5)   -)أ(          

 . ( Ib.ft) إلى (  kN.m 1.13)   -( ـ)ج         
                                                                                   

 (  Ib/ft3,    5.9 ft/h,    833.5 Ib.ft 175: ) الجواب    
 

 

 كتلة جسم وزنه:  أوجد ( 1-4

 . ( MN 50)  –( ـ)ج                . ( kN 200)  –)ب(                  .  ( mN 35)   –)أ(         

            
 (   g,    20.39 Mg,    5.1 Gg 3.57: )الجواب        

 
 
 

 ( لجسم كتلته:  SI ) حسب الوحدات العالميةالوزن  أوجد ( 1-5

 (  Mg 7.5)    -( ـ)ج (                   g 0.75)   -)ب(  (                  kg 15)   -)أ(        

 
 (   N ,     7.36 mN ,     73.6 kN 147.15: )الجواب       

 

 
 

بعضهما    مع  تلامسفي حالة  (  mm 350   ( ونصف قطر )  kg 250   )ة  كتل ب  كل منهما   ( كرتان1-6

 أوجد قوة الجاذبية المؤثرة بين الكرتين.  .البعض 
                                                                                                                                        

 (     µN 34: )الجواب 
 

 

 

 وحدات الإنجليزية؟ ال معبر عنها ب ته(. ما هي كثاف  Mg/m 31 ( كثافة الماء )1-7
 (     slug/ft3 1.94: )الجواب 
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 من الأرض إلى القمر.( أطلقت م غك 3000 ( مركبة فضائية كتلتها )1-8
 

 احسب وزن وكتلة المركبة الفضائية على سطح الأرض وعلى سطح القمر.  -1

احسب قوة الجاذبية بين المركبة الفضائية وكل من الأرض والقمر عندما تكون المركبة الفضائية على    -2

 ( كيلومتر من سطح الأرض. 100000)مسافة 

 

 كم. 384400المسافة بين مركزى الارض والقمر =  -

 10×   97,5كتلة الأرض =  -
 م.غك 24

 10×   7.35كتلة القمر =  -
 م.غك 22

 كم.  6371نصف قطر الأرض =  -

 كم.  1737نصف قطر القمر =  -

 

 
 (8 ـ1شكل )مس. 

 : الجواب 
 للأرض  للقمر

Wm = 4873 N         m = 3000 kg 

N= 0.19 smF 

We = 29340 N         m = 3000 kg 

Fse = 105.6 N 
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 لثاني الفصل ا 

 تحليل القوى 
FORCE ANALYSIS  

 
 : (  Scalars and Vectors )   المتجهة كمياتالعددية وال كمياتال

 (:  A) (  Scalar) ة العددية كميال

 . القيمة فقطذكر التعبير عنها بية موجبة أو سالبة يمكن فيزيائ  ةكمي أي  هي

 . حجمال،  كثافةال، الوقت ، الكتلة ، على سبيل المثال: الطول 

 

 (:  𝐀⃗⃗) (  Vector) الكمية المتجهة 

 . القيمة والاتجاهذكر التعبير عنها الا ب كتملي  لاية فيزيائ  كميةأي  هي

 . التعجيل، الوزن ، السرعة ، الإزاحة ،  ، العزم عقعلى سبيل المثال: القوة ، المو
 

 السهم يعبر عن قيمة المتجه ) الكمية المتجهة (. طول  -

 ( بين المتجه ومحور ثابت تمثل اتجاه خط تأثير المتجه.    الزاوية ) -

 

 اتجاه المتجه: 

 الاشارة السالبة تعبر عن الاتجاه المعاكس للمتجه. 

 
 المتجهات: أنواع 

 :هات هناك ثلاثة أنواع من المتج

   :( Free vector)  المتجه الحر -1

 في الفضاء. عزم مزدوجيمكن تحريكه بحرية لإنشاء  هو متجه     

   :( Sliding vector)  المتجه الانزلاقي -2

  تأثير القوة   على خط  هك يتحر  ويمكنة المؤثرة على جسم صلب  القومثل  ي  أن  ههو متجه يمكن 

 . بدون أي تأثير على الجسم

   :( Bound vector or Fixed vector)  المتجه الثابت أو المحدد -3

 . تغيير ظروف المسألة يكه ر تحيتطلب هو متجه      

 

القيمة والاتجاه، ولا يشترط أن يكون لهما نفس نقطة البداية    لكي يتساوى متجهان يجب أن يكون لهما نفس 

 : ) التأثير ( 
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 ضرب وقسمة المتجهات بعدد مطلق: 

قيمته    يؤدي الى زيادة أو نقصانعدد مطلق موجب،  بضرب متجه   -

 . هذا العدد  مقدارب

اتجاهه بالاتجاه   تغييرضرب متجه بعدد مطلق سالب، يؤدي الى   -

 مقدار هذا العدد. حسب قيمته المعاكس مع زيادة أو نقصان 

 
 

 

 جمع المتجهات: 

( على خط تأثير واحد، فيمكن     B⃗⃗  ( و )   A⃗⃗  اذا كان المتجهان ) -

، كما في  استخدام طريقة الجمع الجبري أو العددي في جمعهما

 الشكل:

                …………..  (2-1) ( = A⃗⃗  + B⃗⃗  R⃗⃗  ) 

 

 

 

  نظرية باستخدام    جمعهما  ، فيمكنمتعامدان(     B⃗⃗( و )     A⃗⃗اذا كان المتجهان )   -

 فيثاغورس. 

R = √A2 + B2   …………..  (2-2) 
 

 

 يقتان للجمع: ر ( ليسا على خط تأثير واحد، هناك ط  B⃗⃗( و )   A⃗⃗اذا كان المتجهان )   -

 

 قانون متوازي الأضلاع.  -1

 

R = √A2 + B2 − 2ABcos  
              ……… (2-3)  

 

 

 طريقة المثلث.  -2

 

R = √A2 + B2 − 2ABcos  
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 طرح المتجهات: 

 كما يلي:  هماالفرق بين( بنفس الاتجاه، يمكن إيجاد   B⃗⃗( و )   A⃗⃗)  اذا كان المتجهان 

R⃗⃗  = A⃗⃗  – B⃗⃗  = A⃗⃗  + (–B⃗⃗ ) ……..  (2-4) 
  

أن        الجمع،  أي  المتجهات في طرح    ويمكن استخدامالطرح هو حالة خاصة من حالات  قوانين جمع 

 .المتجه المطروحبقلب اتجاه  المتجهات 

 

 
 طريقة المثلث                           قانون متوازي الأضلاع
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 (:   Trigonometric relationsالعلاقات المثلثية )

 

 

AB = AC cos 

AB = BC cot 
BC = AC sin 

BC = AB tan 

AC = √AB2 + BC2 

AC = BC / sin 

AC = AB / cos 

 

 

 
……..  (2-5) 

sin   = BC / AC                      

cos  = AB / AC 

tan   = BC / AB 

 

 

 

……..  (2-6)   

 

 

 : محصلة القوى يمكن استخدام علم المثلثات لإيجاد 

 
C = √A2 (:   Cosines Lawمن قانون الجيب تمام )  + B2 − 2ABcos(c)  …….. (2-7) 

 (:  Sines Lawمن قانون الجيب ) 
A

sin a
 = 

B

sinb
 = 

C

sin c
………...……. (2-8) 

 

 



27 

 

 : ىأنواع أنظمة القو

) قوتين أو أكثر ( تؤثر في وضع معين على جسم أو مجموعة أجسام، نظام القوى هو مجموعة قوى       

 ويمكن تصنيفها الى: 

 

 (.  Collinear system ) واحد  واقعة على خط تأثيرال قوى نظام ال -1

 (.  Parallel system نظام القوى المتوازية ) -2

 (. Coplanar system نظام القوى الواقعة في مستو واحد ) -3

 (.  Concurrent system نظام القوى المتلاقية ) -4

5- ( واحد  مستو  في  الواقعة  المتوازية  القوى  تكون   Parallel, Coplanar system نظام  وفيها   ،)

 في مستو واحد. تقع خطوط تأثير القوى متوازية و

(، وفيها تتقاطع  Concurrent, Coplanar system نظام القوى المتلاقية الواقعة في مستو واحد ) -6

 تأثير القوى في نقطة مشتركة وتكون في مستو واحد.  خطوط

ا -7 القوى  )لنظام  واحد  مستو  في  وتقع  متوازية  وغير   ,Concurrent, Nonparallel متلاقية 

Coplanar system     القوى    تكون(، وفيها في مستو    متقاطعة وغير متوازية وتقعخطوط تأثير 

 واحد.

(، وفيها تكون   Parallel, Noncoplanar system نظام القوى المتوازية ولا تقع في مستو واحد ) -8

 في مستو واحد.لا تقع خطوط تأثير القوى متوازية و

(، وفيها   Concurrent, Noncoplanar system نظام القوى المتلاقية ولا تقع في مستو واحد ) -9

 القوى في نقطة مشتركة ولا تقع في مستو واحد.تتقاطع خطوط تأثير 

10- ( واحد  مستو  في  تقع  ولا  متقاطعة  وغير  متوازية  الغير  القوى   ,Nonparallel نظام 

Nonconcurrent,  Noncoplanar system   ،) متوازية  غير  تكون خطوط تأثير القوى    حيث

 ولا تقع في مستو واحد.وغير متقاطعة 

 

 
 

 : تأثيرها خط  على نقل القوة مبدأ 

بدون تغيير اتجاهها فان تأثير القوة    امؤثرة على جسم معين على طول خط تأثيره(  F) اذا تم نقل قوة      

 على الجسم لا يتغير. 

 

 
 مبدأ نقل القوة على خط تاثيرها  (1ـ2شكل )
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 محصلة القوى: 

، لها  ( RF مقدارها ) بقوة واحدة(  A ) المؤثرين على الجسم ( 2F( و )  1F)  قوتينالإذا تم استبدال        

 . ( 2F( و )  1F)  قوتينال محصلةنفس التأثير على الجسم، فإن هذه القوة تسمى 
 

 (:  Collinear اذا كانت القوى على خط تأثير واحد )
 

الاتجاه بنفس  القوى  كانت  تكون  ،  اذا 

 : ( 1-2حسب المعادلة )محصلتها 

2+ F 1= F RF 
 

 

ا كانت  متعاكسينلاذا  باتجاهين    ، قوى 

 : (4-2حسب المعادلة ) تكون محصلتها

2F – 1= F RF  
 

 في مستو واحد  ومتعامدة اذا كانت القوى متلاقية

                                                        ( Concurrent, perpendicular, Coplanar ) : 

المعادلة    من ، والمحصلة باستخدام نظرية فيثاغورسيمكن إيجاد  

(2-2) : 

R = √A2 + B2 

 

 
 

 (:  Concurrent, Coplaner اذا كانت القوى متلاقية في مستو واحد )
 

 : من خلال ى المحصلةيمكن الحصول عل 
 

     القطر   فيكون  ،الأضلاعمتوازي  كضلعين متجاورين ل  (  2F( و )    1F)  متوازي الأضلاع، باستخدام    -1

  (RF  )    الذي يمر( من النقطة  A    ( هو محصلة القوتين )1F    ( و )2F  )  يعُرف هذا بقانون متوازي .

 الأضلاع. 

 
 

(، فتكون المحصلة هي القوة    2F(، ومن نهايتها يتم رسم القوة )    1Fحيث يتم رسم القوة )  مثلث القوى،   -2

 يعُرف هذا بقانون مثلث القوى. .( 2F( وتنتهي بنهاية )  1Fالتي تبدأ من بداية ) 
 

 
 

                                        FR = F1 + F2 
 

اتجاهها من قانون  وإيجاد  جيب تمام،  الالمحصلة باستخدام قانون    قيمة  د ايجايمكن    باستخدام مثلث القوى،  -3

 (. 8-2( و )7-2المعادلتين )  من .لجيب ا
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 (: 1-2مثال )

( مسلطتان على الحلقة  N 120 ( و ) N 180 قوتين )     

الشكل   في  واتجاه محصلة(1 ـ2)مث.  المبينة  مقدار  أوجد   . 

 .القوتين

 

 

 

 الحل:

 
 (1 ـ2شكل )مث. 

 قانون متوازي الأضلاع. 

  القوة  من رأس يبدأ ، وخط آخر ( N 120 ) لقوة ويوازي ا  ( N 180 ) القوة  من رأس يبدأ رسم خط   من متوازي الأضلاع  رسمم يت       

( 120 N )   لقوةويوازي ا  ( 180 N )  ،محصلة القوتين    تكونس)R ( F   عند النقطة ين  الخط  ينهذ  من نقطة بداية القوتين الى نقطة تقاطع

( A )  . 

 

  
 

 المثلثات.  قوانين 

 .  قوىمن متوازي الأضلاع. يتم إنشاء مثلث ال

 استخدام قانون جيب التمام.

 

FR = √F1
2 + F2

2 −  2 F1 F2 cos  

FR = √(180)2 + (120)2 −  2 (180) (120) cos 115 
 

         = √32400 + 14400 − 43200 ( −0.4226 )  =  255 N 
 

 . ( θ )لايجاد جيب الاستخدام قانون 
 

180

sinθ
  =  

255

sin 115o            sin θ =  
180 sin 115o

255
 = 0.64       θ = 39.8º 

 

 : و ه مقاساً من الأفق  (  )المحصلة وبالتالي فإن اتجاه 
 

 θ = 39.8º + 10º = 49.8º    
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 (: 2-2مثال )

الث      الهيكل  المبين في  ـــــفي  ابت 

 . (2ـ2)مث.  الشكل

P = 400 N 

T = 150 N 
 

(    T( و )   Pتبدل القوتين )ـاس     

نفس التأثير   لها(     R بقوة واحدة )  

 على الهيكل الثابت.

 

 

 الحل:

 
 (2ـ 2شكل )مث. 

 

tan =  
BD

AD
  = 

7 sin 60° 

4 + 7 cos 60° 
 = 0.81    

      = 38.9º 

 

 

 

 قانون الجيب تمام: 

R = √T2 + P2 − 2TP cos38.9°    

    = √1502 + 4002 − 2(150)(400) cos38.9°    
    = 298.5 N 

 قانون الجيب: 
150

sin𝜃
  =  

350

sin 38.9°   
 

 

sin θ = 
150 sin 38.9°

298.5   
 = 0.316 

    

     θ = 18.4º 
 

R = 298.5 N                18.4º 
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 (: 3-2مثال )

(    N 1500( بمقدار )    Fهيكل مكون من ضلعين، تؤثر عليه قوة )      

( الى الأسفل. أوجد مركبتي القوة المؤثرتين على طول   Aعند النقطة )  

 . ( AC )و  ( AB )ضلعي الهيكل 

 
 

 الحل:

 
 (3ـ 2شكل )مث. 

 

 

 

FAB

sin 60
  = 

1500

sin 75
   

344.86 = 1 BAF                       

N  
  

FAC

sin 45
  = 

1500

sin 75
    

           

098.08 N= 1 CAF             

 

 

 
 

 (: 4-2مثال )

( معلقة بواسطة   I)    حرفذات مقطع عرضي    شيلمانة     

قوتي . أوجد قيمة  (4ـ2  )مث. في الشكل  موضح  كما  ينسلك

)    AF)    الشد و   )BF    )مقدار    سلككل    في يكون  بحيث 

العمودي    Ib 3000)    محصلتهما المحور  باتجاه  متجهة   )

 الموجب.

 

 

 

 الحل:

 

 
(4ـ 2شكل )مث.   

 
FA

sin 45°
 = 

3000

sin 105°
 

 

FA = 
3000 sin 45°

sin 105°
 = 2196 Ib 

FB

sin 30°
 = 

3000

sin 105°
 

FB = 
3000 sin 30°

sin 105°
 = 1553 Ib  
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 (: 5-2)مثال 

كما مبين في الشكل   بواسطة زورقين  تسحب  بارجة     

المسلطة من قبل القوى  محصلة. إذا كانت (5-2)مث. 

 : أوجدلبارجة. امحور  باتجاه(  N 2500) الزورقين
 

 .(  oα = 40 ) اذا كانت لينفي كل من الحب قوة الشدأ( 

  قل ( عندها أ  2  ( التي يكون شد الحبل )  α  ب( قيمة )

 . ممكنما 
 

 
(5ـ 2شكل )مث.   

 الحل:
 

 أ(

      
2500

sin 110
 =  

𝑇1

sin 40
     

 

                           T1 = 1710 N 
 

      
2500

sin 110
 =  

𝑇2

sin 30
     

 

                              T2 = 1330 N 

 
 

 

 
 ب(

T1 = 2500 cos 30 

           = 2165 N 
 

T2 = 2500 sin 30  

           = 1250 N 
           

 = 90 – 30 = 60º 
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 (: 6-2مثال )

في  المبين    ترسالعلى سن    المؤثرة(    F = 15 lbالقوة )  حلل      

      (   a - a)  باتجاه المحورين    الى مركبتين  (6ـ2  )مث. كلـــــالش

 (. b - bو ) 
 

 

 الحل:
15

sin 40°
  =  

Fa

sin 80°
               Fa = 22.98 lb 

 

 
15

sin 40°
  =  

Fb

sin 60°
               Fb = 20.21 lb 

 

 

 
(6ـ 2شكل )مث.   

 

 

 

 

 

 

 

 (: 7-2مثال )

مبين الهيكل  ال( مسلطتان على    kN 6( و )   kN 8القوتين )       

الشكل واتجاهها (7ـ2)مث.    في  القوتين  محصلة  قيمة  أوجد   .

 عقارب الساعة من المحور الأفقي. باتجاهمقاساً 

 

 

 

 الحل:

FR = √F1
2 + F2

2 − 2(F1)(F2)cos  

 

FR = √82 + 62 − 2(8)(6)cos100°  = 10.8 kN 
 

 
6

sin 𝜃
  =  

10.8

sin 100° 
  

 

  sin θ = 0.547                θ = 33.17°    

   = 33.17° − 30° = 3.17°     

 
(7ـ 2شكل )مث.   
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 (: 8-2مثال )

بدلالة قيم   ( θ ) ها( واتجاه RF المحصلة ) عبر عن قيمة      

 (.    ( والزاوية ) 2F ( و ) 1F ) المركبات

 

 

 الحل:

FR = √F1
2 + F2

2 − 2F1F2 cos ( 180 −  ) 

 

 : } cos ( 180 –  )  =  – cos  {بما أنه 
 

FR = √F1
2 + F2

2 + 2F1F2 cos   

 

 من الشكل: 

tan θ =  
F1sin 

F2+ F1 cos 
 

θ = tan–1 ( 
F1sin 

F2+ F1 cos 
 ) 

 
(8ـ 2شكل )مث.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 محصلة عدة قوى ) أكثر من قوتين (: 

 على مرحلتين: قانون متوازي الأضلاع   بتطبيق أكثر من قوتين يمكن إيجاد محصلة

   .ايجاد محصلة القوتين الأولى والثانية -1

 كقوة ثم نوجد محصلتها مع القوة الثالثة فنحصل على محصلة القوى الثلاث.    تلك  القوتين  أخذ محصلة -2

تكون محصلتها  ،  ) O (نقطة  ؤثر على  ت  ) 1F ( ,)  2F ( ,)  3F  (على سبيل المثال، إذا كانت ثلاث قوى 

 كما يلي: 
 

 
( 3 ) 

 
( 2 ) 

 
( 1 ) 
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 (: 9-2مثال )

براكيت كما موضح في  بحلقة    سلاسل مرتبطةثلاث       

يسلط على كل سلسلة قوة شد بحيث ،  (9ـ2)مث.    الشكل

بقيمة   محصلةتكون   الثلاث  اذا    N 2500  ) القوى   .)

تأثرت سلسلتان منها بقوى معلومة، جد زاوية السلسلة 

المحور  من  الساعة  عقارب  اتجاه  مع  مقاسة  الثالثة 

( في هذه  F الأفقي الموجب بحيث يكون مقدار القوة )

 (.  F السلسلة أقل ما ممكن، ثم أوجد قيمة القوة )
يكون  المعلومتين،  القوتين  محصلة  واتجاه  قيمة  أوجد  تلميح: 

  (. F اتجاهها هو نفسه اتجاه القوة )
 

 (9ـ 2شكل )مث. 
 الحل:

 

 قانون الجيب تمام: 

FR1 = √15002 + 10002 − 2(1500)(1000) cos 60°  = 1322.9 N 
 

 قانون الجيب: 

1000

sin ( 30+𝜃 ) 
   =  

1322.9

sin 60
        

sin ( 30 + θ ) = 
1000 sin 60

1322.9
 = 0.65 

30 + θ = 40.89°          θ = 10.89°      
 

القوتين    اتجاه محصلةبنفس    ( F )  اتجاه القوةيجب أن يكون    ،( F )  بأقل قيمة للقوة  المحصلة المطلوبة  للحصول على     

 (. R1F ) المعلومتين
 

FR = FR1 + F 

2500 = 1322.9 + Fmin 

Fmin = 1177.1 N 
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 : بطريقة التحليل  القوى ثنائية الأبعاد محصلة

 على طول المحورين متعامدتين  ين  ركبت إلى م(  x - y في مستو معين وليكن المستو )  قوة    أي  تحليل  يمكن     

( x  )و ( y )  ،( المستطيلة الديكارتية ) ت ركباالم"  تينركب الم ويطلق على هاتين " . 

 

 

Fx = F cos θ 

Fy = F sin θ 

F = √(Fx)² + (Fy)2 

θ = tan−1 Fy

Fx
 

 

xF    وyF  ركباتــــــا مـــهم 

 Fقوة ال
 

 

F = Fxi + Fyj 

i  متجه الوحدة في :

 xالاتجاه 

j  متجه الوحدة في :

 yتجاه لاا
 

التحليل الاتجاهي والتحليل العددي للقوة  (2ـ2شكل )  
 

Fx = F cos θ   …………………..………… (2-9) 

Fy = F sin θ   …………………...………… (2-10) 

ية: تجاه لقيمة الاا  

F = Fxi + Fyj   ……………………….…… (2-11) 

: ) المطلقة ( قيمة العدديةال  

F = √(Fx)² + (Fy)2   …………………… (2-12) 

 الاتجاه: 

θ = tan−1 Fy

Fx
   ……………………..…… (2-13) 

 

 

     

 

 

 

 

المركبات الديكارتية

التحليل العددي التحليل الاتجاهي الديكارتي
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 ايجاد المحصلة:

 (.   y( و )    x)    المحورين   إلى مركبتيها مع  تحللكل قوة   -1

الأفقيتُ  -2 المحور  على  المنطبقة  المركبات   (  x )  جمع 

 لتكون المركبة الأفقية للمحصلة.

  (  y )  جمع المركبات المنطبقة على المحور العموديتُ  -3

 لتكون المركبة العمودية للمحصلة.

باستخدام المتجه الديكارتي، يتم تمثيل المحصلة كمتجه   -4

 ديكارتي. 

FR = (FRx ) i + (FRy) j 

FRx = ∑ Fx 

FRx = F1x  – F2x + F3x 

FRy = ∑ Fy 

FRy = F1y + F2y – F3y 

FR = (F1x – F2x + F3x) i + (F1y + F2y – F3y ) j 

 

تخدام نظرية ـــــ(  باس  RFلة )  ـــــــ ـايجاد قيمة المحص -5

 فيثاغورس:  

FR =  √FRx
2 + FRy

2 

 

( التي تمثل اتجاه المحصلة من قوانين    θايجاد الزاوية )  -6

 المثلثات: 

θ = tan-1 ( 
FRy

FRx
 ) 
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 (: 10-2مثال )

     ( للقوتين  والعمودية  الأفقية  المركبتين          (   1F  أوجد 

الشكل  2F  و) في  المبين  الذراع  على  المؤثرتين   )           

  ديكارتي. المتجه  بصيغة ال. ثم عبر عن كل قوة  (10 ـ2)مث.  

 المحصلة.ثم أوجد قيمة واتجاه 

 

 

 

 

 الحل:
 

F1x = – 180 sin 30° = – 90 N = 90 N    

F1y = 180 cos 30 = 155.88 N  

F2x = 325 (12/13) = 300 N 

F2y = – 325 (5/13) = – 125 N = 125 N ↓ 

 

 
 : المتجه الديكارتي

F1 = {– 90 i + 155.88 j} N 

F2 = { 300 i – 125 j} N 

 
 :المحصلة

FR = √FRx
2 + FRy

2 

FRx = F1x  + F2x = – 90 + 300 = 210 N 

FRy = F1y  + F2y = 155.88 – 125 = 30.88 N 

    FR = √2102 + 30.882 = 212.258 N 

 
 : ( θ )الاتجاه 

    θ = tan–1 ( 
FRy

FRx
 ) = tan–1 ( 

30.88

210
 ) = 8.37º 

 

 
 (10 ـ2شكل )مث. 
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 ( 11-2مثال )

لقوى الثلاث المؤثرة على الحلقة  محصلة ا  واتجاه  أوجد مقدار     

(A     )من  مقاسة الساعة  عقارب  اتجاه  الأفقي  عكس    المحور 

 . (x) الموجب

 

 

 

 

 

 الحل:
 

(11 ـ2شكل )مث.   

 

FR = ∑ F 

FRx = ∑ Fx = – 600 ( 
4

5
 ) + 500 sin 20º + 400 cos 30º = 37.42 N 

FRy = ∑ Fy = 600 ( 
3

5
 ) + 500 cos 20º + 400 sin 30º = 1029.85 N 

FR =  √(37.42)2 + (1029.85)2  = 1030.5 N 

 

 

 

 

 

 

 

 

tan θ =  
FRy

FRx
     

θ = tan–1 
1029.85

37.42
   

   = 87.92º 

 

 

 
 (: 12-2مثال )

المسلطة        القوى  محصلة  مركبات  أوجد 

   محورالعلى لوح تثبيت أضلاع جسر باتجاه  

  (x  و )ال  ( محورy   ثم أثبت أن المحصلة .)

 تساوي صفر.

 

 

 

 الحل:
 

 (12ـ 2شكل )مث. 

 

  FR = ∑ F    

  FRx = ∑ Fx = F1x + F2x + F3x + F4x = – 1000 + 2000 ( 
4

5
 ) + 1500 ( 

3

5
 ) – 1500 = 0  

    FRy = ∑ Fy = F1y + F2y + F3y + F4y = 0 – 2000 ( 
3

5
 ) + 1500 ( 

4

5
 ) – 0 = 0  
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 (: 13-2مثال )

في   كما هو موضح  تؤثر على هيكل ثابتأربع قوى       

واتجاه    أوجد.  (13ـ2)مث.    الشكل هذه محصلة  مقدار 

 .القوى

 

 

 

 

 الحل:

(F1)x = 300 cos 30° = 259.8 N                     

(F1)y = 300 sin 30° = 150 N  

                 

  

(F2)x = – 160 sin 20° = – 54.7 N                     

(F2)y = 160 cos 20° = 150.35 N                     

(F3)x =  0 

(F3)y =  – 220 N 

(F4)x = 200 cos 15° = 193.2 N 

(F4)y = – 200 sin 15° = – 51.8 N 

Rx = 259.8 – 54.7 + 0 + 193.2 = 398.3 N                

Ry = 150 + 150.35 – 220 – 51.8 = 28.55 N 

 
(13 ـ2شكل )مث.   

 

 

R = √𝑅𝑥
2 +  𝑅𝑦

2
  =  √398.32 + 28.552 = 399.3 N 

tan   = 
Ry

Rx
             = tan–1 

28.55

398.3
 = 4.1° 
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 (: 41-2مثال )

المؤثرة على الجسم    ( 3F ( ، و ) 1F ( ، ) 2F )عبر عن القوى       

 وجداثم    ،المتجه الديكارتي  يغةص ب  (14 ـ2  )مث. في الشكل  الموضح

 . القوى الثلاث محصلةواتجاه مقدار 

 

 الحل:

F1 = 150 ( 
3

5
 ) i – 150 ( 

4

5
 ) j = 90 Ib i – 120 Ib j    

F2 = 0 i – 275 Ib j 

F3   – 75 cos 60º i – 75 sin 60º j  

                                       = – 37.5 Ib i – 64.95 Ib j  

FR = ∑ F    

FRx = ∑ Fx = F1x + F2x + F3x    

                    = 90 + 0 – 37.5 = 52.5 Ib 

FRy = ∑ Fy = F1y + F2y + F3y    

                     = – 120 – 275 – 64.95 = – 459.95 Ib 
 

FR =  √(52.5 )2 + (–  459.95)2  = 462.94 Ib 

 tan θ =  
FRy

FRx
           θ = tan–1 

– 459.95

52.5 
  = – 83.49º 

 
(41 ـ2شكل )مث.   

 

 

 

 

 

 

 

 (: 15-2مثال )

          قوة مقدارها  عليه  لطـــسوتوتد خشبي يدور في مخرطة       

(  100 N    )  موضح  الخاص بالمخرطة كماقطع  القلم  من قبل 

الشكل مركباتها (15ـ2  )مث. في  الى  القوة  هذه  حلل   .

 : المؤثرة

 (. y ( و ) x على طول المحورين ) (أ

 (. 'y ( و ) 'x على طول المحورين ) (ب

 

 

 الحل:

 
     (15ـ 2شكل )مث.               

 أ(

 

 

 ب(

 

 

Fx = 100 sin 45° = 70.7 N 

Fy = – 100 cos 45° = – 70.7 N 
 

Fx' = 100 cos 15° = 96.6 N 

      Fy' = 100 sin 15° = 25.88 N  
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 (: 61-2مثال )

البرغي من الخشب عن طريق تسليط قوة      إزالة  مطلوب 

  ( العائق  الأفقي.  محوره  طول  القوة   Aعلى  تسليط  يمنع   )

(  N 1000بشكل مباشر، فيتم تسـليط قوتين، قوة مقدارها ) 

(، بواسطة اسلاك كما هو موضح في   Pوالأخرى مقدارها )  

)م )  16ـ2.  ثالشكل  القوة  قيمة  أوجد   .)P    المطلوبة  )

( متجهة على طول محور    Tللحصول على محصلة القوتين )  

 (.  Tالبرغي. ثم أوجد قيمة ) 

 

 الحل:

 
(61ـ 2شكل )مث.   

 

 :الطريقة الأولى

 

 

 

 :لثانيةالطريقة ا

 

 
 

 

 

θ 1 = tan-1  
10

20
  =  26.57°       

θ 2 = tan-1  
15

20
  =  36.87° 

Ry = ∑ Fy = 0 

                P sin 26.57° – 1000 sin 36.87° = 0 

                P sin 26.57° = 1000 sin 36.87° 

                P =  
1000 sin 36.87°

sin 26.57°
  =  1341.4 N 

 

T = Rx = ∑ Fx  

            = 1341.4 cos 26.57° + 1000 cos 36.87°        

            = 2000 N 
 

θ 1 = tan-1  
10

20
  =  26.57°       

θ 2 = tan-1  
15

20
  =  36.87° 

P

sin36.87
 = 1000

sin26.57
 

 

P =  
1000 sin 36.87°

sin 26.57°
  =  1341.4 N  

T

sin116.56
 = 1000

sin 26.57
 

 

        T = 
1000 sin 116.56

sin 26.57
 = 2000 N 
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 (: 71-2مثال )

  كلـــمبين في الشاللطة على البراكيت  ــثلاث قوى مس     

 التي تجعل(    3F . أوجد قيمة واتجاه القوة )(71ـ2)مث.  

 الموجب  تجاهلا ( متجهة با lb 100 ) محصلة القوى الثلاث

 (. u لمحور )ل

 

 

 

 الحل:
 

 (17 ـ2شكل )مث. 

+ ↑   ∑ FRx = ∑ Fx         100 cos 25° = 85 + 65 ( 
5

13
 ) + F3 cos ( 25° + θ ) 

                                                            F3 cos ( 25° + θ ) = – 19.37  …………….. ( 1 ) 
 

+ → ∑ FRy = ∑ Fy         – 100 sin 25° = 65 ( 
12

13
 ) – F3 sin ( 25° + θ ) 

                                      F3 sin ( 25° + θ ) = 102.26  …………..….. ( 2 ) 
 

 (: 2( و ) 1حل المعادلتين ) 
 

 الطريقة الأولى: 

 (: 1من المعادلة )

F3 = 
–19.37

cos ( 25° + 𝜃 )
 

 (: 2بالتعويض في المعادلة ) 

         
–19.37

cos ( 25° + 𝜃 )
 sin ( 25° + θ ) = 102.26 

          – 19.37 tan ( 25° + θ ) = 102.26 

         ( 25° + θ ) = tan–1 
102.26

–19.37
  = – 79.27° = 79.27°           

         θ = 79.27 – 25 = 54.27° 

         F3 =  
–19.37

cos ( 25° + 54.27° )
 = 104 Ib 

 الطريقة الثانية: 

F3 sin ( 25° + θ )  = 102.26  ………….. ( 2 ) 

F3 cos ( 25° + θ ) = – 19.37  ……….... ( 1 ) 

 )بالقسمة(  -----------------------------------

     tan ( 25° + θ ) = – 5.28  

      25° + θ = tan–1 – 5.28 = – 79.27° = 79.27°          

                θ = 79.27 – 25 = 54.27° 

 (: 1بالتعويض في المعادلة )       

     F3 cos ( – 79.27° ) = – 19.37  

             F3 = 
– 19.37 

cos ( – 79.27° )
 = 104 Ib 
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 (: 81-2مثال )

( مسلطة على   3F ( ، و ) 1F ( ، ) 2F القوى )     

المبين   الشكلالبراكيت  تكون   (18ـ2)مث.    في  بحيث 

 .(  u  بالاتجاه الموجب للمحور )  (  Ib 120  )محصلتها  

 (.  ( واتجاهها )   1F )  المجهولة القوةأوجد قيمة 

 

 

 

 
 (18 ـ2شكل )مث. 

 الحل:

F1)x = F1 cos                                             (F1)y = F1 sin   

(F2)x = – 130 ( 
3

5
 ) = – 78 Ib                        (F2)y = 130 ( 

4

5
 ) = 104 Ib 

(F3)x = 100 cos 45° = 70.7 Ib                     (F3)y = – 100 sin 45° = – 70.7 Ib 

(FR)x = 120 cos 45° = 84.84 Ib                   (FR)y = 120 sin 45° = 84.84 Ib                   
 

+ → FRx = ∑ Fx           84.84 = F1 cos   – 78 + 70.7 

                                                         F1 cos  = 92.14 …………..…….. ( 1 ) 
                                                                                                                                  

+ ↑ FRy = ∑ Fy            84.84 = F1 sin  + 104 – 70.7 

                                    F1 sin  = 51.54 ………….….. ( 2 ) 
  

From Eq. ( 1 ):               F1 = 
92.14 

cos 
  

Sub. in Eq. ( 2 ):          
92.14

cos 
  sin  = 51.54 

                                  92.14 tan  = 51.54   

                                  tan  = 
51.54

92.14
  = 0.56  

                                   = tan-1  0.56 = 29.22° 

                                  F1 =  
92.14 

cos 
   

                                        = 
92.14 

cos 29.23°
  = 105.57 Ib 
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 : (91-2مثال )

الشكل      في  المبينتين  القوتين  محصلة  كانت           اذا 

للمحور    (19ـ2  )مث. الموجب  بالاتجاه  موجهة 

(   BF(. أوجد قيمة القوة )    Ib 300)    العمودي وبقيمة

 (. θ)  واتجاهها

 
 (19 ـ2شكل )مث. 

 الحل:

 (: 1طريقة ) 

+ → FRx = ∑ Fx          0 = 140 sin 30° – FB cos θ 

                                                       FB cos θ =  70  …………..…….. ( 1 ) 
                                                                                                                                  

+ ↑ FRy = ∑ Fy           300 = 140 cos 30° + FB sin θ 

                                  FB sin θ = 178.76   ..…………….. ( 2 ) 
 

                                  FB sin θ = 178.76   ..…………….. ( 2 ) 

                                                     FB cos θ = 70  …………..…….. ( 1 ) 

 )بالقسمة(  -----------------------------------

      tan θ = 2.55   

      θ = 68.6°   

 (: 2بالتعويض في المعادلة ) 

         76.178=  ) °68.6( sin  BF                                   

                                  FB = 192 Ib       
 

 

= 

 

 

 (: 2طريقة ) 
 

FB = √(300)2 + (140)2 − 2(300)(140) cos 30  = 192 Ib 
140

sin 
  =  

192

sin 30° 
                = 21.4° 

 

θ + 60 = 180 – 30 – 21.4 = 128.6° 
θ = 68.6°    
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 (: 20-2مثال )

كانت        )اذا  )  kN 1F 7 =  القوى   ،  )  2F   )     

تؤثر على البراكيت كما موضح   (   kN 3F 4 =  )  و

د مقدار القوة  ـــــ. أوج(20ـ2)مث.    كلــــفي الش

(  2F    )  بحيث تكون محصلة القوى الثلاث أصغر

 ما ممكن. ثم أوجد قيمة المحصلة.

 

 
 (20 ـ2شكل )مث. 

 الحل:

+ → FRx = ∑ Fx            

        FRx = 4 – F2 cos 45° – 7 cos 30° 

        FRx = – 2.06 – 0.707 F2  

                                                                                                                          

+ ↑   FRy = ∑ Fy           

        FRy = – F2 sin 45° + 7 sin 30° 

        FRy = 3.5 – 0.707 F2  

 

FR
2 = ( – 2.06 – 0.707 F2 )

2 + ( 3.5 – 0.707 F2 )
2   …………… ( 1 ) 

2FR  
dFR

dF
  = 2 ( – 2.06 – 0.707 F2 ) ( – 0.707 )   

                                                                + 2 ( 3.5 – 0.707 F2 ) ( – 0.707 )  = 0  

2 ( 1.456 + 0.5 F2 – 2.475 + 0.5 F2 ) = 0 

1.456 + 0.5 F2 – 2.475 + 0.5 F2 = 0 

F2 = 1.02 kN  

 

 (:  1 بالتعويض في المعادلة )

FR
2 = [ – 2.06 – 0.707 ( 1.02 ) ]2 + [ 3.5 – 0.707 ( 1.02 ) ]2 

FR
2 = ( – 2.78 )2 + ( 2.78 )2 

FR = 3.93 kN 
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 ل: سائم

 
مقدارأوج(  2-1 القو  د  على    ىمحصلة  المؤثرة 

  (1 ـ2كل )مس.  ـــــــالمبينة في الش  صفيحة ال

ً مقاس هاواتجاه اتجاه عقارب الساعة من  مع ا

 .( x)  ي الموجب فقالمحور الأ
 

 : الجواب
R = 1353 Ib ,   = 132.8° 

 

 
 (1ـ2شكل )مس. 

 

مقدارأوج(  2-2  على ى  القو  محصلة   د  المؤثرة 

مقاس  براكيت ال اتجاه  ــــــواتجاهها  عكس  اً 

من   الساعة  الأعقارب  الموجب فقالمحور    ي 

(x) . 
 

 : الجواب
R = 2313.6 N ,   = 140.4° 

 

 
 

 (2ـ2شكل )مس. 

حبال وبقوى  ثلاثة  بواسطة    سحب ي  نبوب أ(  2-3

 بحيث تولد (  3-2  )مس.  شد مبينة في الشكل

ق  ىقو  محصلة ) يم تبلغ  إذا ف(.    kN 5  تها 

قوى   فيكانت  ة،  لوممع  هامن  حبلين   الشد 

بحيث يكون    (  θ  )الثالث    حبلالد زاوية  أوج

عند أدنى حد. ما    هفي  (  F  )الشد    مقدار قوة

  ؟القوة  هو مقدار
 

 : الجواب
F = 1 kN ,  θ = 16.12° 

 

 
 

 (3ـ2شكل )مس. 

عين المؤثرة على  ى  د مقدار محصلة القوأوج(  2-4 

 (4-2  كل )مس.ــــــــــالمبين في الش  البرغي

الساعة   عقارب  اتجاه  بعكس  مقاساً  واتجاهها 

   .(x)  ي الموجب فق من المحور الأ

 
 : الجواب

FR = 1733.82 Ib ,   = 93° 

 

 
 (4ـ2شكل )مس. 
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مقدارأوج(  2-5 القو  د  على  ى  محصلة  المؤثرة 

)مس.  براكيت ال الشكل  في    ( 5-2  المبين 

الساعة   عقارب  اتجاه  عكس  مقاساً  واتجاهها 

 . (x) ب سالي الفق من المحور الأ
 

 : الجواب
FR = 1083.5 N ,  θ = 3° 

 

 
 

 (5ـ2شكل )مس. 

)أوج(  2-6  القوة  مقدار  واتجاهها  F  د   )      (θ  ) 

المبين    براكيت ؤثر على الت  ىمحصلة قو   لتحقيق

 (   N 100  )  قيمتها،  (6-2  كل )مس.ـــــفي الش

 الموجب   عموديور الــــالمحموجهة على طول 

(y).   
 : الجواب

F = 192 Ib ,  θ = 45.2° 

 

 
 (6ـ2شكل )مس. 

 الهيكل على    تؤثر  (  kN 4  قوة مقدارها ) (  2-7

)مس. الشكل  في  كانت   ،(7-2  المبين   فاذا 

اركبتم ال  ةؤثرلمها  طول  (   BC  )  ضلععلى 

اه ـــــ( باتج B ( موجه من )  kN 3  )  ةـــــبقيم

( C )،  مقدار المطلوبة  فما   (   θ)    الزاوية 

 (. AB) ضلععلى طول ال تؤثري  تال ركبةموال
 

 : الجواب
FAB = 2.05 kN , θ = 32° 

 

 
 

 (7ـ2شكل )مس. 

بين القوتين    ( المحصورة  θ)  الزاوية  د  أوج(  2-8 

مقدار كون  ي، بحيث  برغي المؤثرتين على عين ال

 (. Ib 160 ) محصلة القوتين
 

 : الجواب
θ = 75.5° 

 

 
 (8ـ2شكل )مس. 
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في    (  θ)  زاوية  الد  أوج(  2-9   تصميم المطلوبة 

مس.لدعامة  ا  ( الشكل  في    ( 9-2  المبينة 

 ركبة( م  kN 2  بحيث يكون للقوة الأفقية )

موجه  kN 2.5  )   ةــــبقيم )  ة(  (   A من 

القوة المؤثرة    مركبة  يما هو(.   C )  باتجاه

 (؟  AB  ) ضلععلى طول ال
 

 : الجواب
θ = 62.1° , FAB = 2.7 kN 

 

 
 (9ـ2شكل )مس. 

في    (  θ)  زاوية  الد  أوج(  2-10  تصميم  المطلوبة 

الشلدعامة  ا في  مس.ـــــالمبينة   (   ( 10-2  كل 

بقيمة    ركبة( م  kN 5  بحيث يكون للقوة الأفقية )

( 3 kN  موجه )ة ( من B ( باتجاه ) A   .) 
 

 : الجواب
   θ = 53.1° 

 

 

 
 (10ـ2شكل )مس. 

(،   θ  ( واتجاهها )   1F  د مقدار القوة )أوج(  2-11

كانت         هي  الثلاث   ىالقولة  ـــــــــمحصإذا 

(1000 N   م )( عكس اتجاه   °45  جهة )ت

الموجب   المحور الأفقي  عقارب الساعة من

(x .) 
 

 : الجواب
F1 = 753.66 N,  θ = 45° 

 

 
 (11ـ2شكل )مس. 

  (   θ)      ( واتجاهها  3F  د مقدار القوة )أوج(  2-12 

المبين    براكيت ؤثر على الت  ىمحصلة قو  لتحقيق

)مس.  الشكل   (   Ib 200)   قيمتها  (12-2  في 

   .( الموجب 'xموجهة على طول المحور )
 

 : الجواب
F1 = 178 Ib,  θ = 37° 

 

 
 (12ـ2شكل )مس. 
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مقدار(  2-13 القو  أوجد  على  ى  محصلة  المؤثرة 

)مس.  الصفيحة الشكل  في    ( 13-2  المبينة 

ً مقاس  واتجاهها الساعة    ا عقارب  اتجاه  بعكس 

 (. xب )موجال المحور الأفقيمن 

 

 : الجواب
FR = 433 N ,  θ = 183.68° 

 

 
 (13ـ2شكل )مس. 

لطة  ـ( مس  3F( ، و )    1F    ( ، )2Fالقوى )  (  2-14 

الب المبيـــــعلى  الشــــــراكيت  في  كل  ـــــــــن 

ما(14-2  )مس. محص  .  القوــــمقدار  ى  لة 

ً واتجاهها مقاس عكس اتجاه عقارب الساعة من    ا

 للبراكيت. ( xالموجب )  المحور الأفقي
  

 : الجواب
FR = 557.48 N,  θ = 67.55° 

 

 
 (14ـ2شكل )مس. 

القو(  2-15 محصلة  مقدار  على  أوجد  المؤثرة  ى 

الش  البراكيت  في    ( 15- 2.  كل )مســــ ـالمبين 

مقاس ً واتجاهها  من    مع  ا الساعة  اتجاه عقارب 

 (. yالموجب )  المحور العمودي
 

 : الجواب
FR = 235.79 Ib ,   = 7.06° 

 

 
 

 (15ـ2شكل )مس. 

على  (  2-16  الرفع  قوة  كانت  عرضي  إذا  مقطع 

قوة ( وكانت نسبة    N 600  )  (  مطيار   للجناح ) 

       ( للجناح هي   D  )  كبح( إلى قوة ال  L  رفع )ــــال

(  L / D = 12    احسب ،)ىمحصلة القو  (  R   )

 .( التي تصنعها مع الأفق θ  والزاوية )
 

 : الجواب
R = 602 N ,  θ = 85.24° 

 

 
 (16ـ2شكل )مس. 
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قوتان مسلطتان على البراكيت الموضح في  (  2-17

  تين محصلة القو  أوجد (.  17-2  كل )مس. ـــالش

(  RF  )قيمة  م أوجد ، ث  (  RF    ) بصيغة المتجهات

   (.'y( و )  'x)  المحورين على طول  الديكارتية

 

 : الجواب
FR =520.5 N 

FR = -334.57 N i + 398.73 N j 
 

 

 
 (17ـ2شكل )مس. 

(،  18 ـ2في الهيكل المبين في الشكل )مس.  (  2-18  

( التي تجعل محصلة   Fأوجد قيمة القوة المجهولة )  

( أصغر ما ممكن. ثم أوجد قيمة     RFالقوى الثلاث )

 (.  RFالمحصلة )
 

 : الجواب
F = 2.825 kN,  FR = 2.18 kN 

 

 
 

 (18ـ2شكل )مس. 

في  قوة  (  2-19 منع  تي  تال(    AB  )  السلكالشد 

اتجاه عقارب    عكس( من الدوران    OA  العمود )

(.   Ib 150  )  ي( ه  O  الساعة حول المحور )

( لهذه القوة   t  )  المركبة( و  n  )  المركبةأوجد  

 .العمود ( من  A على النقطة ) تؤثرالتي 
 

 : الجواب
Ib 47= 134. t= 66.46 Ib ,   F nF 

 

 
 (19ـ2شكل )مس. 

(   θ  )  ا( واتجاهه  T  )   القوة  أوجد مقدار(  2-20 

قوى محصلة  على  بهي   للحصول    عين   اتعلق 

ً  (  kN 7.5 ) مقدارها البرغي  . إلى اليسار أفقيا
 

 : الجواب
T = 6.4 k N ,  θ = 38.66°  

 

 
 

 (20ـ2شكل )مس. 
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 ثالث الفصل ال 
 زوم ـــــــــــــ ـالع 

The Moments 
 

 : (   he momentof tDefinition )  العزمتعريف 

القوة. فاذا كان خط تأثير    تلك  ه خط تأثيرلى جسم معين فان الجسم يتحر ك باتجاععند تسليط قوة ما       

القوة يمر من مركز كتلة الجسم فانه سيتحرك حركة خطية فقط بتاثير القوة، أما اذا كان خط تأثير القوة لا  

يمر من مركز كتلته فانه سيتحرك حركة زاوية حول مركز كتلته بتأثير القوة بالاضافة الى الحركة الخطية. 

 .       { moment – or – torque ( M ) }سمى العزم يالحركة الزاوية  ا التأثير الذي يولد هذ 
 

 

 
  

مخططات توضيحية للعزوم (1-3شكل )  
 

أبعاده. هذه  ( على جسم ثنائي الأبعاد في مستوي   F تبين تأثير القوة )  (1-3في الشكل )   مخططات ال     

( العمودي على مستوي أبعاده، مقدار العزم يساوي   O – O القوة تولد عزم يدور الجسم حول المحور )

( مع المسافة العمودية بين هذا المحور وخط تأثير القوة الذي يسمى ذراع   F حاصل ضرب مقدار القوة ) 

 (. أي أن مقدار العزم الناتج من هذه القوة هو:  d ) القوة
 

M = F.d  ……………..  (3-1) 
 

 طرق الحل: 

   :(Varignon’s theorem)  ونجننظرية فاري -

ات القوة  عزوم مركب تساوي مجموع   أو محور  قوة حول أي نقطة) عزم العلى أن   هذه النظرية  تنص       

 .( أو المحور  حول نفس النقطة

 

 : (Normal distance) يةموالمسافة الع -

خط    ية بينموأي قوة حول محور معين بضرب القوة في المسافة الع  عزميمكن إيجاد    )في هذا المبدأ       

 .( القوة والمحور المعطى  تأثير

     

 :(Principle of transmissibilityنقل القوة ) مبدأ  -

  عمودي عن طريق نقل القوة إلى المحور الأفقي أو المحور ال  عزم القوةيمكن إيجاد    )في هذا المبدأ       

 .( حولها المطلوب العزمللنقطة 
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 (: 1-3مثال )

       ( القاعدة  مركز  نقطة  العزم حول  قيمة  للقوة   Oأحسب   )             

 (80 Ib .بأربع طرق مختلفة ) 

 

 

 الحل:

 

 مركباتها الديكارتية: بالقوة  استبدال (1
 

F1  =  80 cos 45º =  56.57 Ib  

F2  =  80 sin 45º =  56.57 Ib 
 

 (:  Varignon's theorem)  تخدام نظرية فاريجنونسبا
 

Mo = – ( 56.57 × 8 ) – ( 56.57 × 4 ) = – 678.8 

Ib.ft 

         =  678.84 Ib.ft          (C.W) 

 

            حيث أن ذراع القوة  .طرقة المسافة العموديةباستخدام   (2

(80 Ib   :هو ) 

       d = a + b = 4 sin 45º + 8 cos 45º  

                      = 8.485ft        

       Mo = Fd  

       Mo = – 80 × 8.484  = – 678.8 Ib.ft  

                                       =  678.8 Ib.ft   (CCW) 

 

 
(1ـ 3شكل )مث.   

 
 

 
 

 
وة  ــــتخدام مبدأ نقل القوة. يمكن نقل القـــــباس (3

( 80 Ib  على طول خط تأثيرها الى النقطة )

(B    ،)العمودية  همل المركبة ت   ( 2F )   لأن خط

(. ذراع المركبة   O ر بالنقطة )ـــا يمــيرهث تأ

( 1F  :سيكون ) 
 

d1 =  8 + 4 tan 45º = 12 ft 

F1 =  80 cos 45º = 56.57 Ib  

 لعزم سيكون: ا

Mo  = – 56.57 × 12  = – 678.8 Ib.ft 

        = 678.8 Ib.ft       (C.W) 

 

 

 

لأن   ( 1F )  الأفقية همل المركبةت(،   C( على طول خط تأثيرها الى النقطة )  Ib 80نقل القوة )يمكن   (4

 ( سيكون:  2F (. ذراع المركبة ) O يرها يمر بالنقطة )ث خط تأ
 

d2 = 4 + 8 cot 45º = 12 ft   ,   F2 = 80 sin 45º = 56.57 Ib 
 

 العزم سيكون:       

Mo = – 56.57 × 12 = – 678.8 Ib.ft = 678.8 Ib.ft       (C.W) 
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 : (  Resultant moment)   محصلة العزوم

كما مبين في  (،    x – y  )  يالمستو   في مستوٍ واحد وليكنلمسائل ثنائية الأبعاد، تقع جميع القوى  ا  في     

( من خلال إيجاد    z  -  المحور  )(    O  )  حول النقطة  ) o) RM  محصلة العزوم، يمكن تحديد  (2-3)الشكل  

عكس  تكون قيمة العزم موجبة اذا كان اتجاه العزم  في النظام.    ةن كل قوم  ةم الناتج و للعزالجمع الجبري  

تكون    وبالعكس  (  خارج الصفحة  الموجب )(    z  )  المحور  حولاتجاه عقارب الساعة حيث يتم توجيهها  

 .  الساعةعقارب   اتجاه  قيمة العزم سالبة اذا كان اتجاه العزم مع

       + ( MR )o = ∑ F d ;       ( MR )o = F1 d1 – F2 d2 + F3 d3 …….  (3-2)              

 

 
 

 محصلة العزوم  (2-3شكل )

 

 

 

 

 (: 2-3مثال )

أوجد محصلة العزوم للقوى الأربع المؤثرة على القضيب المبين في  

 (.  Oحول النقطة )  (2-3 )مث. الشكل
 

 

 الحل:

( MR )o = – 75 × 0.5 + 90 × 0   

                          +  30 × 0.75 sin 30º  

                                – 60 × ( 1 + 0.75 cos 30º ) 

              = – 125.22 N.m = 125.22 N.m   

 

 
 

 ( 2-3 شكل )مث.     
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 (: 3-3مثال )

قضيب مثبت من احدى ثلاث قوى تؤثر على  

الشكل في  موضح  كما  ،  ( 3-3  )مث.  نهايتيه 

حول  الثلاث  القوى  من  قوة  كل  عزم  أوجد 

( القوى  A النقطة  لهذه  العزوم  ومحصلة   )

 حول نفس النقطة. 

 

 

 

 الحل:

 
 

 ( 3-3 شكل )مث.

 

 + ( MF1 )A = – (2000) ( 3 )      

                      = – 6000 N.m = 6 kN.m                      ( مع اتجاه عقارب الساعة ) 

 + ( MF2 )A = – (2500) ( 4/5 ) ( 5 )      

                      = – 10000 N.m = 10 kN.m                  ( مع اتجاه عقارب الساعة ) 

 + ( MF3 )A = – (800) ( cos 30º ) ( 6.5 ) + 800 sin 30º ( 0.2 )      

                      = – 4423 N.m = 4.4 kN.m                   ( مع اتجاه عقارب الساعة ) 
 

 + ( MR )A = 6 + 10 + 4.4 = 20.4 kN.m                  ( مع اتجاه عقارب الساعة ) 

 

 

 

 

 (: 4-3مثال )

( حول   BF ( و ) AF أوجد عزم القوتين )

 (. C البرغي عند النقطة )

 

 

 

 

 

 

 الحل:
 

 ( 4-3 شكل )مث.
 

+ MA = – (400 cos 35°)(1.05) – (350 cos 30°)(0.8) = – 586.53 N.m   

                                                                                 = 586.53 N.m  
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 (: 5-3مثال )

ذراعيمكن       في    الرافعة  تحديد  المبينة 

  (   θ)زاوية  عند    (5-3  )مث.  الشكل

  ( بين  )    0ºمحصورة  و   )90º   )   ضمن  

(  ft 0 محددة بين )  ( x )  تطالةـــــــــــاس

 معلقة مقدارها اللكتلة  اذا كانت ا.  ( ft 12 و)

( 120 kg   ،)  هذه عن  الناتج  العزم  أوجد 

(   x ة ) ــــــــــلبدلا(   B )  نقطةال  عند  الكتلة

(     θ( و )  x قيم كل من )  ثم أوجد  ،(   θو )

 ةــــــــنقطال  ممكن عند  عزمأقصى    لتحقيق

( B )،  إهمل حجم    ؟ا العزمهذ  وماهي قيمة

 (.  A ) النقطة البكرة عند

 
 ( 5-3 شكل )مث.

 

 الحل:

                   W = m g = 120    × 9.81 = 1177.2 N = 
1177.2

4.448 
 = 264.66 Ib 

 + MA = – ( 264.66 ) ( 21 + x ) cos θ  

               = ( 264.66 cos θ ) ( 21 + x ) Ib.ft                        ( مع اتجاه عقارب الساعة ) 

 
 (.  x = 12 ft ( و )  θ  = 0º( يحدث عندما ) A أقصى عزم عند النقطة )

 + ( MA )max = { ( 264.66 cos 0º ) ( 21 + 12 ) } Ib.ft   

                        = 8733.78 Ib.ft                                          ( مع اتجاه عقارب الساعة ) 

 

 

 

 

 

 (: 6-3مثال )

( 6-3  كل )مث.ـــــالمبينة في الشبوابة  ال  تتكون     

(    aG عند )  تهمركز كتلو(    kg 75)  كتلتهذراع    من

عند    تهز كتلــــمركو(    kg 200  )كتلته  وازن  توثقل  

( WG  أوجد مقدار واتجاه .)الناتج عن أوزان   العزم

 (. A حول النقطة ) أجزاء البوابة 
 

 ( 6-3 شكل )مث.
 الحل:

  +(MR)A = ∑ F d  

                   (MR)A = (75)(9.81)(2.5 + 0.25) – (200)(9.81)(0.5 – 0.25) 

                              = 1532.8 N.m = 1.53 kN.m      ( عكس اتجاه عقارب الساعة ) 
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 (: 7- 3مثال ) 

مت      النقطمبوابة  عند  كلتا جهتيها    هايدفع   ، ( C )  ةفصلة  القيمة    تين بقو  صبيانمن  في  مختلفين 

.  (7-3  )مث.  في الشكل  موضح(، كما هو    N50 2=  BF  و )  (  N=  AF 150 )  مقدارهما  والاتجاه

 البوابة. ك بأي اتجاه ستدور البوابة؟ إهمل سم (. ثم بين C ) ل نقطة التمفصلأوجد عزم كل قوة حو

 
 ( 7-3 شكل )مث.

 الحل:

 + ( MFA )C = 150 × 
3

5
 × 3 = 270 N.m                         ( عكس اتجاه عقارب الساعة ) 

 + ( MFB )C = 250 sin 60º × 2 = – 433 = 433 N.m          ( مع اتجاه عقارب الساعة ) 
 

 اتجاه عقارب الساعة. مع{، البوابة ستدور  C) AF( M  >  C) BF( Mبما أن } 

 

 

 (: 8-3مثال )

( مسلطة على مقبض مطرقة.    N 100قوة مقدارها )     

 (.A نقطة ) الأوجد عزم هذه القوة حول 

 

 

 
 ( 8-3شكل )مث. 

 

 الحل:

 + ∑ MA = (100 cos 30º) ( 0.45 ) + (100 sin 30º) ( 0.125 ) 

                      = 45.22 N.m              (  الساعةعكس اتجاه عقارب  ) 
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 (: 9-3مثال )

  فلي من الذراع.ــالجزء الس  أعضاء  (9-3  )مث.  كلــالشظهر  ي     

.عندما ( G )  النقطة  عند  تهمركز كتلو  ( N 25 )  د اعــوزن الس

د العضلة ذات  ــقوة ش  أحسب (، kg 4 )  بكتلةيحمل الكف ثقل  

(     Oالنقطة )  م حولوالعز  محصلة  ( بحيث تكون  T  ين )ـالرأس

 (.  توازنحالة  صفر ) تساوي

 

 الحل:

 + ( ∑ MR )o  =  ∑ F d          

  0 = (40) ( 300 ) + (25) ( 150 sin 50 ) – (T) ( 50 ) 

  50 T = 14872.67             

       T = 297.5 N       

 
 ( 9-3 شكل )مث.

 

 

 

 

 (: 10-3مثال )

قدميه        أصابع  على  الوقوف  رجل  حاول  وتر   حركتعندما 

فعل    ،(  Ib= 145  tF  )  مقدارها  قوةب  العرقوب رد  قوة  وكانت 

أوجد  (.    Ib 90=  fN  كل قدم من قدميه مقدارها )  الأرض على

( حول مفصل    fN  ( و )   tF  )  القوتين  من   ةم الناتج والعز  محصلة

 (. A الكاحل )

 

 

 الحل:

 + ( ∑ MR )A = ∑ F d          

       ( MR )A = ( 90 ) ( 0.325 ) – ( 145 cos 5º ) ( 0.2 )    

                    = 0.36 Ib.ft     ( عكس اتجاه عقارب الساعة )           
 

 ( 10-3 شكل )مث.
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 (: 11-3مثال )

رافعة تخصصية في مجال صيانة الكهرباء، كتلة ذراعها          

( AB   ( هي )750 kg  وكتل )ــــ ( ة القفص BCD            هي )

  (100 kg    ( وكتلة عامل الكهرباء )80 kg   ومراكز الثقل )

( على التوالي. أوجد    3G( و )    1G    ( ، )2Gتقع عند النقاط )  

ثم أوجد محصلة   ،( A العزم الناتج عن كل جزء حول النقطة )

 العزوم حول نفس النقطة. 

 

 

 

 

 

 

 الحل:

 
 ( 11-3شكل )مث. 

 

 + ( Mar )A = (750×9.81)(3 cos 75°) = 5712.8 N.m  

                                                          = 5.7 kN.m      ( عكس اتجاه عقارب الساعة )          
 

 + ( Mc )A = (100 ×9.81)(9 cos 75° + 0.7) = 2971.8 N.m  

                                                                  = 3 kN.m    ( عكس اتجاه عقارب الساعة )          
 

 + ( Mm )A = (80 ×9.81)(9 cos 75° + 1.2) = 2769.8 N.m  

                                                                = 2.8 kN.m   ( عكس اتجاه عقارب الساعة )          

 + ( MR )A =  5.7 + 3 + 2.8 = 11.5 kN.m             ( عكس اتجاه عقارب الساعة )          
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 (: 21-3مثال )

البرجيةستخدم  ت      الشكل  الرافعة  في        المبينة 

على لأ( ل  kg 2000  )  لرفع الحمولة  (12-3  )مث.

        هي   ( BD )ذراعها الرئيسي  كتلة    بسرعة ثابتة.

(  1500 kg    )  ومركز ثقله عند النقطة(  1G    ،)

(   kg 500  )  هي(    BC  )  ةالموازن   ذراعكتلة  و

النقطة   عند  ثقله  و(  2G  ) ومركز  الثقل كتلة  ، 

النقطة عند  (    kg 7000  )  هي  (  C  )  الموازن 

العزم الناتج    أوجد(.    3G  )  ومركز ثقله عند النقطة

البرجية   الرافعة  أذرع  وأوزان  الحمل  والثقل  عن 

   (. B ( وحول النقطة ) A  حول النقطة )الموازن 

 

 

 الحل:

 
 ( 12-3 )مث.شكل 

 

ن  اوزالناتجة عن الحمل والأ  العزوم ( هي نفسها، فإن   B ( و )  A لأن أذرع الأوزان والحمل المقاسة بالنقطتين )  اً نظر     

 ( هي نفسها.  B ( و ) A حول النقطتين )

 + (MR)A = (MR)B = ∑Fd  

         (MR)A = (MR)B = (7000)(9.81)(7) + (500)(9.81)(3.5)  

                                                             – (1500)(9.81)(10) – (2000)(9.81)(15) 
 

                                  = 480690 + 17167.5 – 147150 – 294300  

                                  = 56407.5 N.m = 56.4 kN.m         ( عكس اتجاه عقارب الساعة )          

 

 

 

 

 

 (: 13-3مثال )

(، خط السحب    m 15رافعة طول ذراعها )      

( في نهاية    P = 3 kN)    مقدارها  قوةيسلط  

( بحيث تحقق   θذراعها. أوجد زاوية الذراع )  

(، ثم   Oهذه القوة أقصى عزم حول النقطة )  

 أوجد مقدار هذا العزم.

 

 

 

  
 ( 13-3 شكل )مث.
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:الحل  
 

 

 

 عند أقصى عزم: 

OB ⊥ BA 
 

 + ( Mo )max =  – (3000)(15) = – 45000 N.m 

– (3000 sin )(20) + (3000 cos )(5) = – 45000 

– 60000 sin  + 15000 cos  = – 45000                – 15000         

4 sin  – cos  = 3 

sin2 + cos2 = 1           sin  = √1 − cos2    

4 √1 − cos2   – cos  = 3                                             Let     x = cos  

4 √1 − x2  – x = 3 

4 √1 − x2  = x + 3                                                         

16 ( 1 – x2 ) = x2 + 6 x + 9   

16 – 16 x2 – x2 – 6 x – 9 = 0  

– 17 x2 – 6 x + 7 = 0                                                 – 17 

x2 + 0.353 x – 0.412 = 0 

x = 
− 𝑏  √𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 = 

− (0.353 )  √(0.353 )2−4(1)(−0.412)

2(1)
   

                                                                                    =   0.489    or    – 0.842 

 = cos–1 0.489 = 60.7º  

θ = 90º –  60.7º = 29.3º 

 طريقة ثانية للحل: 
 

 

(5)2 + z2 = y2 

25 + z2 = y2 

 

 من تشابه المثلثات:      

15+𝑦

𝑧
 = 

20+𝑧

𝑦
             15y + y2 = 20z + z2 

       15 ( √25 + 𝑧2  ) + 25 + z2 = 20 z + z2   

       15 ( √25 + 𝑧2  ) = 20 z + z2 – 25 – z2  

       15 ( √25 + 𝑧2  ) = 20 z – 25  

       225 ( 25 + z2 ) = 400 z2 – 1000 z + 625   

      5625 + 225 z2 – 400 z2 + 1000 z – 625 = 0 

      – 175 z2 + 1000 z + 5000 = 0 

      z2 – 5.7 z – 28.6 = 0           ( z – 8.91 ) ( z + 3.21 ) = 0        z = 8.91 m 

      y = √25 + 𝑧2  = √25 + ( 8.91 )2  =  10.22 m 

      θ = cos-1 ( 
8.91

10.22
 ) = 29.3º 
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 : ( oment of coupleThe m)  العزم المزدوج

وليستا على   في الاتجاه  ني ن في المقدار ومتعاكست ي متساويت ن متوازيتان  يقوت   من  العزم المزدوج  تشكلي     

(  3- 3)  شكال، كما هو موضح في الأ( d ) مسافة عمودية خطوط تأثيرهما تفصل بينأي ، خط تأثير واحد 

 ( في  .  (4-3و  القوتين  أن  المزدوجوبما  متعاكسين  العزم  وباتجاهين  ستكون    متساويتين  محصلتهما  فان 

للدوران في اتجاه محدد. على سبيل    حاولةهو إنتاج دوران أو م  لهن التأثير الوحيد  يكو صفر، فية للومسا

تقود سيارة باستدارة  وتمسك مقودها  المثال، تخيل أنك  تقوم  اليدين    ،بكلتا يديك وأنت  مقود ستدفع إحدى 

يؤدي إلى    فينتج عزم مزدوج على مركز المقود لأسفل،  ا   الى  اليد الأخرى  هبينما تسحب  الأعلىالسيارة الى  

  .باتجاه الاستدارة المطلوبة للسيارة  هتدوير
 

M = (  
d

2
  ×  F ) + (  

d

2
  ×  F ) 

 

M = d × F ……..….  (3-3) 

 

 
 

  المزدوجالعزم  (3-3شكل )

 

 

 

 
العزم المزدوج (4-3شكل )  
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 (: 14-3مثال )

على       المسلطة  الثلاثة  المزدوجة  العزوم  محصلة  أوجد 

 : ( 14- 3 )مث. الصفيحة المبينة في الشكل

 

 

 

 

 

 

 الحل:

 
 ( 14-3 شكل )مث.

 

d1 = 0.6 m ,  d2 = 0.5 m , and d3 = 0.7 m. 
 

 

  +  MR   =   ∑ M          MR   = F1d1 – F2d2 + F3d3       

                                                  = (500)(0.6) – (900)(0.5) + (750)(0.7)    

                                                    = 375 N.m           ( عكس اتجاه عقارب الساعة ) 

 

 

 

 

 (: 15-3)مثال 

. حلل ( مسلط على مقبض مفك البراغي N.m 7 عزم مزدوج قيمته )     

( عند   P المقبض و)  نهاية  ( عند F هذا العزم الى قوتي عزم مزدوج، )

 النصل. نهاية 

 

 الحل:

 

 عند المقبض: 

MC = F . d                ( F ) ( 0.035 ) = 7 

                                        F = 200 N 

 

 عند النصل: 

MC = P . d                ( P ) ( 0.007 ) = 7 

                                        P = 1000 N  
 ( 15-3 شكل )مث.
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 (: 61- 3مثال ) 

القوى   أوجد.  مزدوجينمحمل أجهزة مسلط عليها عزمين  عجلة       

(  F    )بحيث    في عمود حمل العجلة  الكروية  المسلطة على المرتكزات

 صفرًا.  ةعلى العجل  محصلة العزمين المزدوجين المسلطةتكون 

 

 

 الحل:

 + ∑ MA = 0            ( F ) ( 35 ) – 300 ( 45 ) = 0 

                                     35 F = 13500 

                                     F = 385.7 N 
 

 

 ( 16-3 شكل )مث.
 

 

 

 

 (: 17- 3مثال ) 

كانت        المزدوجةإذا  العزوم  على مسلطال  محصلة  ة 

( N.m 500)  ( هي17-3  المبين في الشكل )مث.  هيكلال

   .( F لقوة )قيمة ا ، أوجداتجاه عقارب الساعةب

 

 الحل:

 + ( MC )1  = (F)(4/5)(0.6) + (F)(3/5)(0.5)  

                      = 0.78 F  

 + ( MC )2  = – (500 cos 30º) (1)  

                                      – (500 sin 30º) (1.2) 

                      = – 433 – 300 

                      = – 733 N.m = 733 N.m  

  

 

  + ( MC )R = ( MC )1  + ( MC )2 

             – 500 = 0.78 F – 733 

            733 – 500 = 0.78 F 

            0.78 F = 233  

            F = 298.7 N 

 

 
 ( 17-3 شكل )مث.
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 (: 81- 3مثال ) 

ال      الفعل  على ل ي  عمودرد   لأرض 

النقطتين     عند  العجلتين الرئيسيتين لطائرة

(  A  ( و )B     )  محرك الطائرة اشتغال  قبل

 العجلتين، وعند   لكل من (  N   275)هو  

  لــــرد الفع  يكونرك  ــــــمحتغال الـــــــاش

( 350 N ) عند ( النقطة  A  .) 
 

 ( 18-3 شكل )مث.

في        الفعلالاختلاف  المحرك    المزدوجالمروحة  عزم  ن  مناتج    (  A  )عند    رد  تشغيل  ويكون  أثناء 

  العزم المزدوج   اأوجد مقدار هذ  .(18-3  )مث.  ، كما مبين في الشكل اتجاه عقارب الساعة  اتجاهه مع

   تشغيل المحرك. أثناء ( B النقطة ) المؤثرة عند  الأرض ومقدار قوة رد فعل

 

 الحل:
 بسبب الوزن:

 

(RA)W = 275 N 

(RB)W = 275 N 
 

 

 والعزم المزدوج للمروحة: بسبب الوزن 
 

(RA)R = 350 N 

(RB)R =? 

 
 بسبب العزم المزدوج للمروحة:

 

(RA)C = 350 – 275 = 75 N 

(RB)C = 75 N 
 

 

(RB)R = 275 – 75 = 200 N 

 

 

  + ∑ MC = 0 

 

75 ×  4 = 300 N.m 
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   الى خط تأثير موازي لخط تأثيرها:  نقل القوة 

، يتم نقلها  تأثير القوةمن نقطة إلى نقطة أخرى ليست على نفس خط  معين  جسم  على  إذا تحركت قوة        

على خط    القوة في المسافة العمودية  ة لحاصل ضرب ساويم  عزم قيمتهشكل قوة لها نفس القيمة والاتجاه وب

 بين النقطتين.   تأثير القوة

 

 

 

 (: 91- 3مثال ) 

      ( الأفقية  القوة  على   (  N 500استبدل  المؤثرة 

قوى A ) النقطة بنظام  الرافعة  ذراع  في  مكافيء   ( 

 (. O يتألف من قوة وعزم على النقطة )

 

 الحل: 

على النقطة    (  N 500)  ليط قوتين بقيمة  ــــتسعند       

( O   مساوية محصلتها  تكون  متعاكسين،  باتجاهين   )

(  A على النقطة )  (  N 500)  للصفر، فتولد القوتين  

( عزم مزدوج  O والمعاكسة لها في الاتجاه عند النقطة )

 بعكس اتجاه عقارب الساعة. 

 M = Fd  

 M = 500 × 0.25 sin 60º  =  108 N.m 

 

(   A على النقطة )  (  N 500)  وبالتالي، فان القوة       

قيمتها   بقوة  الاتجاه  (  N 500)  ستتكافأ  وعزم    بنفس 

عند   بعكس اتجاه عقارب الساعة  ( N.m 108 مقداره )

 (  O النقطة )

 
 

 

( 19-3شكل )مث.   
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 : ) قوى وعزوم (  غير متلاقيةالمنظومة القوى المستوية  محصلة

نقطة   وتبعد بمسافات محددة عن  على جسم ما  غير متلاقية وتقع في مستو واحد   عندما تؤثر عدة قوى     

 على النقطة المعلومة ومحصلة العزوم  تلك القوى  محصلةيمكن حساب  فانه  ،  ( O معينة ولتكن نقطة )

، وبعدها يمكن تحويل تلك القوى الى قوة واحدة تبعد مسافة محسوبة عن النقطة المعلومة،  نقطةتلك الحول 

 .(5- 3)كما موضح في الشكل 

 

 
 محصلة منظومة القوى المستوية غير المتلاقية (5-3شكل )

 

 وفقًا للمعادلات التالية: (  اً واتجاه قيمةً  ) محصلةيمكن حساب ال
 

R = F1 + F2 + F3 +   …..   = ∑ F   ………….  (3-4) 

Rx = ∑ Fx         Ry = ∑ Fy        R = √(∑Fx)
2 + (∑Fy)

2  …...  (3-5) 

θ = tan -1  
𝑅𝑦

𝑅𝑥
 = tan -1  

∑ F𝑦

∑ F𝑥
  ………….  (3-6) 

 

 : وفقًا للمعادلات التالية (   موقعها ) عموديةوالمسافة ال عزممكن حساب قيمة الي
 

         R = ∑ F  ………….  (3-7) 
 

         Mo = ∑ M = ∑ ( Fd )  ………….  (3-8) 
 

         Rd = MO  ………….  (3-9) 
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 (: 20- 3مثال ) 

قوى        الأربع  على  تؤثر  مزدوج   براكيت وعزم 

  ى . أوجد محصلة القو (20- 3 )مث. المبين في الشكل

على  المحصلة  تأثير  نقطة  بين  ثم  المزدوج،  والعزم 

 (.   O المحور الأفقي نسبة الى نقطة الأصل )

 

 الحل:

 

Rx = ∑ Fx     

Rx = 30 + 70 cos 20º – 50 cos 45º  

     = 60.4 N 

Ry = ∑ Fy     

Ry = 40 + 70 sin 20º + 50 sin 45º  

     = 99.3 N 

R = √Rx2 + Ry2  

R = √(60.4)2 + (99.3)2  =  116.2 N 

θ = tan –1  
Ry

Rx
         θ = tan -1  

99.3

60.4
  = 58.7º 

 

Mo = ∑ ( Fd ) 

Mo = 120 – ( 40 × 4.5 ) 

                 + ( 50 cos 45º × 5 )  

                                   – ( 50 sin 45º × 7 ) 

      = – 130.7 = 130.7 N.m      (C.W.) 

 

 
 

R d = Mo        

116.2 d = 130.7        

d = 1.125 m          
 

 

 

 

Ry b = MO                               

Ry = R sin 63.2 = 99.3 N 

b = 
130.7

99.3
  =  1.32 m 

 
 ( 20-3 شكل )مث.
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 (: 21- 3مثال ) 

الشكل       في  المبين  الهيكل  على  المؤثرتين  القوتين  استبدل 

 (.  O ) بقوة وعزم مكافئين عند النقطة  (21- 3 )مث.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل:

 

+ → FRx = ∑ Fx           FRx = – ( 100 ) ( 3/5 )  

                                                       – 90 cos 30º 

                                             = – 138 = 138 N ← 

                               

+ ↑   FRy = ∑ Fy           FRy = ( 100 ) ( 4/5 )  

                                                       – 90 sin 30º   

                                            = 35 N 

 

FR = √FRx
2 + FRy

2   = √(138)2 + (35)2  

                                   = 142.4 N 

θ = tan -1  
𝐹𝑅𝑦

𝐹𝑅𝑥
  =  tan -1  

35

138
  =  14º  

 

 + MRo = ∑ MO 

 

MRo = ( 90 sin 30º ) ( 0.15 sin 45º )  

                + ( 90 cos 30º ) ( 0.08 + 0.15 cos 45º ) 

                – ( 100 ) ( 4/5 ) ( 0.15 sin 45º ) 

                + ( 100 ) ( 3/5 ) ( 0.08 + 0.15 cos 45º ) 

        = 4.773 + 14.502 – 8.485 + 11.164 

        = 22 N.m  

 
 ( 21-3 شكل )مث.
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 (: 22- 3مثال ) 

يتكون من أربع    ( 22- 3  )مث.  الشفل الموضح في الشكل    

  ( ومركز ثقله  tons 2  أجزاء رئيسية، جزء المحرك كتلته )

( 1G  جزء المقص ،)ـــ ( 0.8  ورة كتلته ton  ومرك )ز ثقله ــــ         

(  2G  ( جزء منظومة الحركة كتلته ،)  1.2 ton   ومركز )

ز ثقله  ــــ( ومرك  ton 1  (، وجزء الكيلة كتلته )  3G  ثقله )

(  4G    .)  استبدل القوى الناتجة من هذه الكتل بمحصلة مكافئة

 (.  A لها وبين موقع هذه المحصلة مقاساً من نقطة )

  
 ( 22-3 شكل )مث.

 الحل:

+ ↑ FR = ∑ Fy  
 

         FR = – ( 1000 × 9.81 ) – ( 1200 × 9.81 ) – ( 800 × 9.81 ) – ( 2000 × 9.81 ) 

              = – 49050 = 49050 N   ↓  

 

 + MRA = ∑ MA   
 

      – ( 49050 × d ) = ( 1000 ×  9.81   × 1.5 ) – ( 1200 ×  9.81  × 0.3 ) 

                                                     – ( 800 ×  9.81 ×  2.1 ) – ( 2000 ×  9.81 ×  3.6 ) 

      d = 1.548 m  
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 ل: سائم

 
( على مقبض     Ib 50احسب عزم القوة )(  3-1

 برغي. حول مركز ال البراغي كمف
 

     الجواب: 
M = 370.8 Ib.in    (CW) 

 

 
 ( 1-3 شكل )مس.

قضيب مثني بزاوية منفرجة كما في الشكل (  3-2 

  منه   (  BC  )(، ومسلط على الجزء  2- 3  )مس.

بش  N 25  )مقدارها  وة  ــق عمودي ــــــــ(  كل 

. أوجد عزم هذه القوة حول النقطة محوره  على

( B ( وحول النقطة ) A .) 
 

 الجواب:    
MB = 25 N.m   (CW) 

MA = 46.2 N. m   (CW) 

  

 
 

 ( 2-3 شكل )مس.

   

أحد طرفي  مسلطة على (   Ib 25  القوة )( 3-3

  كما هو موضح في   ،المنحنيبراغي  ال  كمف

(،  = 30º. إذا كانت )(3-3  )مس.  الشكل

  البرغي   ( حول مركز  F  )  عزم القوةاحسب  

(  O    .)د قيمةأوج   (      التي ) تزيد العزم  

د  أوج  ثم  ،ممكن  الى أقصى ما  (  O  حول )

 .أقصى عزمقيمة 
 

 الجواب:  
Mo = 359.8 Ib.in.     (CW) 

                   = 33.7º 

 (MO)max = 360 Ib.in.  (CW) 

  

 
 ( 3-3 شكل )مس.

 

ا  (3-4  الشكل  بين الم  هيكللفي  .  (4- 3  )مس.  في 

القوى الثلاث حول النقطة    مو عزمحصلة  أوجد  

( A إهمل سمك ال .)هيكل. 
 

   الجواب:
MA = 600 N.m   (CW) 

  

 
 

 ( 4-3 شكل )مس.
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ال  (3-5 ذراع  كتلة  في بوابة  يقع مركز  المبينة 

)مس. (   aG  )النقطة  عند    (،5-3  الشكل 

  يقع (    kg 200  ) زن  اوت ال  كتلة  ثقلمركز  و

كان  WG  )  ةــالنقط  عند  إذا  محصلة (.    ت 

  ي ه  ( A )  ةـــحول النقط  ـــةم الناتجوزـــالع

(  4.6 kN.m    عكس )  ،اتجاه عقارب الساعة

 أوجد مقدار كتلة ذراع البوابة.
 

   الجواب:
mG  = 188.5 kg 

 

 
 ( 5-3 شكل )مس.

 

  ( 6-3  .سفي الشكل )م  بينةتسُتخدم الأداة الم  (3-6 

الجوز فك  أثناء  العشب  جزازة  شفرة   ة لتثبيت 

قوة مقدارها  سليط  . إذا تم تبراغيال  كباستخدام مف

(  60 N    على في  B )  النقطة  عند ك  مفال(   )

الموضح الشكل   الاتجاه  الناتج د  أوج،  في    العزم 

(. ما مقدار  C )  النقطةعند    ة الجوزمركز  حول  

 تنتج العزم ( بحيث    A  )النقطة  ( عند  F   )  القوة

 (؟ C ) النقطة المعاكس حول
 

   الجواب:
MC = 13 N.m,   F = 40.2 N 

 

 
 

 ( 6-3 )مس.شكل 

 
 

 

كما    من كلا جانبيها  ان يدفعان بوابةشخص  (3-7

كانت . إذا  (7-3  .سفي الشكل )م  هو موضح

  النقطة عند    خص ــالش  ة من قبللطــسالقوة الم

(  B  ( مقدارها )  = 150 N BF    ،)د مقدار أوج

  النقطة   عند   المطلوبة من الشخص (    AF  )  القوة

(  A  )   إهمل سمك الدوران.  البوابة من  لمنع 

   البوابة.
 

   الجواب:
FA = 144.3 N 

 
 ( 7-3 شكل )مس.

 

عند زيادة  ل  (3-8  البرغي  لفك  المطلوب  العزم 

اطالة    ( A )النقطة   البراغي ذراع  يتم     مفك 

في   ( كما هو موضح BC )القضيب استخدام ب

ي تنتجه  ذ ال العزم. أوجد (8-3 .سكل )مــــالش

البرغيحول    ( N 250 )  القوة  عند   محور 

 (.  A ) النقطة
 

   الجواب:
MA = 102 N.m  (CW) 

 

 
 ( 8-3 شكل )مس.
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عند مقطورة (،  ساحبة وفي سيارة الحمل )  (3-9

يتم  ــــــس المقطورة في الاتجاه الأمامي،  حب 

لة  ــ( على كرة وص N 600 القوة )  ليطـــــست

موض،  ورةـــالمقط الش  ح ـــكما    كلـــــــفي 

. أوجد عزم هذه القوة عند النقطة  (9- 3  )مس.

( O  .) 
   الجواب:

MO = = 167.88 N.m    (CCW) 
 

 
 

 ( 9-3 شكل )مس.
 

        مقدارها  قوة،  (10-3  كل )مس.ــــفي الش  (3-10 

(  100 N    )  ةعلى ذراع فرامل سيارمسلطة .

ب  القوة  عزم   قوةنظام  استبدل  عند    ـ  مكافئ 

 (. O  النقطة المحورية )
 

   الجواب:
MO = 34.58 N.m    (CCW) 

 

 
 

 (10-3 شكل )مس.

 

 

الطائرة  (3-11 عمل  اختبار  تسريع    أثناء  يتم 

بحيث    تينالمروح  اتجاه عملوتعديل  ها  محركي

موضح  كما  خلفي  دفع  أمامي ودفع  ينتج عنها  

الش  قوة   احسب   .(11-3  )مس.  كل ــــــفي 

ها الأرض على كل  التي تسلط(    F  )  الاحتكاك

الرئيس العجلات  عند ــــــمن  الفرامل  ذات  ية 

قوتي  ة تأثير  ـــقاوم( لم  B  )  ( و  A  )النقطتين  

 ــماميلعجلة الأل تأثير اإهم  دفع المحركين.  ة ــ

( C ( التي تدور بزاوية ) 90º ).   
           

 kN=  OM 5   الجواب:
 

 
 

 (11-3 شكل )مس.

المنظر العلوي   (12-3  )مس.يبين الشكل    (3-12 

لباب المدخل الدوار. يقترب شخصان من الباب  

وي الوقت  نفس  بنفس    نيت قو ب  الباب   اندفعفي 

  لعزم. إذا كان افي الشكل  كما موضح  المقدار

عند   الباب  محور  حول  (    O  )النقطة  الناتج 

 (. F (، أوجد مقدار القوة ) N.m 30 ) وـــه
 

   الجواب:
MO = 15.5 N 

 

 
 

 (12-3 شكل )مس.
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مروحة    (13- 3  ال  فيكل  ثنائية   محركالسفينة 

أثناء  (.    kN 300  دفع )  تدور بسرعة لتولد قوة

المراوح للمناورة  ال  حركة إحدى  تدور  سفينة، 

بأقصى سرعة للأمام والأخرى بأقصى سرعة  

. (13-3  )مس.  ، كما مبين في الشكلالى الخلف

( على    kN 50  )  مقدارها  قوة  يسلط  رب كل قا

لم أوجد  قاومالسفينة  السفينة.  مراوح  تأثير  ة 

 (. x المسافة )
 

   الجواب:
X = 35 m 

 

 
(13-3. شكل )مس  

  ( 14- 3  )مس.  الطائرة المبينة في الشكل  (3-14 

ولد قوة دفع  أربع محركات نفاثة، كل منها ي ذات  

  ، أثناء الطيران المستقر  .(  kN 100  )  مقدارها

رقم قيمة  فجأة.    تعطل  (  3  )  المحرك  أوجد 

الدفع  قوى  محصلة  الثلاثة    ات للمحرك  وموقع 

 المتبقية. 
  

   الجواب:
R = 300 kN, x = 4 m 

 

 
 (14-3 شكل )مس.

   

الش  (3-15 عزمان    (15-3  )مس.كل  ــــــفي 

طرفه من  مثبت  قضيب  على  . مزدوجان 

 . أوجد محصلة العزمين المزدوجين
 

   الجواب:
( Mc)R = 1.8 kN.m 

 

 

 
 (15-3 شكل )مس.

مام ـــــص  (16-3  )مس.كل  ـــــالش  يبين  (3-16 

وغلق   فتح الماء،  أنبوب  فتح  رجل  حاول 

ة  ــــمزدوجالصمام عن طريق تطبيق قوى  

 . الصمام  عتلة( على    F = 100 N  )  ةـــبقيم

 . الناتج من القوتين جالعزم المزدو أوجد 
 

   الجواب:
Mc = 30  N. m (CW) 

 

 
 (16-3 شكل )مس.
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محص  (3-17 كانت  والعزم لة  ــــــاذا    القوتين 

 (، أوجد  O ( تمر فـي النقطة ) M )المزدوج  

 . ( M ) قيمة العزم المزدوج
 

   الجواب:
M = 160.6  N.m 

 

 
 (17-3 شكل )مس.

الشكل  الموضحة في    التخصصية   لشاحنةا  (3-18 

أجزاء ــــمكون  (18-3  )مس. ثلاثة  من  ة 

ومركز    وزنهوموضح على كل جزء    رئيسية

القوى  ثقله نظام  استبدل  أوزان  .  من  الناتج 

الأجزاء وحدد   هذه  مكافئة  محصلة  بقوة 

 (. A ) نسبة الى النقطة اموقعه
   الجواب:

FR = 49 kN  ↓ ,   d =  3 m 

 

 
 (18-3 شكل )مس.

 

   

القو ا  (3-19 نظام  في   العزمو  ىستبدل  المبين 

و  ( 19- 3  )مس.الشكل   مكافئة  عزم  بقوة 

 (.  O عند النقطة )مزدوج 
 

   الجواب:
FR= 2.07 kN, θ = 8.5º,  M =10.62 k N.m  CW 

 

 
 

 (19-3 شكل )مس.

القو  (3-20  على الهيكل    ةالمؤثر  ىاستبدل نظام 

، بقوة مكافئة  (20-3  )مس.  المبين في الشكل

خط   تقاطع  مكان  ال  تأثيرهاوحدد         لع ـــضمع 

( AB  ،)نسبة الى ( النقطة A  .) 
 

   الجواب:
FR = 462 Ib,  θ = 50.1º,   d =  3.07 ft 

 

 
 (20-3 شكل )مس.
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 رابع الفصل ال 
 وازن ـــــــــــ ـالت 

Equilibrium 

 
والأجسام الصلبة، وكيفية  النقطوية  على الجسيمات    زومعالقوى والفي الفصلين السابقين تم دراسة تحليل       

، وكيفية  والأجسام الصلبةالنقطوية  الجسيمات  القوى في القيم والاتجاهات المختلفة على هذه    محصلةاستنتاج  

ً  عزومالقوى وال ومحصلة محصلة العزوماستنتاج   .معا
  

والأجسام  النقطوية  الجسيمات  على    عزومحالات التوازن بين هذه القوى وال  دراسةفي هذا الفصل، سيتم       

إلى  الصلبة،   الموضوع  هذا  تقسيم  الجزء  جزئينوسيتم  على    الأول،  القوى  في  التوازن  حالة  يوضح 

   ة.صلبعلى الأجسام ال  عزوميوضح حالة التوازن في القوى وال الثاني، والجزء النقطويةالجسيمات 
 

( اذا كانت محصلة القوى المؤثرة عليه مساوية للصفر.   Equilibrium يكون الجسم في حالة توازن )     

 ثابتة (. سرعة حركة بوهذه الحالة تكون في الأجسام الثابتة والأجسام المتحركة بحركة منتظمة ) 

 

 

 

  :(   sParticle theEquilibrium of  )    النقطوية : توازن الجسيمات  الأول الجزء  
 

التوازن      الجزء من  الجسم كنقطة،  في هذا  افتراض  بنظر الاعتبار ويتم  الجسم  ابعاد  تؤخذ  يكون  ف  لا 

، ولا تؤخذ العزوم بنظر صفرمساوية للعليه    المسلطةالقوى    محصلةالجسم في حالة توازن عندما تكون  

ً الاعتبار وذلك لاهمال تأثير الأبعاد، فتكون الق   التوازن:   ة. لذلك تكون معادلوة المؤثرة عليه متلاقية افتراضيا

 

R = ∑ Fx = ∑ Fy = ∑ Fz = 0   …………  (4-1) 

 

 

 :النقطويةالجسيمات توازن  ظروف

  استمر على حالة في حالة توازن إذا    هيقال إن   في حالة سكون ) بدون حركة (أصلاً   الجسيم  إذا كان     

في حالة توازن إذا   هيقال إن  ثابتة وتعجيل صفري في حالة حركة منتظمة بسرعة  إذا كان أصلاً و،  هسكون

  دقة . في أغلب الأحيان، يتم استخدام مصطلح "التوازن" أو، بحركته المنتظمة بدون تغيير  استمر على حالة 

"التوازن   التوازن، من الضروري    جسم معين" لوصف  الستاتيكيأكثر،  للحفاظ على  السكون.  في حالة 

  ، ويتطلب وهو القانون الأساسي لمعادلات التوازن في مجال علم السكون  قانون نيوتن الأول للحركة  تطبيق

على الجسيم مساوية للصفر. يمكن   المسلطة أو محصلة القوى  أن تكون القوة    قانون نيوتن الأول للحركة 

 كما يلي: رياضيًا  التعبير عن ذلك

 

= 0 z∑ F              = 0 y∑ F= 0                 x∑ F 
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 (:  Body Diagram-Free)   مخطط الجسم الحر
 

طريقة        الجسلأفضل  على  المسلطة  والمجهولة  المعلومة  القوى  ويتوضيح  التوازن م،  معادلة    تطبيق 

"  حر م معزول و "يالجس  يكون  هي التفكير في أن  (،   0 y∑ F =  )،  (  x∑ F 0 =  )لحساب القوى المجهولة  

 (.  FBD ) يظُهر الجسم بكل القوى المؤثرة عليه مخطط الجسم الحرن محيطه. يطُلق على الرسم الذي ع

 

 

 :رسم مخطط الجسم الحر طريقة
 

التوازن،    لامكانية      الجسيم عند تطبيق معادلات  المؤثرة على  القوى  رسم مخطط    يجب حساب جميع 

 الجسم الحر أولاً.  

 

 .لإنشاء مخطط الجسم الحر  الخطوات التالية ضرورية
 

 .) مخطط الجسم الحر ( رسم شكله المحدد ثم نن محيطه منعزل ع أن الجسيم  نفترض  -1

 وضع القوى المعلومة والمجهولة على مخطط الجسيم. -2

 والزوايا المطلوبة.  بعاد الأرسم  -3

 التوازن لايجاد القوى المجهولة.  معادلات تطبيق  -4

 

 

 
 

 

 رسم مخطط الجسم الحر طريقة ( 1-4شكل )
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 (: 1-4مثال )

من      كل  مقدار  المجهولتين  أوجد  )  1F  )  القوتين  و   )  2F    )

الموضح في الشكل   مسنمالأعضاء    في  لتوازنتحقيق الالمطلوبة  

ً ال (1- 4)مث.   (. O عند المفصل ) مربوطة مفصليا

 

 

 

 

 الحل:
 

 ( 1-4 شكل )مث.
 

 

+ → ∑ Fx = 0 

     F1 sin 45° + F2 cos 60° – 4 cos 30° – 6 ( 
3

5
 ) = 0 

     0.707 F1 + 0.5 F2 = 7.064   …..…….. ( 1 ) 
                                                                                                                                  

+ ↑ ∑ Fy = 0          

     F1 cos 45° + 4 sin 30° – F2 sin 60° – 6 ( 
4

5
 ) = 0 

     0.707 F1 – 0.866 F2 = 2.8   …..….….. ( 2 ) 
 

0.707 F1 + 0.5 F2 = 7.064 

0.707 F1 – 0.866 F2 = 2.8 

 بالطرح    --------------------------------

                 1.366 F2 = 4.264                 F2 = 3.12 kN 
 

Sub. in Eq. ( 1 ):     0.707 F1 + 0.5 (3.12 ) = 7.064 

                               0.707 F1 = 5.504              F1 = 7.78 kN 

 

 (: 2-4مثال )

سلط برغي . إذا  (  ةنكنالمماسكة الأنابيب )  بواسطة    مثبت  أنبوب     

( على الأنبوب في الاتجاه الموضح   N 250  قوة مقدارها )  التثبيت

تسلطها ( التي  BF ( و ) AF القوى )  أوجد، (2-4 )مث. في الشكل

 ( على الأنبوب. B ( و ) A )  النقاط الملساء في الأسطح

 

 

  الحل:
 ( 2-4 شكل )مث.

 

 

+ ↑ ∑ Fx = 0,       FA cos 30° – 250 ( 
3

5
 ) = 0 

                            FA = 173.2 N           
 

+ → ∑ Fy = 0,     FB – 173.2 sin 30° – 250 ( 
4

5
 ) = 0                                                                                            

                            FB = 286.6 N 



80 

 

 (: 3-4مثال )

قوة      ال  الشد   أوجد  من  كل  )  AB  )  ينحبلفي  و   )  AC    )

  (.  θ  )  الزاويةلة  لادب  (  kg 650  لرفع حاوية كتلتها )  انستخدمالم
(،    kN 6.5  )  حبلإذا كان الحد الأقصى للشد المسموح به في كل  

( التي يمكن    AC  ( و )  AB  )  الحباللكل من اد أقصر طول  أوج

 (. G)النقطة عند يقع مركز ثقل الحاوية حيث أن استخدامها للرفع. 

 

 

  الحل:
 ( 3-4 شكل )مث.

 

 

                        W = m g = 650 × 9.81 = 6376.5 N      
 

+ → ∑ Fx = 0         FAC cos θ – FAB cos θ   = 0 

                               FAC = FAB =   F 
      

+ ↑ ∑ Fy = 0          6376.5 – 2 F sin θ = 0 

                               2 F sin θ = 6376.5 

                               F =  
6376.5

2 sin 𝜃
  = 

3188.25

sin 𝜃
 

                                 

 لذلك: 

                              FAC =   FAB = F =   
3188.25

sin 𝜃
  N 

 

 :( ، فعندئذ   kN 6.5 )  حبلالحد الأقصى المسموح به للشد في الإذا كان 
 

                                
3188.25

sin 𝜃
  = 6500 

                                3188.25 = 6500 sin θ  

                                θ = sin-1 
3188.25

6500
  = 29.37°   

 

 = l  من المخطط ) 
𝟐

𝒄𝒐𝒔 𝜽 
 (: θ = 29.37°( و ) 

 
    

                                      l = 
2

cos 29.37° 
 = 2.3 m 
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 (: 4-4مثال )

الشكل      في  المبين  في   (4-4  )مث.  الجهاز  يسُتخدم 

تحمل  ت  سلةيتكون من سل  السيارات المحطمة.  هياكلتقويم  

وتربط   بنقطة ثابتة  ايهطرفمن أحدى    ةمربوط  ،قوى كبيرة

يسلط على   .الثاني بجزء السيارة المراد تقويمهطرف  من ال

قوة   منها  الوسطي  الجزء  في  أسطوانة سلطتنقطة  ها 

السلسلة   جزئي  د كل جزء منــشقوة ال  أوجد.  هيدروليكية

(  AB  ( و )  BC  إذا كانت القوة التي ت ،)ها الأسطوانة سلط

  .(  kN 5  ( هي ) B ( على النقطة ) DB الهيدروليكية )
 

 الحل:

 

 

 
 

 ( 4-4 شكل )مث.

 

θ 1 = tan–1 
0.5

0.4
  = 51.3°   ,     θ 2 = tan–1 

0.5

0.3
  = 59°   

+ ↑ ∑ Fy = 0          

           5 sin 51.3° – FBC sin 59° = 0 

           FBC = 4.55 kN 
 

+ → ∑ Fx = 0          

           5 cos 51.3° + 4.55 cos 59° – FAB = 0                                 

           FAB = 5.47 kN      
 

 (: 5-4مثال )

اذا كانت    ،(5-4  )مث.  في الشكلالموضحة  في منظومة الأسلاك       

ا )كتلة  الم  قوة  أوجد  ،(  kg 15  لأسطوانة  الأسلاك   ةطلوبالشد            في 

( CA )  ( و  CB  )لتوازن.ا لتحقيق 

 

 

 

 

 الحل:
 

 ( 5-4 شكل )مث.

 

 

                             

                            W = m g = 15   ×9.81 = 147.15 N 

+ → ∑ Fx = 0,      FCB cos 30° – FCA cos 45° = 0 

                             0.866 FCB – 0.707 FCA = 0   …...…  ( 1 ) 
      

+ ↑  ∑ Fy = 0,       FCB sin 30° + FCA sin 45° – 147.15 = 0 

                             0.5 FCB + 0.707 FCA – 147.15 = 0 .... ( 2 ) 
 

FCB = 0.816 FCA ( 1من المعادلة :) 

 (: 2بالتعوض في المعادلة )

0.5 ( 0.816 FCA ) + 0.707 FCA – 147.15 = 0  

1.115 FCA = 147.15             FCA = 132 N 

FCB = 0.816 ( 132 )  = 107.7 N 
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 (: 6-4مثال )

لوزن    أوجد      الأقصى  حملها  المزهريةالحد  يمكن  دون   بحيث 

   ( أو  AB ) كل من السلكين ( في  N 250 البالغ )  سلكتجاوز شد ال

( AC  .) 

 

 

 

 الحل:
 

 ( 6-4 شكل )مث.
 

 

+ → ∑ Fx = 0 

                FAC sin 30° – FAB ( 
3

5
 )  = 0 

                FAC = 1.2 FAB  ……………..…...…  ( 1 ) 
      

+ ↑ ∑ Fy = 0 

                FAC cos 30° + FAB ( 
4

5
 )  – W = 0 

                0.866 FAC + 0.8 FAB = W  …….…… ( 2 ) 

 

وبحل المعادلتين  .   AC(F .(N 250 =حيث    (AC)سلكأولاً عند ال   الفشل  سيحدث F)ABF  AC (قوى الشدنظرًا لأن  

 :( 2( و )1)

                250 = 1.2 FAB             FAB = 208.33 

                ( 0.866 ) ( 250 ) + ( 0.8 ) ( 208.33 ) = W              W = 383.17 N 
 

 

 (: 7-4مثال )

       (  AB  )  كل من السلكين في    شدالقوة  ( و  F  )الشد الرئيسية  قوة    أوجد     

( ويقع مركز    kg 200  )  اي تبلغ كتلتهتال  الحاوية  حمل( اللازمة ل  AC  و )

 (. G عند النقطة ) اثقله

 

 

 

 

 الحل:

 
 ( 7-4 شكل )مث.

 

 

                            F = W = m g = 200 ×  9.81 = 1962 N 

+ → ∑ Fx = 0 

                FAC sin 45° – FAB sin 45°   = 0 

                FAC = FAB   
      

+ ↑ ∑ Fy = 0 

                1962 – 2 FAB cos 45° = 0 

                FAB = FAC = 1387.34 N 
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 (: 8-4مثال )

اوي  ـــــــ( تس  F  ( و )  D  ات )سطوانإذا كانت كتلة كل من الا     

(  2 kg  و )  سطوانةلااكتلة   (  E  ( تساوي )  3 kg  أوجد ال .)مسافة 

( d ل )لتوازن. إهمل حجم البكرات.تحقيق ا 

 

 

 

 

 

 الحل:
 

 ( 8-4 شكل )مث.
 

 

WD = 2 × 9.81 = 19.62 N 

WE = 3 × 9.81 = 29.43 N 

WF = 2 × 9.81 = 19.62 N 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0 

                2 (19.62) sin θ – 29.43 = 0 

                θ = sin-1 ( 0.75 ) = 48.6°  

                tan θ = 
d

1
    

                   d = tan 48.6° = 1.13 m 

 
 

 

 (: 9-4مثال )

  (  AB  كل من الحبلين )د يتحمله  ـــــــاذا علمت أن أقصى ش     

طوانة ـــــــــــالأسة ـــــــكتلن وأ ،( Ib 750 ) وـــــه(  AC و )

(  25 slugs    ،)أوج( زاوية  أصغر  عندها    θ  د  يمكن    رفع ( 

 . ضمن حدود تحمل الحبلين الأسطوانة

 

 

 

 الحل:
 

 ( 9-4 شكل )مث.

 

 
 
                                 W = m g = 25  ×  32.2 = 805 Ib 
 

  + ↑ ∑ Fy = 0          805 – 2(750) sin θ = 0 

                                 θ = 32.5° 
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 (: 10-4مثال )

 في منظومة الأسلاك المبينة في الشكل   الشد في كل سلك  أوجد قوة    

 (.  kg 25  الحمل ) مع لتوازنا بحيث تحقق(  10- 4 )مث.

 

 

 

 الحل:

W = m g = 25 × 9.81 = 245.25 N  
 ( 10-4 شكل )مث.

 

 

 

 

 

 (:  Dالتوازن عند النقطة ) 
 

+ → ∑ Fy = 0          FDE cos 30° – 245.25 = 0 

                                FDE = 283.2 N 
      

+ ↑ ∑ Fx = 0            283.2 sin 30° – FCD = 0 

                                FCD =   141.6 N 
 

 (:  Cالتوازن عند النقطة ) 

+ → ∑ Fx = 0 

             141.6 – FCA cos 45° – FCB ( 
3

5
 ) = 0 

             141.6 – 0.707 FCA – 0.6 FCB = 0   

             0.707 FCA + 0.6 FCB = 141.6   ….…...…  ( 1 ) 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0          FCA sin 45° – FCB ( 
4

5
 )  = 0 

                              0.707 FCA – 0.8 FCB = 0   …  ( 2 )    

 

 (: 2من المعادلة )

FCA = 1.13 FCB 

 (: 1نعوض في المعادلة )

0.707 (1.13 FCB) + 0.6 FCB = 141.6 

1.4 FCB = 141.6 

FCB = 101.15 N 

                     FCA = 1.13 ( 101.15 ) = 114.3 N 

 أو

0.707 FCA + 0.6 FCB = 141.6   ….…...…  ( 1 ) 

0.707 FCA – 0.8 FCB = 0   ….……......…  ( 2 ) 

طرح بال   -----------------------------------  

                   1.4 FCB = 141.6              FCB = 101.15 N 

0.707 FCA + 0.6 ( 101.15 ) = 141.6 ( 1نعوض في المعادلة :) 

0.707 FCA + 60.69 = 141.6 

0.707 FCA = 141.6 – 60.69 = 80.91 

FCA = 114.3 N 



85 

 

 :(   EQUILIBRIUM of rigid bodies  )      جسام الصلبة : توازن الأ الثاني الجزء  

تؤخذ أبعاد الجسم بنظر الاعتبار ويكون لها تأثير في احتساب القوى والعزوم    في هذا الجزء من التوازن     

  عزوم المزدوجة أو ال  عزومكل القوى وال  محصلةيكون الجسم في حالة توازن عندما تكون  و   المسلطة عليه،

 صفر. لذلك ستكون معادلات التوازن: مساوية للعليه  المسلطة

 

FR = ∑ F = 0   ……………..  (4-2) 

MR = ∑ M = 0   …….……..  (4-3) 

 

 

            :(  FBD)   عزل النظام ومخطط الجسم الحر

ً النظام الميكانيكي    يمكن عزل      . قد يكون  (  FBDمخطط الجسم الحر )  بما يسمى ب  محيطهعن    افتراضيا

غرض لأداء الرتبطة بطريقة ملائمة  م  جسامعبارة عن جسم واحد أو مجموعة من الأ  الميكانيكي  النظام

ً و  ،قد تكون الأجسام صلبة أو غير صلبةو  ،المطلوب من النظام عبارة عن كتلة مائع    قد يكون النظام أيضا

 يمكن تحديدها، إما سائلة أو غازية، أو مزيج من السوائل والمواد الصلبة. 

  المسلطة ، ندرس بشكل أساسي القوى  من الميكانيك الهندسي  (  staticsعلم السكون )  الفرع الخاص بفي       

 . حالة السكونصلبة أثناء الجسام الأعلى 

 

 لرسم مخطط الجسم الحر، يجب اتباع الخطوات التالية: 

 .) مخطط الجسم الحر ( عزولرسم شكله المثم نن محيطه منعزل ع الصلب  أن الجسم نفترض  -1

 .حرال وضع القوى المعلومة والمجهولة على مخطط الجسم -2

 .بقوى ردود فعل مرتكزات الل ااستبد  -3

 والزوايا المطلوبة.  بعاد الأرسم  -4

 التوازن لايجاد القوى المجهولة.  معادلات تطبيق  -5
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 :(  orcesfction of aModeling the)   القوى تأثيرنمذجة 

من   يناظرهاوما  الأنظمة الميكانيكية    للمرتكزات المستخدمة في  الأنواع الشائعة  ة ل التالياشكوضح الأت     

يوضح كل  حيث  .  مستوٍ ثنائي الأبعاد الفي    هالتحليل  ( FBD ل على مخطط الجسم الحر )افعأقوى ردود  

يجب مراعاة قانون    .محيطه  جسم معزول عن  هباعتبارالمؤثرة على الجسم    ىالقو   من الأمثلة التالية مثال

أنه يوجد لكل ، الذي يشير إلى  عند استبدال المرتكزات التي تستند عليها الأجسام بقوى رد فعل  نيوتن الثالث 

  ين على جسم مع  سلطالتي ت  رد الفعل  ى. إن قوفي الاتجاه  اعاكسهتفي المقدار و  ا ساويهترد فعل    قوة  فعلقوة  

ً   نتيجة اتصاله بمرتكز أو بجسم آخر حركة الجسم المعزول التي قد تحدث إذا    معاكسة لاتجاه  تكون دائما

 الجسم الملامس.المرتكز أو تمت إزالة 

 
 

      

 
 

ثابت ( مرتكز  4-4شكل )  

 

 
 

            
 

   
يمفصل( مرتكز  3-4شكل )  

 

 

 

 
 

 مرتكز كروي ( 2-4شكل )

 

 

 
 

يمفصلمرتكز مجمع ( 5-4شكل )  

 

 

 

 
 

 

 

 

    
 

 

 

   

 

ات تكزأنواع من المر( 6-4شكل )  
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 :تحليل ثنائي الأبعادال في  ىالقو تأثيرنمذجة 

 تحليل ثنائي الأبعاد الفي   ىالقو تأثيرنمذجة ( 1-4جدول )

 تمثيل القوى على الجسم باعتباره جسم معزول  الأصلية  والقوة ربطنوع ال
مرن، حزام،   ـ سلك1

 .سلسلة، أو حبل
 

 .سلك مهملوزن ال

 

 . سلك معتبروزن ال

 

 

 

 

 

 

مرن أو  سلكها سلطالقوة التي ي

 على جسم  حزام أو سلسلة أو حبل

ن الجسم م تبدأ شد قوةب تمثل معين

أو باتجاه المماس   سلكاتجاه الب

 . للسلك

 . ـ سطح أملس2

  

تمثل  التلامس رد الفعل نتيجة قوة

 على السطح.  عمودية ضغط بقوة

 ـ سطح خشن. 3

  

تمثل  التلامس رد الفعل نتيجة قوة

على  مائلة (R)  ضغط بقوة

،  مركبتين ، وتحلل الىالسطح

( )قوة الاحتكاك( F) مركبة مماسية

 (. N) ومركبة عمودية

 .متدحرجةـ مرتكزات 4

  

المرتكز الاسطواني، التأرجحي، 

أو الكروي يتمثل بقوة رد فعل على 

ضغط عمودية على شكل قوة 

 سطح التلامس.

 ـ الانزلاق الموجه الحر. 5

 
 

 ةطوق أو شريط تمرير للحرك

ناعمة، يمكن  سكةعلى طول 

سكة تمثيله بقوة عمودية على 

 . الحركة.

 مرتكز ثابت.  -6

 

 

يتمثل بقوة  الثابت  لمرتكزا

 وقوة عرضية، x(F (محورية

(yFو ،)عزم ( )قوة قص(M)  

 لمنع الدوران.  حول نقطة التثبيت

 ـ ربط مفصلي.7

 
 

ذو الحركة  في الربط المفصلي  

تمثيل قوة  يمكن الدورانية الحرة 

( xR)رد الفعل اما بمركبتين أفقية 

مع  (  R)أو بقوة ( yR)وعمودية 

أما الربط المفصلي  (.θاتجاهها )

ذو الحركة الدورانية المقيدة 

الى ردود الفعل أعلاه  فتضاف

 . حول نقطة التثبيت (M) عزم
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 تحليل ثنائي الأبعاد الفي   ىالقو تأثيرنمذجة ( 1-4جدول )

 تمثيل القوى على الجسم باعتباره جسم معزول  وأصل القوة ربطنوع ال
 ـ قوة الجاذبية الأرضية ) الوزن (.8

 

 

 

عناصر   الناتجة من الجاذبية  محصلة قوى

، (W = mg)( هو الوزن m) كتلتهجسم 

مركز  متجهة الى بقوة يتمثل الوزن

 مركز ثقل الجسممن  ئةمبتد الأرض

(G .) 

 ـ قوة النابض.9

 

 

القوة الناتجة من النابض تنتج من حاصل  

 الصلابة ضرب الاستطالة في معامل 

استطال شد إذا قوة تكون للنابض، و

 .وقوة ضغط اذا تقلص النابض

( هي القوة k)للنابض  الصلابة  معامل

 بمسافة وحدةنابض المطلوبة لتشويه ال

 .مسافة
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 :(  iagramsdody b –ree fConstruction of)  إنشاء مخططات الجسم الحر 

 

 :أمثلة على مخططات الجسم الحر

ل  يبين  (2-4)  جدولال      أمثلة  الحر    هياكلو   تراكيب أربعة  الجسم  بهامع مخططات  تم حذف  الخاصة   .

بأكمله كجسم واحد،   تركيب أو الهيكلتعامل مع اليتم ال. في كل حالة  باعتبارها أمثلة عامةالأبعاد والمقادير  

المعلومة والمجهولة وردود    ىمثلة الأربعة المبينة في الجدول تبين القوالأبحيث لا تظهر القوى الداخلية.  

 الأفعال لمختلف أنواع المرتكزات.  
 

 نماذج لمخططات الجسم الحر ( 2-4جدول )
 

 نعزلممخطط الجسم الحر للهيكل ال النظام الميكانيكي 
 ـ المسنم المستوي:1

 (. Pوزن المسنم يعتبر مهمل نسبة الى القوة ) 

 

 

 . ـ القضيب المثبت من أحد الأطراف2

 
 

 (،Aعند النقطة ) أملس ـ قضيب: ارتكاز تلامسي3

 (.  mو كتلة ) 

 

 

المترابطة كوحدة واحدة،   الصلبة   لأجسام اتم تحليل نظام  ـ  4

 التركيبة مهمل.وزن مع اعتبار 
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 : الحر الجسم اتلمخططتمارين 

( يمثل العمود الوسطي تراكيب معينة، ويمثل العمود الأيمن تفاصيل موجزة عن هذه  3ـ4في الجدول )     

 .غير كامل( للجسم المعزول   FBD لجسم الحر )ا ات مخطط ويمثل العمود الأيسر التراكيب،

 . الجسم الحر للتراكيب في العمود الأيسر ات المطلوب اكمال مخطط

 ما لم يذكر خلاف ذلك.   مهملة جسامأوزان الأ

 لتبسيط.لتم حذف الأبعاد والقيم العددية 

 
 تمارين لمخطط الجسم الحر ( 3-4جدول )

 الجسم  
 (  FBD) مخطط الجسم الحر

 الغير كامل 

( m) كتلةاليسند  محور قلاب أ ـ 

 عند  ويرتكز ارتكاز مفصلي

 (.  A ) النقطة

 
 

عزم   يسلطتحكم  ب ـ ذراع

        دوران على العمود عند 

( O  .) 

 
 

(، ذو  OA ذراع الرافعة )جـ ـ 

  ة مقارنة بالكتلةمهملكتلة 

(m   .)عند  الذراع متمفصل 

 بسلك مشدود ( وO  ) النقطة

   (.  B) النقطة عند 

(  m  ) ةكتلال منتظمصندوق د ـ  

يستند إلى جدار عمودي أملس 

على سطح أفقي   رتكزوم

 خشن. 
 

 

هـ ـ براكيت مسلط عليه حمل 

 ً       النقطةعند   ومرتكز مفصليا

(A   ومسمار ثابت في )مسار 

 (.   B) النقطة ملس عند أ
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( يمثل العمود الوسطي تراكيب معينة، ويمثل العمود الأيمن تفاصيل موجزة عن هذه  4ـ4في الجدول )     

غير كامل.   خاطيء أو  المعزول( للجسم    FBD  لجسم الحر ) ا  ات مخطط  التراكيب، ويمثل العمود الأيسر

 . الجسم الحر للتراكيب في العمود الأيسر ات اكمال مخطط تصحيح أو المطلوب 

 ما لم يذكر خلاف ذلك.   مهملة جسامأوزان الأ

 لتبسيط.لتم حذف الأبعاد والقيم العددية 

 
 تمارين لمخطط الجسم الحر ( 4-4جدول )

 
 الجسم 

( FBDمخطط الجسم الحر )

 الناقص الخطأ أو 

( يتم  m ) تهاأسطوانة كتلأ ـ 

يميل   دفعها لأعلى منحدر

 (.  θ ) بزاوية

 
 

(   A)  ترفع الجسمرفع  أداة ب ـ 

ملس. الأفقي الأسطح ال ذات 

 فقي أعلى سطح داة رتكز الأت

 خشن. 
  

  وكتلته  ةكتلمنتظم العمود  جـ ـ

(m   )موضعه   معلق في

مرتكز في  . سلكبواسطة 

سطح أفقي محزوز لمنع  

 انزلاق العمود. 
  

( بشكل زاوية   BD الضلع )د ـ 

قائمة مرتبطة تمفصلياً مع  

       ي عند النقطةفقالضلع الأ

( B ). 
 

 

 بجدارقضيب مثني ملحوم  هـ ـ 

مسلط ( و  A) النقطة عند 

 . عزمقوتين و عليه
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علماً    يوضح جميع القوى المعلومة والمجهولة،  التراكيب المبينة أدناهحر لكل من  الجسم  الرسم مخطط  أ     

 إلا إذا تم تحديد الكتلة.   غير مطلوبة  الأجسامأوزان  أن

 

 شاقولي  سلك( معلق ب  m  قضيب أفقي كتلته )أ ـ  

و  A )  النقطة  عند  سطح خشن  على    رتكز ي( 

  (.  B ) النقطة مائل عند 
 

ـ   محزز ب  )  ،الكتلة  منتظم  قرص  (  m كتلته 

 . سطح خشنعلى  ويرتكز  أفقي مسحوب بسلك

 

  

( على وشك الانقلاب على     mكتلته )  قرص جـ ـ  

 (. P )ة مائل  دفعبسبب قوة الرصيف 

 
(. مثبت     Lالحمل )  بسبب   محنيأفقي    د ـ قضيب 

 .مفصلية مرتكزات من طرفيه ب

  

 

مسنم ـ  ً   هـ  مفصليا (   A )  النقطة   عند   مرتكز 

ويحمل الثقل    (   B)   النقطة  عند   سلكبمشدود  و

( L ( عند النقطة ) C ) . 
 

 

ة رتكز( م  m  كتلتها )الكتلة و  صفيحة منتظمةو ـ  

النقطة   عند  بواسطة    ومشدودة  (  B )مفصلياً 

 (.  A  ) عند النقطة سلك
 

 

(  m   )  منتظم كتلتهقضيب  تركيب يتكون من  ز ـ  

(   M )  سلط عليه عزمي(.   om )  هاوبكرة كتل

 . ( A ويرتكز مفصلياً عند النقطة )

 
 

هيكل ـ  و  ح  قضبان  من  مرتبطة    بكرات يتكون 

بعضها، مع  الكتلة        ربط  سلكو  مفصلياً  يحمل 

( L ) . 
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 (: 11-4مثال )

     ( الأملس  ) A القرص  بكتلة   ) 50 kg   )

( الأملس  ) B والقرص  بكتلة   ) 100 kg   ،) تم

قيمتها       (  A قوة أفقية على مركز القرص )تسليط  

( F = 1000 N أوجد ردود الأفعال العمودية على .)

،   ( D ، )  ( C تناد عند النقاط )ـــــطح الاســـــأس

 (. E و )

 

 

 الحل:

 
 

 ( 11-4 شكل )مث.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (:  A القرص )
 

W = 50 × 9.81 = 490.5 N 
 

+ → ∑ Fx = 0  

          1000 – N  ( 
√24

5
 ) = 0   

          N  = 1020.6 N 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0          

           NC – 490.5 – 1020.6 ( 
1

5
 ) = 0 

           NC = 694.6 N 

 
 

 (: B القرص )
 

W = 100 × 9.81 = 981 N 
 

+ → ∑ Fx = 0  

         NE ( 
4

5
 ) – 1020.6 ( 

√24

5
 ) = 0 

         NE = 1250 N  

 

+ ↑ ∑ Fy = 0 

1250 ( 
3

5
 ) + ND – 981 + 1020.6 ( 

1

5
 ) = 0 

 

 ND = 26.88 N 
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 (: 21-4مثال )

، أوجد قوة  (12- 4  )مث.  في ذراع الرافعة المبين في الشكل     

         على النقطةرد الفعل  في سلك الارتكاز وقيمة قوة  (   T )الشد  

(  A  القضيب .)    (AB    ( قياسي )0.4-m / I-beam   وبكتلة )

(80 kg   .لكل متر طول ) 

 

 

 

 الحل:
 

 ( 12-4 شكل )مث.

 الحل الجبري: 
 

 

 

 

 

 

W = m g = ( 80   ×  4 ) ( 9.81 ) = 3139.2 N = 3.14 kN   
 

∑ MA = 0,     

      – T cos 60º × 0.2 – T sin 60º × (4 – 0.1)  

                              + 7 (4 –1.2 – 0.1) 

                                                  + 3.14 (2 – 0.1) = 0 

      – 0.1 T – 3.38 T + 18.9 + 5.97 = 0 

      3.48 T = 24.87 

      T = 7.15 kN                                       
       

∑ Fx = 0             7.15 cos 60º – Ax = 0           Ax = 3.6 kN 
 

∑ Fy = 0             Ay + 7.15 sin 60º – 3.14 – 7 = 0  

                          Ay = 3.95 kN 
 

                          RA= √Ax2 + Ay2
 = √(3.6)2 + (3.95)2 = 5.34 kN 

 

 

 

 الحل البياني: 
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 (: 31-4)مثال 

الشكل    ةالمبين  منظومةال      حمل  ت (  13-4  )مث.في 

م ـيب المنتظـ(. اذا كانت كتلة القض kg 10 )  تهالاسطوانة كت

( عديمة الاحتكاك،   D (، والبكرة عند النقطة ) kg 6 )  الكتلة

عند   الفعل  رد  ومركبات  السلك  في  الشد  قوة  النقطة  أوجد 

 (.  A ) الثابتة

 

 

 

 الحل:

 
 ( 13-4 شكل )مث.

 

 

 

Mcy = 10 × 9.81 = 98.1 N 

Msh = 6  × 9.81 = 58.86 N 

 

+ ∑ MA = 0         

             – ( T ) ( 1.5 ) – ( T ) ( 
2

√5
 ) ( 3 ) + ( 98.1 ) ( 3.8 ) + ( 58.86 ) ( 1.9 ) = 0 

             4.18 T = 484.61 

             T = 115.94 N 
 

+ → ∑ Fx = 0            ( 115.94 ) ( 
1

√5
 ) – Ax = 0 

                                Ax = 51.85 N 
 

   + ↑ ∑ Fy = 0           Ay + 115.94 + ( 115.94 ) ( 
2

√5
 )  – 98.1 – 58.86 = 0 

                                  Ay = – 62.68 = 62.68 N ↓ 
 

+ ∑ MA = 0       

MA – ( 115.94 ) ( 1.5 ) – ( 115.94 ) ( 
2

√5
 ) ( 3 ) + ( 98.1 ) ( 3.8 )  

                                                                          + ( 58.86 ) ( 1.9 ) = 0 

MA – 173.91 – 311.1 + 372.78 + 111.83 = 0 

MA = 0.4 N.m 
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 (: 41-4مثال )

، (14-4  )مث.  الموضح في الشكل  ذراعال  في     

المأوج وال ركبد  الأفقية  الفعل قوة  لية  عمودات    رد 

و A )  النقطة   عند  مفصلال  لىع فعل  قوة  (  رد 

 (. B ) النقطة الأسطوانة عند

 

 

 

 الحل:

 
 

 ( 14-4 شكل )مث.
 

 

+ ∑ MA = 0          ( 250 cos 30° ) ( 0.5 )  

                                 + ( 250 sin 30° ) ( 0.35 )  

                                 – ( FB ) ( 0.45 ) = 0 

                                 152 = 0.45 FB  

                                 FB = 337.78 N 
 

+ → ∑ Fx = 0          Ax – 250 sin 30° = 0 

                                Ax = 125 N 
 

+ ↑ ∑ Fy  =  0          Ay + 250 cos 30° + 337.78 = 0 

                                Ay = – 554.29 = 554.29 N ↓ 

 

 

 (: 51-4مثال )

  عند   ردود الأفعالد  أوج،  (15- 4  )مث.  الموضح في الشكل  لقضيبا  في     

 (.  B )( و  A ) مرتكزاتال

 

 

 

 

 

  الحل:
 ( 15-4 شكل )مث.

 

 

+ → ∑ Fx = 0           Bx – 10 = 0 

                                 Bx = 10 Ib 
 

+ → ∑ Fy = 0           Ay = 0 
                                  

+ ∑ MA = 0       MA + 10 (3.5) – 10 (2) = 0 

                                 MA = – 15 = 15 Ib.ft        (C.W) 
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 (: 16-4مثال )

احسب ردود فعل الأرض على عجلات الشفل المبين في       

(. اعتبر   B ( و ) A عند النقطتين )  (16- 4  )مث.الشكل  

 المسألة ثنائية الأبعاد. 

 

 

 

 

  الحل:
 ( 16-4 شكل )مث.

 

 

 

 

+ ∑ MB = 0   
      

     ( 2000 ×   9.81    × 3.6 ) + ( 800  ×  9.81  × 2.1 )  

                        + ( 1200 ×  9.81    × 0.3 )  

                                   – ( 1000  ×  9.81 × 1.5 ) 

                                             – ( RA × 3.3 ) = 0 

    70632 + 16480.8 + 3531.6 – 14715 = 3.3 RA  

     RA = 23009 N = 23 kN 
  

+ ↑ ∑ Fy = 0   
 

     RB + 23009 – ( 2000 × 9.81 )  

                – ( 800 ×  9.81 ) – ( 1200  ×  9.81 )  

                                   – ( 1000  ×  9.81 ) = 0 

      RB = 26041 N = 26 kN 
 

 

 (: 17-4مثال )

في الهيكل المثبت من احدى نهايتيه والموضح      

، أوجد مركبات رد الفعل عند (17- 4  )مث.  في الشكل

 (.  A ) التثبيتمرتكز 

 

 

 الحل:

 
 ( 17-4 شكل )مث.

 

 

+ → ∑ Fx = 0  

                   Ax – 3 cos 30º = 0 

                   Ax = 2.6 kN 

+ ↑ ∑ Fy = 0         

                  Ay – 5 – 3 sin 30º = 0 

                  Ay = 6.5 kN 

+ ∑ MA = 0  

  (5)(1) + (3 cos 30º)(0.5) + (3 sin 30º)(2.7) – MA = 0         MA = 10.35 kN.m 
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 (: 81-4مثال )

 كتلة مقدارها   حملالذي ي  لكــس( في ال  T  د )ــالشقوة  ب  ــحسا     

(  300 kg  ب )ثم   ،(18-4  )مث.  في الشكل  الموضح  ات البكر  نظام

 (.  C البكرة ) رتكزأوجد مقدار القوة الكلية المؤثرة على م 

الأجزاء        أوزان  مقارنةً مهملجميع   ات بكرال  وجميع  ،بالحمل  ة 

 ها. ور حول مح تدور بحرية

 

 

 

 

 

 الحل:

 
 

 ( 18-4 شكل )مث.

 

 

 

 

 

                        W = m g = 300 ×  9.81 = 2943 N 
 

 (: Aالبكرة )
  

∑ Mo = 0                T2 r – T1 r = 0          T1 = T2 
 

∑ Fy = 0                 T1 + T2 – 2943 = 0     

                               T1 = T2 = 1471.5 N 
 

 (: Bالبكرة )
 

                        T3 = T4 = T2 / 2 = 735.75 N 
 

 (: Cالبكرة )
 

               T = T3         or         T = 735.75 N                               
 

: يتطلب  التوازن في البكرة بالاتجاهين الأفقي والعمودي  
 

∑ Fx = 0             735.75 cos 30º – Fx = 0       

                           Fx = 637.2 N 
 

∑ Fy = 0             Fy – 735.75 sin 30º – 735.75 = 0 

                           Fy = 1103.6 N    

 

           F = √Fx2 + Fy2 = √(637.2)2 + (1103.6)2   = 1274.4 N 
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 (: 19-4مثال )

(   A ) النقطة عند المسلطة على المسماراحسب مقدار القوة      

. إهمل  براكيتعلى ال  سلط( الم  kN 1.5  )  حملتأثير ال  الناتجة من

 . التوجيه الانزلاقي الاحتكاك في فتحة

 

 

 الحل:

 
 ( 19-4 شكل )مث.

 

 

 

 

  +  ∑ MA = 0   
      

        ( NB sin 30° ) ( 0.15 )  

                       – ( 1.5 ) ( 0.12 cos 30° ) = 0  

         NB = 2.1 kN 
 

+ → ∑ Fx = 0             2.1 sin 30° – Ax = 0 

                                   Ax = 1.05 kN 
           

          

         Ax = 0.3 kN 
                          

+ ↑ ∑ Fy = 0   

                         2.1 cos 30° – Ay – 1.5 = 0 

                                 Ay = 0.3 kN 

 

               RA =  √(Ax)
2 + (Ay)

2  =  √(1.05)2 + (0.3)2  = 1.09 kN 
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 (: 20-4مثال )

)مث      الشكل  آلة   فتاةتدرب  ت(  20-4  .في  على 

      ا ـــــمقداره  حبــــسقوة  الفتـــاة  يف. إذا بذلت  ذالتج

(  F = 300 N  على مقبض )  الآلة  (  ABC    ،)أوجد 

الم قبلة  ســلطالقوة  الهيدروليكيةــالأس  من           طوانة 

(  BD  على المقبض )،  ية  عمود ات الأفقية والالمركبو

  (. C ) مفصلعند ال الفعللقوة رد 

 
 

 

 ( 20-4 شكل )مث.
 الحل:

 

 

 

    

            =  tan–1  
0.25

0.75
  = 18.4 

+ ∑ MC = 0 
 

     – ( 300 cos 30 ) ( 0.5 ) – ( 300 sin 30 ) ( 0.9 ) 

                      + ( FDB cos 18.4 ) ( 0.25 ) 

                                       + ( FDB sin 18.4 ) ( 0.15 ) = 0 

     – 129.9 – 135 + 0.237 FDB + 0.047 FDB = 0 

     0.284 FDB = 232.7 

     FDB = 819.4 N 

 

     + → ∑ Fx = 0   

     Cx + 300 cos 30 – 819.4 cos 18.4 = 0 

     Cx = 777.51 – 259.81 = 517.7 N → 

 

+ ↑ ∑ Fy = 0   

    300 sin 30 – 819.4 sin 18.4 – Cy = 0 

    Cy = 150 – 258.64 = – 108.64 = 108.64 N ↑ 
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 (: 12-4مثال )

الأرضية وس  ةالإجمالي  كتلةال       تائقــــــــــللرافعة    بلغها 

( 5 tons عند ثقل  مركز  مع  كان  G  )  النقطة  (  إذا   .)  

ال  المطلوب أن ترفع (،  kg 250 )  البالغ  صندوقالرافعة 

(    A  على كلتا العجلتين عند )  رضرد فعل الأ   قوى  أوجد

( العجلتين عند  الرافعة في    B  وكلتا  ذراع  يكون  ( عندما 

 . (21- 4 )مث. في الشكل  الموضع الموضح

 

 

 الحل:
 ( 21-4 شكل )مث.
 

 

Wcr = 5000 × 9.81 = 49050 N = 49 kN 

Wb = 250  × 9.81 = 2452.5 N = 2.45 kN 
 

+ ∑ MB = 0 

      ( 2.45 ) ( 5 cos 30 + 1.25 )  

       + ( 49 ) ( 0.75 ) – ( 2 NA ) ( 4.25 ) = 0 

       2 NA = 11.86 kN         NA = 5.93 kN 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0         

        11.86 – 49 – 2.45 + 2 NB = 0 

        2 NB = 39.59 kN    NA = 19.79 kN 

 

 (: 22-4مثال )

( مع مركز ثقل عند   tons 60  كتلة الرافعة المتحركة )      

(1G( وكتلة ذراع الرافعة )  15 tons   مع مركز ثقل عند )

(2G  .)أوج( د أصغر زاوية ميل  θ    لذراع ) الرافعة، دون

 ل المعلق ـــان الحمـــة إذا كـــلاب الرافعــبب في انقـــالتس

(  W = 200 kN  إهمل س .)عجلات ال  كمــ  ( عند A  )   و

( B .) 

 

 الحل:

 
 ( 22-4 شكل )مث.
 

 

Wc = 60000 × 9.81 = 588600 N = 588 kN 

Wb = 15000 × 9.81 = 147150 N = 147 kN 
 

 + ∑ MA = 0      

 ( 200 )( 9 cos θ  – 1 ) + ( 147 )( 4 cos θ  – 1 ) 

                         + ( 0 )( 4.3 ) – ( 588 )( 3 ) = 0 
 

1800 cos θ – 200 + 588 cos θ – 147 – 1764 = 0 

 2388 cos θ – 2111 = 0      2388 cos θ = 2111 

cos θ = 0.884        θ = cos–1(0.884) = 27.87°       
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 (: 32-4مثال )

تتألف من ثلاثة    (23-4  )مث.  الرافعة المبينة في الشكل     

(،      kg 1m  ( ،)= 450 kg 2m 1750 =  أجزاء، كتلها )

(،  2G ) (، 1G ( ومراكز ثقلها عند )  kg 3m 750 =  و )

 ( على التوالي. أوجد: 3G و )
 

من العجلات الأربع اذا   عجلة  على كل  فعل الأرضرد   (أ)

( المعلق  الحمل  وزن  بسرعة   kN 4 كان  ويسحب   )

 ثابتة. 

 ، رفعه بدون أن تنقلبرافعة  ل لالذي يمكن  الحمل الأقصى   ( ب)

  .خلال موقع الذراع المبين

 أهمل وزن الذراع.  

 الحل:
 

 

 

 

 ( 23-4 شكل )مث. 

 

W1 = 1750 × 9.81 = 17167.5 N = 17.2 kN 

W2 = 450 × 9.81 = 4414.5 N = 4.4 kN 

W3 = 750 × 9.81 = 7357.5 N = 7.4 kN 
 

 + ∑ MA = 0      

   (2NB)(5.7) – (W)(9) – (17.2)(4.7) 

                     – (4.4)(2) + (7.4)(0.3) = 0 

11.4 NB – 9W – 80.84 – 8.8 + 2.22 = 0 

11.4 NB = 9W + 87.42 

 NB = 0.79W + 7.67   ………….  (1) 
 

     (: 0.79W + 7.6 BN =7 باستخدام النتيجة )
 

+ ↑ ∑ Fy = 0 

2NA + 2NB – W – 17.2 – 4.4 – 7.4 = 0         

2NA + 2 ( 0.79W + 7.67 ) – W – 17.2 – 4.4 – 7.4 = 0 

2NA + 1.58W + 15.34 – W – 29 = 0       

2NA = – 0.58W + 13.66 

NA = – 0.29W + 6.83   ………….  (2) 
 

 (: 2( و )1( في المعادلات )  W = 4 kNض الحمل ) يعوبت (أ)
 

         NA = – 0.29(4) + 6.83 = 5.67 kN 

         NB = 0.79(4) + 7.67 = 10.83 kN 
 

 (: 2(. ومن المعادلة ) AN  0 =لحضة انقلاب الرافعة تكون ) ( ب)
 

         0 = – 0.29W + 6.83                W = 23.55 kN 
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 ل: سائم

 
سلك  (  4-1 كل  في  الشد  قوة  أسلاك أوجد    من 

الش  ة المبينلاك  ــــالأس  منظومة       كلــفي 

 .(1-4 .س)م
 

     الجواب: 
FED = 60.6 Ib ,   FEB = 87.27 Ib 

FBC = 120.9 Ib ,   FBA = 139.6 Ib 

 

 
 

 ( 1-4 شكل )مس.

أسلاك  (  4-2     من  سلك  كل  في  الشد  قوة  أوجد 

الأس الشــــــــمنظومة  في  المبينة    كلـــلاك 

 .(2-4 .س)م

     الجواب:
FED = FEC = 57.74 Ib 

FDB = FCA = 70.7 Ib  , FCD = 21.13 Ib 

 

 
 

 ( 2-4 شكل )مس.

   

د أوج(. ABC( ) 5 m)  السلك  يبلغ طول(  4-3

 السلك   في  سلطةالشد المقوة  ( و x )  سافةالم

(ABCالمطلوب )مع كتلة   لتوازنلتحقيق ا  ة 

. إهمل حجم  ( kg 100 البالغة )  الأسطوانة

 (.  B البكرة عند )
 

   الجواب:
N 686.87=  m ,   T 8x = 1.3 

 

 
 

 ( 3-4 شكل )مس.

 

( الموضح في    ABCD  لطول الكلي للحبل )ا  (4-4 

د مقدار  أوج(،  m 6 ( هو )4-4 مس.الشكل )

مع    لتوازنتحقيق ا( ل   F  ( والقوة )  θ  الزاوية )

 .( kg 10 الكتلة )
 

   الجواب:
= 61.3 N F  36.87º,=  θ 

 

 
 

 ( 4-4 شكل )مس.
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4-5  )( سعة  بواسطة   kg 100 حاوية  ترفع   )

د قوة أوج( بسرعة ثابتة.     BACالرافعة )

في كل من   (  T  )   وقوة الشد   ،( F )  الرافعة

 زاوية   لالة  لاد ب  (  AC ( و ) AB الحبال )

( θ ( حيث ،) 0°  θ  90° .)   
 

     الجواب: 
981

2 𝑠𝑖𝑛 𝜃
T = F = 981 N,  

 
 

 ( 5-4 شكل )مس.

(. إذا تم   kg 15 ( كتلته ) D الصندوق )(  4-6 

          ( أفقيًا على الحلقة   F = 80 N  قوة )  سليطت

(  C    ،)أقصى مسافةد  أوج   (  d    بحيث تكون )

 صفر. مساوية لل(  CB )سلك القوة في ال
 

     الجواب:
d = 2.17 m  

 

 
 

 ( 6-4 شكل )مس.
 

   

4-7  )( الشد  قوة  قيم  الكبس    Tأحسب  وقوة   )      

(P     الشكل في  المبين  البراكيت  في   )

 ( لتحقيق التوازن.7- 4)مس.

 
 ,T = 606.2 N P = 714.3 N   الجواب:

 

 
 

 ( 7-4 )مس.شكل 

محرك معلق بمنظومة السلاسل المبينة في    (4-8 

الوزن الأقصى    أوجد (.  8-4  الشكل )مس.

  ة ودون تجاوز ق  تعليقهللمحرك الذي يمكن  

( في كلا السلسلتين   Ib 500 )  البالغة  د ـشال

(AB   ( و )AC   .) 
 

   الجواب:
W = 500 Ib 

 

 
 

 ( 8-4 شكل )مس.
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تر(  4-9 الشكل   سلاكالأ   كيبةفي  في  الموضح 

            سلاك في الأ  شد ال  أوجد قوى(،  9- 4  .سم)

(  AC  ( و   )  BC    وزن عن  الناتجة   )

 (. ( kg 25  ذو الكتلة الصندوق
 

     الجواب: 
 = 219.9 N BCT,  = 179.6 N ACT

 
 ( 9-4 شكل )مس.

ومركز  (   kg 15 إذا كانت كتلة الدراجة )(  4-10 

الأفعال د  أوج(.    G  )  تهاجاذبي  ردود 

( عندما تكون    B  ( و ) A عند )  العمودية

 الدراجة في حالة توازن. 
 

     الجواب:    
RA = 81.75 N,   RB = 65.4 N 

 

 
 

 (10-4 شكل )مس.

   

 تيه نهاي القضيب المثبت من احدى خضع ي ( 4-11

)و الشكل  في  لقوتين  11-4  . سمالموضح   )

وج. احسب ردود الفعل  عزم مزد خارجيتين و 

 (.  O )رتكاز عند نقطة الا
 

   الجواب:
= 2.5 kN, ykN,  O 73= 1. xO 

)(CW= 0.5 k N.m  oM 
 

 
 

 (11-4 شكل )مس.

 

اليد    (4-12  الكلية لعربة      تبلغ ها  تلوحم مع  الكتلة 

( 120 kg   )ثقلـمركو النقطة   ها ز       عند 

(  G    .)الأدنى  أوج الحد  مقدار  لقوة  لد 

( المطلوبة لرفع عربة اليد    F  ية )عمود ال

 (.  B  ن الأرض عند النقطة )للانفصال ع 
 

   الجواب:   
N 327F =  

 
 

 (12-4 شكل )مس.
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ثقل  (  4-13 الكتلةمركز  ذات  الحمل                  سيارة 

( 1.6 tons   ) يقع ( عند النقطة  G   ) عندما

. إذا تمت إضافة حمولة مركز  تكون فارغة

محور m 0.4 )  هاثقل أمام   ات الاطار  ( 

د وزن الحمولة ــــ ـأوج،  يارةـــــــللس  ةالخلفي

(  LW    فيه تتساوى  الذي  الأفعال (   ردود 

 ية أسفل العجلات الأمامية والخلفية. عمود ال
 

     الجواب: 
WL = 4.13 kN 

 

  
 

 (13-4 شكل )مس.

تبلغ  الكتلة الكلية للرافعة الأرضية وسائقها  (  4-14 

( 5 tons   )عند النقطة   هاومركز ثقل  (  G    .)

د الوزن الأكبر للصندوق الذي يمكن رفعه  أوج

يكون   عندما  الرافعة  انقلاب  في  التسبب  دون 

الموضح الوضع  الرافعة في  الشكل   ذراع  في 

 . (14-4 )مس.
 

     الجواب: 
Wb = 64 kN 

 

 
 

 (41-4 شكل )مس.

   

مركز    عند (   kN 400 حفارة وزنها )(  4-15

  50) الرئيسي ( ووزن ذراعها 1G )   الثقل

kN   ) ثقلمركز ال  عند  (  2G   ووزن ذراعها )  

  ز الثقلــــمرك  عند (   kN 30 )  من جهة الكيلة

(  3G   و )الكيلة  وزن  (10 kN   عند مركز )

(   A)  عند   ردود الأفعالد  أوج(.    4G  )  الثقل

 (.  B و)
 

   الجواب:
  = 251.7 kN B= 238.3 kN,  N AN 

 

 
 

 (51-4 شكل )مس.

 

الش  ةحـــالموض  رمبة الكتلة    (4-16        كلـــفي 

  ها ( ومركز ثقل kg 100 )  تبلغ (  16- 4  مس.)

(    CD  )السلك  شد في  ال  قوة  د أوج(.    G  عند ) 

ت الأفقية  ركبا، والمرمبةلبدء رفع ال  ةالمطلوب

 (. A عند المفصل ) رد الفعلية لقوة عمود وال
 

   الجواب: 
= 153.7 N yA = 477.65 N, xT = 955.3 N,  A 

 

  
 

 ( 61- 4 شكل )مس.
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 القلابة  احنةــــــــالش  حمولة  ةــــحاوي(  4-17

  النقطة   عند   اهركز ثقلـــ( وم kN 25 )  ا وزنه

(  G  )،  رتكز مفصلياً مع هيكل الشاحنة عند ت

  رتكزة سطوانة هيدروليكية مالاو  ،(  A  )  النقطة

النقطة   عند  الشاحنة  هيكل  مع  (    C  )مفصلياً 

 أوجد (.    B  )  ومع حاوية الحمولة عند النقطة

المطلوبة (    CBF  )  طوانة الهيدروليكيةـقوة الأس

ال والمتحقيق  والركبلتوازن  الأفقية  ية  عمود ات 

 (. A)  عند المفصل رد الفعللقوة 
 

     الجواب: 
FCB = 23.03 kN,  Ax = 19.95 kN, 

Ay = 13.49 kN 

 

  
 (71-4 شكل )مس.

خصصة  مقابض عربة يدوية م  رفععامل ي(  4-18 

بقوة    لنقل للأمام  ويدفعها  لأعلى  البناء  مواد 

عربة اليد   كتلة  إذا كانت   .( N 250  مقدارها )

( عند  kg 50 ومحتوياتها  الكتلة  ومركز   ) 

 .ردود الفعل على الإطار أوجد  ،( G ) النقطة

 

     الجواب:
Ay =85.9 N,  Bx = 250 N,  By = 404.6 N 

 
 

 (81-4 شكل )مس.

   

(  19-4  مس. الموضح في الشكل )  قضيب ال(  4-19

صندوق د  أوج(.   kg 400 )  كتلته  يحمل 

والركبالم الأفقية  لقعمود ات  الفعل  ةوـــية   رد 

المفص وق A )  لـــعند  رد  ــ ـ(  عند فعل  الوة 

 . على القضيب  ( B ) أرجحيتال رتكزـــالم
 

   الجواب:
k N 98= 0. y= 1.7 k N,  A x= 3.4 k N,  A BN 

 

 

 
    

 
 

 (91-4 شكل )مس.

 

 4-20)  ( عند  الذراعية  الرافعة  تثبيت  (   A يتم 

( كتلته  كما هو   kg 250 وتحمل صندوقًا   )

ردود  أوجد (. 20- 4مس. موضح في الشكل )

 . ( A رافعة عند النقطة )الل على افعالأ
 

   الجواب:
Ax = 1.225 kN,  Ay = 2.122 kN 

MA = 8.73 kN.m    (C.W) 

  
 

 (20-4 شكل )مس.
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 الفصل الخامس 

 الهياكل الهندسية 

ENGINEERING Structures 
 

 

ارتباطاً    ) الأضلاع ( المرتبطة مع بعضها  اءجزمن الأيتكون من مجموعة  الهيكل الهندسي هو نظام           

عليه بأمان. لتحديد القوى الداخلية للهيكل الهندسي،    سلطةوتحمل الأحمال الم  ىلدعم أو نقل القو  يؤهلها

.  ضلاعأو مجموعات الأ  ضلاع بشكل منفرد يجب تفكيك الهيكل وتحليل مخططات الجسم الحر المنفصلة للأ

ً يتطلب هذا التحليل تطبيق ً   ا تساويها  رد فعل    قوة  فعلقوة  كل  للقانون نيوتن الثالث، والذي ينص على أن    دقيقا

  .في المقدار وتعاكسها في الاتجاه

  معها   تم التعاملاء المتصلة  جزمن الأ  منظومةتوازن جسم صلب واحد أو    تم دراسة  في الفصل الرابع      

  تطبيق و جميع القوى الخارجية للجسم المعزول،    يبين لجسم الحر  امخطط    وذلك برسم  ،كجسم صلب واحد 

 .لايجاد القوى والعزوم المجهولة  عليه  التوازن معادلات 

  ضلعين ل ورد الفعل بين الفععلى تحديد القوى الداخلية للهيكل، أي قوى ال  سيتم التركيزفي هذا الفصل       

والمتصلين تحليل،  الهياكل    سيتم  من  أنواع  عدة  في  المؤثرة  الداخلية  ال  -القوى  ومسنموهي  المكائن  ات 

الاعتبار الهياكل المحددة بشكل ثابت فقط، والتي لا تحتوي على    سيؤخذ بنظر  جراءالا  هالآلات. في هذ و

 لايجاد قيود داعمة أكثر مما هو ضروري للحفاظ على تكوين التوازن. وهكذا، فإن معادلات التوازن كافية  

 .المجهولة ردود الأفعالجميع 

( ما هو الا تطبيق مباشر لما تم دراسته    ان حل مسائل الهياكل الهندسية ) المسنمات، المكائن والآلات     

  في الفصول السابقة.

 

 

 
 

 ( هيكل جسر 1-5شكل )
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 :(   The Simple trusses)      بسيطة ال مات  سن ال   -  الأول الجزء  

       ( أ   (  الجمالونالمسنم  من  يتكون  هيكل  نقاط   بسيطة  ضلاععبارة عن  البعض عند  ببعضها  متصلة 

الأ انهاي  تتكون  ً المستخدمة    ضلاعتها.  معدنية  غالبا أو قضبان  دعامات خشبية  تشكيل و  ،من  يتم  ما  عادة 

مجمع، اللوحات مشتركة تسمى لوحة  بأو ربطها    ضلاعالأالوصلات المشتركة عن طريق تثبيت أطراف  

ومن الأمثلة على المسنمات    .مترابطين  ضلعين كل  عند نهايتي  س  ابير أو دبيمامس  ربطها مفصلياً بواسطةأو  

   ) الجسور ، حاملات السقوف ، أبراج نقل الطاقة الكهربائية ، والهياكل الرافعة (.

 
 الوصلاتربط ( 2-5شكل )

 

 :( Planer trusses)   مستويةالمات مسنال

  في مستوى واحد وتستخدم لدعم الجسور   هي المسنمات التي تقع أضلاعها الرئيسية  ات المستويةمسنمال     

من المسنمات، يوضع مسنم على كل جهة ، حيث تصمم كأزواج  المعدنيةالمباني ذات الهياكل  ف  وسقو

 . ويربط بينهما بواسطة دعامات عرضية

 

 

 

  
 
 

 ( مسنمات مستوية 3-5شكل )
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 :( Assumptions for design)    يةافتراضات تصميم 

 الفرضيات التالية في تحليل المسنمات: تستخدم 
 

 تعتبر كافة الأضلاع ثنائية القوة.  -1

 لأضلاع. ان  تهمل أوزعند التحليل   -2

ضلاع مع بعضها البعض  القوى الخارجية ) الأحمال وردود الأفعال ( تكون مسلطة على نقاط ربط الأ -3

 ) المفاصل أو الوصلات (. 

اذا (    T  قوة شد )  وتعتبر ،  ضلععلى طول محور ال  ضلاع نهايات الأيجب توجيه القوى الموجودة في   -4

 (. C ، فهي قوة ضغط )ضلع، بينما إذا كانت تميل إلى تقصير الالهيكل ضلعكانت تحاول اطالة 

 

   
 ضغط                                                                 شد                        

 

 ( طبيعة القوى على أضلاع المسنم4-5شكل )
 

 

    :( Analysis of the trusses)   لمسنماتتحليل ا

طريقتان   هناكو .مسنمات ال ضلاعأ المسلطة علىل والقوى افعيعني إيجاد ردود الأ المسنمات  تحليل     

 :لى أضلاع المسنم المسلطة علإيجاد القوى 
 

 .طريقة المفاصل -1

 طريقة المقاطع.  -2
 

 

  :( Joints method)  طريقة المفاصل - 1
 

يتم افتراض جميع أضلاع المسنم من الأضلاع ثنائية القوى وتنتقل القوى فيها بشكل   في هذه الطريقة     

  تي ثم يتم تطبيق معادل  ،( لكل مفصل  .F.B.D  مخطط الجسم الحر )  رسم   في هذه الطريقةفيتم    ،محوري

القوى المجهولة في الأضلاع المتجاورة والمرتبطة    (  y∑ F 0 =  )  و(    x∑ F  0 =التوازن ) لايجاد 

القو  .مفصلياً مع بعضها ؤثرة هي مجاميع مساوية لمفاصل المسنم، ويجب أن لا يزيد عدد  الم  ىأي أن 

   القوى المجهولة في كل مفصل عن قوتين وذلك لامكانية استنتاجها من معادلتين.

المفاصل الواحد تلو الآخر وصولاً الى المفصل الذي يؤثر فيه الضلع  في طريقة المفاصل يتوجب تحليل       

 المطلوب.

ويقلب اتجاه    (  T  )  قوة شد ض أن القوة هي  اافتريتم  ،  مكنةغير م  ضلعاتجاه القوة في ال  ت معرفةنإذا كا     

 . القوة اذا تم استنتاج قيمتها سالبة

 المفصل. تكبس هي القوة التي الضغط تسحب المفصل بينما قوة هي القوة التي  قوة الشد 
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 :التحليل طريقة
 

 .ضلاع ن جميع الأ اوزأإهمال  -1

ين غير معروفين  ضلعل ة قوة واحدة غير معروفة على الأقل وقوبللمفصل  مخطط الجسم الحررسم  -2

 .على الأكثر

ويقلب    (  T  )  قوة شد ض أن القوة هي  اافتريتم  ،  مكنةغير م  ضلعاتجاه القوة في ال  نت معرفةإذا كا -3

 . اتجاه القوة اذا تم استنتاج قيمتها سالبة

 .ةالمجهول ضلعال ىلإيجاد قو (   y∑ F 0 = ( و ) x∑ F  0 =تطبيق معادلات التوازن ) -4

 .( للمفاصل الأخرى 4 ( إلى ) 2 ر الخطوات من )اكرت -5

 

 

 

 

∑ Fx = 0 

 

∑ Fy = 0 

 
 التحليل  المفاصل في طريقة (5-5شكل )
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 (: 1-5) مثال

الشكل  المسنمفي        في    ، (1-5  مث.)  الموضح 

  أضلاعه، من    ضلعكل    المسلطة على  ىد القوأوج

 في حالة شد أو انضغاط.  ضلاعكانت الأ نإ ثم بين

 

 

 

 

 الحل:

 
 ( 1-5 )مث. شكل

على الأقل ثلاث بما أنه يوجد    :مرتكزاتل الافعأردود  

تحديد   فيتطلبكل مفصل،    مجهولة مسلطة علىقوى  

 تحليل أي مفصل. ل مرتكزاتردود فعل ال

 

 

 

+ → ∑ Fx = 0            120 – Cx = 0 

                                  Cx = 120 Ib 

+ ∑ MC = 0           

                  – (Ay) (18) + (80)(9)  

                                         + (120)(12) = 0 

                            Ay = 120 Ib 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0              120 – 80 – Cy = 0   

                                  Cy = 40 Ib 

 (: Aالمفصل )
 

 
 (: Dالمفصل )

 

 

 

 

+ ↑ ∑ Fy = 0                    120 – (4/5) FAB = 0  

                                        FAB = 150 Ib            (C) 

 
 

+ → ∑ Fx = 0                  FAD – (3/5) (150) = 0     

                                        FAD = 90 Ib              (T) 

 
 
 

 

+ → ∑ Fx = 0            – 90 + (3/5) FDB + 120 = 0     

                                  FDB = – 50 Ib                 

 . تؤثر بعكس الاتجاه(  DBF )الاشارة السالبة تشير الى أن القوة 

                                  FDB = 50 Ib                (T) 
 

 

+ ↑ ∑ Fy = 0               – FDC + (4/5)(50) = 0  

                                   FDC = 40 Ib                (C) 
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+ → ∑ Fx = 0             FCB – 120 = 0  

                                   FCB = 120 Ib                (C) 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0               40 Ib – 40 Ib = 0  

 ( تدقيق )                                                                     

 

 (: Cالمفصل )
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 (: 2-5) مثال

)مث.      الشكل  في  الموضح  المسنم  القوى  2-5  في  أوجد   ،)

المسلطة على كل ضلع من أضلاعه، ثم بين إن كانت الأضلاع في  

 حالة شد أو انضغاط. 

 

 

 

  الحل:
 ( 2-5 )مث. شكل

 (: Cالمفصل )
 

 
 

 (: Aالمفصل )
 

 
 

 (: Bالمفصل )
 

 

 

+ → ∑ Fx = 0          FCA sin 45º – 100 = 0 

                                FCA = 141.42 Ib           ( C )            
 

+ ↑ ∑ Fy = 0           141.42 cos 45º – FCB = 0             

                                FCB = 100 Ib                ( T )        
 

 

 

+ → ∑ Fx = 0         FAB – 141.42 cos 45º = 0        

                               FAB = 100 Ib                ( T )        
 

 + ↑ ∑ Fy = 0          Ay – 141.42 sin 45º = 0               

                               Ay = 100 Ib                 
 

 

 

+ → ∑ Fx = 0         Bx – 100 = 0        Bx = 100 Ib    
 

 + ↑ ∑ Fy = 0          100 – By = 0        By = 100 Ib  
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 (: 3-5) مثال

)مث.      الشكل  في  الموضح  المسنم  أوجد 3-5  في   ،)

القوى المسلطة على كل ضلع من أضلاعه، ثم بين إن كانت 

 الأضلاع في حالة شد أو انضغاط. 

 

 

 

 

  الحل:
 

 ( 3-5 )مث. شكل
 : مرتكزاتل الافع أردود 

 أكثر من مجهول في كل مفصل. متوقع وجود

 
 

 

 

 + ∑ MA = 0,    

         (4) (3 tan 60) – (Cy) (6) = 0 

             Cy = 3.46 kN 
 

+ → ∑ Fx = 0,   Ax – 4 = 0,      Ax = 4 kN                                      
                                                 

+ ↑   ∑ Fy = 0,   Ay – 3.46 = 0,    Ay = 3.46 kN 

 (: Cالمفصل )

 

 
 

 

 

 

 

 

 (: Dالمفصل )

 

 

+ → ∑ Fx = 0,     FCD cos 45º – FCB sin 30º = 0 

                            0.707 FCD – 0.5 FCB = 0   ………….. (1)     
 

+ ↑ ∑ Fy = 0,       FCB cos 30º – FCD sin 45º – 1.5 = 0 

                            0.866 FCB – 0.707 FCD – 1.5 = 0   ….. (2)     
 

 (: 1من المعادلة )

FCB = 1.414 FCD 

 (: 2بالتعويض في المعادلة )

0.866 (1.414 FCD) – 0.707 FCD – 1.5 = 0 

1.225 FCD – 0.707 FCD – 1.5 = 0 

0.518 FCD = 1.5 

FCD = 2.9 kN          ( C ) 

FCB = 1.414 (2.9) = 4.1 kN       ( T ) 

 

+ → ∑ Fx = 0        FDA cos 45º –  2.9 cos 45º = 0 

                              FDA = 2.9 kN          ( C )       
 

+ ↑ ∑ Fy= 0           2 ( 2.9 sin 45º ) – FDB  = 0 

                                   FDB = 4.1 kN          ( C )        
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 (: 4-5) مثال

)مث.      الشكل  في  الموضح  المسنم  أوجد  4-5  في  القوى  (، 

المسلطة على كل ضلع من أضلاعه، ثم بين إن كانت الأضلاع في 

 حالة شد أو انضغاط. 

 

 

 الحل:

 
 

 ( 4-5 )مث. شكل
 : مرتكزاتل الافع أردود 

 

 

 + ∑ MB = 0         (4)(3) + (2)(4) – (Ay)(7) = 0 

                                                   Ay = 2.86 kN 
 

+ → ∑ Fx = 0           2 – Bx = 0         Bx = 2 kN                                      
                                                 

+ ↑ ∑ Fy = 0             By + 2.86 – 4 = 0    

                                 By = 1.14 kN 

 (: Cالمفصل )

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 (: Aالمفصل )

 

 

+ → ∑ Fx = 0         FCB ( 3/5 ) – FCA cos 45º + 2  = 0 

                               0.6 FCB – 0.707 FCA + 2 = 0  .…… (1)     
 

+ ↑ ∑ Fy = 0           FCB ( 4/5 ) +  FCA sin 45º – 4 = 0 

                               0.8 FCB + 0.707 FCA – 4 = 0 …….. (2) 
 

 (: 1من المعادلة )

FCB = 1.178 FCA – 3.333 

 (: 2بالتعويض في المعادلة )

0.8 (1.178 FCA – 3.333) + 0.707 FCA – 4 = 0 

0.94 FCA – 2.66 + 0.707 FCA – 4 = 0 

1.65 FCA = 6.66 

FCA = 4 kN          ( T ) 

FCB = 1.178 (4) – 3.333 = 1.4 kN       ( T ) 

 

+ → ∑ Fx = 0               4 cos 45° – FBA = 0 

                                     FBA = 2.83 kN                (C) 
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 (: 5-5) مثال

)مث.      الشكل  في  الموضح  المسنم  أوجد 5-5  في   ،)

إن   بين  ثم  أضلاعه،  من  كل ضلع  على  المسلطة  القوى 

 كانت الأضلاع في حالة شد أو انضغاط. 

 

  الحل:
 ( 5-5 )مث. شكل

 : مرتكزاتل الافع أردود 
 

 

 

 + ∑ MC = 0          – (NA cos 30°)(8)  

                                       + (4 cos 30°)(3)  

                                            – (4 sin 30°)(4)  

                                                 + (5)(4) = 0 

                   – 6.93 NA + 10.39 – 8 + 20 = 0 

                                   NA = 3.23 kN  

+ → ∑ Fx = 0            Cx + 3.23 sin 30º – 4 cos 30º = 0                Cx = 1.85 kN 

+ ↑ ∑ Fy = 0               Cy + 3.23 cos 30° + 4 sin 30º – 5 = 0         Cy = 0.2 kN 
 

 (: Aالمفصل )
 

 
 (: Cالمفصل )

 

 
 (: Bالمفصل )

 

 

+ ↑ ∑ Fy = 0           3.23 cos 30º – FDA (3/5) = 0 

                               FDA = 4.66 kN                (C) 
 

+ → ∑ Fx = 0,   FAB + 3.23 sin 30º – 4.66 (4/5) 

= 0 

                          FAB = 2.1 kN                  (T) 

 

 

 

 

+ ↑ ∑ Fy = 0          0.2 – FDC (3/5) = 0 

                              FDC = 0.33 kN               (C) 
 

+ → ∑ Fx = 0        1.85 – FCB + 0.33 (4/5) = 0                

                              FCB = 2.1 kN               (T) 

 

 

 

 

+ ↑ ∑ Fy = 0          FBD – 5 = 0 

                              FBD = 5 kN                 (T) 
 

+ → ∑ Fx = 0        2.1 – 2.1 = 0    (! فحص)                
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 (: 6-5) مثال

)مث.      الشكل  في  الموضح  المسنم  القوى  6-5  في  أوجد   ،)

المسلطة على كل ضلع من أضلاعه، ثم بين إن كانت الأضلاع 

 في حالة شد أو انضغاط.

 

 

 

  الحل:
 ( 6-5 )مث. شكل

 : مرتكزاتل الافع أردود 
 

 

 

 + ∑ MG = 0,     

   – (Ay)(12) + (20)(8) + (30)(6) + (20)(4) = 0 

                                             Ay = 35 kN 
 

+ → ∑ Fx = 0,      Gx = 0            
                                                 

+ ↑   ∑ Fy = 0,       Gy + 35 – 20 – 30 – 20 = 0    

                             Gy = 35 kN 

 (: Aالمفصل )

 
 (: Bالمفصل )

 

 (: Lالمفصل )

 
 (: Cالمفصل )

 
 

 

 

 

+ ↑   ∑ Fy = 0           35 – FAL sin 45° = 0 

                                 FAL = 49.5 kN         (C) 

+ → ∑ Fx = 0           FAB – 49.5 cos 45° = 0 

                                 FAB = 35 kN       (T) 

 

+ → ∑ Fx = 0,   FBC – 35 = 0      FBC = 35 kN   

(T) 

+ ↑   ∑ Fy = 0,    FBL =   0      

 

 

+   ∑ Fx = 0          FLC = 0 

+  ∑ Fy = 0            49.5 – FLK = 0    

                                 FLK = 49.5 kN        (C) 

 

 

+ → ∑ Fx = 0           FCD – 35 = 0 

                                 FCD = 35 kN         (T) 

+ ↑   ∑ Fy = 0           FCK – 20 = 0 

                                 FCK = 20 kN         (T) 
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 (: Kالمفصل )

 
 

 (: Jالمفصل )
 

 

 

+   ∑ Fx = 0          20 sin 45° 

                                  – FKD cos (45° – 26.57°) = 0 

                                  FKD = 14.9 kN           (C) 

+  ∑ Fy = 0            49.5 – 20 cos 45°  

                                      + 14.9 sin (45° – 26.57°)  

                                                                – FKJ = 0  

                                  FKJ = 40.1 kN           (C)  

 

 

+ → ∑ Fx = 0          40.1 sin 45° – FJI sin 45° = 0 

                               FJI = 40.1 kN         (C) 

+ ↑   ∑ Fy = 0          2 (40.1 cos 45°) – FJD = 0  

                               FJD = 56.67 kN           (T) 

 

 

 
 بسبب التناظر: 

 

FKD = FID = 14.9 kN               (C)                   

FCK = FEI = 20 kN                   (T)                   

FAB = FGF = FBC = FFE = FCD = FED = 35 kN               (T) 

FAL = FGH = FLK = FHI = FKJ = FIJ = 40.1 kN             (C) 
FBL = FFH = FLC = FHE = 0 
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 (: 7-5) مثال

(،  7-5  في المسنم الموضح في الشكل )مث.       

أوجد القوى المسلطة على كل ضلع من أضلاعه، 

 ثم بين إن كانت الأضلاع في حالة شد أو انضغاط. 

 

 

 

 

  الحل:
 ( 7-5 )مث. شكل

 : مرتكزاتل الافع أردود 
 

 

 

∑ ME = 0      5T – 20(5) – 30(10) = 0   

                                  T = 80 kN 

∑ Fx = 0        80 cos 30° – Ex = 0 

                         Ex = 69.3 kN 

∑ Fy = 0        80 sin 30° + Ey – 20 – 30 = 0 

                         Ey = 10 kN 

 

 (: Aالمفصل )

 
 

 (: Bالمفصل )

 

 (: Cالمفصل )

 
 (: Eالمفصل )

 

 

∑ Fy = 0          0.866 FAB – 30 = 0 

                           FAB = 34.6 kN                 (T) 

∑ Fx = 0          FAC – 0.5(34.6) = 0 

                           FAC = 17.32 kN           (C) 

 

 
 

∑ Fy = 0          0.866 FBC – 0.866 (34.6) = 0 

                           FBC = 34.6 kN                (C) 

∑ Fx = 0          FBD – 2(0.5)(34.6)  = 0 

                           FBD = 34.6 kN                (T) 

 

 

∑ Fy = 0      

                 0.866 FCD – 0.866 (34.6) – 20 = 0 

                    FCD = 57.7 kN                (T) 
 

∑ Fx = 0        17.32 + (0.5)(34.6)   

                                   + (0.5)(57.7) + FCE = 0 

                         FCE = 63.5 kN                (C) 

 

∑ Fy = 0         10 – 0.866 FDE = 0 

                      FDE = 11.55 kN           (C) 
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 :( Sections method)   قاطعطريقة الم - 2

تعتمد هذه الطريقة على مبدأ أنه إذا كان الجسم في حالة توازن، فإن أي جزء من الجسم يكون في حالة       

 ً تطبيق ثلاث معادلات يمكن  ليس من الضروري أن تكون القوى متلاقية ففي هذه الطريقة    .توازن أيضا

الج  وازنـــــالتلتحقيق   المـــعلى  مــزء  الــعزول  وهيــــــمسن                      ) x∑ F (  ،) = 0 y∑ F 0 = (  نم 

وهمي من    خط قاطعين عن طريق تمرير  ئإلى جز  مسنمتتضمن طريقة المقاطع قطع ال (.  ∑oM 0 = و )

ا، على أن لا يزيد عدد الأضلاع المقطوعة عن ثلاثة  استنتاج القوى المسلطة عليه   طلوب الم  ضلاعخلال الأ

إمكانية إيجاد القوى في أي ضلع بشكل مباشر بدون تحليل المفاصل التي    هذه الطريقةأضلاع. من فوائد  

 في تركيبة المسنم.  هتسبق 

 

 :التحليل طريقة

على أن لا استنتاج القوى المسلطة عليها،   طلوب الم ضلاعوهمي من خلال الأ خط قاطعتمرير  -1

 .يزيد عدد الأضلاع المقطوعة مجهولة القوى عن ثلاثة أضلاع

 .الذي يحتوي على أقل عدد من القوى المؤثرة عليه مسنمالجسم الحر لجزء الرسم مخطط  -2

 ل. يهاق معادلات التوازن لإيجاد المجيطب ت -3
 

 

 
 

 
 

 التحليل المقاطع طريقة (6-5شكل )
 

∑ Fx = 0 

∑ Fy = 0 

∑ M = 0 

+ ↑ ∑ Fy = 0 

– 1000 + FGC sin 45° = 0 

FGC = 1.41 kN            (T) 

 + ∑ MC = 0 

1000 (4 m) – FGF (2 m) = 0 

FGF = 2 kN (C) 
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 (: 8-5) مثال

 ــالمس  ىد القوأوج       لطة على ــــــــ

)EI)  الضلعين و   )JIال من   مسنم( 

ثم   ،سطح جسر  اسنادالذي يعمل على  

في حالة شد أو    ضلاعكانت الأ  نإ  بين

 انضغاط. 

 

 الحل:

 
 

 ( 8-5 )مث. شكل
 : مرتكزاتل الافع أردود 

 

 

 + ∑ MA = 0      

               (Gy) (18) – (10) (15) – (12) (6) – (8) (3) = 0 

                         Gy = 13.67 kN 

 

 + ∑ ME = 0           

              13.67 (6) – 10 (3) – FJI (4) = 0 

              FJI = 13 kN          ( C ) 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0  

                       13.67 – 10 + FEI = 0  

              FEI = – 3.67 = 3.67 kN ↓        ( T ) 
 

 

 (: 9-5) مثال

، (  ED  )  عضلاالأ  المسلطة على  ىد القوأوج     

(  EF  )    و(  EB  )    السقف الموضح في    مسنممن

في    ضلاعكانت الأ  نإ ثم بين  ،(9-5  )مث.  الشكل

 حالة شد أو انضغاط. 

 

 

 الحل:
 

 ( 9-5 )مث. شكل

 

 

 + ∑ MB = 0    
   

                  (1) (6) + (3) (3) – (4) (6)  

                             + (FED sin 30°) (6) = 0 

                FED = 3 kN              (C) 
 

+ → ∑ Fx = 0   
     

                FEF cos 30° – 3 cos 30° = 0 

                   FEF = 3 kN              (C) 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0    

                 2(3 sin 30°) – 1 – FEB = 0 

                 FEB = 2 kN              (T)  
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    :(  Force Members-Zero)   الصفرية ىالقو ضلاعأ

لزيادة    ىالقو  ضلاعأ  تستخدم      الا  مسنمال   استقراريةالصفرية  الا  نشاءأثناء  تغيير    سناد ولتوفير  تم  إذا 

 . خمينالصفرية عن طريق الت ىالقو عضلاأيمكن تحديد و. سلطةالم لاحمالأ
 

 :ية لمعرفة أضلاع القوى الصفر بشكل عام هناك حالتان 
 

أو رد فعل   على ذلك المفصل  أي حمل خارجي  تسليطولم يتم    مسنم مفصل    فيان  ضلعإذا كان هناك   -1

 . ( صفرية ىقو  ضلاعأ)  ىبدون قو  ضلاعيكونان أين  ضلع، فإن هذين العليه مرتكز

 

 

 

 

+ → ∑ Fx = 0   

                  FAB = 0 

+ ↑ ∑ Fy = 0   

                  FAF = 0 

 

 

+  ∑ Fy = 0 

         FDC sin  = 0 

         FDC = 0 
 

+  ∑ Fx = 0 

         FDE + 0 = 0 

         FDE = 0         

 

           
 

 أضلاع القوى الصفرية (7-5شكل )
 

  سليط ولم يتم ت على خط تأثير واحد  منهايكون اثنان   مسنممن مفصل ال ضلاعإذا كان هناك ثلاثة أ -2

ً الثالث يكون    ضلععلى المفصل، فإن ال  مرتكز رد فعلأي حمل خارجي أو    ذو قوة صفرية.   ضلعا

 

              + ↑ ∑ Fy = 0      
 

                    FGC = 0 

 

 
 

 أضلاع القوى الصفرية (8-5شكل )
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 (: 10-5) مثال

  ضلاعجميع أ  أوجد،  مفاصلاستخدام طريقة الب     

الصفرية   مسنم القوة  في  ــــسال  في  الموضح  قف 

. افترض أن جميع المفاصل  (10- 5  )مث.  الشكل

ً متصلة    .مفصليا

 

 

 

 الحل:

 
 ( 10-5 )مث. شكل

 بحيث يكون اثنان على خط واحد: ضلاع بحث عن الأشكال الهندسية للمفاصل التي تحتوي على ثلاثة ألامن خلال 
 

 a –الشكل   (:Gالمفصل )

 

 

+ ↑ ∑ Fy = 0               FGC = 0 
 

 

 

ذو    ضلعهو  (     GC)  الضلع  وبما أن  (.  C  المفصل )  عند  يوجد خمسة مجاهيل    

  يوزع على ( يجب أن   C )  المفصل   ( عند    kN 5يعني أن الحمل )فهذا    ،قوة صفرية

 (.  CD ( و ) CF )  ،(  CH ) ،(  CB ) الأضلاع

 b –الشكل   (:Dالمفصل )
 

 

 

 

 

 

 c –الشكل   (:Fالمفصل )

 
(، Bإذا تم تحليل المفصل )   ملاحظة:

 (،d)الشكل 

 

 
 

+   ∑ Fy = 0        FDF = 0 

 
    

 

 

 

 

+ ↑ ∑ Fy = 0          

                     FFC cos   + 0 cos   = 0          

                     FFC = 0 

 

+   ∑ Fx = 0       2 kN – FBH = 0         FBH = 2 kN     (C)   

 

 

ً أيض      )ـــــــا  ،  HCF    أن يجب    ق ـــــيحق( 

(Fy = 0 ∑ ( وبالتالي    e   -كلـــالش  (،   ،  )

(HC   ليس ) ً  ذو قوة صفرية. ضلعا
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  :(    MACHINESFRAMES AND  )     الآلات هياكل  و   لكائن ا   - الثاني الجزء  

لنقل وتغيير تأثير   مرتبطة مع بعضها بأساليب ملائمةأجزاء متحركة  تتكون من  هي تراكيب    لمكائنا     

قوى، قد تكون قوى شد أو كبس أو انحناء أو  ال  مختلفلاداء المهام المطلوبة، وتخضع هذه الأجزاء ل  القوى

 لوي نتيجة لطبيعة حركة ومهمة تلك الأجزاء.

غالب  تراكيب الآلات        ً تتكون  متصلة    ا متعددة  أعضاء  ً من  مفصليا بعضها  والعزوم    مع  القوى  تلائم 

رط ألا يحتوي  تشي  .، قد تكون قوى شد أو كبس أو انحناءتخضع لأكثر من قوتينو،  المصممة لاسنادها

 . لمنع انهيارهات أو الأعضاء أكثر مما هو ضروري مرتكزمن ال عدد كبيرأو الماكنة على  هيكل الآلة

ات من خلال تطبيق معادلات التوازن على كل من  مرتكزفي المفاصل وال  ؤثريمكن تحديد القوى التي ت      

القوى    عند و   ،أعضائها هذه  على  الأيالحصول  حجم  تصميم  الربطو  ضلاعمكن   مرتكزات وال  مفاصل 

ها والمعادن ل، كذلك يمكن تحديد أبعاد هذه الأعضاء وأشكا) نظرية المكائن (  باستخدام نظرية ميكانيك المواد 

 .موضوع تحليل الاجهادات ) مقاومة المواد (أو المواد التي تتكون منها باستخدام 

 

 

 



128 

 

 
 

 

 

 
 

 

 



129 

 

 :طريقة التحليل 

يجب أن يتم الاختيار  و رسم مخطط الجسم الحر للهيكل بأكمله أو لجزء من الهيكل أو لكل عضو.  -1

 .بحيث يؤدي إلى الحل الأكثر مباشرة

 ل. يه اق معادلات التوازن لكامل الهيكل أو لجزء من الهيكل لإيجاد المجيطب ت -2

 

 

 

 
 

 
 

 

 المكائن وهياكل الآلات  تحليل  (9-5شكل )
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 (: 11-5) مثال

(    kg 500)    هي (11-5  )مث.  كتلة حجرة المصعد الموضح في الشكل   

. إذا كانت المبين  ( باستخدام نظام البكرات  Aويتم رفعها بواسطة المحرك )  

. إهمل كتلة  سلاكالناتجة في الأ  ىالحجرة ترتفع بسرعة ثابتة، أوجد القو

 والبكرات.الأسلاك 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل:
 

 ( 11-5 )مث. شكل

 

 

 

 (: C) ةالبكر 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0  
            

      T2 – 2T1 = 0        T2 = 2T1  …….  (1) 
 

 حجرة المصعد: 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0       
           

       3T1 + 2T2 – ( 500 × 9.81 ) = 0 

                                            ……..  (2) 
 

 ( ينتج: 2( بالمعادلة )1بتعويض المعادلة )
 

      3T1 + 2(2T1) – 4905 = 0 

      T1 = 700.71 = 0.7 kN  
 

 (: 1بتعويض هذه النتيجة بالمعادلة ) 
 

            N .4= 2(700.71) = 1401 2T 

= 1.4 kN 
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 (: 21- 5)  مثال

الشكل      في  المبين  الهيكل  المركبات (12-5  )مث.  في  أوجد   ،

 (.  C)   المفصل ندهاالأفقية والعمودية للقوة التي يس
 

 

 

 

 

 

 

 الحل:
 

 ( 12-5 )مث. شكل

 الطريقة الأولى: 

 

 + ∑ MC = 0      

      (2000)(2) – (FAB sin 60°)(4) = 0 

     FAB = 1154.7 N = 1.15 kN 
 

+ → ∑ Fx = 0       

               Cx + 1154.7 sin 60° – 2000 = 0  

               Cx = 1000 N = 1 kN 
 

+ ↑ ∑ Fy= 0        

               Cy – 1154.7 cos 60° = 0 

               Cy = 577.35 N = 0.577 kN 

 الطريقة الثانية: 

 

 :(ABالضلع )

 + ∑ MA = 0               

 (By)(3 sin 60°) – (Bx)(3 cos 60°) = 0     

                                                  …….(1) 

+ → ∑ Fx = 0       Ax – Bx = 0   …….(2) 
               

+ ↑ ∑ Fy = 0         By – Ay = 0    …….(3)  

       
 :(BCالضلع )

 + ∑ MC = 0,      (2000)(2) – (Bx)(4) = 0   

                                                  …….....(4) 
 

+ → ∑ Fx = 0,       Bx + Cx – 2000 = 0 ….(5) 
               

+ ↑ ∑ Fy = 0,         Cy – By = 0  ...….(6) 
 

 Bx = 1000 N  = 1 kN (4من المعادلة ) 
 By (3 sin 60°) – 1 (3 cos 60°) = 0              By = 0.577 kN (1بالتعويض في المعادلة )

 Ay = 0.577 kN (3في ) (yB)  تعويض Ax = 1000 N  = 1 kN   (2في )  (xB)  تعويض
 Cy = 0.577 kN (6في ) (yB)  تعويض Cx = 1000 N  = 1 kN   (5في )  (xB)  تعويض
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 (: 13-5) مثال

د قوة أوج(.   kg 350  الرافعة الجدارية تحمل كتلة )     

ردود ية لعمودات الأفقية والركبوالم  سلك ( في ال  T  الشد ) 

 (. إهمل أحجام البكرات.  D  ( و )  A  )  فاصلعل عند المالف

 

 

 

 

 

 الحل:

 
 ( 13-5 )مث. شكل

 

W = 350 ×  9.81 = 3433.5 N = 3.4 kN 
 (: Eالبكرة )

 

+ ↑ ∑ Fy = 0             2T – 3433.5 = 0 

                                 T = 1716.75 N = 17.2 kN 

 (: ABCالضلع )

  + ∑ MA = 0         (3433.5)(2) – (FBD sin 45º)(1) + (1716.75 sin 60º)(1) = 0 

                                       FBD  =  11815.7 N = 11.8 kN 

+ ↑ ∑ Fy = 0              Ay + 11815.7 sin 45º – 1716.75 sin 60º – 3433.5 = 0 

                                  Ay  =  – 3433.5 = 3.4 kN ↓ 

+ → ∑ Fx = 0            1716.75 + 11815.7 cos 45º + 1716.75 cos 60º  

                                                                                           – Ax – 1716.75 = 0  

                                  Ax  =  9212 N = 9.2 kN 
 : (Dعند النقطة )

                                  Dx = 11815.7 cos 45° = 8353.7 N = 8.4 kN 

                                  Dy = 11815.7 sin 45° = 8353.7 N = 8.4 kN 
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 (: 14-5) مثال

الموضال      الشــــذراع  في   كلـــــــــــح 

  الكتلة المنتظمة البالغة  يرفع (14-5 )مث.

(  1 ton    التي الجرافة  في  مركز    يكون( 

  من   في كل  ى(. أوجد القو  G  عند )  ثقلها

  (   AB  ة )ــــهيدروليكيات الطوانــــــــسالأ

و  CE  و) عند   ىوـــــالقلات  ـــــمحص( 

مسألة  (. اعتبر المثال  Dو)   (F)  لــفاصالم

 .ثنائية الأبعاد
 

 

 

 

 الحل:

 
 ( 14-5 )مث. شكل

 

 

 

 

W = m g = 1000 × 9.81 = 9810 N = 9.81 kN 
 

  + ∑ MF = 0          

                  (FAB)(0.25) – (9810)(0.1) = 0  

                     FAB  =  3924 N = 3.9 kN 
 

+ → ∑ Fx = 0            Fx – 3924 = 0 

                                  Fx = 3924 N = 3.9 kN 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0              Fy – 9810 = 0 

                                  Fy = 9810 N = 9.81 

kN  
 

FF = √(3924)2 + (9810)2 = 10565.7 N 

                                             = 10.6 kN 

 = tan–1 
0.4

1.85
 = 12.2º 

 

FD = √(13820.6)2 + (54113)2  

                                    = 55850 N = 55.8 kN 
 

  + ∑ MD = 0          

           (FCE cos12.2)(0.7) – (FCE sin12.2)(1.25) – (9810)(2.8) = 0 

           0.684 FCE – 0.264 FCE – 27468 = 0             FCE = 65400 N = 65.4 kN 
 

+ → ∑ Fx = 0            65400 sin12.2 – Dx = 0            Dx = 13820.6 N = 13.8 kN 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0          65400 cos12.2 – Dy – 9810 = 0         Dy = 54113 N = 54.1 kN  

FD = √(13820.6)2 + (54113)2  = 55850 N = 55.8 kN 
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 (: 51-5) مثال

 ات بواسطة رافعة المحرك (  Ib 400)    المحركتم رفع       

 :أوجد. (15-5 )مث. الشكلفي  بينكما هو م
 

 .( DB)   القوة المؤثرة في الاسطوانة الهيدروليكية  -

 .( A  ) فصلات القوة الأفقية والعمودية عند المركبم  -

 (. E ) الثابت المرتكزردود الفعل عند  -

 

 

 

 الحل:

 
 ( 15-5 )مث. شكل

 
 

 

 
 

 

  

 

LDB = √12 + 32 − 2(1)(3)𝑐𝑜𝑠 78°  
         = 2.96 ft 

   
sin 

3
  =  

sin 78°

2.96
                      = 82.5° 

 

 (:  ABD من )

 + ∑ MA = 0       

                    (FDB sin 82.5°)(1) – (400)(5) = 0 

                    FDB = 2017.3 Ib   
 

+ → ∑ Fx = 0         2017.3 cos 82.5° – Ax = 0  

                               Ax = 263.3 Ib 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0       

                        2017.3 sin 82.5° – 400 – Ay = 0 

                        Ay = 1600 Ib  
 

 (:  CAE من )

+ → ∑ Fx = 0              Ex = 0  

+ ↑ ∑ Fy = 0                Ey – 400 = 0   

                                    Ey = 400 Ib 

  +  ∑ ME = 0       

             ME – ( 400 ) ( 5 – 5 sin 12°) = 0 

             ME = 1584.2 Ib.ft 
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 (: 16-5) مثال

)أوج      القوة  ل  P  د  اللازمة  )  رفع(  و  kg 15  الكتلة  ردود  (، 

 (.  C  الثابت ) مرتكز ( والB( و ) A)  رتكازعند خطافات الا الأفعال

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل:

          W = 15 ×  9.81 = 147.15 N 

 

 
 ( 16-5 )مث. شكل

 
  

 

 

 

 (: Dالبكرة )   
 

+ ↑ ∑ Fy = 0,      

        9 P – 147.15 = 0   

        P = 16.35 N 

 (: Aعند )   

                               RA = 6P = 98.1 N 

 (: Bعند )   

                               RB = 2P = 32.7 N  

 (: Cعند )   

                               RCx = P = 16.35 N 

                               RCy = P = 16.35 N 
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 (: 17-5) مثال

ت      تم  مقابض   Ib 20  )  مقدارها  قوة  سليطإذا  على   )

د قوة التثبيت  أوج،  (17- 5المبينة في الشكل )مث.    الكماشة

 ىالقو قيمة محصلة( و B على الأنبوب الأملس ) المسلطة

 (. A ) على الدبوسي من شطري الكماشة أ سلطهاتي يال

 

 

 الحل:

 
 

 ( 17-5 )مث. شكل

 

 
 

 

 

 + ∑ MA = 0         

                  – ( 20 ) ( 1 ) + ( FB ) ( 0.2 ) = 0 

                  0.2 FB = 20  

                  FB = 100 Ib 
 

+ → ∑ Fx = 0             

                  Ax – 100 cos 45 = 0 

                  Ax = 70.7 Ib  
 

+ ↑ ∑ Fy = 0              

                  100 sin 45 – Ay = 0 

                   Ay = 100 Ib  
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 (: 81-5) مثال

الموضاالمع  مقصي  كف      الشكل ــــدن  في    ح 

ً   (18- 5  )مث. مفصليا النقاط    مثبتة  ، (B)عند 

(C)  ،(D)  ،(E)  ،مقابضو ً مفصليا مثبتة  عند   ه 

  المقص   د القوة التي يبذلها فكيــأوج  (.Fالنقطة )

(  J  على ال )سلك  ( الأملس  A  إذا تم ت )قوى  ال  سليط

( 120 N  .على المقابض ) 

 

 

 

 

 

 

  الحل:
 ( 18-5 )مث. شكل

 

 
 

 

 

 

 

 من مخطط الجسم الحر للفك: 
 

+ → ∑ Fy = 0              Ey = 0 
 

 : مقبض من مخطط الجسم الحر لل

  + ∑ MF = 0      

                (Ex)(0.025 sin 15°) – (Ey)(0.025 cos 15°) 

                                   – (120 sin 15°)(0.025)  

                                         – (120 cos 15°)(0.25) = 0 

                (Ex)(0.025 sin 15°) – (0)(0.025 cos 15°) 

                                   – (120 sin 15°)(0.025)  

                                         – (120 cos 15°)(0.25) = 0 

                 0.00647 Ex – 0.776 – 28.98 = 0 

                 Ex = 4599.14 N = 4.6 kN 
 

 من مخطط الجسم الحر للفك: 

  + ∑ MC = 0      

                 (4599.14)(0.07) – (FA)(0.025)  = 0 

                 FA = 12877.4 N  =  12.9 kN 
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 (: 91-5) مثال

(   N 10  قوة مقدارها )  سليطعند ت     

تسحب  فإنها  العصارة،  مقابض  على 

( الأملس  القوة  AB  القضيب  أوجد   .)      

(  F    من كل  على  المؤثرة  المشابك ( 

 (.  D ( و ) C الملساء عند )

 

 

 الحل:
 

 ( 19-5 )مث. شكل

 : المقبض 
 

 +  ∑ ME = 0         

                              (10)(0.05) – (FAB)(0.025) = 0      

                              FAB = 20 N 

 

 

 

 

 : ملسالمشبك الأ

 + ∑ MB = 0              

                         (NC)(0.035) – (ND)(0.035) = 0          

                         NC = ND   …………  (1) 
 

+ → ∑ Fx = 0                

                         20 – NC – ND = 0 ……………  (2) 
 

 

 

 

 (: 2( في )1عوض المعادلة )
 

                           20 – ND – ND = 0 

                               20 = 2 ND 

                                   ND = 10 N                    NC = 10 N 
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 (: 20-5) مثال

مسحوب  ( G ) ( ومركز الكتلة عند  ton 1 ملف كتلته )    

ملفوفة   والعمودية  بكماشة  الأفقية  المركبات  أوجد  متماثلة. 

ا على  الكماشة  ارتباط  حافات  تسلطها  التي  للوحة           للقوة 

( DEIJH   )  النقطتين يؤثر  .   ( E )و  ( D )عند  الملف 

 .( L ) و  ( K)  بردود فعل عمودية فقط عند 
 

 

 الحل:
 

  : (aمن مخطط الجسم الحر )
 ( 20-5 )مث. شكل

 

(a) 
 : (bمن مخطط الجسم الحر )

 

 

(b) 

 

Wc = 1000   × 9.81 = 9810 N = 9.81 kN 
 

  +  ∑ ML = 0        (9.81)(x) – (FK)(2x) = 0  

                                  FK = 4.905 kN    
  

 

 

  +  ∑ MA = 0       

          (FBD cos 45°)(0.1) + (FBD sin 45°)(0.1)  

                                              – (4.905)(0.05) = 0                               

                    FBD = 1.73 kN  
   

+ → ∑ Fx = 0              Ax – 1.73 cos 45° = 0 

                                    Ax = 1.23 kN 

+ ↑ ∑ Fy = 0    

                     Ay – 4.905 – 1.73 sin 45° = 0 

                                Ay = 6.13 kN 

 : ( cمن مخطط الجسم الحر )

 

(c) 

  +  ∑ ME = 0       

      (6.13)(0.7 cos 45°) – (1.23)(0.7 sin 45°)  

                                 – (FCF cos 15°)(0.3) = 0 

     FCF = 8.36 kN  
 

+ → ∑ Fx = 0,   Ex – 1.23 – 8.36 cos 30° = 0 

                          Ex = 8.47 kN  
 

+ ↑ ∑ Fy = 0,      Ey + 8.36 sin 30° – 6.13 = 0 

                          Ey = 1.95 kN 
 

 : (Dعند النقطة )

  Dx = FBD cos 45° = 1.73 cos 45° = 1.22 kN  

  Dy = FBD sin 45° = 1.73 sin 45° = 1.22 kN 
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 (: 12-5) مثال

ها على  سليط( التي يجب ت  P  د مقدار القوة )أوج    

  (، 21-5  المبينة في الشكل )مث.  آلة التثبيتمقبض  

التثبيت   قوة  كانت  عندالإذا    (   A  )  النقطة  مطلوبة 

 .( N 400 )تساوي 
 

 

 

 الحل:

 
 

 ( 21-5 )مث. شكل

 
 

 

 

 

 

 

 + ∑ MD = 0          (Cx)(80) – (400)(250) = 0 

                                 Cx = 1250 N  
 

 
 

 

 
 

 

 المقبض: عند 

 + ∑ MC = 0          

         (FBE cos 30°)(80) – (FBE sin 30°)(40)  

                  – (P cos 30°)(300 cos 30° + 80) 

                          – (P sin 30°)(300 sin 30°) = 0 

         69.28 FBE – 20 FBE – 294.28 P – 75 P = 0 
 

         49.28 FBE – 369.28 P = 0  ….….  (1) 

 

+ → ∑ Fx = 0           

            1250 + P sin 30° – FBE sin 30° = 0 
 

            0.5 FBE – 0.5 P = 1250  …..……  (2)  

 

 (: 2من المعادلة )

    FBE = 2 ( 0.5 P + 1250 )  

    FBE =  P + 2500       
 (: 1المعادلة )بالتعويض في 

    49.28 ( P + 2500 ) – 369.28 P = 0 

    49.28 P + 123200 – 369.28 P = 0 

    123200 – 320 P = 0   

    P = 385 N   

 2885+ 2500 =  385=   BEF     

N                                  
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 ل: سائم

 
مسنم  ال  أضلاع  من  ضلعفي كل    ىالقو  أوجد (  5-1

، واذكر ما  (1- 5  المبين في الشكل )مس.

الأ كانت  حالة  ضلاع  إذا  أو   شد في 

 انضغاط. 
     الجواب: 

FCD = 901.4 Ib (C), FCB = 750 Ib (T), FAB = 750 Ib (T) 

FBD = 500 Ib (C), FAD = 450 Ib (T), FDE = 1352.7 (C) 

 

 
 

 ( 1-5 شكل )مس.

مسنم  ال  أضلاع  من  ضلعفي كل    ى القو  أوجد (  5-2 

، واذكر ما إذا (2- 5  المبين في الشكل )مس.

 أو انضغاط.  شد في حالة ضلاع كانت الأ
     الجواب:

FAB = 3 kN (C), FAD = 5 kN (T), FBD = 6 kN (T) 

FBC = 3 kN (C), FCD = 14.14 kN (C). 

 

 
 

 ( 2-5 شكل )مس.
 

 
 

 

مسنم  ال  أضلاع  من  ضلعفي كل    ىالقو  أوجد (  5-3

، واذكر ما  (3- 5 كل )مس.ــالمبين في الش

الأ كانت  حالة  لاع  ــــــضإذا  أو    شد في 

    انضغاط.
 

   الجواب:
FAB = 60 Ib (C),   FAC = 70 Ib (C), 

FCD = 40 Ib (T),   FBD = 50 Ib (T), 

FCB = 56.57 Ib (C) 
 

 
 ( 3-5 شكل )مس.

مسنم  ال  أضلاع  من  ضلعفي كل    ى القو  أوجد   (5-4 

)مس. الشكل  في  ما  (4- 5  المبين  واذكر   ،

 أو انضغاط.  شد في حالة  ضلاع  إذا كانت الأ
 

   الجواب:
FAB = 1428.28 N  (T), FAC = 505.05 N  (T),  

            FBC = 357.07 N  (C)   
 

 
 

 ( 4-5 شكل )مس.
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 أضــــلاعمن    ضلعفي كل    ىالقو  أوجد (  5-5

)مس.ــمسال الشكل  في  المبين  ،  (5-5  نم 

  شد في حالة  ضلاع  واذكر ما إذا كانت الأ

 أو انضغاط. 
     الجواب: 

FCD = 2.6 kN  (C), FAC = 1.5 kN  (C) 

FAD = 4.33 kN  (T), FBD = 6.467 kN  (C) 

 

 
 

 ( 5-5 شكل )مس.

مسنم ال أضلاع  من ضلعفي كل   ىالقو  أوجد ( 5-6 

، واذكر ما إذا كانت (6- 5  كل )مس.ـالمبين في الش

 أو انضغاط. شد في حالة ضلاع الأ
     الجواب:

FAC = 666.67 N  (C),  FAB = 533.33 N  (T), 

FBC = 600 N  (C),  FBD = 533.33 N  (T), 

FDC = 500 N  (T), FCE = 1166.67 kN  (C) 

 

 
 

 ( 6-5 شكل )مس.

 
 

 

كل    ىالقو   أوجد (  5-7   أضلاع   من  ضلعفي 

)مس.ال الشكل  في  المبين  ،  ( 7-5  مسنم 

  شد في حالة  ضلاع  واذكر ما إذا كانت الأ

   أو انضغاط.
   الجواب:

FAC = 6 kip (T), FCB = 6.7 kip (C), FBD = 3 kip (C), 

FCD =6 kip (T), FCE =3 kip (T), FED =4.24 kip (C), 

FFD = 0,  FEF = 3 kip (T), FGF = 0, FED = 0 

 

 
 

 ( 7-5 شكل )مس.

مسنم ال أضلاع  من ضلعفي كل   ىالقو  أوجد  (5-8 

، واذكر ما إذا (8-5  المبين في الشكل )مس.

 أو انضغاط.  شد في حالة ضلاع كانت الأ
   الجواب:

FAB= 3.46 kN  (C), FAC= 2.83 kN (T), FBD= 3.46 kN (T) 

FBC = 2 kN  (C), FCD = 0, FCE = 2 kN  (C) 

FFD = 3.46 kN  (C), FED = 2 kN  (C), FEF = 2.83 kN  (C) 
 

 

 
 

 ( 8-5 شكل )مس.
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مسنم  ال  أضلاع  من  ضلعفي كل    ى القو  أوجد (  5-9

إذا  ، واذكر ما  (9-5  المبين في الشكل )مس.

 أو انضغاط.  شد في حالة ضلاع كانت الأ
     الجواب: 

FAD= 1041.68 Ib (C), FAB = 472.5 Ib (T), 

FCD = 291.67 Ib (C)   FCB = 472.5 Ib (T), 

FBD = 800 Ib (T), 

 

 
 

 ( 9-5 شكل )مس.

أ(  5-10  ال  ضلاعحدد  في  الصفرية  مسنم  القوة 

 . (10-5 المبين في الشكل )مس.

 

 
 

 (10-5 شكل )مس.
 

 
 

مسنم  من ال  ( BD )  ضلعالفي    ىالقو  أوجد (  5-11

الشكل )مس. ، واذكر ما  (11- 5  المبين في 

 أو انضغاط.  شد في حالة ضلع ال هذا إذا كان
   الجواب:

FBD = 350 N  (C) 

 

 
 

 (11-5 شكل )مس.

 

            ( DB لاع )ــــــــالأضالقوة في    أوجد   (5-12 

ال  ( BH و) كل  ــــنم المبين في الشــمسمن 

ضلاع ، واذكر ما إذا كانت الأ(12- 5 )مس.

انضغاط.  شد في حالة   الأضلاع    أو  ثم حدد 

 . ذات القوى الصفرية
   الجواب:

FDB = 3.75 kN  (C), FBH = 6.5kN  (T) 
 

 

 
 

 (12-5 )مس.شكل 
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)في    ىالقو   أوجد (  5-13 (،           CD الأضلاع 

( CF ( و   ) EF )   ال في  من  المبين  مسنم 

)مس. كانت  (13-5  الشكل  إذا  ما  واذكر   ،

 أو انضغاط. شد في حالة ضلاع الأ
     الجواب: 

FCD = 4 kN  (T), FCF = 2 kN  (C), FEF = 4.47 kN  (C) 
 

 
 

 (13-5 شكل )مس.

)في    ىالقو  أوجد (  5-14               (،  LK الأضلاع 

( LC ( و ) BC )  مسنم المبين في الشكل  من ال

الأ(14-5  )مس. كانت  إذا  ما  واذكر  ضلاع ، 

 أو انضغاط.  شد في حالة 
     الجواب:

FLK= 63.65 kN  (C), FLC= 10.6 kN  (C), 
FBC= 37.5 kN (T) 

 

 

 
 

 (14-5 شكل )مس.
 

 
 

 

يحمل(  5-15 (   kg 300 )  صندوقال  هيكل 

(.  15-5  مس.بالطريقة الموضحة في الشكل )

المــــــأوج الأفقية والركبد  لجميع عمود ات  ية 

كل   على  المؤثرة  أوزان ضلعالقوى  إهمل   .

 . ضلاعالأ
   الجواب:

Ax= 1.96 kN,  Ay= 2.943 kN,  Bx= 1.16 kN 

By= 3.93 kN, CX= 1.78 kN,  Cy= 6.87 kN 

Dx = 1.96 kN,  Ex= 1.78 kN, Ey= 6.87 kN 

 

 
 

 (15-5 شكل )مس.

 

ية للقوة عند  عمود ت الأفقية والركباالم  أوجد   (5-16 

(  B  ي التي  السلط(  على    BEF  )  ضلعها   )

 . ( BCD ) ضلعال

  الجواب:.
Dy= 1635 N,  Fx= 0,  Fy= 654 N, Cx= 635.75 N, 

Cy= 1962 N,  Bx= 245.25 N,  By= 327 N, 

Ex= 245.25 N,  Ey= 981 N 
 

 

 
 

 (16-5 شكل )مس.
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الموض(  5-17 الآلية  الشكل   حةــــــــــفي           في 

د الوزن المطلوب ـــــــــــأوج.  (17-5  مس.)

وــــــللأس المعلقة  على    محصلةطوانة  القوة 

د في السلسلة  ــــــ(، إذا كان الش A )  مفصلال

الملتفة حول الترس الذي يدور بحرية يجب أن  

 (.  Ib 400يكون )
     الجواب: 

W = 717.26 Ib ,  FA = 585.6 Ib 

 
 

 (17-5 شكل )مس.

الش(  5-18  في  الموضح  المقلم   كل ـــيضاعف 

ال   (18- 5  مس.) بآلية  الشفرة  ب.  يركتقوة قطع 

  سليط (، إذا تم ت  G  د قوة القطع المتولدة عند )أوج

على المقابض. افترض (   N 25 مقدارها )  قوة

 .( أملس G  أن سطح التلامس عند )

    الجواب:.
= 192.1 NGN 

 

 
 

 (18-5 شكل )مس.
 

 
 

الأنابيب  (  5-19 قاطع  تثبيت  في  يتم  الموضح 

)  ( 19- 5  مس.)  الشكل الأنبوب  (    P  حول 

(      (   B  ( و )  A  بواسطة ثلاث عجلات قطع 

(، ويكون نصف قطر الأنبوب الخارجي    C  و )

( 12 mm  وعجلات القطع الثلاثة لكل منها )

    (. إذا كانت العجلة عند  mm 8 نصف قطر ) 

( C   ) موقوة ع  تسلط( 100 دية مقدارها N   )

   ية للعجلات عمود الأنبوب، أوجد القوى العلى  

( A ( و ) B )  .على الأنبوب 
   الجواب:

  = 62.5 N, Ax = 37.5 N, Ay = 50 NB = N AN 

 (19-5 شكل )مس. 

 

( بشكل  N 120 قوة مقدارها )  سليط إذا تم ت  (5-20 

 في الشكل  ةالموضح  عمودي على مقبض الآلية

تحقيق  ( ل  F  أوجد مقدار القوة )،  (20-5  مس.)

 لياً عند ـــــمرتبطة مفص  لاعــــــالأضلتوازن.  ا

( A  )، ( B  )، ( C ) ( و D ) . 
 

   الجواب:
                                                         F = 183.8 N  

 
 

 (20-5 شكل )مس.
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. تكون القوة  (21-5  المبينة في الشكل )مس.  النفط  خراجاستالمستخدمة في عمليات  وحدة الضخ    في  (5-21

اً، ما  ( أفقي  ABC  )  عمود الحركةكون  يعندما    ( kN 5 المؤثرة في خط الأسلاك عند رأس البئر )

)  مقدار الدوران  الحمل  M  عزم  هذا  على  للتغلب  المحرك  يبذله  أن  يجب  الذي  أن  ؟(  رأس    علماً 

(   ABC ) عمود الحركةن  وأ ،( AG )النقطة  ( وله مركز ثقل عند   kN 1.2)يزن  (  A)الحصان 

 النقطةعند    ثقلهومركز    (  kN 4)، ويبلغ وزن الثقل الموازن  ( BG )  ثقلهومركز    (  kN 2.6)يزن  

( WG )،    نقل الحركة  أنبوب(  CD   متصل بنهاي ) وله   مع عمود الحركة والمحور القلاب للمحرك  تيه

 . مهملوزن 
 

 kN.cm 72.317=  M   الجواب:
 

 
 

 (21-5 شكل )مس.
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 س د ا سالفصل ال 

 تكاك ــــ ـح الا 

FRICTION 
 

رد فعل أحد  أي أن    اء،ملس  الأجسام المتلامسةفي الفصول السابقة، تم افتراض أسطح التلامس بين       

سطح التلامس    الجسمين على الآخر يكون عمودياً على سطح التلامس. ولكن في الحياة العملية لا يكون

رد الفعل لا يكون عمودياً على سطح التلامس. وعند تحليل رد فعل القوة الى    يؤدي ذلك الى أنأملس و

  لمماسية ة مع سطح التلامس، فان المركبة ايوالثانية مماس  سطح التلامس  على  مركبتين احداهما عمودية

ً هذه القوة   وعادةً يكون تأثيرتدعى قوة الاحتكاك،     . الحركةتجاه لا معاكسا

 

 : (  of Friction Definition)  تعريف الاحتكاك

يحدث عندما تتلامس سطحين مع بعضهما البعض ويتحركان أحدهما أو  الاحتكاك هو التفاعل الذي       

بعضهما.    علىالاحتكاك هو القوة التي تقاوم حركة سطحين متصلين ينزلقان  وقوة    كلاهما بالنسبة للآخر.

تأثير يكون  القوة    وعادةً  ً هذه  خشنين  وغالباً    الحركة.تجاه  لا  معاكسا سطحين  بين  الاحتكاك  قوى  توجد 

 تعمل هذه القوى على الجسم لتعارض حركته أو ميله للحركة.و  بينهما  ين مع وجود حركة نسبيةتلامسم

 
 الاحتكاك  (1-6شكل )

 

 : ( The importance of friction and its uses) واستخداماته   أهمية الاحتكاك

الاحتكاك ظاهرة        اليومية ويعُتبر  الحياة  في  الصناعات. وهناك في  طبيعية وشائعة تحدث  العديد من 

 :العديد من الاستخدامات المختلفة للتحكم والاستفادة من الاحتكاك، ومن بينها 

توليد الحرارة: يمُكن استخدام الاحتكاك لتوليد الحرارة، وهذا ما يحدث عندما تفُرك يديك معًا بسرعة   -1

الحرارة في عمليات مثل   يمُكن استغلال هذه  يتحرك جسم بشكل سريع على سطح آخر.  أو عندما 

 .تسخين الأطعمة أو تشغيل الآلات الحرارية

 (  Clutches ( والفواصل ) Brakes الكوابح )السيطرة على الحركة: يسُتخدم الاحتكاك في أنظمة   -2

 . للمركبات والقطارات والعديد من المعدات للسيطرة على الحركة وإيقاف الجسم بأمان

كهربائية   -3 يوُلد شحنات  أن  بين سطحين  والاحتكاك  للانزلاق  يمُكن  الساكنة:  الكهرباء  من  الاستفادة 

 .ساكنة، ويتم استخدام هذه الظاهرة في أجهزة قياس الكهرباء الساكنة والطابعات الكهروستاتيكية

لتحويل الحركة بين السطحين، مثل  الحركة الديناميكية والحركة السطحية: يمكن استخدام الاحتكاك   -4

يسُتخدم الاحتكاك في  ، كذلك  استخدام الأحذية على الأرض للمشي واستخدام إطارات السيارات للقيادة

( وغيرها من تطبيقات الحياة  Wedges ( والأوتاد أو الأسفينات ) Belt drives أحزمة التسيير )

 اللأجهزة أن تؤدي وظائفها. العملية، اذ أنه بدون الاحتكاك لا يمكن لهذه 
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تقليل الانزلاق: يمكن أن يسُتخدم الاحتكاك لزيادة الثبات والحد من الانزلاق، وهذا يتم بواسطة الأحذية  -5

 .الرياضية أو الإطارات المصممة خصيصًا للطرق الوعرة

التصنيع والإنتاج: يسُتخدم الاحتكاك في عمليات التصنيع مثل القطع والطحن واللحام والتشكيل لتحقيق  -6

 التغيرات المطلوبة في الشكل والحجم. 

 

 : (  Disadvantages of friction ) مساوئ الاحتكاك 

يمكن أن يؤدي الاحتكاك إلى تآكل الأسطح، وقد تؤدي هذه الظاهرة إلى تلف المواد والآلات. ومع ذلك،      

 .مواد أقل عرضة للتآكليمكن التحكم فيها والتقليل منها باستخدام تزييت أو استخدام 

 

 : (  Friction coefficient)  معامل الاحتكاك

قوة        قيمة  وان  الاحتكاك،  بمجال  يدعى  بالانزلاق  الشروع  أو  الانزلاق  بداية  نقطة  لغاية  المجال  ان 

بين الصفر والقيمة العضمى   ةالاحتكاك يمكن احتسابها بواسطة معادلات التوازن حيث تنحصر هذه القو

( لسطحين متلامسين تتناسب طردياً   Static friction لها. ونلاحظ أن القيمة العضمى للاحتكاك السكوني )

 (.   N مع القوة العمودية )

N  sF 

1)-N   ………………..  (6s=  sF 

 

       ( أن  القيمة    sحيث  المعادلة تصف  السكوني، وهذه  التناسب ويعرف بمعامل الاحتكاك  ثابت  ( هو 

 العظمى للاحتكاك السكوني، وعليه فان المعادلة تنطبق عند لحظة الشروع بالحركة وليس قبلها أو بعدها. 

والقوة        الحركي،  بالاحتكاك  مايسمى  الحركة  حالة  يصاحب  الانزلاق،  حصول  هذا بعد  من  الناتجة 

الاحتكاك تسمى قوة الاحتكاك الحركي وتكون عادةً أقل من قوة الاحتكاك السكوني باعتبار أن قوة الاحتكاك 

العضم  القوة  تمثل  )للاحتكاك.    ىالسكوني  الحركي  الاحتكاك  قيمة  أن  (   Kinetic friction ونلاحظ 

 (.   N لسطحين متلامسين أيضاً تتناسب طردياً مع القوة العمودية )
 

N  kF 

2)-N   ………………..  (6k=  kF 
 

       ( أن  قيمة   kحيث  تصف  المعادلة  وهذه  الحركي،  الاحتكاك  بمعامل  ويعرف  التناسب  ثابت  هو   )

 .أي بعد لحضة الشروع بالحركةالاحتكاك خلال الحركة 

 

 

 : (  Types of Friction)   أنواع الاحتكاك

 ) الشروعي (:  ينولاحتكاك السكا

Static friction 
 

)  الاحتكاك      الاحتكاك (  الشروعي    السكوني  هو 

بداية الحركة حيث يحاول منع الجسم من   الناتج عند 

و القيمة    الشروعيقوة الاحتكاك  تقترب  الحركة،  من 

( هي معامل   s  )أن  (، حيث    Ns=  sF  القصوى )

 .  شروعيالاحتكاك ال

 
 

 الاحتكاك السكوني  (2-6شكل )
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 :) الانزلاقي ( الاحتكاك الحركي

Kinetic friction 
 

)  الاحتكاك       الاحتكاك  (    الانزلاقي  ألحركي  هو 

بقى  في حالة حدوث الانزلاق، تو  الناتج أثناء الحركة

ثابتة الاحتكاك  الحركة  قوة  فترة                 وتساوي   أثناء 

( Nk=  kF   .) 

ويكون دائماً    الانزلاقي( هو معامل الاحتكاك    k  هنا )

 .أقل من معامل الاحتكاك الشروعي

 

 

 
 الاحتكاك الحركي  (3-6شكل )

 

 
 القوى التي تؤثر على الجسم أثناء حركته على سطح ملامس له (4-6شكل )

 

 
العلاقة بين القوة المسببة لحركة الجسم وقوة الاحتكاك  (5-6شكل )

 المقاومة لحركته

 

 

 
 

قوى الاحتكاك المقاومة للحركة بين  (6-6شكل )

 سطحين خشنين 
 

 . لة الاحتكاكسأحل ملرسم مخطط الجسم الحر من الضروري 
 

 
 مخطط الجسم الحر  (7-6شكل )
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   :(  Characteristics of Friction)   خصائص الاحتكاك 

لحركة أو ا  لاتجاه  معاكسلامسة في اتجاه  تلأسطح الما  الناتجة بين  قوة الاحتكاكأثناء الحركة تكون   -1

ة للسطحين  مماس  لسطح الآخر ) أي تكون قوة مقاومة للحركة ( وتكونالميل للحركة لسطح ما بالنسبة ل

 المتلامسين. 

( لأسطح      sF)   الحد الأقصى لقوة الاحتكاك الساكن تكون القوة العمودية للحصول على    يجب أن لا -2

 .سحق الأسطح الملامسة للأجسام بشدةت تشوه أو أنها درجة ل ة جداً كبير ولاالتلامس منخفضة جداً 

ال -3 تكون  عام  للاقوة  بشكل  سطحين    السكونيحتكاك  القصوى  لأي  الحركي  الاحتكاك  قوة  من  أكبر 

بين الجسمين المتلامسين  سرعة    ت . ومع ذلك، إذا كانمتلامسين قوة    صبحت  ،منخفضة جداًالحركة 

 (. k  sأي ) ، (  sF)  قوة الاحتكاك السكونيتقريباً لة مساوي  ( kF)  الآحتكاك الحركي

عندما يكون الانزلاق    دية،مومع القوة الع  تلامسينمالسكوني بين السطحين الحتكاك  لاقوة ا  تتناسب  -4

 (.  Ns=  sF) سطح التلامس على وشك الحدوث، أعلى 

عند حدوث الانزلاق على    دية،مومع القوة الع  الحركي بين السطحين المتلامسينحتكاك  لاقوة ا  تتناسب  -5

 (.  Nk=  kF) سطح التلامس، 

 

 

 

 : ( Friction angle)   زاوية الاحتكاك

      القوة العمودية و(   R المحصلة )  ( بين )    تجاهالا  (8- 6)يبين الشكل       

( N .وهي قوة رد فعل الأرض للجسم ) 

 

          tan  = 
F

N
  ………………..  (6-3)  

 
 زاوية الاحتكاك  (8-6شكل )

 من القانون الرياضي للاحتكاك: 

( Fs = sN )  or  ( Fk = kN )  or  ( F = N )     = 
F

N
   …………..  (6-4) 

  = tan           s = tan s         k = tan k   ………………..  (6-5) 

 حيث تمثل: 

 (  .زاوية الاحتكاك :) 

 (s زاوية الاحتكاك :) .الشروعي 

 (k .زاوية الاحتكاك الانزلاقي :) 
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 : (  Friction laws)   قوانين الاحتكاك

 العمودية. قوة الاحتكاك تتناسب طردياً مع القوة  -1

 سطح المتلامسة. تعتمد قوة الاحتكاك على مساحة الأ لا -2

 الحد الأقصى لقوة الاحتكاك السكوني يفوق قوة الاحتكاك الحركي. -3

 سطح المتلامسة. لا تعتمد قوة الاحتكاك الحركي على الحركة النسبية بين الأ -4

نوعاً ما يزداد معامل الاحتكاك السكوني في حالة الضغوط الواطئة جداً وفي حالة الضغوط العالية   -5

 سبب تشوهات في الأجسام المتلامسة.يزداد الى الحد الذي يجداً 

الأ -6 بين  الواطئة  النسبية  السرع  يزداد عند  الحركي  الاحتكاك  معامل  أن  نلاحظ  المتلامسة  سطح 

 ويتساوى ظاهرياً مع معامل الاحتكاك السكوني. 

 عند السرع العالية جداً يقل معامل الاحتكاك الحركي بشكل ملحوظ. -7

   .لا تؤثر التغيرات الاعتيادية في درجات الحرارة على معامل الاحتكاك -8

 

 

 

 
لامسةت( القيم النموذجية لمعامل الاحتكاك لبعض الأسطح الم1-6جدول )  

 معامل الاحتكاك الحركي 

( k ) 

الاحتكاك السكوني معامل   

( s ) 
 أسطح التلامس 

 (  جاف ) فولاذ على  فولاذ  0.6 0.4

 ( تزييت  ) فولاذ على  فولاذ  0.1 0.05

 تفلون عى فولاذ  0.04 0.04

 خشب على خشب  0.5 0.2

 خشب على معدن  0.6 0.2

 حديد صب على حديد صب  0.4 0.3

 ( جاف ) فولاذ على  براص  0.5 0.4

 خرسانة مطاط عل  0.8 0.6

 حبل على بكرة حديد ) جاف ( 0.2 0.15

 معدن على حجر  0.5 0.2

 معدن على جليد   0.02

 مطاط عى جليد  0.2 0.05
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 (: 1-6) مثال

     ( المائل  لزاوية ميلان السطح  قيمة  أعلى  المستوي     أوجد  ( مع 

علماً أن معامل بالانزلاق  (   m )  كتلتهي  ذال   بلوكبدأ اليالأفقي قبل أن  

   (.   الاحتكاك بين الكتلة والسطح المائل  هي )

 
 

 ( 1-6 شكل )مث.

 الحل:
 (: y( و )xلتحقيق التوازن باتجاه المحاور )                                         

 

 

∑ Fx = 0           mg sin  – F = 0         F = mg sin  ….. (1) 
 

∑ Fy = 0         – mg cos  + N = 0      N = mg cos  …. (2) 
 

 (:2( على المعادلة )1بقسمة المعادلة )

                  
F

N
  = 

mg sin 

mg cos 
  = tan 

فيكون عند  ( ،   N s=  maxF = F نظرًا لأن الحد الأقصى للزاوية يحدث عند ) 

 لحركة الوشيكة:ا

          s = tan max            or           max = tan–1s    
 

 

 (: 2-6) مثال

       تبلغ(  2-6  مث.كتلة الصندوق الموضح في الشكل )     

( 30 kg إذا تم ت .)ال  سليط( قوة  P = 100 N   على )

 حالة حركة الصندوق.   بينالصندوق، 

 (.  s 0.3 = هو ) ونيمعامل الاحتكاك السك
 

 ( 2-6 شكل )مث.

 الحل:

                         W = m g = 30 ×  9.81 = 294.3 N 
 

 

+ → ∑ Fx = 0           100 cos 30° – F = 0       

                                 F = 86.6 N 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0             – 100 sin 30° + NC  

                                                   – 294.3 = 0  

                                 NC = 344.3 N  

 

            Fmax = s NC = 0.3 (344.3) = 103.29 

N 

 .(، لن ينزلق الصندوق F = 86.6 N    103.29 N نظرًا لأن )
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 (: 3- 6) مثال 

البلوك       كتلة  كانت  )مثاذا  الشكل  في  مقدارها          (3-6  .الموضح 

( 100 kg )،  البلوك    د مقدار واتجاه قوة الاحتكاك المؤثرة علىأوج

 :في حالة
 

 (.  P = 500 N ) -أ

 (.  P = 100 N)  -ب

 
 ( 3-6 .ثشكل )م

عندما القوى  سليط  (. تم ت 0.17 (، ومعامل الاحتكاك الحركي ) 0.2 )  وني هومعامل الاحتكاك السك     

 .بدايةً  اً ساكن بلوكال كان
 

 الحل:

 

+ → ∑ Fx = 0,      P cos 20° + F – 981 sin 20° = 0       

+ ↑ ∑ Fy = 0,        N – P sin 20° – 981 cos 20° = 0  
 

 (:   P = 500 N)  :الحالة الأولى
 

F = – 134.3 N = 134.3 N   

                N = 1093 N 

Fmax = sN                   Fmax = 0.2 × 1093 = 219 N 
 

 : الجوابفيكون أن افتراض التوازن صحيحًا.  وهذا يعني،  (F) المطلوبة للتوازن القوةأكبر من  (P) القوةنلاحظ أن 

 

F = 134.3 N 
 الى الأسفل                                                                

 

 (:   P = 100 N) :الحالة الثانية
 بالتعويض في معادلتي التوازن:                 

                 F = 242 N                 N = 956 N 
 لكن أقصى قوة احتكاك ساكن ممكنة هي:                

Fmax = sN                    Fmax = 0.2(956) = 191.2 N 

 
التوازن، ونحصل على القيمة   تحقق. لذلك، لا يمكن أن ي(F)  المطلوبة للتوازن  القوةمن    صغر أ  (P)  القوةنلاحظ أن      

 فإن الجواب هو: بذلك الصحيحة لقوة الاحتكاك باستخدام معامل الاحتكاك الحركي المصاحب للحركة أسفل المستوى. و

 

N                        F = 0.17(956) = 162.5 Nk=  kF                                          

 الى الأعلى                              
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 (: 4-6) مثال

    ( يرتكز على الجدار الأملس عند kg 12 كتلته )  منتظم  سلم      

(  B  ( ويستند الطرف ،)  A    المستوى الأفقي الخشن ( على 

د  أوج(.    s 0.3 =  فيه )  كونيالذي يكون معامل الاحتكاك الس

( إذا كان    B  ي عند )عمودالفعل ال( ورد      زاوية ميل السلم )

 السلم على وشك الانزلاق. 

 

 

 الحل:
 

 ( 4-6 شكل )مث.

 

 

           W = m g = 12   × 9.81 = 117.72 N 
 

              FA = sNA = 0.3NA  
 

+ ↑ ∑ Fy = 0              NA – 117.72 = 0  

                                  NA = 117.72 N  
 

              FA = 0.3  ×117.72 = 35.316 N  
 

+ → ∑ Fx = 0           35.316 – NB = 0       

                                 NB = 35.316 N 

+ ∑ MB = 0  

           (35.316)(5 sin ) – (117.72) (5 cos ) + (117.72) (2.5 cos ) = 0 

           176.58 sin  – 588.6 cos  + 294.3 cos  = 0 

           176.58 sin  – 294.3 cos  = 0                               cos 

           176.58 tan  – 294.3 = 0 

           176.58 tan  = 294.3  

tan  = 1.667 

  = 59°   
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 (: 5-6) مثال

الأدنى  أوج      الحد  السلد  الاحتكاك  حذاء   كونيمعامل  بين 

و تحريك سطح  الرجل  من  الرجل  يتمكن  حتى  الأرض 

أن إذا    ،الصندوق الاحتكاك    علمت  بين   السكونيمعامل 

كتلة الصندوق  و (، s  0.3 =الأرض هو )سطح الصندوق و

( 120 kg ( وكتلة الرجل ،) 75 kg  .) 

 

 الحل:

 
 ( 5-6 شكل )مث.

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Wc = 120 × 9.81 = 1177.2 N 

Wm = 75 × 9.81 = 735.75 N 

 

 : صندوقلل

                        FC = s NC = 0.3 NC  
 

+ ↑ ∑ Fy = 0            NC + P sin 30° – 1177.2 = 0 

                                NC + 0.5 P – 1177.2 = 0   ……….   (1)  

 

+ → ∑ Fx = 0         FC – P cos 30° = 0     

                               0.3 NC – 0.866 P = 0    …...........….  (2)    
                                  

 :(2من المعادلة )

                     NC = 2.887 P 
 (: 1بالتعويض في المعادلة )

                                    2.887 P + 0.5 P – 1177.2 = 0  

                               3.387 P = 1177.2          P = 347.56 N 

                               NC = 2.887 × 347.56 = 1003.4 N 
 

 للرجل: 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0           Nm – 347.56 sin 30° – 735.75 = 0    

                               Nm = 909.53 N 
 

+ → ∑ Fx = 0         347.56 cos 30° – Fm = 0       

                               Fm = 301 N 

 الأدنى المطلوب بين حذاء الرجل والأرض يتم الحصول عليه من خلال:  كونيلاحتكاك السا وبالتالي، فإن معامل

                               s  =  
Fm

Nm
  =  

301

909.53
  = 0.3 
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 (: 6-6) مثال

(  6-6  مث.في الشكل )  ةيقع مركز ثقل السيارة الموضح     

جانبي  (. إذا كانت السيارة تتحرك على طريق    G  عند النقطة )

الس الاحتكاك  معامل  وكان  ثابتة،  كتف   كونيبسرعة  بين 

يمكن أن    ميلاند أكبر  أوج(،    s 0.4 =  الطريق والإطارات )

إذا    انزلاق أو انقلاب السيارةيكون للكتف دون التسبب في  

 كانت تتحرك على طول الكتف بسرعة ثابتة. 

 
 

 الحل:
 

 ( 6-6 شكل )مث.

 
 

 
 

 انقلاب: 

  +  ∑ MA = 0          

               – (W cos )(2.5) + (W sin )(2.5) = 0 

                (W cos )(2.5) = (W sin )(2.5) 

                 tan  = 1                 = 45°   
 

 انزلاق:

+ ∑ Fx = 0              

                     0.4 N – W sin  = 0    …….  (1) 

+ ∑ Fy = 0              

                     N – W cos  = 0     ........….  (2) 

  (بالقسمة) -----------------------                   

                     0.4 – tan  = 0 

                         tan  = 0.4             = 21.8°  
 

 

 السيارة تنزلق قبل أن تنقلب.                 
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 (: 7-6) مثال

 ــلكتلايم  ـــدى قــحدد م      ة ـــدأ الكتلـــ( بحيث لا تب om  ة )ـ

(100 kg7-6  .( الموضحة في الشكل )مث  )لأعلى   ةالحركب

المستو  يالمستو أسفل  إلى  الانزلاق  الاحتكاك ىأو  معامل   .

 (.  0.3 لامسة هو )تللأسطح الم كونيالس

 
 ( 7-6 شكل )مث.

 

 

 
 

 

 

 

 

لى  امن خلال متطلبات الحركة الوشيكة   ) om  (سيتم إعطاء القيمة القصوى لـ

 .الأعلى
 

            W = m g = 100 × 9.81 = 981 N 
 

+ ↑ ∑ Fy = 0        N – 981 cos 20° = 0 

                            N = 922 N 
 

Fmax =  s N         Fmax = 0.3 × 922 = 277 N 
 

+ → ∑ Fx = 0          

                            mo × 9.81 – 227 – 981 sin 20° = 0 

                                mo = 57.3 kg 
 

 .لأسفلل عندما تكون الحركة وشيكة  ) om  (يتم تحديد الحد الأدنى لقيمة

+ → ∑ Fx = 0          

                           mo × 9.81 + 227 – 981 sin 20° = 0 

                                mo = 11.06 kg 

 
 (. kg  3.57 - kg 6.011محصورة بين ) ) om  (وبالتالي تكون قيمة                                     
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 (: 8-6) مثال

المبينة في    التوقففرامل  منظومة  تتكون       

ً   متصلذراع  من    (8-6  الشكل )مث.  مفصليا

معامل    اذا علمت أن .( B ) احتكاك عندبكتلة  

ال والذراع    كونيــسالاحتكاك  العجلة  بين 

عزم دوران   تسليط، وتم  (  s 0.3 =  ) وــه

حدد ما إذا    ،قرصعلى ال(    Ib.ft 3)      قدره

كانت الفرامل قادرة على تثبيت العجلة عندما  

   :الذراععلى  مسلطةالتكون القوة 

 . (  F = 6 Ib)  (أ)

 (. F = 14 Ib )  ( ب)

 

 الحل :

 
 

 ( 8-6 شكل )مث.

 

 

 القرص: 

  +  ∑ Mo = 0       

                              3 – FB ( 0.5 ) = 0 

                              FB = 6 Ib 

                              FB =  s NB  

                                   NB = 
FB

s

  =  
6

0.3
  = 20 Ib 

 الذراع: 

  +  ∑ MA = 0        

       (20)(0.7) + (6)(0.17) – (FReq)(2.1) = 0 

      FReq. = 7.15 Ib 
 

(a)  F = 6 Ib  7.15 Ib            كلا 

(b)  F = 14 Ib  7.15 Ib         نعم 
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 (: 9-6) مثال

      ( هي 9- 6مث.  كتلة الجرار الموضح في الشكل )     

(  2.5 tons  ( عند  ثقله  ومركز   )  G   العجلات  .)

(، بينما تكون    B  )النقطة    عندقوة جر    تسلط  الخلفية

( حرة في التدحرج.    A  )النقطة  العجلات الأمامية عند  

الس الاحتكاك  معامل  كان  العجلات   كونيإذا  بين 

وبين الحاوية   ،(  s .0 =45  )( هو    B  )  والأرض عند 

(1 ton    )  والأرض هو(  0 =45. s  )،    حدد ما إذا

دون التسبب في انزلاق    الحاويةكان من الممكن سحب  

العجلات الأمامية    رفع  ( أو  B  عند )  الخلفية  العجلات

 (. A عن الأرض عند )

 

 الحل:

 
 

 ( 9-6 شكل )مث.

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

           Wt = 2500 × 9.81 = 24525 N 

                                              = 24.525 kN 

           Wc = 1000 × 9.81 = 9810 N 

                                              = 9.81 kN 

 

 للحاوية: 

+ ↑ ∑ Fx = 0           

              FN – 9.81 = 0          FN = 9.81 kN 

              Ff = s FN = 0.5 × 9.81 = 4.905 kN 
 

+ → ∑ Fx = 0         4.905 – P = 0 

                               P = 4.905 kN 
 

 للجرار: 

 انزلاق:

 + ∑ MA = 0         

        – (24.525)(1.2) – (4.905)(0.4)  

                                     + NB (1.95) = 0    

             NB = 16.1 kN    
 

+ → ∑ Fx = 0         P = FB = 0.45 NB 

                               = 0.45 × 16.1 = 7.25 kN 
 

 : قلابان

 + ∑ MB = 0            – (P)(0.4) + (24.525)(0.75) = 0              P = 46 kN            
 

Since    PRequired  = 4.905 kN    7.25 kN    46 kN            
 

 من الممكن سحب الحمولة بدون انزلاق أو انقلاب.
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 (: 10-6) مثال

    (، حدد مدى الكتلة10-6  مث.في الشكل )     

( m   التي ذو    كوني(  البلوك              الكتلة فيها 

( 50 kg   .في حالة توازن )  جميع الاحتكاك في

 . مهمل يكونالعجلات والبكرات 

 

 

 

 الحل:
 

 ( 10-6 شكل )مث.

 

 

 
 

 

            W1 = 50 × 9.81 = 490.5 N 

             T = 
W2

cos 15
 

∑ Fy = 0 

                      N – 490.5 cos 25 = 0               

                      N = 444.54 N 
 

                   F = s N = 0.4   ×444.54 = 177.82 N 
 

 ∑ Fx = 0 

                   2 T – Fmax – W1 sin 25 = 0  

                   2 ( 
W2

cos 15
 ) – 177.82 – 490.5 sin 25 = 0 

                   2.07 W2 – 177.82 – 207.29 = 0 

                   2.07 W2 = 385.11 N 

                   W2 = 186 N 

                   m2 = 
W2

g
 = 

186

9.81
  = 18.96 kg 

 

                   2 ( 
W2

cos 15
 ) + 177.82 – 490.5 sin 25 = 0 

                   2.07 W2 + 177.82 – 207.29 = 0 

                   2.07 W2 = 29.47 N  

                   W = 14.24 N 

                   m2 = 
W2

g
 = 

14.24

9.81
  = 1.45 kg 

 مدى الكتلة هو: 

(1.45 kg  -  18.96 kg ) 
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 (: 11-6) مثال

(  11-6  مث.الموضحة في الشكل )السيارة       

(. إذا   °15  )  رتفععلى الم  لصعودبدأت للتو في ا

( ولها دفع خلفي،   ton 1.2 كانت كتلة السيارة )

السأوج الاحتكاك  لمعامل  الأدنى  الحد  كوني د 

 (. B المطلوب عند )

 

 الحل:

 
 ( 11-6 شكل )مث.

 

 

     W = m g = 1200 ×   9.81 = 11772 N 
 

+ ∑ MB = 0          

       (NA cos 15)(2.5) + (NA sin 15)(0.3)  

                                  – (11772)(1.5) = 0 

        2.415 NA + 0.078 NA = 17658 

        NA = 7083 N  

 

∑ Fy = 0                   

             7083 cos 15 + NB – 11772 = 0 

             6841.65 + NB – 11772 = 0                     NB = 4930.35 N 
 

∑ Fx = 0                 

              FB – 7083 sin 15 = 0                             FB = 1833.22 N 
                       

FB = s NB             s = FB / NB = 1833.22 / 4930.35 = 0.37   

 

 

 (: 12-6) مثال

كل منها   (،12-6  براغي لربط الألواح المبينة في الشكل ) مث.ستخدم أربعة  ت     

لقوة ل  القيمة العضمى  دأوج(.  kN 5  )  اقدرهمد  ــــشقوة  تعرض ليدود بحيث  ـــــمش

( F   التي يمكن أن يدعمها ) علماُ انزلاق بين الألواح. أي لا يحدث  بحيثربط الهذا

 .( s .0 =45 )لوحين كل بين  كوني معامل الاحتكاك السأن 

 

 الحل:

 
 

  ( 12-6 شكل )مث.

 الشد المسلط على البراغي الأربع: 

T = N = 5 ×  4 = 20 kN  

f = s N = 0.45 × 20 = 9 kN 
 

∑ Fy = 0              f –  
F

2
  = 0          9 –  

F

2
  = 0             

                                                   F = 18 kN            
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 (: 13-6) مثال

بين قدميه    سكوني( ومعامل الاحتكاك ال kg 90 )رجل كتلته        

 لرفع صندوق كما   اتستخدم نظام بكري  ،(  s .0 =45  )  والأرض

الذي يمكن (    W  )  د الوزن الأقصىأوج  .(13- 6  مث.في الشكل ) 

 د عن  بكرة التوجيهتخدام  ـــــــــــاسب  أن يرفعه الرجل بسرعة ثابتة

( A   .)  

 
 ( 13-6 شكل )مث.

 الحل:

                        Wm = mm g = 90 × 9.81 = 882.9 N 
 

 

 

 (: Cالبكرة )

                     3T – W = 0      

                     T = 
W

3
  

 

 الرجل: 
 

∑ Fy = 0         N – 882.9 = 0     

                       N = 882.9 N   

∑ Fx = 0          F – 
W

3
 = 0    

                0.45 N – 
W

3
 = 0      

                0.45 (882.9) – 
W

3
 = 0  

                1324.35 – W = 0   

                W = 1192 N                                                                                      
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 (: 14-6) مثال

          الكتل  دىـــموازن، حدد  ـــلتحقيق الت     

( m لل )  المنتظم. إهمل الاحتكاك قضيب

 في جميع المحامل. 

 

  الحل:
 ( 14-6 شكل )مث.

 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

              Wblock = 50  × 9.81 = 490.5 N 
 

 القضيب: 
 

 + ∑ Mo = 0  

           ( Wbar ) ( 
L

2
 cos 30 ) – ( T sin 60 ) ( 

2L

3
 )  = 0  

           0.433 L Wbar – 0.577 L T = 0          

           0.433 Wbar – 0.577 T = 0              

           T = 0.75 Wbar    
 

 البلوك: 
 

∑ Fy = 0              N – 490.5 cos 30 = 0              

                          N = 424.79 N 

              Fmax = N = 424.79  × 0.35 = 148.67 N 
 

∑ Fx = 0     

              0.75 Wbar – 148.67 – 490.5 sin 30 = 0          

              Wbar = 525.23 N 

              mbar = 
W

g
 = 

525.23

9.81
 = 53.54 kg 

 

             0.75 Wbar + 148.67 – 490.5 sin 30 = 0           

             Wbar = 128.77 N 

             mbar = 
W

g
 = 

128.77

9.81
 = 13.13 kg 

 مدى الكتل هو:   

                      ( 13.13 kg  -  53.54 kg ) 
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 (: 15-6) مثال

ها  ب  لي ( التي يمكن أن يم   حدد الزاوية القصوى )     

مع الأفق قبل أن تبدأ  الكتلة    الزاوية  القابل لضبط  لذراعا

( m الس الاحتكاك  معامل  الانزلاق.  في  بين   كوني( 

 (. s  الكتلة والسطح المائل هو )

 

 

 

 الحل:
 

 ( 15-6 شكل )مث.

 

 

 

∑ Fx = 0           

    mg sin  – F = 0            F = mg sin   ….. (1) 
 

∑ Fy = 0         

     – mg cos + N = 0        N = mg cos   ….. (2) 
 

 (:2( على المعادلة )1المعادلة ) ةقسمب

                                           
F

N
  = tan 

 

 ( بالنسبة للحركة الوشيكة: N  s=  maxF = F)  نظرًا لأن الحد الأقصى للزاوية يحدث عند
 

                    s = tan max            or       max = tan–1s    
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 ل: سائم

 
( الموضح في   N 200 الوزن )الجسم ذو  (  6-1

( تحرك تحت تأثير قوة  1-6  مس.الشكل )

(، ما هو معامل   N 400 )  قيمتها  أفقية

 .الاحتكاك بين أسطح التلامس
     الجواب: 

µ = 0.66  
 

 
 

 ( 1-6 شكل )مس.

ت(  6-2  )  سليطتم  على   P = 375 N  القوة   )

( الذي   kg 100 الصندوق  ً ن  كا(  قبل   ثابتا

القوة. أوجد مقدار واتجاه قوة الاحتكاك    سليطت

( F التي ي )ها السطح الأفقي للصندوق. سلط 
 

     الجواب:
F = 490.5 N  ← 

F    P           لايوجد حركة 

 

 
 

 ( 2-6 شكل )مس.
 

 
 

الش(  6-3 في  الموضح  الصندوق  كل ــــكتلة 

)  (3-6  مس.) ومعاملات  kg 75 هي   ،)

 ركي هيــــــوالح  كونيـــــــــاك الســــالاحتك

(  3= 0. s  )    و (  0 =2. k  )   .على التوالي

 د قوة الاحتكاك بين الصندوق والأرض. أوج
 

   الجواب:
(Ff) max = 70.725 N 

Ff = 47.15 N. 

 

 
 ( 3-6 شكل )مس.

 

  فيها   كوني( التي    W  )  الوزن  حدود قيمأوجد    (6-4 

حالة   N 500 )  البلوك في  جميع توازن(   .

 .مهمل حتكاكاذات البكرات في النظام 

   الجواب:
( 15 N  -  156 N )    

 

 
 

 ( 4-6 شكل )مس.
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( التي تؤثر   B أوجد حدود قيم الكتلة للجسم )(  6-5

(   kg 100 ) ( الذي تبلغ كتلته A على الجسم )

منع حركته صعوداً وهبوطًا على السطح  تبحيث  

، مع العلم (5-6  )مس.  المائل الموضح بالشكل

أن قيمة معامل الاحتكاك بين أسطح التلامس هي  

( = 0.3 sµ .) 
     الجواب: 

( 24 kg - 76 kg ) 
 

 
 

 ( 5-6 شكل )مس.

الموضحان في    ( B ) و    ( A )الصندوقان  (  6-6 

مرن    (6- 6  مس.)الشكل   بحبل  مربوطان 

اء  ــيمر فوق بكرة ملس  تطالةــقابل للاسغير  

إذا ك  اكـــة الاحتكـــعديم  ) انت كتل ــــــ(. 

(   N 200 هي ) ( B )و    ( A )الصندوقين  

التوالي،   N 150 و) على  اه ـــــاتج  بين( 

 الحركة.

     الجواب:
 الحركة باتجاه الصندوق 

B 
 
 

 
 

 ( 6-6 شكل )مس.
 

 
 

(   Ib 100 )نتظمة  الم  ذو الكتلة  الصندوق(  6-7

معامل احتكاك  بعلى أرضية قرميدية  تقر  ـــيس

د أصغر مقدار  أوج.  (  µ = 0.25  )  كونيس

( اللازمة لتحريك الصندوق. إذا كان    P  للقوة )

ال يدف  رجلــــــــوزن  الصــــالذي   ندوق ـــــع 

( 140 Ib )،  كوني سالحتكاك  لاد معامل ا أوج 

 بين حذائه والأرض حتى لا ينزلق. 
     الجواب: 

P = 33.7 Ib,  s = 0.24 
 

 

 
 

 ( 7-6 شكل )مس.

  نتظم ( له وزن م ft 20 لم بطول )ـــــــس(  6-8 

( 100 Ib  عند أملس  جدار  على  ويستقر   )

( معامل   B النقطة  كان  إذا  الاحتكاك  (. 

، (  µ = 0.4  )( هو   A عند النقطة )  سكونيال

  حدد ما إذا كان السلم سينزلق.
 

     الجواب:
   السلم لن ينزلق

 

 
 

 ( 8-6 شكل )مس.
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التوازن(  6-9 في    لتحقيق  المبينة  المنظومة  في 

(   W  )  الوزن  قيم  ، حدد (9-6الشكل )مس.  

جميع   للقضيب  في  الاحتكاك  إهمل  المنتظم. 

 المحامل.
 

   الجواب:
( 31.5 Ib  -  128.5 Ib ) 

 

 

 

 

 ( 9-6 شكل )مس.

 

 6-10)  ( في  Ib 3000 السيارة  للتو  بدأت   )

(. إذا كانت السيارة   °15  )  رتفععلى م  صعود ال

خلفي،   بدفع  لمعامل أوجمزودة  الأدنى  الحد  د 

 (. B المطلوب عند ) كونيالاحتكاك الس
 

   الجواب:
= 0.356 s 
 

 
 (10-6 شكل )مس.

 

   

الموض  (6-11 الجرار  الشــــكتلة  في  كل ــــح 

( ومركز ثقله عند   tons 2.5  )  ( هي11-6.  سم)

(  G  العجلات الخلفية .)  النقطة   عند قوة جر    تسلط

(  B    بينما تكون العجلات الأمامية عند ،)  النقطة

(  A    حرة في التدحرج. إذا كان معامل الاحتكاك )

     ( هو   B  )  بين العجلات والأرض عند   كونيالس

(  = 0.45 s   حدد ما إذا كان من الممكن سحب ،)

( دون التسبب في انزلاق    P = 6 kN  حمولة ) 

)  الخلفية  العجلات  أو  B  عند  العجلات    رفع   ( 

 (.  A الأمامية عن الأرض عند )
 

   الجواب:
 من الممكن سحب الحمولة بدون انزلاق أو انقلاب.        

 

 
 

 (11-6 شكل )مس.

( ومعامل الاحتكاك  kg 90 )رجل كتلته    (6-12 

  ،(  s 0.5 =  )  بين قدميه والأرض   سكونيال

بكري نظام  كما  ات ستخدم  صندوق  في    لرفع 

 د الوزن الأقصى أوج .(12-6. سمكل )ــــالش

(  W    بسرعة الرجل  يرفعه  أن  يمكن  الذي   )

 . ثابتة

 
 الجواب: 

W = 1250 N 

 

 

 
 

 (12-6 شكل )مس.
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 بع ا سالفصل ال 

 مراكز الكتل والنقاط الوسطى 

CENTERS OF MASS AND CENTROIDS 

 
مراكز الكتل والنقاط الوسطى هي مفاهيم شائعة الاستخدام في الفيزياء والهندسة والرياضيات لوصف      

 .الموضع أو المركز المرجح لتوزيع الكتلة أو النقاط في الفضاءمتوسط 

 

 :مركز الكتلة

ويمكن  كتلة الجسم بأكمله. بالنسبة لنظام الجسيمات،    تركيزمركز كتلة الجسم هو النقطة التي يتم فيها       

   التي يتكون منها الجسم.جميع الجسيمات أو العناصر لالموضع متوسط  أيضاً بأنهمركز الكتلة تعريف 

 

 :النقطة الوسطى

النقطه الوسطى هو مفهوم يستخدم على وجه التحديد في الهندسة لوصف مركز شكل ثنائي الأبعاد أو       

موضع جميع النقاط التي يتكون ثلاثي الأبعاد بكثافة موحدة. بمعنى آخر، النقطه الوسطى هي متوسط    جسم

 . ) مركز طول أو مساحة أو حجم الجسم ( أو الجسم منها الشكل

 

تم تعليق الجسم    (.    m) متها  يقله كتلة  و  معينين  حجم وشكلبثلاثي الأبعاد  في تجربة عملية تم أخذ جسم       

سيكون الجسم في حالة توازن    (،   A)  ولتكن نقطةمن أي نقطة    (1-7)بسلك بالطريقة الموضحة في الشكل  

ونلاحظ أن قوة شد    (.  W  )  الجسمات  زيئ جل  الأرضية  قوى الجاذبية  محصلة  و قوة شد السلك  تحت تأثير  

تكون على خط تأثير واحد وباتجاهين متعاكسين.  ات الجسم زيئجل الأرضية قوى الجاذبية محصلة والسلك 

( و    B  من نقاط أخرى مثل )ثم يتم تعليق الجسم    .هذا يتمثل بخط وهمي  ىلو افترضنا أن خط تأثير القو

(C   )  الرمزرمز لها بيثير القوى تتقاطع بنقطة واحدة  نلاحظ خطوط تأ  ،وتكرار العملية  (G     ،)هذه    تسمى

 مركز ثقل الجسم.  النقطة

 

 
 

 إيجاد مركز ثقل الجسم بالتجربة( 1-7شكل )

 



170 

 

      ً الموازي لقوى    حول المحور  العزومق مبدأ ايطب بتتحديد موقع مركز الجاذبية لأي جسم  يتم    رياضيا

عزوم قوى الجاذبية  مجموع  ساوي  يحول أي محور    للجسم  ( W )الجاذبية    ى قو   عزم محصلةالجاذبية.  

هو وزن    لجزيئات اتج قوى الجاذبية المؤثرة على جميع ان  محور.الحول نفس  (    dW  )لجزيئات هذا الجسم  

على سبيل المثال، فإن   (  y)    حول المحور  العزوم. إذا طبقنا مبدأ  ( W = ∫dW )تكامل  الجسم ويعطى بال

الجسم هو   جزيئات لجميع    العزوم(، ومجموع هذه ا  x dW  )  وه  جزيءحول هذا المحور لوزن ال  لعزما

(  ∫ x dW )ى الجاذبية للجسم بشكل عام مع مجموع العزوم  قو   العزم الناتج من محصلة  ىساوت. يجب أن ي

 : وكما يلي . الناتجة من قوى الجاذبية لجزيئاته
 

x̅ W = ∫ x dW             y̅ W = ∫ y dW            z̅ W = ∫ z dW   ………  (7-1) 
 

   
ً ( 2-7شكل )  إيجاد مركز ثقل الجسم رياضيا

 

 ( على النحو التالي:  G ، يمكن التعبير عن إحداثيات مركز الجاذبية )من المعادلات السابقة
 

x̅ = 
∫x dW

W
               y̅ = 

∫y dW

W
                  z̅ = 

∫ z dW

W
     …….….. (7-2) 

 

كما    ت الخاصة بإحداثيات مركز الثقلمعادلا(، تصبح ال  dW = g dm  ( و )   W = mg  مع استبدال )      

 : يلي

x̅ = 
∫x dm

m
               y̅ = 

∫y dm

m
                  z̅ = 

∫ z dm

m
   …..…….  (7-3) 

 

 (: s erImportance of centالمراكز ) تعيين  أهمية

     ) والطول  المساحة،  الحجم،  الوزن،  الكتلة،   ( من حيث  الأجسام  مراكز  تعيين  أهمية  خلال    تتوضح 

 : دراسة موضوع مقاومة المواد ) تحليل الاجهادات (

يمر خط   - أن  يجب  أو صناعي  انشائي  مقطع  أي  على سطح  منتظمة  اجهادات  على  تأثير  للحصول 

 .همحصلة الأحمال المسلطة عليه في مركز

(، وهو الخط الوهمي الذي   Neutral axis )  مركزيمحور الالمعرفة مركز المساحة مهم في تعيين   -

 يكون الاجهاد على طوله مساوياً للصفر.

معرفة مراكز المساحات مهمة جداً في موضوع عزم القصور الذاتي، حيث أن المحور الذي يمر في  -

  مركز المساحة يسمى محوراً مركزياً وهذا مهم جداً في احتساب عزم القصور الذاتي.

معرفة مركز المساحة له أهمية عندما يتطلب استخدام عزم المساحة، حيث أن عزم المساحة بالنسبة   -

 . العزم لأي محور يساوي حاصل ضرب المساحة في المسافة العمودية من مركزها الى محور
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 :( الخطوط والمساحات والحجوم ) مراكز احداثيات

Centroids of ( lines, areas, and volumes ) 
 

 :الخطوط -1

(،    A  )  العرضي  ه(، ومساحة مقطع   L  )  هقضيب رفيع أو سلك طول   الجسم على شكل  اذا كان     

  تقيمة، ــــــــمن قطعة مس  فيها  مـــــيقترب الجس(   dL ول )ـريحة بطــــــــفعند أخذ ش(،    𝞺  )  تهوكثاف 

( ثابتين على طول القضيب، فإن   A  )  المساحةو  (  𝞺  )  قيمة الكثافة  إذا كانت ف.  ( dm = 𝞺 A dL )و  

 ( للقطعة المستقيمة.  C  إحداثيات مركز الكتلة تصبح إحداثيات النقطه الوسطى )

 

……………  (7-4)   

 

│ 

│ 

 

│ 

│ 
 

 

x̅ = 
∫x dL

L
 

y̅ = 
∫y dL

L
 

z̅ = 
∫ z dL

L
 

 
 للخطوط  ثقلالإيجاد مركز  (3-7شكل )

 المساحات: -2

ه كمساحة  ت، يمكننا نمذج(  𝞺)    مقدارها  كثافةوب  (   t  سمك صغير ولكنه ثابت )ب  لجسماعندما يكون        

على    ين( ثابت   t  )  السمكو  (  𝞺)    الكثافة  إذا كانت ف.  ( dm = 𝞺 t dA )(. تصبح كتلة العنصر    A  سطحية )

 ً ( من مساحة   C  إحداثيات النقطه الوسطى )  المنطقة بأكملها، فإن إحداثيات مركز كتلة الجسم تصبح أيضا

 السطح.

……………  (7-5)   

 

│ 

│ 

 

│ 

│ 
 

x̅ = 
∫x dA

A
 

y̅ = 
∫y dA

A
 

z̅ = 
∫ z dA

A
 

 
 للمساحات  ثقلالإيجاد مركز  (4-7شكل )

 

 الحجوم: -3

 يمكن الغاء  .( dm = 𝞺 dV )كتلة  مقدار ال(، يكون    𝞺  ( والكثافة )   V  الحجم )في حالة التعبير عن       

ً   (  𝞺  )الكثافة   إحداثيات النقطه الوسطى    إذا كانت ثابتة على كامل الحجم، وتصبح إحداثيات مركز الكتلة أيضا

( C  .للجسم ) 

 

x̅ = 
∫x dV

V
         y̅ = 

∫y dV

V
         z̅ = 

∫z dV

V
  ………  (7-6) 
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 :( Composite bodies and figures)  الأجسام والأشكال المركبة

حيث  تقسيم الجسم أو الشكل بسهولة إلى عدة أجزاء يمكن تحديد مراكز كتلتها بسهولة،    في حالة امكانية      

تعامل مع كل جزء كعنصر محدود من الكل. يتم توضيح مثل هذا الجسم بشكل  الو  لعزومم مبدأ ااستخد يمكن ا

 .  (5- 7)تخطيطي في الشكل 

 
 للأجسام المركبة ثقلالإيجاد مركز  (5-7شكل )

 

المحور ( مع إحداثيات مركز الكتلة ذات الصلة في اتجاه   3m )و(   1m ( ،) 2m أجزائه لها كتل )     

 .الأفقي

 : عزوميعطي مبدأ ال
 

( m1 + m2 + m3 ) X̅ = m1 x̅1 + m2 x̅2 + m3 x̅3    ………  (7-7) 
 

الكتلة   الأفقي الإحداثيهو  (   X̅ )  حيث أن      العلاقات على    نفس  . وتنطبق يلكلبالنسبة للجسم المركز 

 .الاتجاهين الآخرين

للحصول على   ضمنيشكل ب  جاميععلى جسم من أي عدد من الأجزاء ونعبر عن الم اذن يمكن التعميم     

 إحداثيات مركز الكتلة: 
 

X̅ = 
∑mx̅

∑m
               Y̅ = 

∑my̅

∑m
             Z̅ = 

∑mz̅

∑m
   ………  (7-8) 

 

 :(  Approximation method)  طريقة التقريب

التعبير عن حدود منطقة أو حجم من حيث الأشكال الهندسية البسيطة أو كأشكال يمكن  عملياً  قد لا يمكن      

تحديد موقع النقطه    يمكنتمثيلها رياضيًا. في مثل هذه الحالات، يجب أن نلجأ إلى طريقة التقريب. كمثال،  

 بطريقة التقريب.  (5-7) في الشكل النظامية الموضحةللمنطقة غير (   G ) الوسطى

 
 (5-7شكل )

 . (للكتل، والمساحات، والخطوط، والأحجام  يمكن تطبيقها ) هذه الحالةإجراءات 
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 مراكز الأشكال الهندسية الشائعة: 

 مراكز الأشكال الهندسية الشائعة( 1-7جدول )

 الشكل
 المساحة

 أو الطول 
𝐱̅ 𝐲̅ 

 المستطيل 

 

b d 
1

2
 b 

1

2
 d 

 المثلث 

 

1

2
 bh 

a+b

3
  

1

3
 h 

 نصف الدائرة

 

r2

2
  0 

4 r

3 
  

or 

0.424 r 

 ربع الدائرة 

 

r2

4
  

4 r

3 
  

or 

0.424 r 

4 r

3 
  

or 

0.424 r 

 قطاع الدائرة

 

r2  

2

3
 

r sin  


 

0 

 ربع قطع ناقص 

 

 a b

4
  

4 a

3 
  

4 b

3 
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 مراكز الأشكال الهندسية الشائعة( 1-7جدول )

 الشكل
 المساحة

 أو الطول 
𝐱̅ 𝐲̅ 

مساحة قطع  

 مكافيء

 

2 a b

3
  

3 a 

8
  

3 b 

5
  

مساحة تحت  

 قطع مكافيء

 

a b

3
  

3 a 

4
  

3 b 

10
  

المساحة المثلثية 

 تحت المنحني 

 

b h

n+1
  

b

n+2
   

n+1

4n+2
  h 

 قوس دائرة

 

2 r  
r sin  


  0 

نصف محيط  

 دائرة

 

 r 
2 r


  0 

ربع محيط 

 دائرة

 

 

 r

2
  

2 r


  

2 r


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 (: 1-7) مثال

لمنطقة المظللة الموضحة في الشكل مركز احدد       

 (. 1- 7 .)مث

 

 

 

 الحل:
أربعة أشكال      إلى  المركبة مقسمة  ة  منتظم  أولية  المنطقة 

مراكز . يمكن الحصول على  (1-7.)مث  موضحة في الشكل

  الفتحات. لاحظ أن  الملحق أدناه  جميع هذه الأشكال من الشكل

 ( تؤخذ على أنها سالبة في الجدول التالي:  4و  3الجزءان  )

 
 

 ( 1-7 شكل )مث.
 

 

A1 = 40 × 40 = 1600 cm2 

A2 = 
1

2
 × 20  × 40 = 400 cm2 

A3 = 20 × 10 = 200 cm2 

A4 = 
1

2
 × 102 ×  = 157 cm2 

 

 

 

Part 
A 

(cm2) 
x̅ 

(cm) 

y̅ 
(cm) 

Ax̅ 
(cm3) 

Ay̅ 
(cm3) 

1 1600 20 20 32000 32000 

2 400 46.67 13.33 18666 5333 

3 – 200 20 25 – 4000 – 5000 

4 – 157 20 4.24 – 3140 – 666 

Totals 1643   43526 31667 

 

X̅ = 
∑Ax̅

∑A
  = 

43526

1643
  = 26.49 cm 

 

Y̅ = 
∑Ay̅

∑A
  = 

31667

1643
  = 19.27 cm 
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 (: 2-7) مثال

             ة الموضحة في الشكلصفيحلمركز احدد       

 (. 2- 7 .)مث

 

 الحل:
 

تعتبر مساحة  وتنقسم اللوحة إلى ثلاثة أجزاء كما هو موضح.       

يجب طرحها من المستطيل  و( "سالبة"   3 المستطيل الصغير )

 (.  2 الأكبر )

 
 

 ( 2-7 شكل )مث.

 

 

 

A1 = 
1

4
 × 32 ×  = 7 ft2 

A2 = 3 × 3 = 9 ft2 

A3 = 1 × 2 = 2 ft2 

 

Part A (ft2) 
x̅ 

(ft) 

y̅ 
(ft) 

Ax̅ 
(ft3) 

Ay̅ 
(ft3) 

1 7  1.272 1.272 8.9 8.9 

2 9 – 1.5 1.5 – 13.5 13.5 

3 – 2 – 2.5 2 5 – 4 

∑ ∑A = 14   – 0.4 18.4 

 

X̅ = 
∑Ax̅

∑A
  = 

– 0.4

14
  = – 0.029 ft  

 

Y̅ = 
∑Ay̅

∑A
  = 

18.4

14
  = 1.314 ft 
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 (: 3-7) مثال

الموضح في    السلكمركز  حدد       

 (. 3-7 .الشكل )مث

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل:

 
 ( 3-7 شكل )مث.

 

 

 
 

Segment L (cm) 
x̅ 

(cm) 
y̅ 

(cm) 
z̅ 

(cm) 
x̅ L 

(cm2) 
y̅ L 

(cm2) 
z̅ L 

(cm2) 

1  × 6 =18.85 6 – 3.82 0 113.1 – 72 0 

2 7 0 3.5 0 0 24.5 0 

3 4 0 7 – 2 0 28 – 8 

Total 29.85    113.1 – 19.5 – 8 

 

 

X̅ = 
∑ x̅ L

∑L
  =  

113.1

29.85
  = 3.79 cm            Y̅ = 

∑ y̅ L

∑L
  =  

− 19.5

29.85
  =  – 0.65 cm 

 

Z̅ = 
∑ z̅ L

∑L
  =  

−8

29.85
  =  – 0.27 cm 
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 (: 4-7) مثال

ال      تركيبة  الموض  براكيتفي  الشــوالعمود  في          كلــــحة 

معدنية كتلتها   يحةي مصنوع من صفعمود(، الوجه ال4-7  .)مث

(225 kg/mو ،)  يحة مصنوع من صف  ) القاعدة (  يفقالوجه الأ  

كتلتها   الفولاذي kg/m 240)معدنية  العمود  وكثافة   ،)          

(37.83 Mg/m  .)براكيت موقع مركز الكتلة لمجموعة ال  أوجد  

 والعمود.

 

 

 

 

 الحل:
الجسم المركب يتكون من خمسة عناصر موضحة في الرسم التوضيحي.      

 الجزء المثلثي ككتلة سالبة.   عتبارسيتم أو

أن        بالتناظر  الواضح  من  إليها،  المشار  المرجعية  للمحاور  بالنسبة 

 .لمركز الكتلة هو صفر(  x ) الإحداثي
 

m1 = 25 × ( 1/2 ×  × 0.052 ) = 0.098 kg 

m2 = 25 × ( 0.15 × 0.15 ) = 0.562 kg 

m3 = 25 × ( 1/2 × 0.1 ×  0.075 ) = 0.0938 kg 

m4 = 40 × ( 0.15 × 0.1 ) = 0.6 kg 

m5 = 7830 × ( 0.15  ×  × 0.022 ) = 1.476 kg 
 

z̅1 =  
4r

3π
  =  

4×50

3π
  =  21.2 mm  

 

z̅3 = – [ 150 – 25 – 1/3 ( 75 ) ] = – 100 mm   

  

 
 ( 4-7 شكل )مث.

 

 

Part m (kg) 
y̅ 

(mm) 

z̅ 

 (mm) 
m y̅ 

 (kg.mm) 
m z̅ 

 (kg.mm) 

1 0.098 0 21.2 0 2.08 

2 0.562 0 – 75 0 – 42.19 

3 – 0.0938 0 – 100 0 9.38 

4 0.6 50 – 150 30 – 90 

5 1.476 75 0 110.7 0 

Total 2.642   140.7 – 120.73 

 

Y̅ =  
∑my̅

∑m
  =  

140.7

2.642
  = 53.3 mm 

 

              Z̅ =  
∑mz̅

∑m
  = 

−120.73

2.642
  = – 45.7 mm 
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 (: 5-7) مثال

ارتفاعأوج      لل  مركز  د  العرضي  الشكل    شيلمانالمقطع  في  المبين 

 .انحناءات الحافات. إهمل تهفوق قاعدة مساح (5- 7 .)مث

 

 

 

 

 

  الحل:
 ( 5-7 شكل )مث.
 

 

 

Part A (cm2) 
y̅ 

(cm) 

Ay̅ 
(cm3) 

1 108.5 1.75 189.88 

2 40 13.5 540 

3 52.5 25.25 1325.63 

Totals 201  2055.51 

 

Y̅ = 
∑Ay̅

∑A
  = 

2055.51

201
  = 10. 23 cm 

 

 (: 6-7) مثال

اللوحة المستطيلة المجوفة    مركزحدد موقع       

الش في  موضح  هو  كما  دائري        كلــــــبقطاع 

 (. 6- 7 .)مث

 

 

 

  الحل:
 ( 6-7 شكل )مث.

 = 30 ×  
 

180
 = 0.5236 rad. 

A2 = R2  = (50)2 × 0.5236 = 1309 cm2 

x̅1 = 20 + 
2

3
 
R sin  


 = 20 + 

2

3
 
50 sin 30 

0.5236
 = 20 + 31.83 cm = 51.83 cm 

 

Part 
A  

(cm2) 
x̅ 

(cm) 

A x̅ 
(cm3) 

1 5000 50 250000 

2 – 1309 51.83 – 67847 

Totals 3691  182153 
 

 

 

 

X̅ = 
∑ Ax̅

∑ A
  = 

182153

3691
 = 49.35 cm 
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 (: 7-7) مثال

موقع        الش  مركزحدد  في  الموضحة     كل ــــاللوحة 

(، والتي تتكون من ثلاثة أجزاء، ربع دائرة ، 7- 7  .)مث

 ، ومستطيل.بيضويوربع شكل 

 

 

 

 

 

 الحل:

 
 

 ( 7-7 شكل )مث.

 

A1 = 
 𝑟2

4
 = 0.785 ft2         A2 = 

 a b

4
 = 1.57 ft2           A3 = 1 × 3 = 3 ft2  

x̅1 = – 0.424 r = – 0.424  ft                  y̅1 = 0.424 r = 0.424 ft   

x̅2 = 
4 a

3 
 = 0.849 ft                                y̅2 = 

4 b

3 
 = 0.4244 ft    

 

Part A (ft2) 
x̅ 

(ft) 

y̅ 

(ft) 

Ax̅ 

(ft3) 

Ay̅ 

(ft3) 

1 0.785 – 0.424 0.424 – 0.333 0.333 

2 1.57 0.849 0.4244 1.333 0.666 

3 3 0.5 – 0.5 1.5 – 1.5 

Total ∑A = 5.355    2.5 – 0.501 

 

X̅ = 
∑Ax̅

∑A
  = 

2.5

5.355
  = 0.467 ft  

 

Y̅ = 
∑Ay̅

∑A
  = 

−0.501

5.355
  = – 0.094 ft  
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 ( 8-7 شكل )مث.

 

 (: 8-7) مثال

 (.8- 7 .)مث في الشكل السلك المبين مركزحدد موقع      

 
 
 
 

 الحل:

 = 30 × 
 

180
 = 0.52 rad             L2 = 2 r  = 2 × 50 × 0.52 = 52 cm  

x̅1 = 50 cos 30 + 15 = 58.3 cm                             y̅1 = 50 sin 30 = 25 cm 

x̅2 = 
R sin  


  = 

50 sin 30 

0.52
  = 48.08 cm               y̅2 = 0 

x̅3 = 50 cos 30 = 43.3 cm                       y̅3 = – ( 50 sin 30 + 10 ) = – 35 cm 
 

Segment L  (ft) x̅  (ft) y̅  (ft) L x̅  (ft2) L y̅ ( ft2) 

1 30 58.3 25 1749 750 

2 52 48.08 0 2500 0 

3 20 43.3 – 35 866 – 700 

Total 102   5115 50 

 

 X̅ = 
∑ L x̅

∑ L
  =  

5115

102
  = 50.15 cm                 Y̅ = 

∑ L y̅

∑ L
  =  

50

102
  = 0.49 cm   
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 (: 9-7) مثال

( ، والتي تتكون  9-7 مث.اللوحة الموضحة في الشكل )ركز حدد م

 مكافئ وجزء مستطيل. قطع من جزأين، جزء 

 

 الحل:

A2 = 
2 a b

3
 = 

2×3×2

3
 = 4 ft 

x̅2 = 
3 a 

8
 = 

3×3 

8
 = 1.125 ft        

       y̅2 = 
3 b 

5
 = 

3×2 

5
 = 1.2 ft   

 

 
 

 ( 9-7 شكل )مث.

 
 

Part A (ft2) 𝐱̅  (ft) 𝐲̅  (ft) A𝐱̅  (ft3) A𝐲̅  (ft3) 

1 4.5 1.5 2.75 6.75 12.375 

2 4 1.125 1.2 4.5 4.8 

Total ∑A = 8.5   11.25 17.175 

 

X̅ = 
∑Ax̅

∑A
  = 

11.25

8.5
  = 1.32 ft  

 

Y̅ = 
∑Ay̅

∑A
  = 

17.175

8.5
  = 2.02 ft 
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 (: 10-7) مثال

م      بمنطقة  ركزحدد  المجوفة  المستطيلة  أسفل   اللوحة 

علاقة  منحنى الش  ذو  في  موضح  هو  كما          كلــــمثلثية 

 (. 10- 7 .)مث

 

 الحل:

A2 = 
1

n+1
  b h = 

1

3+1
  × 5 × 2 = 2.5 ft2

 

x̅2 = 1 + 
1

n+2
  b = 1 + 

1

3+2
 × 5 = 2 ft        

 y̅2 = 2 + 
n+1

4n+2
  h = 2 + 

3+1

12+2
 × 2 = 2.57 ft   

 

 
 

 ( 10-7 شكل )مث.

 

Part A (ft2) 𝐱̅  (ft) 𝐲̅  (ft) A𝐱̅  (ft3) A𝐲̅  (ft3) 

1 42 3.5 3 147 126 

2 – 2.5 2 2.57 – 5 – 6.425 

Total ∑A = 39.5   142 119.575 

 

X̅ = 
∑Ax̅

∑A
  = 

142

39.5
  = 3.6 ft  

 

Y̅ = 
∑Ay̅

∑A
  = 

119.575

39.5
  = 3.03 ft 
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 (: 11-7) مثال

بالنسبة للمثلث متساوي الأضلاع الموضح في       

)مث العمودي   أوجد(،  11- 7  .الشكل  الاحداثي 

 لمنطقة المظللة.مركز ال

 

 

 

 الحل:

h = 8 sin 60 = 6.93 in. 

A1 = ½ × 8 × 6.93 = 27.7 in. 

A2 = 2 × 3 = 6 in. 

A3 = ½ × 12 ×   ×2 = 3.14 in. 
 

 
 

 ( 11-7 شكل )مث.

 
 

 

Part 
A  

(in.2) 
y̅ 

(in.) 

y̅A 
(in.3) 

1 27.7 2.31 64 

2 – 6 3.5 – 21 

3 – 3.14 3.5 – 11 

Totals 18.56  32 

 

Y̅ = 
∑Ay̅

∑A
  = 

32

18.56
  = 1.72 in. 
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 (: 12-7) مثال

ل      الكتلة  مركز  إحداثيات  امحدد  الرفيعة  اجمع  لقضبان 

الالمنتظمة   نفس  من  مع  لملحوموا  معدنالمصنوعة  ة 

 . (12- 7 بعضها، كما مبين في الشكل )مث.

 

 

 

 

 

 

 الحل:

 
 

 ( 12-7 شكل )مث.

 

 

Segment L  x̅  y̅  z̅  x̅ L  y̅ L  z̅ L  

1 a 0 0 
a

2
  0 0 

𝑎2

2
 

2 a 
a

2
  0 0 

𝑎2

2
 0 0 

3 a a 0 
a

2
  a2 0 

𝑎2

2
 

4 
a

2
  0 – 

2a


 a (1– 

2


) 0 – a2 a2(



2
 –1) 

Total a (3+ 


2
)     

3

2
 a2 – a2 



2
 a2 

 

  

X̅ = 
∑ x̅ L

∑A
  = { 

3

2
 a2 } / { a(3+ 



2
) } =  

3a

6+
   

Y̅ = 
∑ y̅ L

∑A
  = { – a2 } / { a(3+ 



2
) } = – 

2a

6+
 

Z̅ = 
∑ z̅ L

∑A
  = { 



2
 a2 } / { a(3+ 



2
) } =  

a

6+
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 (: 31- 7)  مثال

 لأرض والقمر. لمركز الكتلة المشتركة وبين مركز الأرض  (  D )أوجد المسافة 

 .كم 6371=  ( R ) نصف قطر الأرض -1

 كغم. 5,97   ×10 24( =  Em كتلة الأرض ) -2

 كغم. 7,35  ×10 22( =  Mm كتلة القمر ) -3

 كم  384400=   ( d ) المسافة بين مركز الأرض ومركز القمر -4

 
 

 ( 13-7 شكل )مث.

 

 

 الحل:
 

Blanet 
m  

(kg) 
𝐱̅ 

(km) 

m 𝐱̅ 
(kg.km) 

Earth 5.97 × 1024 6371 3803.5 × 1025 

Moon 7.35 × 1022 390771 2872.2 × 1025 

Totals 0.60435 × 1025  6675.7 × 1025 

 

  x̅ = 
∑ mx̅

∑ m
  = 

5937.7 × 1025

0.60435 × 1025  = 11046 km 

 

  D = x̅ – R = 11046 – 6371 = 4675 km 
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 (: 41-7) مثال

لدراجة النارية الموضحة في الشكل  في ا      

(، تم جدولة موقع مركز الثقل لكل  14- 7  .)مث

كانت   إذا  وكتلته.  الثلاث   لدراجةامكون  ذات 

إلى بالنسبة  متناظرة  ) المستو عجلات  –xي 

y)حدد موقع مركز كتلة الدراجة النارية ،. 

 .( kg 9 كتلة العجلات الخلفية ) -1

 .( kg 40 الميكانيكية )كتلة المكونات  -2

 .( kg 60 ) هيكلكتلة ال -3

 (. 4kg كتلة العجلة الأمامية ) -4
 

 

 ( 14-7 شكل )مث.

 

 الحل:

Part m (kg) x̅  (cm) y̅  (cm) m x̅   (kg.cm) m y̅   (kg.cm) 

1 9 136 40 1224 360 

2 40 70 45 2800 1800 

3 60 94 60 5640 3600 

4 4 0 30 0 120 

Total 113   9664 5880 

 

X̅ =  
∑mx̅

∑m
 = 

9664

113
  = 85.5 cm 

              Y̅ =  
∑my̅

∑m
 = 

5880

113
  = 52 cm 
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 (: 15-7) مثال

القاعدة   ةمتخصص   رافعة      وزن  الكهربائية  الصيانة  مجال          في 

( 2000 Ib )،  توزن مجموعة العجلا   ( 1000 Ib )،  وزن الذراع     

( AB )  ( 1500 Ib )،  ( وزن القفص  BCD  ( ) 200 Ib   ،)

، G)1(، ومراكز الثقل تقع عند النقاط  (  Ib 160)ووزن الكهربائي  

)2(G،) 3(G  ،)4(G  ،)5(G على التوالى. حدد موقع مركز وزن .

 (.  x – y ) المستوى الرافعة في

 

 

 

 الحل:

x̅3 = 10 cos 75 = 2.6 ft 

y̅3 = 6.5 + 10 sin 75 = 16.16 ft 

x̅4 = 30 cos 75 + 3 = 10.76 ft 

y̅4 = 6.5 + 30 sin 75 + 1 = 36.48 ft 

x̅4 = 30 cos 75 + 5 = 12.76 ft 

y̅4 = 6.5 + 30 sin 75 + 5 = 40.48 ft  
 

 ( 15-7 شكل )مث.

 

Part W  (Ib) 𝐱̅  (Ib) 𝐲̅  (Ib) W 𝐱̅   (Ib.ft) W 𝐲̅  (Ib.ft) 

1 2000 1 4.5 2000 9000 

2 1000 4 1.5 4000 1500 

3 1500 2.6 16.16 3900 24240 

4 500 10.76 36.48 5380 18240 

5 160 12.76 40.48 2042 6477 

Total 5160   17322 59457 

 

    X̅ =  
∑ W x̅

∑ W
  = 

17322

5160
  = 3.36 ft 

   Y̅ =  
∑ W y̅

∑ W
  = 

48513

5160
  = 11.52 ft 
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 (: 16-7) مثال

و      الثقل  مكونات  لكل مكون    ةكتلالموقع مركز  من 

.  مبينة أدناه   (16- 7  الشفل الموضح في الشكل )مث.

 (. x – y  ي )في المستو شفل حدد موقع مركز كتلة ال
 

  (.  1G)  همركز ثقلو(    tons 2  )  شفلكتلة محرك ال -1

ثقلو(    ton 0.8  )  شفلال  حجرةكتلة   -2  ها مركز 

(2G .)  

  (.  3G)  همركز ثقلو(    ton 1.2  )   شفلال  ذراعكتلة   -3

  (.  4G)  هامركز ثقلو(    ton 1  )  شفلال  جرافةكتلة   -4

 (.  ton 0.2 يتين )خلفكتلة العجلتين ال -5

 (. ton 0.18 كتلة العجلتين الأماميتين ) -6

 
 

 ( 16-7 شكل )مث.

 

 

 الحل:
 

Part m  (ton) 𝐱̅  (m) 𝐲̅  (m) m 𝐱̅   (ton.m) m 𝐲̅  (ton.m) 

1 2 1.5 1.8 3 3.6 

2 0.8 3.3 1.5 2.64 1.2 

3 1.2 5.1 3 6.12 3.6 

4 1 6.9 4.2 6.9 4.2 

5 0.2 1.8 0.8 0.36 0.16 

6 0.18 5.4 0.7 0.972 0.126 

Total 5.38   19.992 12.886 

 

    X̅ =  
∑ m x̅

∑ W
  = 

19.992

5.38
  = 3.7 m 

   Y̅ =  
∑ m y̅

∑ W
  = 

12.886

5.38
  = 2.4 m 
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 (: 71-7) مثال

، مثبت  ( m 1 ( ونصف قطره ) kN 1 قضيب منتظم بشكل نصف دائرة وزنه )     

(. أحسب ردود  B ( ومستند على سطح أملس عند النقطة ) A مفصلياً عند النقطة )

 (. B ( و ) A الفعل عند النقطتين )

 

 

 الحل:

 
 

- 7 شكل )مث.

17 ) 

 
 

x̅ = 
2 r


 = 

2×1


 = 0.64 m 

 

∑ MA = 0 

( Bx × 2 ) – ( 1 × 0.64 ) = 0 

Bx = 0.32 kN 
 

∑ Fx = 0 

0.32 – Ax = 0 

Ax = 0.32 kN 
 

∑ Fy = 0 

Ay – 1 = 0 

Ay = 1 kN 

 

FA = √Ax
2 + Ay

2  = √0.322 + 12  = 1.05 kN 

 = tan-1 
1

0.32
 = 72.3°         
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 ل: سائم

 
والعمودية   حداثيات الإ  أوجد (  7-1   الأفقية 

ال في  مركز  الموضحة  المظللة  لمنطقة 

 (. 1-7 )مس.الشكل 
 

     الجواب: 
𝑋̅ = 98.95 mm,  𝑌̅ = 68.4 mm 

 
 

 ( 1-7 شكل )مس.

والعمودية  حداثيات الإ  أوجد (  7-2   لمركز  الأفقية 

الشكل ا في  الموضحة  المظللة  لمنطقة 

  (.2-7 )مس.
 

     الجواب:
𝑋̅ = 3 in.,  𝑌̅ = 2 in. 

 

 

 
 

 ( 2-7 شكل )مس.
 

 
 

ا  أوجد (  7-3 الشكل  مركز  في  الموضح  لسلك 

 (.3-7 )مس.
 

   الجواب:
𝑋̅ = 0.7 ft,  𝑌̅ = 0.7 ft 

 

 
 

 ( 3-7 شكل )مس.

 

إحداثيات مركز كتلة الجسم المكون من    أوجد   (7-4 

الصف من  قطع  المنتظمة    ائحثلاث  الرقيقة 

ً الملحومة مع  . ا
 

   الجواب:
𝑋̅ = 23.33 cm,  𝑌̅ = 8.33 cm 

𝑍̅ = 13.33 cm 
    

 
 ( 4-7 شكل )مس.
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والعمودية  حداثيات  الإ  أوجد (  7-5 الأفقية 

ال في مركز  الموضحة  المظللة  لمنطقة 

 (. 5-7 )مس.الشكل 
 

     الجواب: 
𝑋̅ = 5.4 in.,  𝑌̅ = 3.5 in. 

 

 
 

 ( 5-7 شكل )مس.

)  أوجد (  7-6  العمودي  مركز ل  ( y الاحداثي 

الشكل ا في  الموضحة  المظللة  لمنطقة 

 (.6-7 )مس.
 

     الجواب:
 𝑌̅ = 42.64 mm 

 

 
 

 ( 6-7 شكل )مس.
 

 
 

تم    مركزد  أوج(  7-7 التي  المستطيلة  اللوحة 

مكافئ كما    قطعمساحة تحت  بتجويفها  

 (. 7-7 )مس. هو موضح في الشكل 
   الجواب:

𝑋̅ = 2.43 ft,  𝑌̅ = 2.53 ft 

 

 
 ( 7-7 شكل )مس.

 

أسفل لوحة القاعدة ( من    Y  د المسافة )أوج  (7-8 

الموضح   لمجسممقطع االمركزية ل  ةإلى النقط

 (. 8-7 )مس.في الشكل 
   الجواب:

𝑌̅ = 36.11 mm 
    

 
 ( 8-7 شكل )مس.
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لل  أوجد (  7-9 الكتلة  مركز   براكيتإحداثيات 

الش في  ، والذي (9-7  )مس.كل  ـــــــالموضح 

 . (  موحد   )   سمكيتكون من صفائح معدنية ذات  

 

     الجواب: 
𝑋̅ = 4.29 cm,  𝑌̅ = 4.85 cm 

𝑍̅ = – 2.07 cm. 
 

 
 

 ( 9-7 شكل )مس.

 

والعمودية حداثيات  الإ  أوجد (  7-10  الأفقية 

لمنطقة المظللة الموضحة في الشكل  مركز ال

 (. 10-7 )مس.
 

 

     الجواب:
𝑋̅ = 0.85 ft,  𝑌̅ = 0.85 ft 

 

 
 

 (10-7 شكل )مس.

ا(  7-11 الموضفي  في  ـــلدراجة  كل ـــالشحة 

أدناه11-7  )مس. مركز   (.  موقع  جدولة 

الثقل لكل مكون وكتلته. حدد موقع مركز 

 .( x – y المستوي )كتلة الدراجة في 

 .( kg 2 كتلة العجلة الأمامية ) -1

 .(  kg 2  كتلة العجلة الخلفية ) -2

 .(  kg 5 التوجيه ) مجمعكتلة  -3

  روس القيادةــــت  عــــد ومجمــــكتلة المقع -4

( 6 kg  .) 
 

 الجواب: 

𝑋̅ = 63 cm,  𝑌̅ = 58 cm 

 

 
 (11-7 شكل )مس.

 

ا  (7-12  الموضفي  فيــلحفارة  كل  ــــالش  حة 

جدولة موقع مركز الثقل   (. أدناه12-7  )مس.

مركز   موقع  حدد  ووزنه.  مكون  وزن  لكل 

 .( x – y المستوي )في  ةالحفار

1-  ( الحفارة  و(  kN 400  وزن  مركز  ، 

 (.  1G  لها )ثق

، (  kN 50 ) الأكبر  وزن ذراع الحفارة -2

 (.  2G  له )مركز ثقو

غر  ـــــــــالأصارة  ــــــــوزن ذراع الحف -3

( 30 kN )مركز ثق، و( 3 لهG  .) 

ز  ـــــــمرك، و(  kN 10  ة ) جرافوزن ال -4

 (.  4G  لها )ثق

( عند   kN 40  )  ت وزن مجموعة العجلا -5

 (.  5G مركز الثقل )
 الجواب: 

𝑋̅ = 2.47 m,  𝑌̅ = 2 m    

 
 (12-7 شكل )مس.
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 ثامن الفصل ال 

 عزم القصور الذاتي 

THE MOMENT of INERTIA 
 

بشطريه } عزم القصور الذاتي للمساحات التفصيل موضوع عزم القصور الذاتي  ب هذا الفصل يشرح       

( Aria moment of inertia ( وعزم القصور الذاتي للكتل )Mass moment of inertia   } ) اذ ،

أن عزم القصور الذاتي للمساحات يستخدم من قبل المهندسين المتخصصين في مجالات الهندسة المدنية  

سة د فيستخدم من قبل المهندسين المتخصصين في مجالات الهنرها، أما عزم القصور الذاتي للكتل  ظوما ينا

 المكائن والعدد ... الخ. وهندسة الكهربائيةالهندسة بالتكنولوجيا، كالهندسة الميكانيكية والخاصة 

 

 : (  Definitions and characteristics)  وخصائص تعاريف

ته الحركية في حال  لأي تغييرما    جسمير إلى مقاومة  ــاسي في الفيزياء يشــالقصور الذاتي هو مفهوم أس -

 .أحد قوانين نيوتن الثلاثة للحركة، والمعروف باسم قانون نيوتن الأول (، وهو أو سكون ةحرك )

 .حركته الدورانيةمقياس لمقاومة الجسم لتغيير  والقصور الذاتي ه  عزم -

خاصية هندسية تسُتخدم لوصف    وه والمعروف أيضاً بالعزم الثاني للمساحة  ة  ساحالقصور الذاتي للم  عزم -

 .الهيكل  أو أضلاع  خاصية مهمة في تحليل وتصميم أعضاء  وه، و مقاومة شكل المقطع العرضي للانحناء

أو   ،نسبة الى محور الدوران  عزم القصور الذاتي للكتلة هو مقياس لتوزيع الكتلة في الأجسام الدوارة -

 .منظومات السيطرةخاصية مهمة في تحليل وتصميم    وه و  .مقياس لمقاومة الجسم الدوار للتعجيل الزاوي

 

 :( Aria moment of inertia )  عزم القصور الذاتي للمساحات   -  الأول الجزء  
 

للم  عزم      الذاتي  للمساحة  ة  ساحالقصور  الثاني  بالعزم  أيضاً  تسُتخدم   وه والمعروف  هندسية  خاصية 

 . لوصف مقاومة شكل المقطع العرضي للانحناء

الميت      أو  الديكارتي  الذاتي  القصور  عزم  فرعين،  الى  للمساحات  الذاتي  القصور  عزم    تطيل سفرع 

(Rectangular moment of inertia  وعزم القصور الذاتي القطبي )(Polar moment of inertia) .   

 

 (: Rectangular moment of inertiaعزم القصور الذاتي الديكارتي أو المستطيل )

عناصر   عدة  الى   ( x – y توي )ـوالواقعة في المس  (1-8)  كل ـ( المبينة في الش A احة )ـيم المسـعند تقس     

 ن محوري الحول    ( dA )احة  ــذو المس  رـور الذاتي للعنص ـالقص  عزمفان    ر،ـ( لكل عنص dA )  احةـبمس

(x  ( و )y   )وه حسب التعريف  ( dA 2= y xdI ( و ) dA 2= x ydI  ) .م وعز ذلك فإن وبعلى التوالي  

 ( حول نفس المحاور هي:  A ) لمساحة الكليةالقصور الذاتي لـ

Ix = ∫ y2 dA  …….. (8-1) 
 

 Iy = ∫ x2 dA  ….….. (8-2) 
 

  (.  A باعتبار التكامل شاملاً لكامل المساحة )
 عزم القصور الذاتي  اشتقاق (1-8شكل )

                              (   = dA 2  ∫I  )         بشكل عام يمكن كتابة المعادلة بالشكل التالي:
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 (:  moment of inertiaPolarعزم القصور الذاتي القطبي )

  نقطة حول ال(  1-8المبينة في الشـكل )(    dA  )  احةــــلمسالقصور الذاتي لـ  عزم  حسب التعريف، يكون     

(  O  )    المحورالتي تمثل  (  z  )    هومستوي الورقة  العمود على  (  dA 2= r zdI    .)القصور    ويكون عزم

 : وه  ( O  ) النقطة حول (  A للمساحة الكلية )الذاتي 

Iz = Jo = ∫ r2 dA   …………  (8-3) 
 

 

 : فيثاغورس  نظريةحسب 

 2+ y 2= x 2r 
 (: 3-8بالتعويض بالمعادلة )

Iz = Jo = ∫ r2 dA = ∫ ( x2 + y2 ) dA = ∫ x2 dA + ∫ y2 dA 

 
 (: 2-8( و )1-8وحسب المعادلات )

Ix = ∫ y2 dA                  Iy = ∫ x2 dA   

 
 يكون: 

Iz = Ix + Iy   …………  (8-4)           
 

مجموع عزمي القصور الذاتي لتلك المساحة يساوي  عزم القصور الذاتي القطبي لمساحة معينة    أي أن      

( العمود   z مع المحور )  لتقيان( وواقعين في مستوى المساحة وي y ( و ) x نسبةً الى محورين متعامدين )

 . ( O على مستوى المساحة بنقطة واحدة )

 

 

 وحدات القياس والاشارات: 

   :ي صور الذاتي للمساحة هقمن التعريف، الصيغة الرياضية لعزم ال
 

(dA  2y ∫=  xI   ، )(dA  2x ∫=  yI   )  ،(dA  2r ∫=  o= J zI  ) 
 

( هي مربع وحدات  z 2, y 2x ,2 وحدات )ستكون    ،( هي وحدات طول  x , y , zوحيث أن وحدات )     

التربيع  الطول، بسبب  )  وتكون موجبة  الطول ( هي وحدة مساحة و dA ووحدة  مربع وحدة  ايضاً    هي 

)وموجبة للأس  مرفوعة  وحدة طول  للمساحة هي  الذاتي  القصور  وحدة عزم  فان  وبالتالي  وتكون    (4، 

 .أو ما يناظرها ( m 4, cm 4mm ,4 ، أي )موجبة
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 (:   k  -Radius of gyration- نصف القطر التدويمي )

  لجسما  ساحة( هو خاصية تستخدم لوصف توزيع م  k  )  بالرمزه  ل  رمز، غالبًا ما يُ تدويميقطر الالنصف       

  المحور. توزيع المساحة حولمقياس لكيفية  وهو  ،حول محور الدوران

عن        التعبير  للم  عزميمكن  الذاتي  )ساحالقصور  نصف   A ة  حيث  من  الال(  بالصيغة    تدويميقطر 

      :ة التالي الرياضية

k = √
I

A
   ……….….. (8-5) 

5)-………….. (8  A 2I = k 
 

تضغط لتصبح على شكل شريحة      ( A )( نفرض أن المساحة   5-8 لتصور المعنى الهندسي للمعادلة )    

 . (2-8) طويلة ضيقة أفقية أو عمودية أو حلقية كما مبين في الشكل

 
 نصف القطر التدويمي (2-8شكل )

 

( عن محور القصور الذاتي، وتكون   k تبعد بنفس المسافة )  (  dA  )في هذه الحالة كل مساحة تفاضلية       

 المعادلة كالتالي: 
 

A 2= k ∫ dA 2dA = k 2∫ kI =  
 

، يمكن أن تكون الشريحة التي  (  dA  )هو قيمة ثابتة لكل المساحات التفاضلية    ( k )وذلك لأن البعد       

 .موجبة دائماً بسبب التربيع(  k )تمثل المساحة على أي جهة من جهات المحور وتكون قيمة 

 

 : ( كما يلي 5-8يمكن كتابة المعادلة ) ،باختصار

 

Ix = kx
2A 

 
 

Iy = ky
2A 

 
 

Iz = kz
2A 

or 

kx = √
Ix

A
 

ky = √
Iy

A
 

kz = √
Iz

A
 

 

│ 

│ 

│ 

 

│ 

│ 

│ 

 

….. (8-6) 
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عزم قصور ذاتي  . يمكن التعبير عن  ينة من محور معساح، هو مقياس لتوزيع المتدويميقطر الالنصف  

 ة.  ساحوالم تدويميقطر الالمستطيل أو قطبي عن طريق تحديد نصف 
 

 : يصبح ( 4-8) المعادلةب( 7-8) المعادلة تعويض   عند 
 

kz
2 = kx

2 + ky
2   …………..  (8-7) 

 

 

 :الى محور آخر  للمساحة   نقل عزم القصور الذاتي

يتطلب أحياناً احتساب عزم القصور الذاتي لمساحة معينة      

 نسبة الى محور موازي للمحور المركزي لها.

 

الى       نسبة  معينة  لمساحة  الذاتي  القصور  عزم  معادلة 

 ( هي:  ox المحور المركزي لها )

Ix̅ = ∫ y2 dA   ……….  (8-8) 

 

 

 
نقل عزم القصور الذاتي للمساحة   (3-8شكل )

 محور آخر الى 

 

ويبعد (   ox )موازي للمحور المركزي لها    (  x)  عزم القصور الذاتي لنفس المساحة نسبة الى محور    

 : ( نحصل عليه من المعادلة التالية d عنه بمسافة مقدارها )
 

Ix = ∫ ( y + d )2 dA = ∫ ( y2 + 2dy + d2 ) dA 

Ix = ∫ y2 dA + 2d ∫ y dA + d2 ∫ dA  ……….  (8-9) 
 

 

- ( d  .التي تمثل المسافة بين المحورين هي كمية ثابتة ولهذا تكون خارج التكامل ) 

 (. 8-8( حسب المعادلة ) xI̅ يساوي ) ( ∫ dA 2y ) الأول الحد  -

( تساوي صفر لأنها تمثل المسافة بين   y ( وقيمة ) 2yAd ( يساوي ) 2d ∫ y dA الحد الثاني ) -

(   y لها، والمحور المركزي يمر بمركز المساحة فتكون قيمة ) مركز المساحة والمحور المركزي  

 وبالتالي تكون قيمة الحد الثاني مساوية للصفر.مساوية للصفر 

   (. 2Ad ( يساوي ) dA ∫ 2d الحد الثالث ) -
 

 ( كما يلي:  9-8 فتكون المعادلة )

Ix = Ix̅ + Ad2   ……….  (8-10) 

 بنفس الطريقة: 

Iy = Iy̅ + Ad2   ……….  (8-10) 

Iz = Iz̅ + Ad2   ……….  (8-10) 

 كذلك:

……….  (8-11) 

 

 

 

kx
2 = k̅x

2 + d2 

ky
2 = k̅y

2 + d2 

kz
2 = k̅z

2 + d2 
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عزم القصور الذاتي لها    ( يساوي x محور )النسبة الى    أي أن معادلة عزم القصور الذاتي للمساحة      

 يضاف اليها حاصل ضرب المساحة في مربع البعد بين المحورين.   ( ox نسبة الى المحور المركزي لها )

 

القطبي  بنفس الطريقة يمكن أن تكون معادلات عزم القصور الذاتي القطبي ولنصف القطر التدويمي       

 بين محور معين والمحور المركزي الموازي له كما يلي: 

 

……….  (8-12) 

 

 

 

 

Jx = Jx̅ + Ad2 

Jy = Jy̅ + Ad2 

Jz = Jz̅ + Ad2 

   

 

 عزم القصور الذاتي للمساحات المركبة: 

مثل المستطيلات والمثلثات  البسيطة نسبياً    من الأجزاء أو الأشكال  عدد المركبة تتكون من    ساحةالم     

لكل جزء    للمساحة  القصور الذاتي  عزمكون  ي، بشرط أن  لتشكل المساحة المركبة  متصلة  وتكون  والدوائر

 ساحةالقصور الذاتي للم  عزم  لكل الأجزاء.  حول محور مشترك  ايجادهأو يمكن    لوممن هذه الأجزاء مع

حول    جميع أجزائه  ات مساحل  ةالقصور الذاتي  عزومساوي المجموع الجبري لي المركبة حول هذا المحور  

 .هذا المحور

 

 التحليل: طريقة

 ة: التالي خطوات ة مركبة حول محور مرجعي باستخدام الساحالقصور الذاتي لم عزميمكن تحديد 

ضح المسافة العمودية  يو و   المركبة  ةساحالم  يبن الأجزاء أو الأشكال التي تتكون منها  مخطط• استخدام  

 . مركزي الرئيسيمن النقطه الوسطى لكل جزء إلى المحور ال

، فيجب استخدام نظرية مركزي الرئيسيالالمحور    علىطبق  ن• إذا كان المحور المركزي لكل جزء لا ي

مركزي الالمحور  حول  جزء  كل  القصور الذاتي ل  عزم( لتحديد    = 2Ad+  I̅I )  نقل عزم القصور الذاتي

   . الرئيسي

من خلال    مركزي الرئيسيالبأكملها حول المحور    المركبة  ةساحالقصور الذاتي للم  احتساب عزم• يتم  

  حول هذا المحور. منها جزائها المركبةلأ  عزوم القصور الذاتيجمع 

القصور    عزمطرح    القصور الذاتي عن طريق  احتساب عزم يتم    ،"  فتحة  "  ةالمركب  مساحة• إذا كان لل

   .فتحةبأكمله بما في ذلك ال ةالمركب مساحةللالقصور الذاتي  عزمالذاتي للفتحة من  
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 خصائص الأشكال المستوية: 

 خصائص الأشكال المستوية:( 1-8جدول )

 الشكل
 المساحة

 أو الطول 
 عزم القصور الذاتي للمساحة 

 مستطيل 

 

b h 

Ix = 
bh3

3
  

Ix̅ = 
bh3

12
 

Iz̅ = 
bh

12
 ( b2 + h2 ) 

 مثلث 

 

1

2
 bh 

Ix = 
bh3

12
  

Ix̅ = 
bh3

36
 

Ix1 = 
bh3

4
 

 دائرة

 

 r2 
Ix = Iy = 

 r4

4
  

Iz = 
 r4

2
 

نصف  

 دائرة

 

r2

2
  

Ix = 
 r4

8
  

Ix̅ = ( 
 

8
 – 

8 

9 
 ) r4 

Iz = 
 r4

4
 

 ربع دائرة 

 

r2

4
  

Ix = Iy = 
 r4

16
  

Ix̅ = Iy̅ = ( 
 

16
 – 

4 

9 
 ) r4 

Iz = 
 r4

8
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 خصائص الأشكال المستوية:( 1-8جدول )

 الشكل

 المساحة

أو  

 الطول
 عزم القصور الذاتي للمساحة 

قطاع  

 دائرة
 

r2  

Ix = 
r4

4
 (  – 

1

2
 sin 2 )  

Iy = 
r4

4
 (  + 

1

2
 sin 2 )  

Iz = 
1

2
  r4  

 

قطع 

 ناقص 

 

 a b  
Ix = 

ab3

4
 

Iy = 
ba3

4
 

ربع  

قطع 

 ناقص 

 

 a b

4
  

Ix = 
ab3

16
 , Ix̅ = ( 

 

16
 – 

4 

9 
 ) ab3 

Iy = 
ba3

16
 , Iy̅ = ( 

 

16
 – 

4 

9 
 ) ba3 

Iz = 
ab

16
 ( a2 + b2 ) 

 

مساحة  

قطع 

 مكافيء

 

2 a b

3
  

Ix = 
2ab3

7
  

Iy = 
2ba3

15
  

Iz = 2ab ( 
a2

15
 + 

b2

7
 ) 

مساحة  

تحت 

قطع 

 مكافيء
 

a b

3
  

Ix = 
ab3

21
  

Iy = 
ba3

5
  

Iz = ab ( 
a3

5
 + 

b2

21
 ) 

 

المساحة 

المثلثية  

تحت 

 المنحني 
 

bh

n+1
   

Ix = 
bh3

3(3n+1)
  

Iy = 
hb3

n+3
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 (: 1 -8) مثال

ة المستطيلة الموضحة في  ساحالقصور الذاتي للم  عزمد  أوج     

 :بالنسبة الى(  1-8 مث.الشكل )
 

 ( ox المحور المركزي )  )أ( 

 .يمر بقاعدة المستطيلالذي  ( x ) )ب( المحور

(   oy – ox  ( عمودياً على المستوى )  oz ) القطب أو المحور (ـ)ج

 (. c )  مركزيةويمر عبر النقطه ال

 

   

 

 

 

 
 

 ( 1-8 مث.شكل )

 الحل:

 )أ(

dA = b dy 

Ix̅ = ∫ y2 dA = ∫  y2h/2

−h/2
 ( b dy ) = b ∫  y2h/2

−h/2
 dy 

    = b 
y3

3
 

 
= b 

h3

3×8
 – b 

−h3

3×8
 = b 

2h3

3×8
 = 

1

12
 bh3 

 )ب(

Ix = Ix̅ + Ad2 = 
1

12
 bh3 + bh ( 

ℎ

2
 )2 = 

1

3
 bh3  

 

 )جـ(

Iy̅ = 
1

12
 hb3 

Iz̅ = Jo̅ = Ix̅ + Iy̅ = 
1

12
 bh3 + 

1

12
 hb3 = 

1

12
  bh ( h2 + b2 ) 
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 (: 2 -8) مثال

ة المستطيلة الموضحة في ساحالقصور الذاتي للم  عزمد  أوج     

 :بالنسبة الى(  2-8مث. الشكل )
 

 ( ox المحور المركزي )  )أ( 

 .يمر بقاعدة المستطيلالذي  ( x ) )ب( المحور

(   oy – ox  ( عمودياً على المستوى )  oz  )  القطب أو المحور  (ـ)ج

 (. c )  مركزيةويمر عبر النقطه ال

 

   

 

 

 
 

 

 ( 2-8 مث.شكل )

 الحل:

 )أ(

Ix̅ = 
1

12
 bh3 = 

1

12
 (10) (20)3 = 6666.67 cm4 

 )ب(
 

Ix = Ix̅ + Ad2 = 6666.67 + 200 (10 )2 = 26666.67 cm4 

            Ix = 
bh3

3
 = 

(10)(20)3

3
 = 26666.67 cm4 

 )جـ(

Iy̅ = 
1

12
 hb3 = 

1

12
 (20) (10)3 = 1666.67 cm4 

 

            Iz̅ = Jo̅ = Ix̅ + Iy̅ = 6666.67 + 1666.67 = 8333.33 cm4 
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 (: 3 -8) مثال

للم  عزمد  أوج      الذاتي  الساحالقصور  في  دائرية  الموضحة  ة 

 :بالنسبة الى(  3-8 مث.الشكل )
 

 .( x المحور المركزي )  )أ( 

 .( y المركزي )المحور )ب( 

( ويمر    x – y  ( عمودياً على المستوى )   z  )   القطب أو المحور  (ـ)ج

 (. c ) مركزيةعبر النقطه ال

 

 

 الحل:

 
 

 ( 3-8 مث.شكل )

 

Ix = 
 r4

4
 = 

 (20)4

4
 = 125663.7 cm4 )أ( 

Iy = 
 r4

4
 = 

 (20)4

4
 = 125663.7 cm4 )ب( 

Iz = 
 r4

2
 = 

 (20)4

2
 = 251327.4 cm4 )جـ( 

 

 
 

 (: 4 -8) مثال

للم  عزمد  أوج      الذاتي  الشكل )ساحالقصور  في  الموضحة  ( 4-8  مث.ة 

 (.  x حول المحور )

 

 

 

 

  الحل:
 

 ( 4-8 مث.شكل )
 : المستطيل

Ix = Ix̅ + Ad2 = 
1

12
 bh3 + Ad2 = 

1

12
 (50) (70)3 + (50) (70) (35)2 

                                                       = 1429167 + 4287500 = 5716667 cm4 

 
 الدائرة: 

         Ix = Ix̅ + Ad2 = 
 r4

4
 + Ad2 = 

 (15)4

4
 + (15)2  (35)2 = 39761 + 865901 

                                                                                  = 905662 cm4 

 
 عزم القصور الذاتي للمساحة: 

          5716667 – 905662 = 4811005 cm4 
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 (: 5 -8) مثال

للم  عزمد  أوج      الذاتي  الشساحالقصور  في  الموضحة        كلــــــة 

 (. x حول المحور )( 5- 8 مث.)

 

 

 الحل:
 

 
 

 ( 5-8 مث.شكل )

 :المربع

Ix = Ix̅ + Ad2 = 
1

12
 bh3 + Ad2 = 

1

12
 (50) (50)3 + (50) (50) (25)2 

                                                       = 520333 + 1562500 = 2082833 cm4 

Ix = 
bh3

3
 = 

(50)(50)3

3
 = 2082833 cm4 

 
 ربع الدائرة: 

Ix = 
 r4

16
 = 

 (50)4

16
 = 1227185 cm4 

        
 عزم القصور الذاتي للمساحة: 

         2082833 + 1227185 = 3310018 = 3.31  × 106 cm4 

 

 

 

 

 (: 6 -8) مثال

للم  عزمد  أوج      الذاتي  الشساحالقصور  في  الموضحة        كلـــــة 

 (. x حول المحور )( 6- 8 مث.)

 

 

 

 

 

 

 الحل:

Ix = 
bh3

3
  – 

 r4

8
 – [ 

bh3

36
 + ( 

1

2
   ×4  ×8 ) (11.333)2 ] 

    = 
(8)(14)3

3
  – 

 (2)4

8
 – [ 

(4)(8)3

36
 + (16) (11.333)2 ] 

    = 7317.33 – 6.28 – [ 56.9 + 2055 ] = 5211 in.4   

 
 

 ( 6-8 مث.شكل )
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 (: 7 -8) مثال

الذاتي  عزمد  أوج      ونصف   xI ) القصور   )

قطع العرضي  لمامساحة  ل  ( xk القطر التدويمي )

الشكل  للعمود في  حول  (  7-8  مث.)  الموضح 

 (.  x المحور )

 

 
 
 
 

 الحل:
 

 
 ( 7-8 مث.شكل )

Ix   =  ( 
1

12
 ) (50) (10)3 + 2 [ ( 

1

12
 ) (10 )(20)3 + (10) (20) (15)2 ]  

      = 4166.67 + 2 ( 6666.67 + 45000 ) = 107500 cm4 

 

A = ( 50  ×10 ) + 2 ( 10   ×20 ) = 900 cm2 
 

kx = √
Ix

A
 =  √

107500

900
  = 10.93 cm   

 

 

 (: 8 -8) مثال

العمودية  دأوج        لمركز   (  𝐲̅)    المسافة 

يلمان المبين في الشكل  ــــشالمقطع العرضي لل

ثم  (8- 8  مث.) الذاتي   عزم د  ج،  القصور 

( الذي يمر عبر النقطه (xبالنسبة إلى المحور  

 . مركزيةال

 
 
 
 

 الحل:
 

 
 ( 8-8 مث.شكل )

y̅ =  
∑( A .  y )

∑A
  =  

(8)(1)(0.5)+2[(1)(4)(3)]

(8)(1)+2[(1)(4)]
   =  

4+24

8+8
  = 1.75 in.  

Ix = [ ( 
1

12
 )(8)(1)3 + (8)(1)(1.25)2 ] + 2 [ ( 

1

12
 )(1)(4)3 + (1)(4)(1.25)2 ] 

    = [ 0.667 + 12.5 ] + 2 [ 5.333 + 6.25 ] =  36.333 in.4 
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 (: 9 -8) مثال

المقطع    ساحةالقصور الذاتي لم  عزمد  أوج     

حول    للقضيبالعرضي   المقطع  المربع 

قطر  ال(، ونصف  y( و )xين ) يمركزال  نمحوريال

 (. xk  ،yk ) تدويميال

 

 

 

 

 الحل:
 

 ( 9-8 مث.شكل )

 

 الطريقة الأولى: 

Ix = Iy = ( 
1

12
 )(12)(12)3  

                                 – ( 
1

12
 )(10)(10)3 

       = 1728 – 833.33 = 894.67 cm4   

 
 الطريقة الثانية: 

Ix = 2 [ ( 
1

12
 )(1)(10)3 ]  

      + 2 [ ( 
1

12
 )(12)(1)3 + (12)(1)(5.5)2 ] 

 

 = 2 (83.33) + 2 ( 1 + 363 ) = 894.67 cm4 

 

Iy = 2 [ ( 
1

12
 )(1)(12)3 ] + 2 [ ( 

1

12
 )(10)(1)3 + (10)(1)(5.5)2 ] 

= 2 (144) + 2 ( 0.833 + 302.5 ) = 894.67 cm4 
 

A = 2 ( 12   ×1 ) + 2 ( 1  ×10 ) = 44 cm2 
 

kx = ky = √
Ix

A
 =  √

894.67

44
  = 4.5 cm 
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 (: 10 -8) مثال

    حرف   شيلمانة المقطع العرضي للساحالقصور الذاتي لم  أوجد عزم     

(  I  )  المركزيين  ينالمحور حول    (10-8  مث.)  المبين في الشكل  (  x   )     

 (. yk ( و ) xk ) القطر التدويمينصف  ثم أوجد(،  y و )

 

 

 

 

 

 

 الحل:
 

 

 ( 10-8 مث.شكل )
 

Ix = ( 
1

12
 )(50)(300)3 + 2 [ ( 

1

12
 )(200)(50)3 + (200)(50)(175)2 ] 

    = 112500000 + 2 ( 2083333 + 306250000 ) 

    = 729166666 mm4 = 729.17 ×106 mm4 

Iy = ( 
1

12
 )(300)(50)3 + 2 [ ( 

1

12
 )(50)(200)3 ] 

    = 3125000 + 2 (33333333.33) = 69791667 mm4 = 69.8 ×106 mm4 
 

A = (50)(300) + 2(200)(50) = 35000 mm2 

kx = √
729166666

35000
  = 144.34 mm              ky = √

69791667

35000
  = 44.65 mm  

 
 

 (: 11 -8) مثال

عزم لم  أوجد  الذاتي  للساحالقصور  العرضي  المقطع    شيلمان ة 

( الشكل  (   Tحرف  في   المحور حول    (11-8  مث.)  المبين 

 .(x) المركزي

 

 

 

 
 

 

 الحل:

 

 
 

 ( 11-8 مث.شكل )

y̅ =  
∑( A .  y )

∑A
  =  

(15)(3)(16.5)+(3)(15)(7.5)

(15)(3)+(3)(15)
  =  

742.5+337.5

45+45
  = 12 cm 

Ix = [ ( 
1

12
 )(15)(3)3 + (15)(3)(4.5)2 ] + [ ( 

1

12
 )(3)(15)3 + (3)(15)(4.5)2 ] 

    = [ 33.75 + 911.25 ] + [ 843.75 + 911.25 ] = 945 + 1755 = 2700 cm4 
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 (: 12 -8) مثال

ة المقطع العرضي للعضو الموضح ساحالقصور الذاتي لم  عزمد  أوج     

ثم (،  y   ( و )  x  )  ين المركزيينالمحور حول  (  12-8  مث.في الشكل )

 (.  yk ( و ) xk ) القطر التدويمي نصف  أوجد

 
 

 الحل:

 
 

 ( 12-8 مث.شكل )

 

 

 (: Dو )أ( Aالمستطيل )ِ
  

Ix = Ix̅ + Ad2  

    = ( 
1

12
 ) (4) (16)3 + (4) (16) (10)2      

    = 1365.3 + 6400 = 7765.3 in.4 
 

Iy = Iy̅ + Ad2  

    = ( 
1

12
 ) (16) (4)3 + (4) (16) (10)2      

    = 85.3 + 6400 = 6485.3 in.4 
 

 (: Bالمستطيل )

Ix = ( 
1

12
 ) (24) (4)3 = 128 in.4 

 

Iy = ( 
1

12
 ) (4) (24)3 = 4608 in.4    

                   

 عزم القصور الذاتية للمساحة الكلية:

Ix = ( 2 × 7765.3 ) + 128 = 15658.6 in.4    

          Iy = ( 2 × 6485.3 ) + 4608 = 17578.6 in.4    

 

 نصف القطر التدويمي: 

A = ( 4 × 24 ) + 2 ( 4 × 16 ) = 224 in.2 
 

kx = √
15658.6

224
  = 8.36 in.  

ky = √
17578.6

224
  = 8.86 in.  
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 (: 13 -8) مثال

ة المقطع العرضي للعضو الموضح  ساحالقصور الذاتي لم  عزمد  أوج     

ثم (،  y   ( و )  x  )  ين المركزيينالمحور حول  (  13- 8مث.  في الشكل )

 (.  yk ( و ) xk ) القطر التدويمي نصف  أوجد

 
 

 الحل:

 
 

 ( 13-8 مث.شكل )

 

 

 (: C( أو )Aالمستطيل )ِ
  

Ix = Ix̅ + Ad2  

    = ( 
1

12
 ) (4) (16)3 + (4) (16) (10)2      

    = 1365.3 + 6400 = 7765.3 in.4 
 

Iy = Iy̅ + Ad2  

    = ( 
1

12
 ) (16) (4)3 + (4) (16) (10)2      

    = 85.3 + 6400 = 6485.3 in.4 
 

 (: Bالمستطيل )

Ix = ( 
1

12
 ) (16) (4)3 = 85.33 in.4 

 

Iy = ( 
1

12
 ) (4) (16)3 = 1365.33 in.4    

                   

 عزم القصور الذاتية للمساحة الكلية:

Ix = ( 2 × 15552 ) + 85.33 = 31189.33 in.4    

          Iy = ( 2 × 14592 ) + 1365.33 = 30549.33 in.4   

 نصف القطر التدويمي: 

A = 2 ( 4 × 36 ) + ( 4 × 16 ) = 352 in.2 
 

kx = √
31189.33

352
  = 9.41 in.  

ky = √
30549.33

352
  = 9.32 in.  
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 :(  Mass moment of inertia )     ة عزم القصور الذاتي للكتل   - الثاني الجزء  

، أو  نسبة الى محور الدوران  عزم القصور الذاتي للكتلة هو مقياس لتوزيع الكتلة في الأجسام الدوارة     

 مقياس لمقاومة الجسم الدوار للتعجيل الزاوي. 

( في   dm ألف من جمع مضروب كل كتلة تفاضلية ) عزم القصور الذاتي للكتلة هو عملية حسابية تت     

 ساً نسبة الى محور القصور الذاتي. ا( مق  مربع ذراع العزم لها )

∫ الصيغة الرياضية لعزم القصور الذاتي للكتلة هي )      2dm )  أن، كما  ( ∫ 2dA   )  الصيغة  هي

تم استخدامه    لعزم القصور الذاتي للكتلة كما(   I ويستخدم الرمز )الرياضية لعزم القصور الذاتي للمساحة.  

( للكتلة.   mI ( للمساحة وبالصيغة ) AI للمساحة، ويمكن استخدامه بالصيغة )في حالة عزم القصور الذاتي  

 أي أن طريقة حساب عزم القصور الذاتي للكتلة هو تكرار لطريقة حساب عزم القصور الذاتي للمساحة. 

…….….  (8-13) 

 

 

 

IA = ∫ 2dA             IA = IA̅ + Ad2 

 

Im = ∫ 2dm             Im = Im̅ + md2 

 

 

 وحدات القياس والاشارات: 

(   (، حيث أن ) md 2  ∫=  mI )  ة هيكتلمن التعريف، الصيغة الرياضية لعزم القصور الذاتي لل     

( هي    2 )  ةتكون وحد وبذلك  طول    ةوحد   المسافة بين مركز الكتلة ومحور القصور الذاتي ووحدته  هي

كتلة وهي قيمة مطلقة ليس لها  ( هي وحدة   dm )  طول، وتكون موجبة بسبب التربيع ووحدة  ةمربع وحد 

طول وتكون كتلة مضروبة بمربع وحدة الهي وحدة    كتلة، بالتالي فان وحدة عزم القصور الذاتي للاشارة

 ( أو ما يناظرها.  .2mkg., 2cmkg., 2mmkg موجبة، أي )

 

 

 (:   k  -Radius of gyration- نصف القطر التدويمي )

  لجسم ا  كتلة( هو خاصية تستخدم لوصف توزيع    k  )  بالرمزه  ل  رمز، غالبًا ما يُ تدويميقطر الالنصف       

القصور الذاتي    عزميمكن التعبير عن  و المحور.  توزيع الكتلة حولمقياس لكيفية    وهو   ،حول محور الدوران

 ة: التالي بالصيغة الرياضية تدويميقطر الال( من حيث نصف   mة )كتللل

)41-8………… (( 2I = mk  )      أو       ( √
I

m
k =   ) 

 

الى النقطة التي تتمركز ( هو نصف القطر التدويمي وهو المسافة من محور القصور الذاتي   k حيث أن )

 عندها كتلة الجسم. 
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          :للكتلة الى محور آخر  الذاتي نقل عزم القصور

يتطلب أحياناً احتساب عزم القصور الذاتي لكتلة معينة نسبة     

 الى محور موازي للمحور المركزي لها.
 

معادلة عزم القصور الذاتي لكتلة معينة نسبة الى المحور      

 ( هي:  ox المركزي لها )

Im̅ = ∫ r2 dm = ∫ ( x2 + y2 ) dm   

                                              ……….  (8-15) 
 

 

 
نقل عزم القصور الذاتي للكتلة  ( 4-8شكل )

 الى محور آخر 
 . ( O المار بالنقطة ) ( بالنسبة الى المحور المركزي dm ( تمثل ذراع الكتلة التفاضلية ) r حيث أن )

 

 المركزي مع المقطع العرضي للجسم.  الموازي للمحور المحور ( تمثل نقطة تقاطع B اذا كانت النقطة )

(،   mI نرمز له بالرمز )(    Bعزم القصور الذاتي للكتلة بالنسبة الى المحور الموازي المار في النقطة )

 وتكون قيمته المستنتجة من التكامل هي: 

Im = ∫ 2 dm   ……….  (8-16) 
 

 (.  B ( بالنسبة الى المحور المار بالنقطة ) dm ( تمثل ذراع العزم للكتلة التفاضلية )  حيث أن )
 

 من الشكل: 

2 = ( x + a )2 + ( y – b )2  

     = x2 + 2ax + a2 + y2 – 2by + b2 

 وحيث أن: 

r2 = x2 + y2      ,       d2 = a2 + b
2 

       2 = r2 + d2 + 2ax – 2by 
 

 ( في معادلة التكامل لعزم القصور الذاتي:  2 بالتعويض عن )
 

Im = ∫ 2 dm = ∫ r2 dm + d2
 ∫ dm + 2a ∫ x dm – 2b ∫ y dm  …... (8-17) 

 

 حيث أن: 

- ( m x̅ = ∫ x dm )   ،( m y̅ = ∫ y dm ) . 

- ( x̅ ( و ) y̅   تمثلان موقع مركز الكتلة نسبة الى محاور القياس، وفي هذه الحالة محاور القياس تمر )

مساوية للصفر وبالتالي فان الحدين الثالث والرابع   ( y̅ )و    ( x̅ ) في مركز الكتلة، فتكون قيمة كل من  

 المعادلة كما يلي: ( مساوية للصفر وتصبح  17-8 في المعادلة )
 

Im = Im̅ + m d2  ……….  (8-18) 
 

الكتلوي لأي جسم بالنسبة الى محور ما يساوي  ( أن عزم القصور الذاتي  18-8يتبين من المعادلة )      

( الموازي للمحور المركزي مع حاصل ضرب   m I̅حاصل جمع عزم القصور الذاتي الكتلوي المركزي )

 . ( 2m d ) المسافة بين المحورينكتلة الجسم في مربع 
 

 (:  k ( بدلالة نصف القطر التدويمي )18-8يمكن كتابة المعادلة )
 

m k2 = m k̅2 + m d2        ,          k2 = k̅2 + d2         ……….  (8-19) 
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 المركبة:  الكتلوي للأجسام عزم القصور الذاتي 

جزاء الأفي الغالب تكون الأجسام المستخدمة في المجالات الهندسية بشكل تراكيب مكونة من عدد من      

 بكتل مختلفة. 

حول محور معين مساوياً لمجموع عزوم القصور    فيكون عزم القصور الذاتي الكتلوي للجسم الكلي     

الذاتي الكتلوي للأجزاء التي يتركب منها حول نفس المحور، وكما تم ذكره في حالة عزم القصور الذاتي  

للمساحات، فان الجزء الذي يضاف الى الكتلة الكلية يعطى إشارة موجبة، والجزء الذي ينقص من الكتلة 

 الكلية يعطى إشارة سالبة. 
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 : عزم القصور الذاتي لكتل بعض الأجسام المتجانسة

 القصور الذاتي لكتل بعض الأجسام المتجانسة عزم ( 2-8جدول )

 عزم القصور الذاتي للكتلة  الحجم  الجسم 

قضيب  

رفيع بطول  

(L.) 

 

 

Iy = 
mL2

3
  

Iy̅ = 
mL2

12
 

 

قضيب  

رفيع بشكل  

 . ربع دائرة

 

 

Ix = m r2 

Iy = Iz = 
mr2

2
 

صفيحة  

مستطيلة 

 . رقيقة

 

 

Ix̅ = 
1

12
 m a2  ,  Iy̅ = 

1

12
 m b2 

Iz̅ = 
1

12
 m ( a2 + b2 ) 

 

قرص  

جاسيء 

بنصف قطر  

(r وكتلة )

(m.)  

 

Iz̅ = 
mr2

2
   ,    Ix̅ = Iy̅ = 

mr2

4
 

Iz’ = 
3mr2

2
 

 

  حلقة

طوانية  سا

 . ةرقيق

 

 

Iz = m r2  

Ix = Iy = 
mr2

2
 

 

حلقة  

  اسطوانية

 . ةسميك

 

h(R2–r2) Iz̅ = 
m(R2+r2)

2
 

متوازي 

 .مستطيلات

 

a b c 

Ix̅ = 1/12 m ( b2 + c2 ) 

Iy̅ = 1/12 m ( a2 + b2 ) 

Iz̅ = 1/12 m ( a2 + c2 ) 

Iy̅ = 1/12 m ( a2 + b2 ) 

 Ix = 1/3 m ( b2 + c2 ) 

 Iy = 1/3 m ( a2 + b2 ) 

 Iz = 1/3 m ( a2 + c2 ) 
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 عزم القصور الذاتي لكتل بعض الأجسام المتجانسة ( 2-8جدول )

 عزم القصور الذاتي للكتلة  الحجم  الجسم 

كرة صلدة  

بنصف قطر  

(r .) 

 

4

3
  r3 I ̅= 

2

5
 m r2 

كرة مجوفة  

بمعدل نصف 

 (. rقطر ) 
 

 I ̅= 
2

3
 m r2 

نصف كرة  

بنصف صلدة 

 (. rقطر ) 

 

2

3
  r3 

Ix̅ = Iy̅ =  
83

320
 m r2 

Iz = Iz̅ = 
2

5
 m r2 

نصف كرة  

مجوفة بمعدل 

نصف قطر  

(r .) 
 

 
Ix̅ = Iy̅ = 

5

12
 m r2 

Ix = Iy = 
5

12
 m r2  

مخروط دائري  

قائم نصف  

قطر قاعدته 

(r  وارتفاعه )

(h.) 
 

r2h

3
  

Ix̅ = 
3

10
 m r2 

Iy = Iz = 
3

20
 m r2 + 

3

5
 m h2 

Iy̅ = Iz̅ = 
3

20
 m r2 + 

3

80
 m h2 

Iy' = Iz' = 
3

20
 m r2 + 

1

10
 m h2 

 

نصف مخروط  

دائري قائم  

نصف قطر  

(  rقاعدته ) 

 (. hوارتفاعه )
 

r2h

6
  

Ix = 
3

10
 m r2 

Ix̅ = ( 
3

10
 – 

1

2 ) m r2 

Iy = Iz = 
3

20
 m r2 + 

3

5
 m h2 

Iy’ = Iz’ = 
3

20
 m r2 + 

1

10
 m h2 
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 عزم القصور الذاتي لكتل بعض الأجسام المتجانسة ( 2-8جدول )

 عزم القصور الذاتي للكتلة  الحجم  الجسم 

 (. L( وطول )rأسطوانة قائمة صلدة بنصف قطر )

 

 r2 L 

 Iy̅ = 
mr2

2
 

Ix̅ = Iz̅ = 
1

12
 m ( L2 + 3r2 ) 

Ix = Iz = 
1

12
 m (4L2 + 3r2) 

 

( قطر  بنصف  صلدة  قائمة  أسطوانة  وطول  rنصف   )

(L.) 

 

r2𝐿

2
  

Iy̅ = 
mr2

2
 – 

16mr2

9 2  

Iy = 
mr2

2
 

Ix̅ = Iz̅ = 
1

12
 m ( L2 + 3r2 ) 

Ix = Iz = 
1

12
 m (4L2 + 3r2) 

 

( خارجي  قطر  بنصف  مجوفة  قائمة  (  orأسطوانة 

وطول  (  rقطر ) ومعدل نصف  (  irونصف قطر داخلي )

(L.) 

 

L(ro
2 – ri

2) 

Iy = 
mr2

2
 

Ix̅ = Iz̅ = 
1

2
 mr2 + 

1

12
 mL2  

Ix = Iz = 
1

2
 mr2 + 

1

3
 mL2  

 

(  orنصف أسطوانة قائمة مجوفة بنصف قطر خارجي )

( وطول  rمعدل نصف قطر ) و(  irونصف قطر داخلي )

(L.) 

 

L(ro
2−ri

2)

2
   

Iy̅ = mr2 - 
4mr2

 2  

Iy = mr2  

Ix̅ = Iz̅ = 
1

12
 m ( L2 + 6r2 ) 

Ix = Iz = 
1

12
 m (4L2 + 6r2) 
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 (: 41ـ  8) مثال

( ومساحة مقطعه     𝞺( وكثافته ) m ( وكتلته ) L قضيب صلد طوله )     

جد عزم القصور أو،  (14- 8  )مث.  (، كما مبين في الشكل A العرضي )

 :له بالنسبة الى الكتلوي الذاتي

 محور يمر بإحدى نهايتيه وعمودي على محوره الطولي. -

 محور يمر بمركز كتلته وعمودي على محوره الطولي. -

 

 الحل:

 
 

 ( 14-8 مث.شكل )

m = 𝞺 V = 𝞺 A L 

dm = 𝞺 dV = 𝞺 A dr 

Im = ∫ r2 dm = ∫ r
L

0
2 𝞺 A dr = 𝞺 A ∫ r2𝐿

0
 dr = 𝞺 A 

r3

3
 

 
=  

1

3
 𝞺 A L3 

Im = 
1

3
 m L2  

 

Im = Im̅ + m d2 
1

3
 m L2 = Im̅ + m ( 

L

2
 )2 

Im̅ = 
1

3
 m L2 –  

1

4
 m L2 = 

1

12
 m L2 
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 (: 51ـ  8) مثال

( ومساحة مقطعه     𝞺( وكثافته )  m ( وكتلته ) L قضيب صلد طوله )      

  ، جد عزم القصور الذاتي (15-8  الشكل )مث.  (، كما مبين في A العرضي )

 :له بالنسبة الى الكتلوي

ا ـــــويميل عن المحور العمودي بزاوية مقدارهمحور يمر بإحدى نهايتيه    -

( ) . 

 .وبنفس الميلانمحور يمر بمركز كتلته  -
 

 

 الحل:

 
 

 ( 15-8 مث.شكل )

 

m = 𝞺 V = 𝞺 A L 

dm =  dV =  A dr 

a = r sin   

Im = ∫ a2 dm = ∫ (
𝐿

0
 r sin   )2 𝞺 A dr = 𝞺 A sin2  ∫ r2𝐿

0
 dr = 𝞺 A sin2  

r3

3
 

 

                                                         = 
1

3
 𝞺 A L3 sin2   

Im = 
1

3
 m L2 sin2   

 

Im = Im̅ + m d2 
1

3
 m L2 sin2  = Im̅ + m ( 

L sin

2
 )2 

1

3
 m L2 sin2  = Im̅ + 

1

4
 m L2 sin2 

Im̅ = 
1

3
 m L2 sin2  –  

1

4
 m L2 sin2  = 

1

12
 m L2 sin2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



219 

 

 (: 61ـ  8) مثال

(،   kg 5 كتلته ) (، m 0.5 نصف قطرها ) قضيب رفيع بشكل ربع دائرة     

بالنسبة الى   الكتلوي  جد عزم القصور الذاتي المحاور الثلاث المبينة في    له 

 . (16-8 الشكل )مث.
 

 

 الحل:

 
 

 ( 16-8 مث.شكل )

 

 

Ix = m r2 = 5 × (0.5)2 = 1.25 kg.m2 
 

Iy = 
mr2

2
 = 

5×(0.5)2

2
 = 0.625 kg.m2 

Iz = 
mr2

2
 = 

5×(0.5)2

2
 = 0.625 kg.m2 

 

 

 

 (: 71ـ  8) مثال

(   b = 500 mm طولها ) من الألمنيوم    مستطيلة رقيقة صفيحة       

، جد عزم القصور  ( t = 3 mm وسمكها )  ( a = 300 mm )  وعرضها

كما   ة المارة بمركز كتلتها،بالنسبة الى المحاور الثلاث  اله  الكتلوي  الذاتي

 .(17-8 الشكل )مث.مبين في 

 (.  kg/m 32690 ) هي كثافة الألمنيوم
 

 
 

 ( 17-8 مث.شكل )

 

 الحل:

V = a × b × t = 0.3 × 0.5 × 0.003 = 0.45 × 10 –3 m3 

m = 𝞺 V = 2690 × 0.45 × 10 –3 = 1.2105 kg 

  

Ix̅ = 
1

12
 m a2 = 

1

12
 × 1.2105 × (0.3)2 = 9.1 × 10 –3 kg.m2 

 

Iy̅ = 
1

12
 m b2 = 

1

12
 × 1.2105 × (0.5)2 = 25.2  ×10 –3 kg.m2 

Iz̅ = 
1

12
 m ( a2 + b2 ) = 

1

12
  ×1.2105 × [ (0.3)2 + (0.5)2 ] 

                                                       = 34.3 ×10 –3 kg.m2 
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 (: 81ـ  8) مثال

خشب      من  صلد  الصلب  صندوق  متوازي    البلوط  شكل  على 

) a = 0.5 m )  طولهمستطيلات  ال وعرضه   ) b = 0.3 m   )

 .  (18-8  )مث. كما مبين في الشكل(،  c = 0.2 m ) ارتفاعهو

 

 :جد
 

 ( 18-8 مث.شكل )

 (. o, z o, y ox عزم القصور الذاتي بالنسبة الى المحاور الثلاثة المارة بمركز كتلته ) -

 (. x , y , z الثلاثة المارة بأحد أركانه )عزم القصور الذاتي بالنسبة الى المحاور  -

 (.  oz دويمي حول المحور )تنصف القطر ال -
 

 (.  kg/m 3800 ) هي كثافة خشب البلوط
 

 

 الحل:

V = a b c = 0.5 × 0.3 × 0.2 = 0.03 m3 

m = 𝞺 V = 800 × 0.03 = 24 kg 
 

Ix̅ = 
1

12
 m ( b2 + c2 ) = 

1

12
 × 24 × [ (0.2)2 + (0.5)2 ] = 0.58 kg.m2 

Iy̅ = 
1

12
 m ( a2 + b2 ) = 

1

12
 × 24  × [ (0.3)2 + (0.2)2 ] = 0.26 kg.m2 

Iz̅ = 
1

12
 m ( a2 + c2 ) = 

1

12
 × 24  × [ (0.3)2 + (0.5)2 ] = 0.68 kg.m2 

Ix = 
1

3
 m ( b2 + c2 ) = 

1

3
  × 24  × [ (0.2)2 + (0.5)2 ] = 2.32 kg.m 

Iy = 
1

3
 m ( a2 + b2 ) = 

1

3
  × 24  × [ (0.3)2 + (0.2)2 ] = 1.04 kg.m2 

Iz = 
1

3
 m ( a2 + c2 ) = 

1

3
  × 24  × [ (0.3)2 + (0.5)2 ] = 2.72 kg.m2 

k̅z = √
I̅y

m
  = √

0.68

24
  = 0.17 m 
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 (: 91ـ  8) مثال

الرصاص      من  مجوفة  )  كرة  نصو  (  kg 5 كتلتها  قطر ـــــبمعدل                  ف 

( 200 mm الذاتي القصور  المحاور    الكتلوي  (، جد عزم  الى  بالنسبة  لها 

كتلته بمركز  المارة  الشكلا الثلاثة  في  مبين  كما  احسب (19-8  )مث.  ،  ثم   .

 . حاورنصف القطر التدويمي حول نفس الم
 

 
 

 ( 19-8 مث.شكل )

 

 الحل:
 

Ix̅ = Iy̅ = Iz̅ =  
2

3
 m r2 = 

2

3
 × 5 × (0.2)2 = 0.133 kg.m2 

k̅x = k̅y = k̅z = √
I̅x,y,z

m
  = √

0.133

5
  = 0.163 m 

 

 

 

 (: 20ـ  8) مثال

النحاس        من  اسطوانية  )نصف  حلقة  الخارجي  (   cm 12 قطرها 

الداخلي )نصف  و وارتفاعها   cm 10 قطرها   )( 5 cm ).    جد عزم

مركزها،  من    ( المار z )لها بالنسبة الى المحور    الكتلوي  القصور الذاتي

. ثم احسب نصف القطر التدويمي حول  (20-8  )مث.  كما مبين في الشكل

 . حورنفس الم

 (. kg/m 38910 ) هي كثافة النحاس
 

 
 

 ( 20-8 مث.شكل )

 

 الحل:
 

V =  h ( R2 – r2 ) =  (0.05) [ (0.12)2 – (0.1)2 ] = 6.91 × 10 – 4 m3 

m = 𝞺 V = 8910 × 6.91 × 10 – 4 = 6.16 kg 

 

Iz̅ =  
m(R2+r2)

2
 = 

(6.16)[(0.12)2+(0.1)2)

2
 = 0.075 kg.m2 

k̅z =  √
I̅z

m
  = √

0.075

6.16
  = 0.11 m 
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 (: 12ـ  8) مثال

نص      قائم  دائري  )ــمخروط  قاعدته  قطر  وارتفاعه  r = 5 cm ف   )             

( h = 15 cm )جد .، مصنوع من مادة الرصاص:   
 

المحاور الثلاثة المارة بمركز  له بالنسبة الى    الكتلوي   عزم القصور الذاتي -

  .كتلته

 (.  'z ( و ) z له بالنسبة الى المحاور ) الكتلوي عزم القصور الذاتي -

 (.  ox نصف القطر التدويمي حول المحور ) -
 

 (.  kg/m 311370 ) هي كثافة الرصاص
 

 
 

 ( 21-8 مث.شكل )

 

 الحل:

V = 
r2h

3
 = 

(0.05)2(0.15)

3
 = 3.93 × 10 – 4 m3 

m = 𝞺 V = 11370 × 3.93 × 10 – 4 = 4.465 kg 
 

Ix̅ = 
3

10
 m r2 = 

3

10
 × 4.465 × (0.05)2 = 3.35 × 10 – 3 kg.m2 

Iy̅ = Iy̅ = 
3

20
 m r2 + 

3

80
 m h2  

    = 
3

20
 × 4.465 × (0.05)2 + 

3

80
 × 4.465 × (0.15)2  

    = ( 1.67 × 10 – 3 ) + ( 3.77 × 10 – 3 ) = 5.44 × 10 – 3 kg.m2 

 

Iz = 
3

20
 m r2 + 

3

5
 m h2 

    = 
3

20
 × 4.465 × (0.05)2 + 

3

5
 × 4.465 × (0.15)2  

    = ( 1.67 × 10 – 3 ) + ( 60.3 × 10 – 3 ) = 62 × 10 – 3 kg.m2 

Iz’ = 
3

20
 m r2 + 

1

10
 m h2 

    = 
3

20
 × 4.465 × (0.05)2 + 

3

10
 × 4.465 × (0.15)2  

    = ( 1.67 × 10 – 3 ) + ( 30.14 × 10 – 3 ) = 31.81 × 10 – 3 kg.m2 

 

k̅x = √
I̅x

m
  = √

0.00335

4.465
  = 0.027 m 
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 (: 22ـ  8) مثال

قائمة      قاعدته  أسطوانة                   هاوطول  ( cm 40 )  اقطر 

( L = 50 cm ) ًمصنوعة من مادة الفولاذ، مثقوبة طوليا ،

( قطر  بنصف  اسطوانية  ثقوب  ثقب  cm 5 بأربع  لكل   )

رها ـــف قطـــم على محيط دائرة نصــكل منتظـــموزعة بش

( 10 cm جد عزم القصور الذاتي .)  ونصف القطر   الكتلوي

 التدويمي للاسطوانة حول محورها الطولي.
 

 (. kg/m 37830 )هي كثافة الفولاذ 

  
 

 ( 22-8 مث.شكل )

 الحل:
 

 : بدون ثقوب  الأسطوانة

V =  R2 L =  × (0.2)2 × (0.5) = 0.0628 m3 

M = 𝞺 V = 7830 × 0.0628 = 492 kg 

Ix̅ = 
mr2

2
 = 

492×(0.2)2

2
 = 9.84 kg.m2 

 

 الثقب: 

v =  r2 L =  × (0.05)2 × (0.5) = 0.0039 m3 

m = 𝞺 V = 7830 × 0.0039 = 30.75 kg 

Ix̅ = 
mr2

2
 = 

30.75×(0.05)2

2
 = 0.038 kg.m2 

Ix = Ix̅ + m d2 = 0.038 + [ 30.75 × (0.1)2 ] = 0.346 kg.m2 

 

 الأسطوانة المثقوبة: 

Ix̅ = 9.84 – ( 4 × 0.346 ) = 8.456 kg.m2 

 

m = 492 – ( 4 × 30.75 ) = 369 kg 

k̅x = √
I̅x

m
  = √

8.456

369
  = 0.151 m 
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 (: 32ـ  8) مثال

يتمفصل معها   ،( kg 3 كتلتها )  منظومة تمثل جزء من تركيب منظم سرعة، تتألف من حلقة وسطية     

وفي نهاية كل قضيب كرة ملحومة قطرها    ،لكل منهما  (kg 1.5   وكتلة )  ( mm 400 قضيبان بطول )

( 100 mm ) ( 1.5 وكتلتها kg جد عزم القصور الذاتي .) ونصف القطر التدويمي للمنظومة  الكتلوي

 (. y حول محورها العمودي )

 
 

 ( 23-8 مث.شكل )

 الحل:
 

 الحلقة الوسطية: 

Iy̅ = 
m(ro

2+ri
2)

2
 = 

1

2
 × 3 [ (0.1)2 + (0.05)2 ] = 0.019 kg.m2 

 

 القضيب: 

Iy̅ = 
1

12
 m L2 sin2  = 

1

12
 (1.5) (0.4)2 sin2 30 = 0.005 kg.m2 

 

Iy = Iy̅ + m d2 = 0.005 + [ 1.5 × (0.2)2 ] = 0.065 kg.m2 

 

 الكرة:

Iy̅ = 
2

5
 m r2 = 

2

5
 (1.5) (0.05)2 = 0.0015 kg.m2 

Iy = Iy̅ + m d2 = 0.0015 + [ 1.5 × (0.325)2 ] = 0.16 kg.m2 

 

 المنظومة كاملة: 

Iy = 0.019 + ( 2 × 0.065 ) + ( 2 × 0.16 ) = 0.469 kg.m2 

 

m = 3 + ( 2 × 1.5 ) + ( 2 × 1.5 ) = 9 kg 

k = √
I

m
 = √

0.469

9
 = 0.228 m = 228 mm 
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 ل: سائم

 
لمنطقة  مساحة االقصور الذاتي ل  أوجد عزم(  8-1

(  1-8  )مس. الموضحة في الشكل  البيضوية

 :بالنسبة الى

 .(xالمحور الأفقي المركزي ))أ( 

 .(y) المركزي يلعمود المحور ا)ب( 
 

     الجواب: 
4cm 62832=  y,  I 4cm 15708=  xI

 

 

 
 

 ( 1-8 شكل )مس.

ل  عزم   أوجد (  8-2  الذاتي  الربع  مساحالقصور  ة 

كما   منه  دائرة  ربع  قطع  يتم  التي  البيضوي 

بالنسبة إلى    (2-8  )مس.هو مبين في الشكل  

 . (y( والمحور العمودي )xالمحور الأفقي ) 
 

     الجواب:
Ix = 722566 cm4 ,  Iy = 1665044 cm4   

 

 
 

 ( 2-8 شكل )مس.
 

 
 

ة المقطع  ساحعزم القصور الذاتي لم  أوجد (  8-3

لل الش العرضي  في  المبين  كل  ــــشيلمان 

المركزيين  حول    (3- 8  .س)م المحورين 

(x(و  )y)،  أ أوجد  ر  ا قطالأف  انصثم 

 (. yk( و)xk) التدويمية
 

   الجواب:
Ix = Iy = 1429.33 in.4 ,  kx = ky = 3.57  in. 

 

 
 

 ( 3-8 شكل )مس.

 

ة المقطع ساحد عزم القصور الذاتي لمأوج  (8-4 

العرضي للأنبوب حول المحاور المركزية  

(x(و  )y  ،)التدويمية ر  اقطالأف  انصوأ  

( xk ،yk .) 

   الجواب:
 = 3.2 cm y= k x,  k 4= 289.84  cm y= I xI 

   

 
 ( 4-8 شكل )مس.
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ة المقطع  ساحعزم القصور الذاتي لم  أوجد (  8-5

لل الشالعرضي  في  المبين  كل  ــــشيلمان 

)حول    (5-8  .س)م نصف و  (oxالمحور 

 (.xk)  التدويميقطر ال
 

     الجواب: 
cm 5.56 = x,  k 49.33  cm494=  xI 

 

 
 

 ( 5-8 شكل )مس.

المحور   y̅  )  أوجد (  8-6  موقع  يحدد  الذي   ،)

لم  ox  المركزي ) العرضي  ساح(  المقطع  ة 

حرفل الش  (  T  )  لشيلمان  في  كل ـــالمبين 

القصور الذاتي   جد عزم أو ، ثم  (6-8  .س)م

 التدويمي قطر  ال( ونصف    ox  )  المحور  حول

( xk  .) 
 

     الجواب:
𝑦̅ = 20.68 cm,  Ix = 22163.83 cm4, kx = 8.98 

cm 
 

 
 

 ( 6-8 شكل )مس.
 

 
 

ة المقطع  ساحد عزم القصور الذاتي لمأوج(  8-7

المبين في   (  I  )  للشيلمان حرف  العرضي

)م (    x  )  المحور  حول  (7- 8  .سالشكل 

 (. xk  ) التدويميقطر الونصف 

 

   الجواب:
Ix = 32794.67 cm4 ,  kx =16.81 cm 

 

 
 

 ( 7-8 شكل )مس.

 

ة المقطع  ساحد عزم القصور الذاتي لمأوج  (8-8 

الشــــــللش  العرضي في  المبين  كل  ـــــيلمان 

قطر  الونصف  (    x  ) المحور    حول  (8- 8  .س)م

 (.  xk  ) التدويمي
 

   الجواب:
=12.8  cm x,  k 4= 34070 cm xI 

   

 
 ( 8-8 شكل )مس.
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طوله(  8-9 (   L = 50 cm ) قضيب صلب 

في    ( m = 5 kg )كتلته  و مبين  هو  كما 

( القصور    عزمد  أوج(.  9-8  مس.الشكل 

 :بالنسبة إلىالكتلوي الذاتي 

بأحد     - يمر  على    طرفيهمحور  وعمودي 

 .محوره الطولي

محور يمر عبر مركز كتلته وعمودي على    -   

 محوره الطولي. 
 

     الجواب: 
2kg.m 104= 0. m𝐼 ̅,   2= 0.417 kg.m mI 

 

 
 

 ( 9-8 شكل )مس.

ر(  8-10  الالمني  قيققرص  قطره ـــــمن                 وم 

( 70 cm )  وسمكه  ( 5 mm )  . أوجد عزم  

بالنسبة إلى المحاور    الكتلوي  القصور الذاتي

تمر   التي  هو  بالثلاثة  كما  كتلته،  مركز 

(. ثم احسب 10- 8  مس.موضح في الشكل )

المحور  ر  ــــقطالف  ــــنص حول  التدويمي 

 .(zالعمودي )

 (.  kg/m 32690 ) هي كثافة الألمنيوم      

     الجواب:
𝐼z̅ = 5.07 kg.m2 ,  𝐼x̅ = 𝐼y̅ =  2.54  kg.m2 

𝑘̅z = 0.5 m 
 

 
 

 (10-8 شكل )مس.

 
 

 

نص(  8-11 صلبة  فولاذية  قطرها ــــكرة            ف 

( 100 mm   ،)د عزم القصور الذاتي أوج  

التي    الكتلوي الثلاثة  المحاور  إلى  بالنسبة 

في بتمر   موضح  هو  كما  كتلتها،  مركز 

نصف   (.11-8  مس.) الشكل احسب  ثم 

 .حول نفس المراكز التدويمي القطر

 (.  kg/m 37830 ) هي كثافة الفولاذ        

 

   الجواب:
𝐼x̅ =𝐼y̅ =  𝐼z̅ = 0.131 kg.m2

, 

𝑘̅x = 𝑘̅y = 𝑘̅z = 0.063 m 
 

 
 

 (11-8 شكل )مس.

 

قاعدتها ـــــــنص  قائمةأسطوانة    (8-12            ف قطر 

( r = 5 cm  ) وطولها ( L = 15 cm ) 

 :د أوجمصنوعة من الرصاص. 

  المحاور   حول  الكتلوي  عزم القصور الذاتي   -

 (o, z o, y ox  .) 

  المحور   حول  الكتلوي  عزم القصور الذاتي  -

 (z .) 

المحور ــــــنص  - حول  التدويمي  القطر           ف 

( oy ) . 

 (.  3kg/m 11370) هي رصاص كثافة ال       

 

   الجواب:
𝐼y̅ = 0.017 kg.m2 ,  𝐼x̅ = 𝐼z̅ =  0.0335  kg.m2 

Iz = 0.108 kg.m2 ,  𝑘̅y = 0.035 m 
   

 
 

 (12-8 شكل )مس.
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من  (  8-13 اسطوانية  نصف  حلقة  النحاس 

( الخارجي  ونصف   cm 15 قطرها   )

اعها ــــ( وارتف cm 12 رها الداخلي )ــقط

( 6 cm   جد عزم القصور الذاتي الكتلوي .)

( المحور  الى  بالنسبة  من   z لها  المار   )

كمـــمرك الشــــزها،  في  مبين  كل  ــــــــــا 

القطر 13- 8.  س)م نصف  احسب  ثم   .)

 المحور. التدويمي حول نفس 

 (. kg/m 38910 ) هي  كثافة النحاس
     الجواب: 

𝐼z̅ = 0.25 kg.m2 ,  𝑘̅z = 0.136 m 
 

 
 

 (13-8 شكل )مس.

قطر  نصف  (  8-14  نصف  قائم  دائري  مخروط 

(،  h = 20 cm) ه( وارتفاع r = 5 cmقاعدته )

 مصنوع من مادة الرصاص. جد: 

الى   - بالنسبة  له  الكتلوي  الذاتي  القصور  عزم 

 المار بمركز كتلته.   (xالأفقي ) المحور 

الى   - بالنسبة  له  الكتلوي  الذاتي  القصور  عزم 

 (.   'z ( و ) z المحاور )

 (.  ox نصف القطر التدويمي حول المحور ) -

 (.  kg/m 311370 ) هي كثافة الرصاص   
     الجواب:

𝐼x̅ = 0.0015 kg.m2 ,  Iz = 0.0726 kg.m2 

Iz' = 0.0369 kg.m2,  𝑘̅x = 0.022 m 

 
 (14-8 شكل )مس.

 
 

 

(  cm 40أسطوانة قائمة قطر قاعدتها ) (  8-15

من   L = 30 cm )  وطولها (، مصنوعة 

ثقوب  بأربع  طولياً  مثقوبة  الفولاذ،  مادة 

( لكل ثقب   cm 5 اسطوانية بنصف قطر )

منتظم   بشكل  دائرة موزعة  محيط  على 

(. جد عزم القصور   cm 10 نصف قطرها )

التدويمي  القطر  ونصف  الكتلوي  الذاتي 

 للاسطوانة حول محورها الطولي. 
 

 (.  kg/m 37830 ) هي كثافة الفولاذ     
 

   الجواب:
𝐼x̅ = 5.07 kg.m2

,  𝑘̅x = 0.151 m 
 

 

 
 (15-8 شكل )مس.

زء من تركيب منظم  ــل جـــــــتمث  تركيبة  (8-16 

وســــس حلقة  من  تتألف  كتلتها ـــــــرعة،             طية 

( 4 Ib يتمفص ،)ول ــــــيبان بطــل معها قضــ

( 12 in.   ( وكتلة ) 2 Ib  لكل منهما، وفي )

قض كل  ملحومـــنهاية  كرة  قطــيب       رها ـــــة 

( 4 in. ( وكتلتها ) 2 Ib  )مبين في  ا  ـــــــ، كم

. جد عزم القصور الذاتي  (16-8كل )مس. ـالش

ف القطر التدويمي للمنظومة  ــــــالكتلوي ونص

 (. y ) حول محورها العمودي

 

   الجواب:
= 12.2 in. yk  ,

2= 1790.4 Ib.in. yI 
   

 
 

 (16-8 شكل )مس.
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 أسئلة عامة 
 

 عرف ما يأتي:  -

السكون، علم الحركة، الفضاء، الوقت، الكتلة، القوة، الجسيم، الجسم الجاسيء، الميكانيك الهندسي، علم  

، الكمية العددية، الكمية المتجهة، محصلة القوى، مركبات القوة، العزم، القوة المركزة، القوة الموزعة

  المرتكز الثابت،   المرتكز المفصلي،محصلة العزوم، العزم المزدوج، التوازن، مخطط الجسم الحر،  

، المرتكز الانزلاقي، الهياكل المرتكز التأرجحي    المرتكز الاسطواني ) التدحرجي (،  المرتكز الكروي،

معامل   الاحتكاك،  الآلات،  المكائن،  الصفرية،  القوى  أضلاع  المستوي،  المسنم  المسنم،  الهندسية، 

ا القصور  عزم  القصور،  الثقل،  مركز  الحركي،  الاحتكاك  معامل  السكوني،  عزم  الاحتكاك  لذاتي، 

 القصور الذاتي للمساحة، عزم القصور الذاتي للكتلة، نصف القطر التدويمي. 
 

عدد قوانين نيوتن في الحركة، ثم بين أي القوانين تختص بعلم السكون، وأيها تختص بعلم الحركة، مع  -

 بيان السبب. 
 

 الجاذبية. أذكر الصيغة الفيزيائية والصيغة الرياضية لقانون نيوتن في  -
 

؟ وماهي القيمة  الحسابات الهندسيةالمستخدم في    ( g تحديد التعجيل الأرضي )لما هو الموقع القياسي   -

 القياسية له؟ 
 

ما هو سبب بقاء الكواكب السيارة في مداراتها دون الاقتراب أو الابتعاد عن الشمس التي تعتبر مركز  -

 لدورانها حوله؟ 
 

 الأساسية؟ وماهي أنظمة الوحدات المستخدمة في القياس؟ ماهي الوحدات  -
 

 عدد أنواع المتجهات، مع تعريف مبسط لكل نوع.   -
 

 ماهي شروط تساوي متجهين؟  -
 

 عرف نظام القوى، وعدد أنظمة القوى التي تؤثر على جسم معين.  -
 

 ما هو وجه الاختلاف بين نقل القوة على خط تأثيرها، ونقلها خارج خط تأثيرها؟   -
 

 عدد طرق الحل المستخدمة في احتساب عزم قوة حول نقطة معينة.  -
 

 يتفرع التوازن الى فرعين رئيسيين، أذكرها مبيناً وجه الاختلاف بينها.  -
 

 ؟ لإنشاء مخطط الجسم الحرما هي الخطوات الضرورية  -
 

 كيف تمثل المرتكزات التالية على مخطط الجسم الحر؟  -

المرتكز    المرتكز الاسطواني ) التدحرجي (،  المرتكز الكروي،  الثابت،المرتكز    المرتكز المفصلي،

   خشن.، الربط بسلك، الارتكاز على سطح أملس، الارتكاز على سطح ، المرتكز الانزلاقي التأرجحي
 

 ؟ما الافتراضات التصميمية المستخدمة في تحليل المسنمات  -
 

 التوضيح. ماهي طرق تحليل المسنمات؟ عددها مع  -
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 أذكر بعض تطبيقات الاحتكاك في الحياة اليومية.  -
 

 عدد أنواع الاحتكاك، وبين ما هو الفرق بينها.  -
 

 عدد خصائص الاحتكاك.  -
 

 أذكر بعض قوانين الاحتكاك. -
 

 ماهي أهمية تعيين مركز الجسم؟  -
 

 دائما؟ً ما هي وحدة قياس عزم القصور الذاتي للمساحة؟ ولماذا تكون قيمتها موجبة  -
 

 ما هي وحدة قياس عزم القصور الذاتي للكتلة؟ ولماذا تكون قيمتها موجبة دائما؟ً  -
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 اللاحق 

 مراجعة الهندسة وعلم المثلثات: ، الملحق )أ( 
 

 

  1 +  2 = 90° زاويتان متتامتان 

تان لامكزاويتان مت   4 +  5 = 180° 

  1 =  3 زاويتان متقابلتان بالرأس

  1 =  4 زاويتان متناظرتان  

  3 =  4 زاويتان متبادلتان  

 

زوايا  

متجاورة في 

متوازي  

 الأضلاع 

 1 +  2 = 180° 

 1 +  3 = 180° 

 2 +  4 = 180° 

 3 +  4 = 180° 
 

 1 =  4 

 2 =  3 

متقابلة  زوايا 

في متوازي  

 الأضلاع 

 

 

 

اذا تعامد حرفا زاوية مع حرفي زاوية أخرى  

 فالزاويتان متساويتان.  

 1 =  2 

 
 

sin   = 
a

𝑐
 

 

cos   = 
b

𝑐
 

 

tan   = 
a

𝑏
 

tan   = 
sin 

cos 
 

 

cot   = 
cos 

sin 
 

csc   = 
c

𝑎
 = 

1

sin 
 

 

sec   = 
c

𝑏
 = 

1

cos 
 

 

cot   = 
b

𝑎
 = 

1

tan 
 

 

a2 = c2 – b2    

b2 = c2 – a2     

c2 = a2 + b2                 

a = c sin  

b = c cos  

a = b tan  

b = a cot  

 

2 rad = 360° 1 rad = 57.29578° 

 rad = 180°  rad = 


180
  ° 
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 نون الجيب تمام: قا
 

a = √b2 + c2 − 2. b. c. cos  
 

b = √a2 + c2 − 2. a. c. cos  
 

c = √a2 + b2 − 2. a. b. cos   

 زوايا المثلث: 

  +  +  = 180° 
 

 قانون الجيب: 

c

sin 
  =  

a

sin 
  =  

b

sin 
 

 
 

sin ( – ) = – sin   

cos ( – ) = cos  

tan ( – ) = – tan   

cot ( – ) = – cot   

sec ( – ) = sec   

csc ( – ) = – csc   

sin (  – 


2
 ) = – cos   

sin (  + 


2
 ) = cos   

cos (  – 


2
 ) = sin   

sin (  + 


2
 ) = – sin    

 

sin2
  + cos2

   = 1 

sec2
  – tan2

   = 1 

csc2
  – cot2

   = 1 

sin 
2  =  

1

2
 ( 1 – cos 2  )  

cos2  =  
1

2
 ( 1 + cos 2  )     

  

sin (  +  ) = sin   cos  + cos   sin  

sin (  –  ) = sin   cos  – cos   sin  

cos (  +  ) = cos   cos  – sin   sin  

cos (  –  ) = cos   cos  + sin   sin  

 

tan (  +  ) = 
tan   + tan  

1−tan   tan  
                  tan (  –  ) = 

tan  − tan  

1+tan   tan  
 

sin 2  = 2 sin   cos  

cos 2  = cos2
   – sin2

    

            = 1 – 2 sin2
    

            = 2 cos2
   – 1 

tan 2  = 
2 tan  

1−tan2  
 

sin ( /2) = √
1

2
(1 − cos  )  

cos ( /2) = √
1

2
(1 + cos  ) 

tan ( /2) = √
1−cos  

1+cos 
 

 

sin   sin  = 1/2 cos (  –  ) – 1/2 cos (  +  ) 
cos   cos  = 1/2 cos (  –  ) + 1/2 cos (  +  ) 
sin   cos  = 1/2 sin (  –  ) + 1/2 sin (  +  )  
sin   + sin  = 2 sin 1 2⁄ (  +  ) cos 1 2⁄ (  –  ) 
sin   – sin  = 2 cos 1 2⁄ (  +  ) sin 1 2⁄ (  –  ) 
cos   + cos  = 2 cos 1 2⁄ (  +  ) cos 1 2⁄ (  –  ) 
cos   – cos  = – 2 sin 1 2⁄ (  +  ) sin 1 2⁄ (  –  ) 
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 : مخططات التحويل بين الوحدات العالمية والوحدات الانكليزية(، بالملحق ) 

 
الانكليزيةوالوحدات  الوحدات العالمية مخططات التحويل بين
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العالمية والوحدات الانكليزيةمخططات التحويل بين الوحدات   
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 المحتويات 
 

 

 الموضوع  الصفحة
  

 الخلاصة 1
  

 الفصل الأول / أساسيات علم السكون  3
  

 مقدمة 3

 تعريف الميكانيك الهندسي  5

 مفاهيم أساسية  6

في الحركة قوانين نيوتن الأساسية الثلاث  7  

 قانون نيوتن في الجاذبية  8

الاحداثيات أنظمة  16  

 نظام الوحدات  17

 مسائل  21

  

32 تحليل القوى/  ثانيالفصل ال   

  

 الكميات العددية والكميات المتجهة  23

62  العلاقات المثلثية  

72 ى أنواع أنظمة القو    

72    تأثيرهامبدأ نقل القوة على خط  

82  محصلة القوى  

 محصلة عدة قوى ) أكثر من قوتين (  34

63  محصلة القوى ثنائية الأبعاد بطريقة التحليل  

74  مسائل  

  

35 العزوم /  ثالث الفصل ال   

  

35  تعريف العزم  

35  طرق الحل 

55  محصلة العزوم  

36  العزم المزدوج 

76  نقل القوة الى خط تأثير موازي لخط تأثيرها  

86 ير متلاقية ) قوى وعزوم ( الغمحصلة منظومة القوى المستوية    

27  مسائل  
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 الموضوع  الصفحة
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 إنشاء مخططات الجسم الحر  89
  

310  مسائل  
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111 المسنمات البسيطة  -الجزء الأول    

111 مستوية المسنمات ال   

211  افتراضات تصميمية  

211  تحليل المسنمات  

211 طريقة المفاصل ـ 1   

312 طريقة المقاطع ـ 2   

512  أضلاع القوى الصفرية  
  

712 المكائن وهياكل الآلات -الجزء الثاني    

291  طريقة التحليل  
  

114  مسائل  
  

714 الاحتكاك/  سادسالفصل ال   
  

714  تعريف الاحتكاك  

714 واستخداماته   أهمية الاحتكاك   

 مساويء الاحتكاك  148

814  معامل الاحتكاك  

481  أنواع الاحتكاك  

015  خصائص الاحتكاك  

015  زاوية الاحتكاك  

115  قوانين الاحتكاك  

516  مسائل  
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 الموضوع  الصفحة
  

691 مراكز الكتل والنقاط الوسطى /  سابعالفصل ال   

  

017 المراكز  تعيين أهمية   

117  احداثيات مراكز ) الخطوط والمساحات والحجوم (  

217  الأجسام والأشكال المركبة  

217  طريقة التقريب  

317  مراكز الأشكال الهندسية الشائعة  

191  مسائل  

  

591 عزم القصور الذاتي/  ثامنالفصل ال   

  

519  تعاريف وخصائص  
  

519 عزم القصور الذاتي للمساحات  -الجزء الأول    

519  عزم القصور الذاتي الديكارتي أو المستطيل  

619  عزم القصور الذاتي القطبي  

619  وحدات القياس والاشارات  

719  نصف القطر التدويمي  

 نقل عزم القصور الذاتي للمساحة الى محور آخر  198

 عزم القصور الذاتي للمساحات المركبة 199

020  خصائص الأشكال المستوية  
  

121 عزم القصور الذاتي للكتلة -الجزء الثاني    

121 القياس والاشارات وحدات    

121  نصف القطر التدويمي  

221 للكتلة الى محور آخر الذاتي نقل عزم القصور   

321 المركبة  للأجسام ي الكتلو عزم القصور الذاتي    

421  عزم القصور الذاتي لكتل بعض الأجسام المتجانسة  
  

522  مسائل  

  

292  أسئلة عامة  
  

123  الملاحق  
  

532 صادرالم   

  

732  المحتويات  
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 نبذة عن الكتاب:
يهدف الكتاب الى التعرف على الجزء الأول من مادة الميكانيك الهندسي وهو الجزء المتخصص بمواضيع       

( بشكل واضح ومبسط في ثمانية فصول تم ترتيبها بشكل يساعد طلبة المرحلة الأولى    علم السكون ) الستاتيكا 
بكليات الهندسة بكافة اختصاصاتها وطلبة المرحلة الأولى في المعاهد الفنية والتكنولوجية المتخصصة بالمجالات 

بناءاً رصيناً يؤهلهم الى  التطبيقية وطلبة علوم الفيزياء على بناء المعلومات المتخصصة في مجال علم السكون  
 فهم واستيعاب القوانين والنظريات الخاصة بهذا المجال وتطوير مهاراتهم في حل المسائل الخاصة بهذا المجال. 

 

وبعونه تعالى ســـيتم طبع الكتاب الخاص بالجزء الثاني من مادة الميكانيك الهندســي وهو الجزء المتخصص       
 اميكا (. بمواضيع علم الحركة ) الدين

 

 المؤلف: إسماعيل خضير عبدالله الجبوري
 . 1991بكالوريوس هندسة طائرات ـ  -

 .1998ماجستير هندسة ميكانيكية ـ تصاميم طائرات ـ  -

 تدريسي في جامعة نينوى ـ كلية هندسة الالكترونيات ـ قسم هندسة النظم والسيطرة.   -

 خبرة في مجال التصاميم الميكانيكية. -
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